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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

ETUDES
SUR LES SINGULARITES DES SURFACES ALGEBRIQUES;

Par M. E. DE JONQUIERES.

Plans tangents doubles et triples (*).

1. Un plan peut étre assujetti a toucher une fois, deux
fois ou trois fois une surface algébrique $” du degré n, ct,
en outre, dans les deux premiers cas, 4 deux autres con-
ditions ou a une seule, respectivement. Ces plans sont les
plans tangents simples, les plans tangents doubles et
les plans tangents triples de la surface.

2. On conclut de ce qui vient d’étre dit, que les trois
nombres ci-aprés sont finis et déterminés, savoir : 1° le
nombre des plans tangents simples qui passent par une

(*) M. G. Salmon s’est occupé de cette question dans un Mémoire trés-
intéressant, lu en 1855 devant ’Académie royale d’Irlande, et imprimé
dans le XXIII® volume des Transactions de cette Société (1857) sous le
titre : On the degree of the surface reciprocal to a given one.

Mais, en ce qui concerne notamment les plans tangents triples, aprés
avoir indistinctement déduit la formule qui en cxprime le nombre,
comme une conséquence de certaines relations existantes entre les autres



(6)
droite dounée; 2° le nombre des plans tangents doubles
qui passent par un point donné; 3° le nombre des plans

tangents triples; et nous aurons a déterminer ces trois
nombres, entre autres questions a résoudre.

3. Dans tout ce qui va saivre, nous supposerons que la
surface donnée $* n’a que les singularités qui lui sont
propres, c’est-a-dire qu’elle est des plus générales dans son
degré.

4. Plans tangents simples. — La théorie en est bien
connue; il suffit donc de rappeler quelques-unes de leurs
propriétés, qui seront utiles ci-aprés.

Un plan tangent quelconque coupe lasurface suivant une
courbe plane C"qui a un pointdouble au pointde contacta.
Les tangentes en «, aux deux branches de la C* qui y pas-
sent, sont osculatrices de la surface et asymptotes de son
indicatrice en ce point. Elles partagent la surface, autour
du point a, en quatre régions opposées deux a deux par le
sommet. La courbure de la surface, qui est nulle sur les
tangentes dont il s’agit, change de signe quand on passe

singularités de la sarface, le savant professeur s’exprime ainsi, p. 478 :
« It would be desirable to test these results by obtaining the number
» of triple tangent planes to a surface of the nth degree by a different
» process. | have endeavoured to determine this number by the same me-
» thod by which we determined the nature of the curve of contact of
» double tangent planes to the surface... I have not succeeded, however,
» in deriving the theory of triple tangent planes in this way. »

Dans une Note, en date du 12 février 1857 qui termine son Mémoire,
M. G. Salmon reproduit, sans démonstration, une formule alors récente,
due au D Schlafli, mais qui fait connaitre seulement la somme de deux
nombres, dont 'un est le sextuple de celui des plans tangents triples.
Enfin, dans son Traité récent sur la Géométrie a trois dimensions, le sa-
vant auteur reproduit purement et simplement sa premiére solution.

On yoit donc, sans qu'il soit nécessaire d'entrer dans d’autres détails,

que la question n'est pas épuisée.
Golfe du Mexique, oclobre 1862.
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d’une région & la région voisine. Ainsi, quand ces tan-
gentes sont imaginaires, la surface a une courbure de
méme signe dans tous les azimuts autour de sa normale
en a. Quand elles sont réelles et distinctes, la courbure,
nulle dans quatre azimuts particuliers, change de signe
alternativement en passant de I'un a I’autre. Enfin, si elles
sont coincidentes, la courbure ne change pas de signe;
mais il y a un azimut ou elle est nulle. Le point a est
alors un point de rebroussement sur la courbe C*, et,
comme la tangente at en ce point représente deux tan-
gentes infiniment voisines, il s'ensuit que le plan tan-
gent qui les contient toutes deux est tangent a S* suivant
deux de ses éléments consécutifs. C’est une sorte de plan
tangent double, parfaitement analogue aux tangentes d’in-
flexion des courbes planes qui sont aussi des tangentes
doubles d’une espéce particuliére. On lui donne indis-
tinctement le nom de plan d’inflexion ou de plan sta-
tionnaire; nous adopterons cette derniére expression.

5. En chacun 7 des points de $" ou le plan tangent est
stationnaire, 'indicatrice de la surface est une parabale;
c’est ce qui a fait donner aux points 7 le nom de points
paraboliques, et a la courbe gauche II, qu’ils forment
par leur succession, celui de courbe parabolique de la
surface.

6. La courbe d’intersection de S” par la surface P(*—1),
premiére polaire d’un point P relative a cette surface,
est la courbe du contour apparent de la surface, vue
du point P. Cette courbe gauche est donc, en général, du
degré n(n—1); et tel est aussi le degré du cone circon-
scrit a 87, qui a son sommet au point P.

7. Si le point P se meut sur une droite L, ses polaires
premiéres forment un faisceau de surfaces du degré

—
(7 —1). La courbe gauche G"~'', qui sert de base au
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faisceau, est le lieu des points dont les plans polaires pas-
sent par ladroite L; c’est la courbe polaire de L relative
a §”. Cette courbe coupe S" en n (n —1)* points. Tel est
donc le nombre des plans tangents qu’on peut, en géné-
ral, mener & une surface du degré » par une droite don-
née; en d’autres termes, telle est la classe de la surface
donnée, quand elle ne posséde ni points multiples, ni
courbes multiples, c’est-a-dire quand elle n’a que les sin-
gularités qui lui sont propres.

8. Plans tangents doubles. — Si la courbe C*, suivant
laquelle le plan tangent 4 " en un point a coupe cette
surface, posséde un second point double, le plan tangent
est un plan tangent double. 11 en existe plusieirs espéces
qu’on peut désigner et caractériser ainsi qu’il suit, savoir :

1™ Espkce. Plans tangents stationnaires. — Il en a
été déja question. La courbe C" n’a qu’un point double;
mais c’est un point de rebroussement de premiére es-
péce. Ces plans établissent en quelque sorte la transi-
tion entre les plans tangents simples et les plans tan-
gents doubles.

2° espkce. Plans bitangents. — 1ls touchent la sur-
face en deux points distincts, qui sont, sur Ja courbe C",
des noeuds ou des points isolés.

3¢ espice. Plans bitangents unistationnaires. — Les
deux points de contact sont distincts; 'un d’eux est situé
sur la courbe parabolique II. L’un des deux points dou-
bles de la courbe C" est un point de rebroussement de
premiére espéce.

4° espice. Plans tangents bistationnaires. — Les deux
points doubles de la courbe C* sont réunis en un seul; en
d’autres termes, deux branches de C” se touchent au point
de contact, suivant une droite qui a un contact du troi-
siéme ordre avec la surface. Le plan tangent est station-
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naire en deux points consécutifs, situés nécessairement
sur la courbe II; il touche S suivant la tangente a cette
courbe au point de contact, et c’est cette tangente parti-
culiére de la courbe IT qui a avec 8" un contact du troi-
siéme ordre.

Remarque. — Les plans tangeuts de la troisiéme et de
la quatriéme espéce établissent la transition entre les
plans tangents doubles et les plans tangents triples.

5¢ msekce. Plans bitangents bistationnaires. — Les
deux points de contact sont distincts, mais situés I'un et
'autre sur la courbe II. La courbe C" a deux points de
rebroussement de premiére espéce. Ces plans sont une
espéce de plans tangents quadruples.

Avant d’entrer dans les détails relatifs a ces diverses
espéces de plans tangents, il convient de rappeler, a titre
de lemmes, quelques propositions préliminaires que j’ai
énoncées ailleurs (*).

9. Lemmes. — 1° Les surfaces polaires premiéres de
tous les points de I'espace, relatives a une méme surface $*,
forment un systéme d’ordre (n—1); celles de tous les
points d’un plan forment un réseau; celles de tous les
points d’'une droite forment un faisceau.

2° Quand deux surfaces d’'un méme systéme se tou-
chent en un point, il y en a une infinité d’autres qui se
touchent en'ce point; P'une d’elles y posséde un nceud ou
point conique; et le lieu des points de contact des sur-
SJaces du systéme est aussi le lieu de leurs points co-
niques.

3° Quand un point P est tel, que ses polaires pre-
miéres, relatives & quatre surfaces d’un systéme quel-

(*) Voir ma précédente Etude sur les singularités des surfaces algibriques
(Journal de M. Liouville, t. V11, 2¢ série, p. f09).
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conque, choisies de telle sorte qu'elles n’appartiennent
pas ensemble & un méme réseau du systéme, passent
par un méme point Q, les polaires du point P, relatives
a toutes les autres surfaces du systéme, passent aussi
par le point Q.

On peut dire que le point Q est un point dont les
plans polaires, relatifs a quatre surfaces quelconques
du systéme, passent par un méme point.

4° Le lieu du point Q est aussi le licu des points de
contact des surfaces du systéme. C’est une surface Q" "=
du degré 4 (n —2), quand le systéme se compose de sur-
faces du degré (n—1).

On peut, d’aprés le (2°), désigner cette surface sous le
nom de surface nodale de la proposée S, ainsi que je
Dai fait dans 'article précité.

5° La surface nodale Q*("~* passe par les points de
contact des plans tangents stationnaires de S" et par ses
neceuds ou ses courbes multiples, quand elle en posséde.
Cette derniére hypothése étant écartée, il s’ensuit que la
courbe gauche II*" =% intersection de $" et de Q**~,
est la courbe parabolique Il définie précédemment

(n®38) (¥).

10. Cela posé, I’ensemble des plans tangents station-
naires forme une surface développable circonscrite a §”
le long de la courbe II, et a laquelle on peut mener
4n(n—1)(n—2) plans tangents par un point quel-
conque P, puisque tel est le nombre des points d’inter-
section de la courbe II avec la courbe du contour appa-
rent de la surface, vue du point P.

(*) La démonstration de ces lemmes elt été intéressante; mais elle
m'aurait entrainé dans des détails assez longs, et j'aurais couru le risque
d’abuser de la gracieuse hospitalité que M. le Rédacteur a bien voulu
accorder i cet article.
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11. En général, la droite osculatrice suivant laquelle
un plan stationpaire touche 8", a une direction différente
de celle de la tangente en ce point a la courbe II; quand
ces deux droites se confondent, le plan tangent devient
bistationnaire, et correspond aux tangentes &’ ondulation
ou de double inflexion des courbes planes.

12. La considération des plans tangents stationnaires
-donne lieu & un théoréme intéressant dont voici 1'é-
noncé :

En chaque point de la courbe gauche G, base d’un
Jaisceau de surfaces (S"), il passe en g¢néral quatre sur-
JSaces, dont chacune a un plan stationnaire en ce point.

Le théoréme (d& & M. Poncelet) relatif aux quatre
cones du second degré qui passent par la base d'un fais-
ceau de surfaces du second ordre est, comme on voit, un
cas particulier du précédent, qui n’est lui-méme qu'un
cas particulier d’'un théoréme plus général que je ferai
connaitre ailleurs.

13. Plans bitangents ou plans tangents doubles pro-
prement dits (2° espéce). — Cherchons combien il passe
de ces plans par un point quelconque P; et, pour rendre
cette recherche plus claire, supposons d’abord qu’il s’a-
gisse de trouver combien il passe, par le point P, de plans
tangents a 5%, qui soient en méme temps tangents & une
autre surface 5" égale & la premiére. Les plans tangents
a ces deux surfaces, qui passent par le point P, forment
deux cénes qui sont I'un et I'autre du degré n (n—1)* (n°7).
Donc, parmi ces plans, il y en a n? (n —1)" qui touchent
a la fois les deux surfaces.

Si 'on améne la deuxiéme surface a coincider avec la
premiére, le nombre précédent devra étre diminué de
celui des plans tangents qui, passant par P, touchent
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cette surface en un point de la courbe G*, suivant la-
quelle les deux surfaces se coupent un instant avant que
la coincidence soit élablie. Car les plans tangents aux
deux surfaces en chacun de ces points, plans qui étaient
distincts avant la coincidence, se confondent aprés en un
seul, qui figure comme plan double parmi ceux qui sont
compris dans le nombre n* (n —1)*, quoiqu’il ne soit
plus alors qu'un simple plan tangent de la surface propo-,
sée. Or le nombre de ces plans est égal a celui des points
d’intersection de la courbe G" avec celle du contour
apparent G*"="), donc a n* (n —1).

Actuellement, le nombre restant contient ensemble le
triple du nombre réel des plans stationnaires et le dou-
ble du nombre des plans bitangents; je veux dire que ces
plans sont, par la nature méme de la démonstration,
comptés, les uns trois fois et les autres deux fois, dans la
formule. Ainsi

22+ 3y=n*(n—1)—n*(n—1).
Mais il a été prouvé plus haut (n° 10) que

y=fn(n—1)(rn—2).
Donc

x:in(n—l)(n—2)(n3—n’+n— 12).

14. Les n(n —1) (n — 2) (n®*— n*+ n —12) points
de contact de ces plans bitangents sont situés sur une
surface du degré (n—z2) (n*—n*+4n —12). Car si
I'on fait mouvoir le point P sur une droite, les courbes
de contour apparent, qui correspondent a ses positions
successives, forment, sur la surface S*, un faisceau de
courbes G*("=1), Or chacune des courbes ayant

nin—a){n—2)(1d—n'++n—i2)
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points communs avec la surface cherchée, laquelle ne
passe pas généralement par les points qui forment la base
du faisceau (puisque ce faisceau est quelconque, comme
la droite L elle-méme) , il s’ensuit que la surface est du
degré (n—2)(n®*—n*+n—r12). Elle coupe S* sui-
vant une courbe gauche que nous appellerons A, dont le
degré est n(n—2) (n*—n*+n—12), et qui est le
lieu des points de contact des plans bitangents. Les plans
bitangents, circonscrits 4 S” le long de la courbe A, en~
veloppent une surface développable de la classe

én(n—l)(n-—o,)(rﬁ—- n+n—i2);

cette remarque nous sera utile plus tard.

15. Les plans tangents des troisiéme, quatriéme et
cinquiéme espéces, énumérées ci-dessus (8), sont néces-
sairement compris parmi ceux dont les points de con-
tact se trouvent aux intersections des courbes II et A.
Ainsi leur nombre total est exprimé par la formule

N=4n(n—2)(n*— n*+4 n—12),
et ils y sont compris dans les proportions suivantes,
savoir :

Les plans bitangents unistationnaires, chacun une
seule fois ; nous en désignerons le nombre par x.

Les plans tangents bistationnaires, chacun deux fois.
Car si a, b, ¢, d sont quatre points consécutifs d’une
méme droite, le long de laquelle le plan touche la surface,
on peut le regarder comme tangent suivant (abc) (cd),
ou bien suivant (abd) (bcd); nous désignerons par y le
nombre de ces plans.

Les plans bitangents bistationnaires, chacun six fois.
Car si les deux groupes de trois points consécutifs qui
déterminent le double contact sont désignés para, b, c;
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d, e, f, on peut regarder chacun des plans dont il s’agit
comme étant bitangent stationnaire de six maniéres
distinctes, savoir :

(abe)(de)s  (abe)(ef);  (abe) (fd);
(ab)(def);  (bc)(def);  (ca)(def).

On aura donc, en appelant z le nombre de ces plans,
N=a+42y +6z=4n(n—2)(n*—n*+n—12).

Les plans, dont le nombre est désigné par y, touchent
S* le long d'une droite qui aun contact du troisiéme
ordre avec la surface. Or, M. G. Salmon a démontré,
dans le tome IV du Journal mathématique de Cam-
bridge, que les points de S, ol une droite a un tel con-
tact avec la surface, sont situés sur une surface du degré
11n— 24. Cette surface coupe $" suivant une courbe
gauche I', du degré n(11n — 24), qui a par conséquent

fn(n—2)(11n—24)

points communs avec la courbe II. Mais il est aisé de
voir que ces courbes se touchent partout ou elles se ren-
contrent, et qu'il faut ne prendre, pour y, que la moitié
du nombre précédent. Car le plan bistationnaire ne peut
toucher S" suivant deux droites coincidentes ayant un
contact du troisiéme ordre avec la surface, que si cette
droite (double) est une tangente de la courbe II. Les deux
points infiniment voisins de cette courbe jouissent donc
alors de la propriété que, par chacun d’eux, il passe une
droite biosculatrice de la surface, c’est-a-dire qu’ils ap-
partiennent aussi a la courbe I'. On a donc

2y=4n(n—2)(lln—24),
d’ou

#+4+6z2=N—o2y=4n(n—2)(n—3)(r+ 3n—-16),
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et, comme S" ne posséde qu’accidentellement des plans
tangents de I'espéce z, on peut écrire, en général,

r=/fn(n—2)(n—3)(P+3rn—16).

16. Plans tangents triples. — Si la courbe C", sui-
vant laquelle le plan tangent en a coupe S", posséde
deux autres points doubles d, b, le plan touche la surface
en ces trois points; c’est un plan tangent triple. Nous en
connaissons déja trois espécds, classées parmi les plans
tangents doubles. Il en existe deux autres, qui se divi-
sent chacune en plusieurs variétés, savoir :

1™ espéce. — Les plans tangents triples proprement
dits, ou plans tritangents, dont les trois points de con-
tact sont distincts;

2¢ espéce. — Les plans ayant un triple contact avec $*
en un méme point.

17. La premiére espéce comprend quatre variétés,
qui sont :

1° Les plans tritangents ordinaires, dont les trois
points de contact (qui appartiennent a la courbe A etqui
en sont des points doubles) sont, sur la courbe plane C,
des nocuds ou des points isolés ;

2° Les plans tritangents unistationnaires, dont I'un
des trois points de contact, situé a la fois sur les courbes
IT et A, est un point de rebroussement de la courbe C*;

3° Les plans tritangents bistationnaires, dont deux
points de contact sont des points de rebroussement sur la
courbe C";

4° Enfin, les plans tritangents tristationnaires, dont
les trois points de contact sont des points de rebrousse-
ment sur la courbe C~.

18. Le plan tangent appartient a la deuxiéme espéce,
quand les trois points doubles de la courbe C” se réunis-
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sent en un seul, pour former un point triple. Ce point
triple étant susceptible d’appartenir a plusieurs variéiés,
il en est de méme du plan tangent; mais comme cette
singularité n’appartient pas a une 8" quelconque, il est
inutile d’insister sur ce sujet. Quand un plan tangent
appartient 4 la deuxiéme espéce, une tangente quelcon-
que de 8", menée par le point de contact, est osculatrice
de la surface en ce'point; et elle est biosculatrice dans
trois directions (celles des"tangentes aux trois branches
de C"), dont une est toujours réelle. Un tel point de con-
tact est donc tel, que le plan tangent est stationnaire
dans toutes les directions autour de lui, et ce point de
contact est un véritable ombilic d'une espéce particu-
liére. La surface est, en ce point singulier, osculée par
un plan, ou, si I'on veut, par un céne d’une ouverture
égale 4 180 degrés.

19. Plans tritangents. — Si I'on sc représente 'en-
semble des plans bitangents qui sont circonscrits a S"
le long de la courbe A, ceux d’entre eux qui touchent $*
en un troisi¢éme point sont les plans tangents triples dont
il s’agit de trouver le nombre. Adoptant un mode de so-
lution analogue & celui du n° 13, cherchons d’abord
combien il y a de ces plans qui touchent une seconde sur-
face égale a §”. Or les plans bitangents de S forment
une surface développable dont la classe est marquée par
le nombre :

T R
;n(n——l)(n—-z)(n-‘-—-n’«}—n—m),
c’est-a-dire a laquelle on peut mener ce nombre de plans

tangents par un point quelconque (n°® 14).

Doncily en a

;n(n—t)(n—z)(n’—n’-i—rz—lz)xu(rz—l)2
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qui touchent cette seconde surface. Mais chacun d’eux se
trouvera répété trois fois, aprés que la coincidence des
surfaces aura été établie ; on aura donc d’abord

3 = é n(rn—2)(r’ — fn+ qn* —19n* + for® — 3qn*+12n).

11 faut déduire de ce nombre celui des points de rencon-
P

tre de la courbe A avec la courbe G™ suivant laquelle

les deux surfaces se coupaient, alors qu’on les supposait

distinctes, savoir: n*(n—2) (n*—n*+n—12), et il
vient

r .,
3¢' =~ nin—2)(’ — fn® 4~ 0t — 210" -+ f2n* — 3gn*+-36n).

1l faut ensuite en retrancher le nombre des plans bitan-
gents unistationnaires, qui forment une espéce a part, et
dont les points de contact se trouvent aux points de ren-
contre des courbes A et II; et, comme chacun de ces
plans en représente trois superposés, le nombre a sous-
traire est

é n{n—2)(24n*—q2n*+n2n*—336n2+576).

Enfin, en chacun des points de rencontre (qui sont,
comme on I'a dit, des points de tangence) de la courbe
parabolique II avec la courbe T', lieu des points de con-
lact des droites biosculatrices, le plan tangent est un
plan tangent bistationnaire, espéce ci-aprés examinée, et
étrangére a celle qui nous occupe ici. Chacun de ces plans
est d’ailleurs compris deux fois dans la formule générale,
parce qu'il y a deux maniéres d’assembler quatre points
consécutifs a, b, ¢, d, de maniére a en former deux grou-
pes,composés,'un de trois, et 'autre de deux points con-
sécutifs, savoir : (abc) (cd) et (ab) (bed). Le deuxiéme
nombre a soustraire est donc

2.4n(n—2)(11n—24),

Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. 111. (Janvier 1864.) 2



(18)

et il vient enfin, pour le nombre cherché ¢,

t= ! n(n—=2,
——'6 — 1
S (n'—4nt gt —45n 1 14— 1112 +548n—gbo);

formule dans laquelle il est aisé de vérifier que le second
membre est toujours un nombre entier, comme cela doit
étre par la nature méme de la question.

20. On trouve ainsi qu'une surface du troisieme ordre
posséde,en géncral, 135 plans tangents triples, dont cha-
cun par conséquent coupe la surface suivant trois droites;
ce qui s'accorde avec cet autre théoréme, savoir : qu'z/
existe sur la surface 27 droites, par chacune desquelles
on peut mener cing plans tangents triples (*).

Dans le cas d’une surface du quatriéme ordre, on
at=132v0. Ily a donc 3200 plans distincts, dont chacun
coupe la surface suivant une C* douée de trois points

doubles.

21. Quant aux plans tangents triples, dont les trois
points de contact coincident, les seuls dont une surface
soit douée, en général, sont les plans tangents bistation-
naires, dont le nombre # est donné par la formule

! =oan(n—2)(11n—24).

Par exemple, i/ y a54 plans différents, dont chacun
coupe une surface du troisiéme ordre suivant une conique
et une droite tangentes entre elles; en d’autres termes,
si, autour de chacune des 27 droites de la surface, on fait
tourner un plan, il y aura deux positions du plan pour
chacune desquelles la conique, suivant laquelle le plan

(*) Ces deux beaux théorémes, dont j’ai eu occasion de donner une dé-
monstration dans les Nouvelles Annales,sont dus a M. Cayley : »oir t. XVIII,
p. 129).
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coupe S°, touchera la droite; résultat d’ailleurs facile a
prévoir : car si on fait tourner un plan autour d'une
des 27 droites de la surface, les coniques suivant les-
quelles il coupe S* marquent sur la droite deux séries de
points en involution, et chacun des deux points doubles
de cette involution est le point de contact d’'une conique
qui, conjointement avec la droite, satisfait a la question.

22. Il nous reste a faire connaitre quelques propriétés
intéressantes qui caractérisent, a d’autres points de vue,
les principales espéces de plans tangents d’une surface §”,
et qui sont relatives aux surfaces polaires et nodales de
cette surface.

Nous avons vu (n°9, 4°) que le lieu des points de con~-

tact des surfaces polaires premiéres de S" est une surface

f(n—2) . N le 1 ] . .
o . qui est en méme temps le lieu de leurs points

coniques.

On sait que chaque point Q de cette surface a, pour
surface n—a " polaire, un coéne du second degré, dont
le sommet P a pour polaire premiére celle des polaires
(ui a un point conique au point Q (*). Les points P
et Q sont ainsi correspondants ou réciproques 'un de
Pautre. Le lieu du point P est une surface Po‘i (n—2)’ ,du
degré 4 (n—2)*. On peut appeler les surfaces Py, Q,,
surfaces nodales conjuguées de la proposée S*, en adop-
tant D'expression consacrée par M. Steiner dans la
théorie des courbes planes, pour une circonstance ana-
logue 4 celle dont il est ici question.

23. Cela posé, le plan T, tangent a la surface P, an

(*) Voir YEtude déja citée sur les points doubles des surfaces algébri-
ques (Journal de M. Liouville, t. VII, 2¢ série). Je donnerai dans une autre
occasion la démonstration de ce théoréme et de quelques autres que,
faute d’espace, je n’ai pu qu’énoncer.

2.
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point P, réciproque d’un point de Q, contient tous les
points de I'espace dont les surfaces polaires passent au
point Q, et particuliéremeut une droite, passant par P,
dont les points sout les poles des polaires qui se tou-
chent au point Q. Le plan T n’est donc autre chose que
le plan polaire du point Q, etl'on peut dire que la surface
nodale P, est enveloppée par les plans polaires des points
de l'autre nodale Q,. Quand le point Q est sur S*, le
planM, tangenta S”, est stationnairelelong de deux droites
infiniment voisines, disons le long de la droite double
osculatricede $" en ce point. Ce plan touche la surface P,
au point P; donc la surface développable, formée par
tous les plans stationnaires de S*, et circonscrite a S*, le
long de la courbe parabolique I, est aussi circonscrite
(mais par un contact simple) a la surface nodale P,.

Si n=3, les surfaces nodales Q, et P, se confondent.
en une seule Q*, du quatri¢éme ordre, lieu des sommets
des cones polaires. Donc

La surface nodale d’une surface du troisiéme ordre S®
passe par les points de contact des plans stationnaires
de cette surface, et leur est tangente en un autre point;
théoréme analogue & celui qui a lieu pour les courbes
planes du troisiéme ordre.

Dans le cas de n quelconque, le cone du second degré,
iéme . .
n—2  polaire du point Q, et dont le sommet est au

point P, a avec S*, au point @, un contact stationnaire le
long de la droite double qui est osculatrice de S".

24%. Si le plan M est un plan tangent bistationnaire
de S, les polaires qui se touchent en Q ont un contact
slationnaire en ce point, et le plan M touche la surface
nodale P, au point P, par un contact slationnaire. La
droite PQ est en outre taugente en Q a la courbe para-
bolique IT (15), donc & 'autre surface nodale Q,.
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25. Enfin, si le plan M est un plan tangent de la
deuxiéme espéce (18), il est stationnaire dans toutes les
directions (19); il y a donc une infinité de faisceaux de
polaires, respectivement tangentes entre elles au point Q,
qui forment un résean dont la surface commune est celle
qui est douée du point conique. Leurs poles sont distribués
respectivement sur toutes les droites menées par le point Q
dans le plan M et, comme elles doivent toutes toucher la
surface nodale P, au point P (23), il s’ensuit nécessaire-
ment que les points P et Q coincident. On voit encore

quele cone,n—a polaire du pointQ, devant avoirun
contact stationnaire avec chacune de ces droites, se
réduit & deux plans coincidents, confondus avec le plan
tangent M.

SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Questions 563, 564 et 565 (Faure)

(voir t. XX, p. 56);
Par M. CREMONA.

1. On donne un faisceau de courbes de l'ordre n,
ayant n? points communs. Quel est le lieu des foyers (*)
de ces courbes? Pour connaitre 'ordre de ce lieu, il
suffit de découvrir le nombre de foyers qui tombent sur
une droite quelconque, par exemple sur la droite a
Pinfini.

Parmi les courbes du faisceau, il y en a 2(n —1) du

(*) On appelle foyers d’une courbe les intersections des tangentes me-~
nées a la courbe par les deux points circulaires a I'infini.
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genre parabolique, c’est-a-dire qui sont tangentes a la
droite & l'infini. Ces courbes seules peuvent avoir des
foyers a I'infini.

Soient @, ' les points circulaires & l'infini. Si par
chacun de ces points on méne les n(n — 1) tangentes a
une courbe du faisceau, les n*(n —1)* intersections de
ces tangentes sont les foyers de la courbe. Lorsque celle-ci
est parabolique, il n’y a que n(# —1) —1 tangentes
(autres que la droite 4 I'infini) issues de  ou de »’; donc
[r(n — 1) —1]* foyers seulement seront a distance finie;
les autres 2n(n—1)—1 tombent & I'infini. Cela doit
étre répété pour chacune des 2(n —1) courbes parabo-
liques ; donc la droite a I'infini contient

2(n—1)[2n(n—1)—1]

foyers, et par conséquent ce nombre est 'ordre du lieu
cherché.

De ces foyers a l'infini, 2(n —1) sont les points de
contact des courbes paraboliques avec la droite ww’; les
autres 4(n —1)[n(n—1) —1] coincident évidemment
avec w, w'; donc, chacun des points circulaires est mul-
tiple, suivant le nombre 2 (n —1) [ (R —1) —1].

Parmi les courbes du faisceau, il y en a 3(n —1)* qui
ont un point double ; ces 3 (z — 1)* points sont des points
doubles aussi pour la courbe des foyers.

En résumé : Le lieu des foyers de toutes les courbes de
I'ordre 2, ayant n* points communs, est une courbe de
I'ordre

2(n—1)[2r(n—1)—1],
qui passe 2 (n —1) [n (n —1) —1] fois pz:r chacun des
points circulaires a l'infini, et deux fois par chacun des
3 (n —1)*® points doubles des courbes données.

Pour n = 2 on a le théoréme de M. Faure, qui con-
stitue la question 565, savoir : le licu des foyers des co-
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ni(]ues (/ui passenl par (]uatre points est une cowrte du
sixiéme ordre. :

2. Soit donnée une série de courbes de la classe m,
¢est-a-dire le systéme de toutes les courbes de cette classe
qui ont m® tangentes communes. En suivant le méme
raisonnement, on trouve que le lieu des foyers est une
courbe de Vordre 2 2 — 1, ayant deux points imaginaires,
multiples de I'ordre n — 1, situés a l'infini sur un cercle,
et un seul point réel & 'infini, déterminé par la courbe
qui, seule dans le systéme donné, est parabolique.

3. Soient données quatre droites abc, ab'c’, a'bc’,
a't'c formant un quadrilatére complet, dont a et a,
b et b/, cet ¢’ sont les sommets opposés. Les diagonales
aa’, b¥, cc’ forment un triangle ABC (A intersection
de bY' et de cc’, etc.). Considérons les coniques inscrites
dans le quadrilatére donné : parmi ces coniques, il y a
une parabole et trois systémes de deux points, c’est-a-dire
(a,a’), (b,0), et (c, c').

Toute conique du systéme considéré a quatre foyers :
ce sont les quatre intersections des tangentes menées
par les points circulaires w, »’. Pour la parabole, trois
foyers tombent & l'infini en », »’ et-au point ¢ ou la
parabole est tangente i la droite ww'. Ce dernier point
est sur la droite qui passe par les milieux des diagonales
aa', bb', cc’, parce que cette droite contient les centres
de toutes les coniques du systéme. La parabole a un qua-
triéme foyer o, qui n’est pas a l'infini : c’est 'intersection
des tangentes ow, ow’ a la courbe, qui passent par les
points circulaires.

Les deux triangles oww’, bca’ étant circonscrits a une
méme conique (la parabole du systéme), sont inscrits
dans une seconde conique. Mais toute conique passant
par », »’ est un cercle : donc o appartient aun cercle qui
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passe par b, ¢, «'. De méme pour les triangles cad’, abc’,
a'b'c’; donc, le foyer o de la parabole est le point com-
mun aux cercles circonscrits aux quatre triangles formés
par les droites données.

En vertu de ce qu'on a observé au n°® 2, le lieu des
foyers des coniques (courbes de la deuxiéme classe) tan-
gentes aux quatre droites données est une courbe du
troisi¢éme ordre passant par les points circulaires & I'in-
fini, c’est-a-dire une cubique circulaire, selon I'expres-
sion de M. Salmon. Cette courbe a une seule asymptote
réelle, qui est paralléle a la droite des centres. Les six
sommets du quadrilatére appartiennent aussi a la cu-
bique, parce que ces points sont des foyers pour les co-
niques (a, a’), (b, &), (¢, ¢’).

Ainsi, sur chacune des diagonales aa’, b5’ cc' nous
connaissons deux points de la cubique, lieu des foyers :
cherchons la troisiéme intersection.

Si b est cette troisiéme intersection de la diagonale aa’
par la cubique, les droites Jw, /' seront tangentes 4 une
méme conique du systéme. Or, les couples des tan-
gentes menées par / aux coniques du systéme forment
une involution. La diagonale aa’ est un rayon double
de cette involution, parce qu’elle est la seule tangente
qu’on puisse mener de / a la conique (a, a’). Le second
rayon double est /A ; en effet, A estle pole de aa’ par
rapport i toute conique du systéme, donc /A est tangente
en / 4 la conique du systéme qui passe par /.

Deux droites conjuguées de l'involution (les tangentes
menées par / 4 une méme conique du systéme) et les
droites doubles doivent former un faisceau harmonique;
par conséquent, I'angle des droites laa’, [A doit étre di-
visé harmoniquement par lw, lw'. Mais si, dans un
faisceau harmonique, deux rayons conjugués passent par
les points circulaires 4 I'infini, on sait que les deux
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autres sont rectangulaires (*); donc, laa’ et [A sont a
angle droit, c’est-a-dire, les troisiémes intersections de la
cubique par les diagonales sont les pieds /, m, n des hau-
teurs du triangle ABC.

Remarquons que les neuf points a, a’, b, b',¢, ¢/, ,
m, n ne suffisent pas pour déterminer la cubique dont il
s'agit. En effet, par ces points passent les trois aa’,
bb', cc' et, par conséquent, un nombre infini d’autres
courbes du troisiéme ordre. Pour déterminer notre
courbe, lieu des foyers, ajoutons qu'elle est circulaire,
quelle a son asymptote réelle paralléle a-la droite qui
passe par les milieux des diagonales du quadrilatére, et
qu’elle passe par le point o commun aux cercles circon-
scrits aux quatre triangles du quadrilatére.

Ainsi, les théorémes de M. Faure (**) sont démontrés.

: Question 491

( volr tome XVIil, page 443);

Par M. CREMONA.

1. A est une courbe de I'ordre n, B une conique, dans
un méme plan. D’'un point quelconque situé sur A on
abaisse une perpendiculaire sur la polaire de ce point rela-
tivement a B. 1° Quelle est I'enveloppe de cette perpendi-
culaire? 2° Quel est le lieu du pied de la perpendiculaire?

(*) On peut définir ces droites qui vont aux points circulaires a Dinfini
comme les rayons doubles de I'involution engendrée par un angle droit
qui tourne autour de son sommet fixe. (CuasLEs, Géométrie supérieure.)

(**) 563. La courbe du troisiéme ordre qui passe par les six sommets d'un
quadrilatére complet et par les pieds des hauteurs du triangle formé par ses
diagonales passe par les points circulaires & 1infini.

564. Cette courbe est le lieu des foyers des coniques inscrites dans le qua-
drilatére et rappelle le cercle dans la théorie des courbes du troisiéme ordre.
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Deux droites perpendiculaires sont polaires conjuguées
par rapport 4 la conique (enveloppe de deuxiéme classe)
formée par les points circulaires ®, ®’ a I'infini ; ainsi,
le premier probléme revient a celui-ci :

Soit m un point quelconque de A ; M la droite polaire
‘de m, relativement & la conigue B; p le pole de M, re-
lativement & la conique (w, '), c’est-a-dire le conjugué
harmonique du point & Uinfini sur M, par rapport
a (0, w'); quelle est Uenveloppe de la droite my.?

Cherchons combien de droites analogues &4 mp passent
par un point arbitraire 0. Si 'on méne par o une droite
quelconque qui rencontrera A en n pointsm,m’,...,les po-
laires M, M’,..., de ces points, par rapport a la conique B,
auront leurs poles u, u/,..., relatifs & (w, w’), situés surn
droites op, op/,.... Si, au contraire, on méne arbitraire-
ment une droite op. (= point & 'infini), soit v le conjugué
harmonique de u, par rapporta (w, w’); du point v on
pourra mener n tangentes M, M’,.... 4 la courbe A’ po-
laire réciproque de A, par rapport a la conique B. Ces
tangentes auront leurs poles m, m/, ..., relatifs a B, situés
sur n dgoites om, om',.... Ainsi, a une droite om cor-
respondent n droites op, et a une droite op. corres-
pondent n droites om. Donc, par un principe connu
(dont M. de Jonquiéres a fait un heureux usage), il y
aura 27 coincidences de deux droites om, op. correspon-
dantes; 'est-a-dire, I'enveloppe de mp est une courbe K
de la classe 2n.

2. Si m est a Vinfini (sur la courbe A), la droite mp
tombe entiérement 4 I'infini; donc la droite & 'infini est
une tangente de K multiple suivantzn, ¢’cst-a-dire K a 2n
branches paraboliques. Ainsi, K n’a que » tangentes pa-
ralléles & une direction donnée, ou bien passant par un
point udonné a l'infini. Si v est le conjugnué harmonique



(27)

de p parrapporta w,w’, etm,m’, ..., les poles, relatifs a B,
des n tangentes de A’ qui passent par v, les droites my,
m'p.... seront les n tangentes de K qui aboutissent 4 p.
Si v est un point (a I'infini) de A’, denx tangentes de cette
courbe coincident et, par conséquent, deux tangentes mp.
de K coincideront aussi, c’est-a-dire p sera un point
de K. Il s’ensuit que la courbe K a n (n — 1) asymptotes
respectivement perpendiculaires aux asymptotes de A’.
En particulier, si v tombe en , le point ¢+ y tombe aussi;
donc, si A’ a des branches (imaginaires) passant par w, o/,
la courbe K y passe autant de fois.

3. Les droites tangentes des courbes A’ et K corres-
pondent entre elles, une 4 une. En effet, si 'on donne M
tangente de A’, soient m, p les poles de M par rapport
aux coniques B et (w, ®’); mu sera la tangente de K qui
correspond a M. Réciproquement, soit N une tangente
de K, vle pole de N par rapport a (0, w'); la droite po-
laire de v par rapport a la conique B coupera N en un
point m, et la droite polaire de m par rapport a la méme
conique B sera la tangente de A’ qui correspond a N.
Cela étant, le deuxiéme probléme que je me suis pro-
Pposé peut étre énoncé comme suit :

Trouver le lieu du point commun & deux tangentes
correspondantes des courbes A’y K.

Menons une transversale arbitraire et cherchons com-
bien de fois deux tangentes correspondantes de A/, K se
rencontrent sur cette transversale. D’un point quel-
conque p de la transversale on peut mener n tangentes
a A’; les n tangentes correspondantes de K rencontreront
la transversale en n points ¢. Réciproquement, d’un
point quelconque ¢ de la transversale on peut mener 21
tangentes & K; les 2n tangentes correspondantes de A’
couperont la transversale en 27 points p. Ainsi, adun



(28)
point p correspondent n points ¢, et a un point g cor-
respondent 27 points p. Donc, il y aura sur la transver-
sale 3n coincidences de deux points p, g correspondants,

c’est-a-dire, le lien cherché est une courbe H de l'or-
dre 3 n.

Par chacun des points w, w’ passent n tangentes de A’
et les n tangentes correspondantes de K; donc, les points
circulaires a I'infini sont des points multiples suivant 7,
pour la courbe H.

Nous avons vu que la droite 4 I'infini représente » tan-
gentes de K; par conséquent, les points a I'infini sur les n
tangentes correspondantes de A’ appartiendront a Hj;
c’est-a-dire, la courbe H a n asymptotes respectivement
paralléles aux diamétres de la conique B, qui sont conju-
gués aux directions des asymptotes de A.

1l est évident que la courbe H passe par les 27n inter-
sections de A et B.

4. Silon fait n = 2 (question 491), A et A’sont deux
coniques (polaires réciproques par rapport a2 B); K est
de la quatriéme classe et H est du sixiéme ordre. Je vais
considérer deux cas particuliers.

1° Soient A, B et, par conséquent, A’ des paraboles
semblables; a leur point commun a l'infini. La polaire
de a, par rapport 4 B, est la droite & I'infini : donc, toute
droite menée par a est une tangente de K, c’est-a-dire que
cette enveloppe est composée du point a (enveloppe de
premiére classe) et d'une courbe K’ de troisiéme classe.
D’un point quelconque v a l'infini on peut mener une
seule tangente a la parabole A’ : donc il y a une seule tan-
gente de K’ qui aboutit 4 ¢, conjugué harmonique de v
par rapport a (w, '). Mais si v tombe en a, cette tan-
gente de A’ tombe a I'infini ; par conséquent, au point @/,
conjugué harmonique de @ par rapport a (o, o), il n’y
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a qu'une tangente de K/, la droite 4 l'infini. Cela siguitie
ue @’ est un point d’inflexion de K/, et la droite a I'infini
estla tangente relative, c’est-a-dire que K’ a deux branches
perpendiculaires (avec les convexités intérieures) aux
diamétres des paraboles données; autrement K'est une
parabola cuspidata (classification newtonienne).

Lorsque A est une conique quelconque, la droite a I'in-
fini représente deux tangentes de K ; dans le cas que nous
considérons, les tangentes correspondantes de A’ tombent
elles-mémes & I'infini : donc, tout point 4 'infini compte
deux fois comme point du lieu H; par conséquent ce lien
se décompose en deux droites qui coincident a I'infini et
en une courbe ' du quatri¢me ordre. On voit aisément
que H’ passe par les points circulaires et touche en a la
droite a I'infini, c’est-a-dire que H' a deux branches
paraboliques paralléles aux branches des paraboles don-
nées.

2° Soient A, B, et, par conséquent, A’ des cercles con-
centriques, c’est-a-dire des coniques passant par o, o' et
ayant en ces points les mémes tangentes ow, ow’ (o cen-
tre commun des cercles). On conclut immédiatement de
la théorie générale que, dans ce cas particulier, K se ré-
duit & quatre points, dont deux coincident en o les deux
autres sont o, »'; et H se décompose en quatre droites et
un cercle; les quatre droites coincident deux a deux
avec ow et oo’ : le cercle est A.

5. Pour n =1, on a ce théoréme connu :

On donne une droite A et un faisceau A’ de droites : les
pointsde A’correspondent anharmoniquement aux rayons
de A’; d’un point quelconque de A on abaisse la perpen-
diculaire sur le rayon correspondant. L’enveloppe de cette
perpendiculaire est une parabole; le lieu du pied de la
perpendiculaire est une cubigue circulaire dont!’asymptote
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réelle est paralléle au rayon de A’ qui correspond au point
a l'infini de A.

6. On démontre d’une maniére analogue les théorémes
dans I’espace :

A est une courbe gauche de I'ordre n ; B une surface du
second degré. D'un point quelconque de A on abaisse la
perpendiculaire sur le plan polaire de ce point relative-
ment & B; le lieu de cette perpendiculaire est une surface
gauche du degré 2n, qui a n génératrices a I'infini et un
cone asymptote de 'ordre 1, dont les génératrices sont res-
pectivement perpendiculaires aux plans tangents du cone
asymptote de la surface développable A’, polaire récipro-
que de A par rapport a B.

Le lieu du pied de la perpendiculaire est une courbe
gauche de I'ordre 37 qui a 22 points sur le cercle imagi-
naire & I'infini.

Si n=1, on a ce théoréme:

On donne une droite A dont les points correspondent
anharmoniquement aux plans passant par une deuxiéme
droite A’. D’un point quelconque de A on abaisse la per-
pendiculaire sur le plan correspondant; le lieu de la per-
pendiculaire est un paraboloide qui a un plan directeur
perpendiculaire a la droite A’; le lieu du pied de la per-
pendiculaire est une courbe gauche du troisiéme ordre
(cubique gauche) qui passe par les points ou le plan
directeur nommé rencontre le cercle imaginaire a I'infini.
On peut donner a cette espéce de cubique gauche le nom
de cercle gauche ou cubique gauche circulaire.

Questions 677, 678 et 679 (Scaro1ER)

(voir 2° série, t. I, p. 822);

Par M. CREMONA.

On trouve démontré analytiquement dans les Mémoires
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de MM. Hesse et Cayley, et géométriquement dans mon
Introduzione ad una teoria geomctrica delle curve
piane, que dans un réseau (rete) de coniques (*) il y en
a certaines, en nombre infini, qui se réduisent a deux
droites, et que ces droites enveloppent une courbe (géné-
rale) de troisi¢me classe, que j'ai nommée courbe cay-
leyenne du réseau (**). Les trois tangentes qu’on peut me-
ner a cette courbe par un point donné o sont les trois cotés
du quadrangle complet inscrit aux coniques du réseau
qui passent par o.

Un réseau est déterminé par trois coniques données et
contient toutes les coniques des trois faisceaux anxquels
les coniques données, considérées deux & deux, donnent
lieu. Donc

Trois coniques quelconques ont généralement, deux:
@ deux, six cordes communes; les dix-huit cordss qui
en résultent touchent une méme courbe de la troisiéme

classe (question 679).

Si les trois coniques données (et par conséquent toutes
celles du réseau) ont un point commun o, les neuf droites
qui joignent o aux neuf points d’intersection des coniques
(deux i deux) seront tangentes a la cayleyenne. Mais
une courbe (propre) de la troisiéme classe ne peut ad-
mettre que trois tangentes au plus, issues d'un mémc
point; donc, dans le cas actuél, la cayleyenne se décom-
pose en une enveloppe de premiére classe (le point o)

L d
(*) Un réseau de coniques est 1’ensemble de toutes les coniques assujet-
ties a trois conditions communes telles, que par deux points pris a vo-
lonté sur le plan il ne passe qu’une seule de ces coniques.

(**) M. Steiner a donné a cette courbe, diins le cas d'un réseau d’ordre
quelconque, le nom de courbe nodale du réseau, dénomination adoptée
par plusieurs géomeétres. (Voir aussi, & ce sujet, la page 19 ci-dessus,
ligne 24.)
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et en une enveloppe de deuxiéme classe (une conique);
donc

Sitrois coniques ont un point commun, les neuf cétés
des trois triangles qui sont formés par les autres points
d’intersection des coniques, considérées deux & deux,
touchent une méme conigue (question 678).

On déduit des mémes considérations le théoréme sui-
vant, trés-connu :

Si trois coniques ont une corde commune, les autres
cordes communes aux coniques, considérées deux &
deux, passent par un méme point.

La question 677 est I'inverse de 678. Soient donnés
trois triangles a, b, ¢,, a; b, ¢y, a; by c5, circonscrits a
une méme conique K; les sommets de ces triangles, con-
sidérés deux & deux, déterminent trois coniques C,, C,, Cs,
¢'est-a-dire

Ci=(a;b,c,a,b,¢,), Co=(asb,c;a,b,c,), C;=(a,b,c,ab,c,).

La cayleyenne du réseau déterminé par les trois co-
niques C,, Cy, C; aura, d’aprés la définition de cette
courbe, neuf tangentes (les cotés des trois triangles) com-
munes avec la conique K. Mais une courbe (propre) de
troisiéme classe et une conique ne sauraient avoir que six
tangentes communes au plus; donc la cayleyenne est
formée par deux enveloppes partielles, la conique K et
un point. -

Soit o la quatriéme intersection de C; et C; (outre
a, b, c,), etsupposons qu'une conique C soit décrite par
0ay b, cy ay et qu’elle rencontre C, en {35, 75 (outre oay).
En vertu d'un théoréme démontré ci-devant {ques-
tion 678), les cotés des triangles a, b, ¢, a, by cs, a3 Bsys
seront tangents a une méme conique, laconique donnéeK.
Mais K ne peut pas admettre quatre tangentes distinctes
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as (byy €3, Bs, 75) issues d’'un méme point ay; donc les
triangles ay by ¢y, a5 (35 y5 doivent coincider, c’est-a-dire
la conique C se confondra avec C,. Ainsi « les trois co~
niques Gy, C;, C4 ont un point commun o. »

Du théoréme 679 on tire aisément les suivants :

8il’on donne un faisceau de coniques conjointes C (*)
et une autre conique quelconque K, les cordes communes
a K et a une conique C enveloppent une courbe de
troisiéme classe tangente aux droites conjointes du
faisceau et ayant un foyer au centre commun des coni-
ques C. Et le lieu des points ol se rencontrent deux &
deux les cordes opposées est une courbe du troisiéme
ordre qui passe par le centre et par les points & Uin-
Jini sur les axes principaux des coniques C.

Si l’on donne un systéme de coniques confocales C
et une autre conique quelconque K, le lieu des sommets
des quadrilatéres complets circonscrits & K et & une
conique C, est une courbe de troisiéme ordre qui passe
par les foyers du systéme C et par les deux points
circulaires a Uinfini. Et les diagonales des quadrila-
téres nommés enveloppent une courbe de troisiéme

classe tangente aux axes principaux des coniques C et
a la droite & Uinfini.

Mémes questions ;
Par M. E. DE JONQUIERES.

Ces théorémes sont bien loin d’étre nouveaux. M. Cay-
ley démontre le corrélatif, par voie de dualité, du plus

(*) Coniques concentriques et décrites par quatre points (imaginaires )
appartenant i un cercle de rayon nul ( Memoria sulle coniche e sulle super-
ficie di second’ordine congiunts ; Annali di Matematica, t.111; Roma, 1861).

Ann. de Mathémat., 2° série, t. Ill. (Janvier 1864.) 3
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tmportant d’entre eux, dans le tome X du Journal de
Liouville (année 1845), p. 104. lls font aussi tous par-
tie du cours que M. Chasles professe depuis longtemps
a la Sorbonne. 1ls ont leur place naturelle dans la théo-
rie des sections coniques, ou ils se présentent comme la
conséquence de propositions plus générales. M. Chasles
se proposant de publier prochainement un traité complet
de ces courbes, je ne reproduirai pas ici ses démonstra-
tions, malgré I'intérét qu'elles ne manqueraient pas d’of-
frir aux jeunes lecteurs des Nouvelles Annales. Mais en
voici d’autres qui, si elles ne font pas ressortir le lien
qni rattache ces théorémes a la théorie générale des co-
niques, sont du moins trés-simples et trés-directes.

I. Tutorime. — L'enveloppe des cordes communes
& une conique fixe U et & un faisceau (C) de coniques
¢st une courbe de troisiéme classe.

Il suffit de prouver que, par un point P, il ne passe que
trois de ces cordes communes. Pour plus de simplicité,
prenons ce point arbitrairement sur le périmétre de la
conique U. Il est évident que les seules cordes communes
qui aboutissent en P, sont les cordes communes a U et a
la conique unique du faisceau qui passe en P. Ces cordes
sont donc au nombre de trois, dont une est toujours
réelle; ce qui démontre le théoréme.

Le raisonnement fort simple qui précéde est rigoureux.
11 ne serait en défaut, que si le point P appartenait a la
courbe enveloppe. Mais pour cela il faudrait qu'’il fat le
point de concours de deux cordes communes infini-
ment voisines; circonstance trés-exceptionnelle, puis-
qu’elle suppose, 1° que, parmi les coniques du faisceau, il
y en a une ou plusieurs qui aient, avec la conique U, un
contact du second ordre, ce qui n’apas lieu en général;
et 2° qu’on ait.choisi précisément le point de contact pour
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en faire le point P, qui, au contraire, est, par hypothése,
choisi d’une fagon tout a fait arbitraire sur le périmétre
de la conique U.

La courbe enveloppe est donc de la troisiéme classe, et
il est évident qu’elle est touchée par les cdtés et les dia-
gonales du quadrilatére inscrit 4 toutes les coniques du
faisceau (C). Car soient, par exemple, a et b deux cotés
opposés de ce quadrilatére, le systéme des deux droites a, b
représente une conique particuliére du faisceau (C), dont
les cordes communes avec U sont ces droites elles-mémes.

II. — 8¢ la conique U passe par l'un a des sommets
du quadrilatére inscrit aux conigues (C), la courbe
enveloppe des cordes communes se décompose en deux
parties, savoir : le point a lui-méme et une conique.

En effet, quel que soit le point P, la droite Pa rencontre
la conique U en un second point a’, par lequel on peut
toujours faire passer une conique du faisceau (C), et une

-seule, dont la corde commune avec U est par consé-
quent Paa’. Le point P étant pris d'une maniére quel-
conque dans le plan de la figure, il s’ensuit qu’il passe,
par le point @, une infinité de cordes semblables; en d’au-
tres lermes, le point @ est un point isolé de la courbe en-
veloppe, qui seréduit ainsi a une courbe de seconde classe,

c’est-a-dire 4 une conique, si I'on fait abstraction de ce
point isolé.

II. — Le cas ou 'on ne donne que trois coniques
A, B, U rentre dans I'un des précédents; car les deux
coniques A, B, par exemple, peuvent étre regardées
comme faisant partie du faiscean (C) qu’elles déter-
minent. On a donc une démonstration trés-simple des
théorémes proposés sous les n% 679 et 678, et il est aisé
de voir que celui du n°® 677 est une conséquence immé-
diate de ce dernier. '

3.
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IV. — C’est également sur le théoréme II que repose
la solution du probléme proposé sous le n®.317; d’ou I'on
voit que ce probléme n’admet que deux solutions, ainsi
que je I’avais annoncé.

Quant au théoréme I, il est un cas particulier de cet
autre, plus général, que j'ai donné, pour la premiére fois,
dans un Mémoire inséré au Journal de Mathématiques,
t. VI, 2° série, et dans le tome XX des Nouvelles An-
nales, savoir :

L’enveloppe des cordes communes & une courbe fixe
du degré n, et & un faisceau de courbes du degié m,

est une courbe de la classe i m(m—u)(2n—1).

J'ai fait voir au méme endroit de combien d’unités
cette classe s’abaisse, quand la courbe fixe passe par un
ou plusieurs des points fondamentaux qui forment la base
du faisceau.

Question 491 (seconde solution)
Par M. N,

Eléve de Mathématiques spéciales.

Tout plan doublement tangent a la surface engen-
drée par une conique tournant autour d’une droite
située dans son plan coupe cette surface suivant deux
coniques qui, projetées sur un plan perpendiculaire a
I'axe, ont un foyer commun au pied de cet axe.

(MouTarp.)

On peut toujours trouver sur I'axe de révolution un
point tel, que les tangentes menées de ce point a la courbe
soient également inclinées sur cet axe. Je prends le point
pour origine, pour plan des zx le plan de la courbe, et
pour axe des z I'axe de rotation. (Les axes des coordon-
nées sont rectangulaires. )
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Les équations de l'ellipse sont
atr? — bzt — (d'x + b 24 =0, y =o.
L’équation de la surface engendrée est
a*(z*+y?) — b2z’ — (@Yo b+ ) =o.

Le plan doublement tangent ax — bz = o est tout a fait

quelconque, car je pourrais faire tourner les axes autour
de I'axe des z.

L’équation de la projection de 'intersection de ce plan
avec la surface sur le plan des xy sera

(1) ”’J”-*(a'ﬂ/rz—i—f’—!—a—zx—i-c")z-—o
& b —_— b

équation que I'on peut décomposer dans les suivantes

ab’

a' x4y 4 3 x4 ¢ —ay=o,

’ : P ab’ /
a \/x‘+j‘—|—Tx+c +ay=o,
ou

. , ab’ 2
u‘(x’—i—y’):(ay-— T.r-——c’) s

, ab' ?
a(z’—}-—y’):(ay + —b—-x—i—c’) H

ce qui démontre le théoréme énoncé.

Question 657;
Pae M.E. M.,

Professeur a Paris.
Tutorime. — Si l’équation

Ax"+4-Bx" ' Dxl 4 Fap—' 4+ Fal—* 4GP+ ...+ U=o0
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a toutes ses racines réelles, les coefficients D, E, F, G
de quatre termes consécutifs vérifient linégalité

(DG— EF)*— 4 (E* — DF) (F'— EG) <o.

(CaTaLaN.)

)

On trouve dans I’Algébre de Bertrand I'énoncé suivant :

Si I'équation ci-dessus a ses racines réelles, E* — DF
et F?— EG sont de méme signe.

Les deux théorémes se démontrent simultanément.

En effet, si I’on multiplie le premier membre de I'équa-
tion par X — a, on trouve

— Da

P+ ¥
—Fa

=4+ G

—Fa

P4, ..

et 'on ne doit pas pouvoir disposer de a de telle sorte que
les trois coefficients calculés soient en progression géo-
métrique. Donc I'équation en a

(F—~Ea)=(E —D«)(G—Fa)

doit avoir ses racines imaginaires.
Or cette équation développée devient

(E* — DF)a*+ (DG — EF)a -+ F? — EG =o.

Donc :

1° Les coefficients extrémes doivent étre de méme
signe : c’est le théoréme de Bertrand ;
2° On doit avoir

(DG — EF ) — § (E? — DF)(F? — EG) <o :
¢'est celui de Catalan.

Les corollaires indiqués pour ce dernier sont évidents.

Note. — Clest par inadvertance que nous avons inséré le théoréme
donné par M. E. M. comme une généralisation de la question 671 (voir

2® série, t. 1I, p. 543). Ce théoréme n’est vrai que si le point A est un
ombilic.
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SUR LE LIEU DES INTERSECTIONS DE DEUX COURBES
MOBILES ;

Par M. NICOLAIDES.

M. Van der Mensbrugghe a publié derniérement dans
les Mondes un extrait d’'un Mémoire qui a été présenté
a I’Académie royale de Belgique. Le but principal de ce
Mémoire est de déterminer I'équation de la courbe, lieu
des intersections successives de deux courbes planes, tour-
nant, dans un méme plan ou des plans paralléles, au-
tour de deux centres fixes. Cette question importante a
été étudiée par M. Le Frangois dans le cas, trés-restreint,
ou les rapports des vitesses de ‘deux lignes tournantes est
un nombre entier. Je vais dire ici en quelques lignes
comment on peut traiter la question dans le cas ou les
lignes se meuvent d’une maniére quelconque dans un
méme plan.

Soient

(1) o (2 y')=o0, o(z" y')=0
les équations de ces courbes; imprimons a chacune
d’elles un mouvement quelconque, en faisant suivre ces

mouvements par les axes auxquels ces courbes sont rap-
portées; on aura deux groupes d’équations que yoici :

z=a—+z' cosa — y’'sina, F, (a, b, a)=0,

(2)

(3)

y==0b+2' sin a + y'cose, F,(a, b, a)=0,
| z=a'+ 2" cosd' —y"sina’ F(a/,¥,a')=0,
)y:b’—}-x"sina’-}—y”cos:x’ JFla,V,d)=0.
Si ’on ajoute & ces équations une derniére :

(4) Sfla, b, a', by ay, «)=0,
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pour établir une dépendance entre les deux mouvements,
on aura onze équations entre les douze variables

B ! ’ " " r 7 ’
xy, gy &,y @y a, by, ad, b, «, .

Eliminant les dix derniéres, on trouvera une rélation
entre x, y, qui sera précisément I'équation du lieu cher-
ché. Toute la difficulté se réduit donc a trouver les con-
ditions de deux mouvements, et & une élimination. Voici
un exemple :

Les équations de deux lignes tournantes sont
(5) z’=o0, az"=o,
ct elles se meuavent sur les plans d'une bielle de lon-
gueur B et d’une manivelle de longueur M. Je prends

pour origines mobiles le centre de rotation de la mani-

velle et le point qui déerit une ligne droite pendant le
mouvement,

Les équations (2), (3), (4) se réduisent ainsi aux six
suivantes :

z=x'cosa—y'sinz, y=ux'sina+y cosx,
(6) { x=a +ax"cosa’—y"sina’,  y—a"sind’+y" ' cosa’,

' (a—Bcosa’)*+ B?sin’a’=M?, Msin«—+Bsina’=o0.
L’élimination de x', x%, 5/, y", 2, &/, a entre les équa-
tions (5), (6) s’effectue sans difficulté; on trouve

Maxy \/'_.L-‘-"—f—"}":

\/Bz(xz_f_),z) — Mza2

Z\x+ y? +

— \/B’(x’—}- r})—Mz2=My.
Cette courbe ne présente pas de grandes particularités;
mais si 'on fait

M = B,

cas qui correspond au systéme, bien connu, de Lahire,
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on lrouve
x* (2= y?) = M2y,
el passant aux coordonnées polaires,

r=Mtang 0.

La figure représente cette courbe. On démontrera sans
difficulté qu’elle a deux asymptotes paralléles, et a une
distance de l'origine égale & M I'aire comprise entre la
courbe et les deux asymptotes est égale au cercle de
rayon M.

La longueur PN est constante et égale & M; cette der-

niére propriété perinet de tracer la courbe, par un mou-
vement continu, au moyen du papier transparent, car le
coté KN de I'angle KNP passe constamment par un
point fixe O, et le point P, de I'autre c6té de cet angle,
parcourt la ligne Oy : ce mouvement est l'inverse de
celui qu'on emploie pour le tracé de la conchoide. La
courbe en question est un cas particulier de la courbe de
séparation d'ombre et de lumiére, dans ’épure de la vis
a filets triangulaires.

La tangente et le rayon de courbure au point N ont
¢té tracés par les méthodes de MM. Chasles et Bresse.



(42)

BIBLIOGRAPHIE.

MaximiLien Marie. — Nouvelle théorie des fonctions
de variables imaginaires.

M. Marie a publié sous ce titre, de 1858 & 1863, dans
le Journal de Mathématiques de M. Liouville, une série
de Mémoires dont nous allons essayer de faire I'analyse.

Ces Mémoires n’ont pas précisément pour objet d’éta-
blir une nouvelle théorie des imaginaires, comme on
pourrait le croire (I’auteur n’y émet aucune opinion sur
la métaphysique de ces quantités), mais bien une nouvelle
méthode pour 1'étude des fonctions de variables imagi-
naires.

Tous nos lecteurs savent que 'on représente trés-com-
modément une quantité de la forme a+by—1, soit
par une droite inclinée allant de I'origine des coordon-
nées au point dont les coordonnées sont a ¢t b, ainsi que
le faisaient MM. Faure, Mourey, Argant, etc.; soil,
chose moins logique, par ce point méme, comme Cauchy
et ses disciples, et que, grace a cette représentation,
on démontre trés-facilement et on raméne a des intuitions
géométriques la plupart des théorémes d’Algébre sur
les imaginaires, les propriétés des fonctions simplement
et donblement périodiques, les intégrales par des chemins
imaginaires, etc.

La méthode de M. Maric a également pour but de faci-
liter ’éwude des propriétés des fonctions de variables ima-
ginaires, en ramenant ces propriétés a des intuitions géo-
métriques, mais elle diflére totalement par les moyens de
celle de Cauchy.

Laquelle de ces deux méthodes faut-il préférer? Toutes
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les deux, a tour de réle. Chacune a ses avantages parti-
culiers, et celui qui dédaignerait 'une ou I'autre se prive-
rait d’'un instrument utile.
M. Marie a eu pour but principal de trouver une re-
présentation géométrique compléte de I'équation

Sz, y)=o.

La courbe définie par cette équation n’en représentant
que les solutions réelles, ne fournit aucun secours pour
Pétude des solutions imaginaires.

Pour remédier a cette insuffisance, concevons que I'on
ait construit d’abord la courbe réelle dont I'équation est

f(‘z‘7 .7)=0,

et que celle-ci n’ait pas de point correspondant a 1ab-
scisse x = a, mais que I'équation soit vérifiée alors en
faisant y = a'+ &' V—1, et construisons le point dont
I'abscisse est a et 'ordonnée a’+ &'. Le lieu de tous ces
points formera une courbe que M. Marie appelle une
conjuguée imaginaire du lieu f(x, y) = o. En changeant
la direction des axes ou seulement celle de ’axe des y, on
obtiendra une infinité de conjuguées. L’ensemble de
toutes ces courbes donnera une représentation graphique
compléte de I'équation. Chaque conjuguée sera détermi-
née quand on connaitra le coefficient angulaire de la
direction qu’il fautdonner a I'axe des y pourl'obtenir. Ce
coefficient angulaire est nommé la caractéristique de la
conjuguée.

M. Poncelet avait déja considéré dés 1822 ces courbes
conjuguées dans son excellent Traité des propriétés pro-
jectives, mais pour les sections coniques seulement. Il
les nommait courbes supplémentaires. Elle lui ont été
d’un grand secours, car il n’aurait pu sans elles donner
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aun sys&éme de Géométrie supérieure une extension cor-
respondant a celle de la Géométrie analytique. Tous les
éléments d’une courbe qui deviennent imaginaires, tels
que tangentes, polau‘es, asymptotes, se retrouvent a létat
réel dans les courbes supplémentaires.
Les conjuguées peuvent étre définies d’'une maniére

plus algébrique, sans recourir 4 la transformation des
coordonnées. Soit

a:=a+b\/:_x-, y=a +by—i,

une solution imaginaire de I'équation; construisons le
point
r=a-+4b, y=na+0b.

[’ensemble de tous les points ainsi obtenus pour lesquels
’
le rapport 5 @ une méme valeur C constitue précisément

la conjuguée de caractéristique C. C’est a cette seconde
définition que s’en tient M. Marie; nous n’avons repro-
duit la premiére que parce qu’elle donne une idée plus
claire de la génération de ces courbes.

Sans nous étendre sur I'étude geometnque des conju-
guées, nous énoncerons seulement quelques remarques et
théorémes qui les concernent.

Une équation du premier degré a coefficients imagi-
naires représente une infinité de droites.

La tangente au point imaginaire x, y est donnée par la
méme équation que la tangente au lieu réel, pourvu que
I'on prenne parmi Uinfinité de droites représentées par
I'équation de la tangente imaginaire celle dont la carac-
téristique est égale a la caractéristique du point.

De méme, I'équation de Pasympiote représente le fais-
ceau des asymplotes a toutes les conjuguées.

La courbe réelle est une enveloppe de ses conjuguées.
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L’enveloppe totale des conjuguées se compose de toutes

d.

Les conjuguées, au point ou elles touchent la courbe
réelle, ont la méme courbure que celle-ci, mais dirigée en
sens contraire.

Ce que nous venons de dire des équations a deux va-
riables s’étend sans peine aux équations a trois variables.
Chacune d’elles représente, outre la surface réelle, une
infinité de surfaces imaginaires dont chacune est déter-
minée par deux caractéristiques. On peut utilement
étendre le méme langage aux hypersurfaces, c’est-a-dire
aux équations a plus de trois variables.

. . . dy .
les solutions de 1'équation pour lesquelles -—); est réel.

N. Laxpur.
(La suite prochainement.)

BULLETIN.

I.

AnceLo Forri, professeur d’Algeébre et de Trigonomé-
trie au lycée royal de Pise. — Tavole... Tables des
logarithmes des fonctions circulaires et des fonctions
hyperboliques; précédées d’une Instruction sur la
conistruction et l'usage de ces tables, par M. le pro-
fesseur et commandeur Mossoti, sénateur du royaume
d’Tialie. Pise, typographie Nistri, 1863. Un beau vo-
lume in-4 de 266 pages. Prix : 8 francs.

Ces tables peuvent se partager en deux parties. Dans la pre-
miére, les fonctions circulaires sont placées sur le verso de la

. page dans 'ordre suivant : sinus, tangente, cotangente, cosinus;
et, en regard, sur le recto de la page suivante, les fonctions hy-
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perboliques. L'argument commun est l'angle ¢ formé par un
rayon vecteur avec I'axe transverse d’une hyperbole équilatére.
Voici comment est disposé le recto d"nme page.

49 30"

M |ang.tras.z| D cosh D sink D 2setlh D

30'| 4730'50"| | llo,00135 | |18,89733 | 8,868 | .
31 { 4.3t.51 | 7 || 0,00136 8,89895 " || 8,89851

1,0 1 162 161
32 | 4.32.51 ’ 0,0013 8,90057 8,90012

1,1 71 161 161
33 | 4.33.52 | 7 || 0,00138 8,90218 8,90173 |
34 | 4.34.50 ol 1 161 ! 160
34 34,

0,00139 8,90379 8,90333

60 | 5.01.09 | ©7 || 0,00167 | ! | 8,04362 | 47 || 8,94307 147

M | sint=tang ||séct=tangh|| tangr =sink || tangh= tang

40 30’

Sil'onimagine un cercle et une hyperbole equilatére concen-
trique, représentés par les équations

Ftyi=1, @ —y=,

une droite menée sur l'origine et faisant avec axe des x un
angle g coupera le cercle en un pointdont les coordonnéesseront
le sinus et le cosinus circulaires de Pangle ¢, et I'hyperbole en un
autre point dont les coordonnées seront le sinus et le cosinus
hyperboliques du méme angle. I’angle transcendant (angolo
trascendente) < est celui dont le sinus est égal & tang ¢. Fn-
fin la droite menée par Vorigine forme avec I'arc d’hyperbole
un secteur (settore) dont le double est désigné par 2 sett 4.

La seconde table a pour argument la moitié de Pangle trans-
cendant et donne le double secteur corréspondant, ainsi que le
logarithme de log tang . Chaque page est divisée en deux co-
lonnes. Voici la disposition de I'une d’elles :
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1
—r=4°
ST=4
M 2setth D log tang ¢
o 0,14008 59 9,14356 179
1 0,14655 59 6,16289 11
12 0,14714 58 9,16460 11
13 0,14772 . 9,16031
6
30 0,15773 59 9,19433 100
M 2selth D log sint D

Gudermann avait déja donné des tables de fonctions hyper-
boliques, mais élles sont d’un usage moins commode que celles
de M. Forti. 1l est juste de remercier M. Forti pour le dévoue-
ment dont il a fait preuve en se livrant & un si pénible travail.

Painvin, professeur a Douai. — Propriétés des points
d’inflexion des courbes du troisitme ordre et des
points de rebroussement des courbes de troisiéme
classe. In-8 de 44 pages. Lille, 1863. (Extrait des Mé-

II.

moires de la Société de Lille.)

Etude des points d’inflexion au moyen des coordonnées
triangulaires, étude des points de rebroussement au moyen
des coordonnées dites tangentielles. Correspondance entre les
propriétés des points d’inflexion et celles des points de rebrous-
sement prouvée par des démonstrations identiques dans les

deux cas.
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CORRESPONDANCE.

Lettre adressée & M. Gerono.
« Monsieur,

» Les solutions des questions posées dans les Annales
de novembre sur les triangles circonscrits aux coniques
ont été trouvées en 1813 par le général Poncelet. (Voir
Applications de Géométrie et d’ Analyse, par M. J.
Poncelet, annotées par P'auteur et suivies d’ 4dditions par
MM. Mannheim et Moutard (*), p. 137, en bas de la
page.)

» Recevez, Monsieur, 'assurance de ma considération
la plus distinguée,

» UN DE VOS LECTEURS. »

Je remercie 1'auteur de cette lettre du renseignement
qu’il me transmet et de 1'occasion qu’il me procure d’ex-
primer la haute estime que j’ai pour les travaux du géo-
métre que la lettre concerne. G.

Avis.

Afin d’éviter tout retard dans la réception des letires
qui me sont adressées, je préviens : 1° que je ne suis pas
professeur a I'Institution Sainte-Barbe; 2° que je ne de-
meure plus rue d’Enfer, mais rue de la Vieille-Estra-
pade, 11. G.

(*) Paris, 1862. L’'un des théorémes énoncés a la fin de la page 137 est
le suivant :

Quand les c6tés de deux triangles quelconques s’entrecoupent sur le péri-
métre d’une conique, les trois lignes droites qui joignent leurs sommets res-
pectivement opposés convergent en un méme point.

Le second théoréme énoncé est le corrélatif du premier. Il serait inté-
ressant de montrer quelle liaison existe entre ces théorémes et ceux qui
font 1'objet des questions 677, 678 et 679. P.
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NOTE SUR UN LIEU GEOMETRIQUE;
Par M. Paur SERRET.

Par les extrémités d'une corde fixe ab d’une conique
donnée C (ou par les extrémités de 'une quelconque des
cordes paralléles a celle-la) 'on fait passer une série de
coniques I' homothétiques entre elles; et, menant deux
tangentes communes a chacune de ces coniques et a la
conique donnée, on demande le lieu décrit par le point de
concours de ces tangentes.

Ce probléme, qui, abordé de la maniére la plus natu-
relle, donnerait lieu sans doute a une élimination plus
que laborieuse, a été résolu trés-simplement par MM. les
professeurs Mister et Neuberg (novembre 1863, p. 481,
Nouvelles Annales). On peut toutefois, en conservant
leur méthode, qui est parfaite, modifier avec avantage le
calcul dans lequel ils 'ont développée; et montrer, dans
une notation plus symétrique, en méme temps que la so -
lution de la question générale, un exemple de I'utilité que
I'on trouve souvent a ne développer pas, dés le commen-
cement, les diverses fonctions qui entrent dans un calcul,
et a les retenir, au contraire, jusqu’a la fin, sous leur
forme la plus concise.

La courbe fixe donnée et I'une des courbes homothé-
liques variables ayant, en général, un systéme de diame-
tres conjugués de mémes directions, nous supposerons
les axes paralléles a4 ces diamétres; et en désignant par

(o) Axr’+Cy*+2Dzx+2Ey +F=o0

Ann. de Mathémat., 2° série, t. I11. (Février 1864.) 4



( 50 )

la courbe donnée, nous poserons

Az + Cyi4-...=g, Az +Cyi+...= g
Ar+D=X, Cy+E=Y;
Az,+ D =X,, Cro+E=Y,;

Xz +Yy +(Dzy-+Ey,+ F)=P:

cette derniére fonction, égalée & zéro, représentant la
polaire du point (o, yo) par rapport a la courbe (o).
Ces notations posées, le systéme des deux tangentes
menées, d’un point (Xy, ¥,) du licu, a la courbe donnée, -
ayant pour équation

9.9 — P'=o,

une conique quelconque, inscrite dans ’angle de ces deux
tangentes, est, avec trois paramétres variables «, 3, 7,

(1) 90— P+ (ar + By +9) = o;

et si l'on retranche de cette équation I’équation (o) mul-
tipliée par ¢, il vient

(rzx+ By +v)—P=o,
ou

(2) (e£X)z+ (BEY,)y+ (yEDr=Ey,=F)=o0,

‘quation d’un syst¢me de cordes communes aux courbes
(o) et (1).

Il restc maintenant & exprimer que la courbe (1) est
homothétique a une courbe donnée, telle que

(3) ANr4-Cy*+Dar+...=o,

et que I'une des cordes (2) est donnée de position, ou de
direction seulement.
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Or I'équation (1), partiellement développée, est
2 (&= X} + Ag) + 7' (' — Yi+ Ca)
+ 21y («f—X,Y) +...=o0;

et 'on a, dés lors, entre les deux premiers des trois para-
métres variables «, 8, 7, les deux relations

(1) 2B =X,Y,,

m  EoXidAn_ poYiecs
: A - c

L'une des droites (2) doit coincider avec la corde don-
née ab, mx + ny + p = o; l'on a donc, en outre,

e X, ﬁiYD__ 7_‘tl)foiEyniF_

N

m n P

ou seulement, puisque le paramétre y n’entre pas dans
les relations (I) et (II),

() 2 B (:‘&_3>;

m n

et il ne reste plus qu'a éliminer « et 3 entre les équa-
tions (1), (II) et (IH).
Or, de cette derniére élevée aun carré et simplifiée par
I'emploi de la relation (I), il résulte
@ B_Xi_ Y
mr o mr  oat)
ou

(ur) ? + =o.

m? n?

2—Xi B

Les équations (1I) et (III') sont maintenant du premier
degré en o* — X!, 5°—Y?; elles donnent

= Xi=..., P—Y =...;
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d’ou
m?*(AC' — CA")

n?(AC' — CA’)
A4 C'm?

At Cm? $ot

A 2

[

e

et de ces valeurs substituées dans I'équation (I), ou
a'f*=X:Y!, il résulte, en supprimant les termes +
et —X2Y?, et divisant par le facteur en évidence
AC —CA’

A Cme 10

X  Y! AC — CA'
= =~ 4 =o0.
m? nt A nt4- C'm?

Telle est I'équation du licu cherché. Les fonctions X,,
Yo, ¢o y ont la signification indiquée, ct le licu est iou-
jours une courbe du second ordre.

CONCOURS D’AGREGATION POUR LES LYCEES (ANNEE 1863);
Par M. J. ROMAND,

Licencié ¢s Scicnces mathématiques et és Sciences physiques.

Composition en Analyse appliquée.

1° Déterminer la surface engendrée par une droite
assujettie & s appuyer sur deux droites fixes et sur une
circonférence de cercle qui rencontre ces deux droites.

2° Quelles conditions doivent remplir les deux droites
Jixes pour que les deux plans qui passent par chacunc
’elles et par la génératrice se coupent constamment &
angle droit? Déterminer dans ce cas les deux séries de
sections circulaires qu'admet la surface.

1° Soient AB, A’B’ les deux droites données rencon-
tant en A, B la circonférence doninde O dont le rayon
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sera désigné par R. Je prends A'B’ pour axe des z, la
tangente a la circonférence en A’ pour axe des y, et la
direction du diamétre passant par le point A’ pour axe

des x.
a, b désignant les coordonnées du point A, les équa-

tions de AB seront
x—a=mz, y—b=—=nz.
Soient
(G) x—a=9z, y—p=2dz

les équations d'une droite. Pour qu’elle rencontre A’B’,
AB et la circonférence, les paramétres a, 3, 7, 0 doivent
satisfaire aux équations de condition

) a1 az——ﬂ:m—',',
' g ¢ B—20 n—2a
(2) 82+ 2*—2Ra = o.

Il suffit d’éliminer «, 3, 7, 0 entre ces équations et les
équations (G) pour avoir celle de la surface.

Les équations (1) et (G) donnent premiérement par
I'élimination de 7, 0 :

@ x az—a_mz—.x-}—a
By B—0b nz—y40’
dlou
br —ay + (an— bm)\ 2
%=X - bl
bx — ay + (nx — my) z
ﬁ_]ba:—-ay-—i—(alz——l)m,}z

T bx—ay + (nx—my)z

Substituant ces expressions a a, 8 dans I'équation (2) et
] a4 b L.
remplagant 2R par —> il vient
a(x*+ y*) [ bx — ay + (an — bm) z]
—(a"+ 0*) x[bx — ay + (nz —my)z] = o,
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suppression faite du facteur bxr — ay + (an — bm) z.
Cette équation du 3° degré prend la forme

[a(2*+ %) — (@ + b)) 2] (br — a)
+[a(an — bm)(z* + y*) — (@’ + b*) (nx — my) z] z = o,

en réunissant les termes qui contiennent la variable 2.
Le multiplicateur de cette variable revient a

n(azyz_ bzxz) “+-m ((I_}’—-— bx)(ax—- b)’);

par conséquent on arrive enfin a P'équation du second
degré

(S) ax*+ay +(mb -—nn)yz—(mn+nb)z.z'—-(a’+b');z=o,

en supprimant le facteur bx — ay.

Le facteur bx — ay + (an — bm) z donuerait un plan
passant par le point A’ et la droite AB, et le facteur
bx —ay un plan passant par le point A et la droite
A’B’; une droite qui engendrerait le premier en tournant
autour de A’, ou le second en tournant autour de A, satis-
ferait évidemment & 'énoncé.

La surface (S) ne peut étre qu'une des surfaces du se-
cond ordre admettant des génératrices rectilignes (hyper-
boloide 4 une nappe, paraboloide hyperbolique, cone ou
cylindre). Si elle a un centre, les coordonnées de ce point
seront données par les équations

( 20x" — (ma + nb)z' = a* + b,
(4) 2ay’ + (mb — na)z’=o,
(ma — nb)x' — (mb — na)y —=o.
Le déterminant de ces équations est 2 (m*+n®) (a*+ b
donc, si I'on écarte d’abord les cas particuliers
(m=—=o,r=0) et (a=o0,b=0),

la surface (S) a un centre.
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Des équations (4) on tire

__(mb— nay
2a '

Si l’'on suppose mb— naZ o, cette valeur de x' ne rend
pas nulle la partie indépendante des variables dans 1'¢é-
quation transformée; la surface (S) est donc un Ayper-
boloide & une nappe.

Si P’on avait m = o, n = o, le déterminant serait nul.
Dans ce cas, ou AB est paralléle 4 A’B’, I’équation (S)
se réduit a

al 4+ b2
2 -y — — = o,
a
et représente le cylindre dont les génératrices paralléles
aux droites données s’appuient sur la circonférence.

Pour @ = o, b = o, ce qui rend encore le déterminant
égal a zéro, il v’y a plus de relation nécessaire entre x,
7> 2. On voit en effet que, A étant confondu avec A/,
toute droite passant par le point A’ rencontre les deux
droites et la circonférence données.

Sil'on avait enfin mb — na =o0 sans que m et ou
a et b fussent nuls en méme temps, il s'ensuivrait x'=o
et la surface (S) serait un codne. Dans ce cas AB rencontre

'pt . . . X — a . m
A’B’, car I'équation de AB sur le plan xy est Py

a
b
peint de rencontre et s’appuyant sur la circonférence
satisfait a I’énoncé.

N . T .
et se rameéne a P = Or toute droite passant par le

2° Je prends pour axe des z 'axe de la circonférence
donnée, et deux droites a angle droit dans son plan pour
axes des x et des y. a, b désignant les coordonnées du
point A ou AB rencontre la circonférence, les équations
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de AB seront

X — a = mz — b = nz.
i

Sia, 3 désignent les coordonnées du point P ot la généra-
trice dans une de ses positions rencontre la circonférence,
le plan déterminé par P e1 AB sera représenté par

A(x—ea)+B(y—B)+z=o0,
A, B étant donnés par les équations
Ala—a)+B(b—B)=o0, Am+Br+1=o.
L’élimination de A, B entre ces trois équations conduit a

(5) { (b —B)(z—a)—(a—a){y—B)
| +n(a—a)—m(b—B)lz=0o.

Pour avoir 'équation du plan (P, A’B’), il suflit dc
remplacer dans celle-ci a, b, coordonnées de A, para’, b/,
coordonnées de A/, et m, n, coeflicients angulaires de AB,
par m/, n', coeflicients analogues de A’B’. La condition
de perpendicularité des deux plans sera donc

(6—B)(6'—B)+ (a—a)(a —a)
- ala—a) = m (b — B))[# (@ — o) — m (B — )] = o
ct pour qu'ils soient toujours perpendiculaires entre eux,
il faut que cette équation soit vérifiée pour toute valeur
de a, eu égard & ce que «*+ (3*=R".

En remplagant $ par = yR* —«?, il vient

[aa' + bb'+ (na—mb) (' a' —m' b') 4 (v 4 mm' ) R?]
—[(a—+a')+nr(na —wm'b' )4 r' (na— mb)]a
+ (nn' — mm' ) a?
ey {[1) + b —m(na — ') —m (na —mb)]

~+ (mn' +m'n) a’ VRE— a? =o0;
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on doit donc avoir premiérement (*)

nn' —mm'=o0, mn' —m'n=o,
d’ou
(m*+ n?) (m'*+ n'*)=o,

par conséquent

ou bien
m' =o0, n' =o.

Considérons m'= o, n’=o0. A'B’ est perpendiculaire
au plan de la circonférence. L’équation précédente sc
réduit a

(ad' 4+ bb' —R?) —(a+a')az (b+ b )VR2—a? =0;

on doit donc avoir encore

D’apreés cela, les conditions demandées sont :

1° Qu’une des deux droites soit perpendiculaire au
plan de la circonférence ;

‘90 Que les deux droites passent par les extrémités d’un
diamétre.

Ces conditions étant remplies par hypothése, je fais
passer 'axe des x par les points A, A’, en sorte que

(*) Pour qu'une équation de la forme
C+Bx+Ar=(N+Mx)yR'—2*=o0

soit vérifice par toute valeur de x, il faut et il suffit que les cinq coefli-
cients A, B,... soient nuls. Cetie équation rentre en effet dans
(A*+M*) 2% 42 (AB+MN) 2*+ (B* + N*+2AC — M*R?)2?
~+2(BC—MNR*)x +C* -~ N*R*=o0.

Appliquant le principe connu, on a d’abord A*+ M?*=o0, d’ou A=o,
M=o, puis B*+ N*=o0, d’ou B=0, N=o, enfin C=o.
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b=o, a=R, =0, a'’=—R. L’équation actuelle
du plan (P, AB) se déduit de I’équation (5) en donnant
aa, b les valeurs précédentes, puis celle du plan (P, A’B’)
en donnant & a, b les valeurs de a’, b’ ct en faisant
m= o0, n=o0; il vient ainsi

(y —nz)o—(x—mz—R)B =R (y — nz),
ya—(r+R)p=—Ry,
d’ou
nz (x4 R)4+myz—axy
nz(x 4+ R) — myz — 21{3"

B—— 2Ry (y — nz)
- nz(x—+R)—myz — 2Ry

Substituant ces expressions a «, 8 dans 1'équation
a?+ (3*— R*= o0, on obtient

[#z (> 4+ R) +myz —2zy
—[nz(x +R)—myz—2RyP+ 4y (y—nz)=o,

dont les deux premiers termes sont le produit de
—2(x+R) (y—nz) par 2 y(xr— mz —R). Suppri-
mant les facteurs y et y — nz qui répondent aux plans

(A, A'B’) ou zx et (A, AB), on a enfin

(£ —mz —R)(x-+R)+ y(y—nz)=o,
ou

(S") &4 y? — nyz — mzx — nRz — R*=o.

Le déterminant des équations du centre m?®+r* n’est
pas nul si m, n ne le sont pas tous deux, et la partie
indépendante des variables dans I'équation transformée

n* R? . o , . s
— —— différe de zéro si I'on n’a pas n=o0; celte
mt 4 n?

équation représente donc un hyperboloide a unc nappe
quand n est différent de zéro.
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Pour m=o0, n=o0, on a un cylindre dont le cercle
donné est la section droite, et pour mZo, n =o0, un
cone dont le sommet est le point de concours de AB, A'B'.

Les scctions par des plans paralléles 3 xy pour les-
quelles on a z = k sont évidemment des cercles. On sait
que deux sections circulaires d"une surface du second ordre
appartenant aux deux systémes de sections de ce genre
sont toujours sur une méme sphére. Pour obtenir une
circonférence du systéme qu'il s’agit encore de trouver,
il suffit donc de faire passer une sphére par la circon-
férence donnée. En désignant par ¢ le z de son centre,
son équation est

24y 4+ 27— 202 — R*=o0.

Retranchant cette équation de celle de I'hyperboloide,
on a
mzr 4+ ny +z —(2¢c +mR)=o,

avec z=o0, qui répond a la circonférence donnée.

En attribuant a l'indéterminée ¢ une valeur conve-
nable, cette équation fournira tout plan perpendiculaire
a AB; les deux systémes de sections circulaires sont donc ‘
donnés par les plans perperdiculaires & A’B’ et par les
plans perpendiculaires a2 AB.

Le plan des paralléles & ces deux droites menées par
le centre est un des plans principaux de la surface.

Note. — La méme question a été résolue par M. Gustave Dubois et par
M. J.-J.-A Mathieu.

QUESTIONS.

684. Dans toute parabole, la droite qui joint les mi-
lieux des rayons de courbure correspondant aux extrémi-
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tés d’une corde focale quelconque passe par le foyer et
par le pole de la corde focale.
A ceute propriéié descriptive correspond la relation
métrigque
2

2 2 2
W) - )
R) Tlw *K}J ’

R, R’ étant les rayons de courbure et p le paramétre.

685. Une courbe quelconque A est située dans le plan
d’une parabole. On lui méne une tangente mobile qui
coupe la parabole en deux points. On projette les centres
de courbure en ces points respectivement sur les rayons
focaux qui y aboutissent.

La droite qui joint ces projections enveloppe une
courbe symétrique de A par rapport au foyer.

Examiner le cas particulier ou la courbe A se réduit a
un point et celui ou clle s’éloigne & I'infini.

686. Si dans une cllipse deux cordes supplémentaires
variables passent par les extrémités d’un diameétre donné,
et que, par un point fixe pris sur lellipse, on méne des
paralléles & ces cordes, la diagonale libre du parallélo-
gramme qu’elles forment avec clles passe par un point
fixe.

[.a connaissance de ce point, d’ailleurs facile a déter-
miner, pernet de construire a la fois les points, el la
tangente en ces points, d'une cllipse donnée par son
centre et par trois points.

687. Lorsque le sommet d'un angle, dont les cotés
restent paralléles & eux-mémes, décrit_une conique, la
corde sous-tendue par I'angle enveloppe une seconde co-
nique asymptotique a la premiére.

Celte proposition permet de résoudre aisément le pro-
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bléme de V'inscription dans une conique donnée d’un
triangle dont les cdtés soient paralléles & des directions
données.

688. Par un point quelconque M, pris sur une ellipse,
on méne la normale qui rencontre les axes en P et Q.

Surle prolongement dela normale on prend MP'=MP;
sur P’Q comme diamétre on décrit un cercle qui ren-
contre au point N la tangente conduite par le point M.
Par le point N on meéne une paralléle a la normale, et
par le centre O une paralléle a la tangente.

Le rectangle MNM'N’ ainsi obtenu est constant et
équivaut au rectangle construit sur les demi-axes.

Nota.— On déduit de ce théoréme la démonstration
d’une construction connue des centres de courbure aux
sommets d’une ellipse.

689. Etant donnés deux cercles concentriques et deux
rayons quelconques, on propose de mener au cercle inté-
vieur une tangente dont la portion comprise entre les
deux rayons soit divisée en deux parties égales par le
cercle extérieur.

Nota.—Toutesles questions précédentes sont proposées
par M. Pigeon (Henri), éléve de I'Ecole Polytechnique.

690. Soient «, 3, 7 les angles qu’une droite L fait avec
ses projections sur trois plans rectangulaires; A la dis-
tance de l'origine a la droite; a, &, c les distances de
cette méme origine aux projections de la droite L sur
les trois plans coordonnés : on aura

A? = a® cos’a + b cos? B + ¢ cos?y.
(LorarTo.)

6. Trouver I'équation de la surface qui est le licu
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des courbes de contact des cones ayant un point fixe
pour sommet et circonscrits aux ellipsoides d’un systéme
homofocal donné. (StrEBOR.)

SOLUTION DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 648

(voir 2° série, t. 11, p. 189);

Par MM. JAUFROID er MANSION.

On donne léquation d'une courbe en coordonnées
polaires, f(p,w)=o. Considérant w comme une con-
stante, on prend la dérivée de cette équation par rap-
port i p; on élimine p entre cette équation et l'équation
donnée. Que représente, relativement & la courbe
S{p, ») == o, Uéquation résultant de cette élimination?
Examiner en particulier le cas ot l’on donne l’équation
polaire d’une circonférence ou l’équation polaire d’une
conique rapportée a L'un de ses foyers; expliquer les
circonstances que U’on rencontre dans ces cas particu«
liers et former des équations d’ordre supérieur au se-
cond qui présentent des circonstances analogues.

(MANNEEM.)

La sous-normale d’une courbe rapportée a des coor-

’

données polaires a pour expression — 71, en désignant
P
’ ’ . r . [P
parfp et f! respectivement les dérivées de f(p, w) par
rapport a pet a w. Il suit de 13 que les points pour les-

quels on a fp' = o sont ceux dont la sous-normale est

infinie, 3 moins que les valeurs qui satisfont a la fois
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aux équations

flpw)=0, f=0o,

ne rendent nulle £, ce que nous ne supposerons pas d’a-
bord. Si le point de la courbe (p, w) ainsi déterminé est a
une distance finie, 'équation F (w) = o qui résulte de I'éli-
mination de p représentera la tangente a la courbe menée
par le pole. Si ce point est 4 une distance infinie, I'équa-
tion F(w)=o0 représentera une paralléle a une asymp-
tote menée par l'origine.

Sil’on avaiten méme lempsfp’ =oectf =o,lepoint
considéré serait un point multiple et la droite qui va du
pole a ce point serait donnée par I'une des solutions de
I’équation F (w) = o.

En résumé, 'équation

Flw)=o
représente les paralléles aux asymptotes menées par I'ori-

gine, les rayons vecteurs tangents 4 la courbe et ceux
qui passent par les points multiples.

Cercle. — Soit le cercle qui a pour rayon R et dont le

centre a pour coordonnées polaires d et a. Son équation
sera )

R*—p?*—d?— 2pdcos(a—w) =0,
ce qui donne
fp’ =—2p -+ 2dcos(a—w), F(o)=R-—dsin(a—on);
I’équation F (w) = o donne les deux tangentes menées
au cercle par le pole, comme il est facile de s’en assurer.

Conigue. — On a

_ p(1 + ecosw) =p,
d’on
fP' =1+ ecosw = F(0).



On a donc

ce qui donne denx droites imaginaires pour lellipse,
deux paralléles aux asymptotes pour I’hyperbole et 'axe
dans le cas de la parabole.
L’élimination est toute faite chaque fois que 1’équation
de la courbe a la forme
pe(w) + x(w) =o.
Par exemple, la strophoide
pcosn — acos’w = o,
ct ]a cissoide de Dioclés
pcosw — asin’e = o
donnent immédiatement

cosw=o0 (*).

Question 581 (RoserTs)

( voir tome XX, page 139);

Paz M. Evcine BELTRAMI.
Soient ay, as,. .., , les n racines de I'équation
" — 1=20;
on aura identiquement, quel que soit z,
(z—a)(z—a;)...(z2—an)=2"—T1,
el, par suite,

[z — (ai — a,))[2 — (@a—a/)]. . . [t — (@ —ar)] = (24 2,)" —1,

{*) La méme question a été résolue par MM. Léon Dyrion et de Marsilly.
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équation dont le premier membre contient le facteur z.
Ainsi I'équation

(2) (z + ::)"-— I (z+ o:)"—— ' -(z+a:)"-—-x

=o0,

du degré n(n—1) en z, aura pour racines les n(n—1)
différences simples a,—c, entre les racines de I'équa-
tion (1), et comme ces différences sont deux 4 deux égales
et de signes contraires, le développement du premier
membre de 1'équation (2) ne contiendra que des puis-
sances paires de z.

Maintenant, si ’on fait, pour abréger,

r(r—1)...(n —m—+ 1)
1.2...m

= ()n,

ona, a causede a”" =1,

(z+ ar)*—1

. =2 4 (7), 2 (7)) A (R

Donc si 'on pose

y=2z""'+ (n)z" 2z + (n),2" 32 + ... 4+ ()p 2!,

le premier membre de I’équation (1) équivaudra au pro-
duit des n valeurs de y correspondant aux valeurs «,,
Ggye .y 2, de x, et ’équation (2) elle-méme pourra s’ob-
tenir en éliminant x entre les deux équations

(3) &'+ (n)z" & + (Rh2" 32 4. ..+ (R)smy 2™ =0,
Zt— 1= 0.

Pour opérer cette élimination, multiplions successive-
ment par x, x*,..., £"~* la premiére des deux équations
précédentes, en observant que d’aprés la seconde de ces
équations on a

"t = xf.

Ann, de Mathémat., 2° série, t. I11. (Février 1864.) 5
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Ordonnant par rapport a4 x les n—1 équations résul-
tantes, on obtient le systéme suivant :

(1) N x4 (r) 2"t 4. o+ (R)pz 2" =0,
(Ph—az + (R)ami® B A+ ()BT =0,

R R L I I R I B S R

(n).z”“2+ (n),z""z -+ (71)32""“2‘7—|—. PR i gn—t — 0;

et éliminant linéairement les n—1 quantités x, x%,.. .,
"' au moyen de ces n— 1 équations et de I'équation (3),
on a enfin

2= (n)z? (R),Z (7)) |
(7 )nt 2t (r)g" . ()2
(4) ()emaz (7)o 2 (n)as?? =o.
(ﬂ)‘ Zn—2 (n)2 Zn—3 (n)szn—l e Zn—!

Le développement de ce déterminant ne peut contenir,
d’aprés ce qui a ét1é remarqué plus haut, que des puis-
sances paires de z3 si donc on pose z* =t¢, on obtient une

(r—1)
2

L n .
équation du degré en z, dont les racines sont les

carrés des différences entre les n racines de I'équation (1).
Clest ce résultat qui constitue le théoréme de M. Ro-
 berts, que je me proposais de démontrer.

Questions 668 et 676 (Faure et Aousr)

(voir 2° série; t. II, p. 421 et 480);

Par M. H. LEMONNIER,

Professeur au lycée Saint-Louis.

Les formules signalées par M. I'abbé Aoust résultent
de deux formules plus générales qu'on trouve dans le
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Traité des Sections coniques du Rév. Salmon (p. 142,
§ 161).

Si x et y sont les coordonnées d'un point dans un sys-
téme d’axes faisant entre eux I'angle 6; que X et Y en
soient les coordonnées dans un systéme d’axes de méme
origine faisant I'angle 6/, et qu’on ait

Axr’+ Bxy + Cy? = A’X? 4+ BXY 4+ C'Y?,

on aura
. A+C——-BcosO_A'+C’—B’c059'
(r) sin?@ - sin?6’ ’
Br:__ 4AC _ B/;___ 4AIC/
(2) sintf  sin’0

Ces formules, dont on doit au professeur Boole une
démonstration trés-simple et immédiate, peuvent servir a
la résolution de beaucoup de questions sur les coniques.
J'ai fait a cet égard, avec extension aux surfaces du second
degré, un travail assez étendu qui paraitra, je l'espére,
avant peu dans ce journal.

Pour le moment, je vais me borner a déduire de ces
formules celles qui sont dues 4 M. I'abbé Aoust.

Considérons une conique a centre qui soit rapportée a
deux axes coordonnés faisant I'angle 6 et ayant I'origine
au centre. Désignons par r; et r; les rayons dirigés sui-
vant les deux axes des coordonnées, et par r un autre
rayon aboutissant au point (x,y) et faisant avec I'axe
des x un angle w.

Soient X et Y les coordonnées du méme point quand
on prend les axes de la conique pour axes coordonnés.
L’équation de la conique étant, dans le premier sys-
téme, ’

Ar*+Bxy +Cy*+F=o,
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et, dans le second,
AX*+CY'+F=o,
on aura
Ari+F=o0, Crj4+F=o,
rsin(0 — ) rsine
et comme ¥ —= ————— = ——
sin 0 sin 6

r*[Asin?(§ — o) + Bsinwsin(§ — o) -+ Csin*w] + Fsin?6 =o,

d’'on
F F
A= — - C: et |
rl r2
sin?(6 —w) = sin’w  sin%f
B— r r} r?
sinw sin (6 — )
__sin(6—w) sine sin’@
~  rsine risin(6 —w) risinesin(f— o)
D’ailleurs,
F F
[ — j—
N=—2p C=—gp

Les deux relations indiquées deviennent, en les appli-
quant ici :

4
1 1 sin(0 —w)cos§ . sinwcosh
oo risine risin (6 — )
sin?8 cos 0

risine sin (0 — o)

1 1 .20
— a_’+-I; sin?0,

I

[sin (0—w) sinw sin?@ * 4
risine risin(0—ow) rsinwsin(0—w) rir?
= — —4— sin’ 4.

a*b?
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La premiére se transforme en

1 sine +-sin(§ — o) cosd 1 sin(0 — )4 sinw cosd
A sin @ +5a sin (8 — o)
1 2
sin®6 cos 9
ri*sinwsin (§ — o)

1 T .
= (;’ -+ -b—’> sin’0,

ou
1sinfcos(—w) 1 sinfcosw sin®6 cos 6
r sinw rysin(6—w) rsinwsin(0 —o)
1 1\ .
= (Z_’ -+ Z;) SID’Q,
ou
cos(f —w) 1 cos e 1 sinf cos 1
sine r;  sin(0—w)r; sinwsin(0-—w) r?
1 1 .
= (F -+ Z;) sin 9,
ou
. 1 . I . 1
sin (§ — ) cos (8 — w). = -+ cosw sinw. — — sinb cosf. —
r r; r
(1 '\ Gin6sinesi .
= |+ ) sin sinwsin (6 — w);
c'est

sin2(0—w) = sin2eo  sin20 oo\ .o
T =2{—+ sinfsinwsin (§—w),

2 2
ry r 7

ce qui revient a

sin 2 (rr,) + sin2 (rr) + sin2(r,r)

2 2 2
r 7 r

1 ) . . .
=2 (; + -F) sin (ry r2) sin(r, ) sin(rr,),.

premiére formule de M. I’abbé Aoust.
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La seconde formule se transforme successivement en

sin?(6 — ) 1 sin®w 1 sin‘0 1
sinfw 7' sin?(0—w) 7i  Sinte sin® (0 —w) 7
w1 sin% 1 2
sin’w 7} r? sin?(0 —w) rir:  rir}
= a’4_b' sin?0,
25in?6 sin? (0 — w) + 2sin’w sin? (§ — @)  2sin*fsin’e
rir? r;r; rr
sin(f—w) sin‘e  sin‘d
- r - r T
= ;?4‘7 sin? sin’e sin? (0 — w),
ce qui fait
2asin?(r, ry)sin?lr, 7). osin?lr,r)sin?(rr)  o2sin?(rr)sin? (r,r,)
rir - ryr? el
sin*{rr,) sin‘ (r, r) siné (r,ry)
S
4

= sin?(r, r,) sin? (ry 7) sin?(rr,).

C’est la seconde formule de M. I’abbé Aoust.

Observations sur les questions précédentes ;
Par M. H. FAURE.

M. I’abbé Aoust a donné, dans les Comptes rendus de
I’ Académie, divers théorémes relatifs & la courbure des
surfaces. Il en déduit, comme conséquence, le théoréme 676
des Nouvelles Annales de Mathématiques, qui revient a
la question 668, que j’ai moi-méme proposée dans ce
journal. Ces théorémes ont déja été énoncés par moi,
mais sous une forme un peu différente; voici en effet
comment 'y étais parvenu.
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Question 681

(voir ¢ sérle, t. H, p. 528);
Par M. Cu. DE SAINT-PRIX,

Eléve au lycée de Lyon.

En nommant A, B, C les trois angles d’un triangle
rectiligne quelconque, on a

sinA .sinB.sin(A — B)

(1) -+ sinB. sinC.sin(B — C)
1

-+ sinC.sinA.sin(C— A) =
~+ sin(A — B).sin (B—C).sin(C— A)
et
cosA cosB cosC
(2) sécA sécB sécC =o.

cosécA cosécB cosécC

Je vais démontrer ces égalités pour trois angles a, b, ¢
quelconques.
1° On connait les formules
V=l gV
COSr — —m————y
2
Yo

VT

2y —1

a I'aide desquelles la relation (1) peut s’écrire

sine = ,

(e.n’:T__ e—aV—1 (el;\/:l_ e—b\/:i) (e(a—b) VIl __ g—(a—b) V:T)
-+ (,_,w: _ e_w:.) (ecf:._ e~n’:) (,_,;H)f-‘._ e—(b_c)r':l)
(VT eV (aVTT eV (ol V i gm(e=) V)
-+ (c(.—b)f:.__ —(a—b) V=1) (L,(b—c) (2= c-(b-c)»’:)

=< (c(c..a) V3 e—(¢—a) V-———7> —o.
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Développant et recomposant les termes deux a deux,
ona

sin2a + sin2(a — b) +sin2b
—sin2b +sin2(b —¢) +singec
—sin2¢ +sin2(¢c — a) 4 sin2a
—sin2(a — b) —sin2(b —¢) +sin2(a—c¢) =o,
expression dans laquelle les termes se détruisent deux 2
deux. C. Q. F. D.
2° Le déterminant développé donne
cosa séc b coséce — cos a coséc b séce —+ séca coséeb cose

— séca cosb cosécc 4 coséca cos b séce — cosasécb cosc = o,
ou mieux

cosa cosa cosh cosb

sinccosb sin b cosc slna cosc sinccosa

cosc coSc
sinbcosa  sinacosé

o,

ou
cosasin(b — ¢) + cosbsin(c — a) + coscsin(a — b) = o,
égalité qui se vérifie par le développement des sinus.

Note. — M. de Virieu a démontré la premiére égalité pour des angles
quelconques et la seconde pour des angles dont la somme est égale a
(an—+1) 7. M. Alexandre Rezzonico, de Morat (Lombardie), n’a démon-
tré les deux égalités que dans le cas ou A~+ B+ C =180°; MM. Cagny,
de Vigneral et H. Picquet pour des angles quelconques.

Nous avons regu également des solutions de MM. Cremona et Réalis.

M. Réalis observe que la relation (1) a lieu pour les arcs, ce qui doit
étre, car si ’on suppose que les angles soient remplacés par les arcs qui
les mesurent, et, qu'aprés avoir divisé par une puissance convenable du
rayon, on fasse ce rayon infini, on aura précisément la méme relation
entre les arcs a, b, ¢, a— b, etc. P.
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Question 672

(voir 2° série, t. II, p. 422);

Par MM. J. COURTIN xr C. GODARD,
Eléves de Sainte-Barbe ( classe de M. Moutard).

Etant donnés deux ellipsoides concentriques sem-
blables et semblablement placés, on méne de chaque
point de la surface du plus grand des plans tangents
a lautre. Démontrer que Uenveloppe des plans des
lignes de contact ainsi déterminées est un ellipsoide
semblable aux deux premiers.

Cette proposition peut s’étendre au cas de toutes les
surfaces du second degré, méme aux surfaces dénuées de
centre dont les axes coincident. La démonstration que
nous allons en donner s’applique aux surfaces a centre :
on la modifierait facilement pour celles qui n’en ont pas.

Soit

Pa?+ Py*+ P’z*=H

I’équation d’une surface du second degré douée de centre;
Px*+ Py*+P"z22=)H, -

celle d'une autre surface concentrique a la premiére,
semblable et semblablement placée. On sait que I'équa-
tion du plan de la courbe de contact d’un céne issu d’un
point (x, y, z) et circonscrit 3 une surface du second
degré dont I'équation est F(x, y, z) =o0, se présente
sous la forme

XF. + YF, + ZF, + TF, = o,

si I'on suppose préalablement I’équation rendue homo-
géne par I'introduction de la lettre T dont la valeur =1.

Or, ce plan est celui dont il est question dans ’énoncé.
Donc, si I’'on nomme x', y', z'les coordonnées d’un point
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de la premiére surface et qui par suite satisfont a la re-

lation
leg_l_ Plylz + Pllzlg —_ H’

Péquation du plan polaire de ce point par rapportala
seconde surface sera
P2’z + P'y'y +P"2z=)H.
Or, la relation
Px'* P y" 4+ P'z'*=H,
si nous posons
Pz’ =1!, Py'=m, P2 =n NH=p,
peut s’écrire

@oomr onr A ou bien
PP TP T H

~

>| = )

Cette relation exprime que le plan
le 4+-my 4+ nz=p

est tangent a la surface
H
Put~+ Py P2t = <

surface semblable aux précédentes et semblablement
placée.

Réciproquement, si on prend les poles de tous les
plans tangents & une surface du second degré, par rap-
port a une surface semblablement placée et concentrique,
ces pdles engendrent une surface du second degré.

De 1a quelques cas particuliers remarquables, mais
trop connus pour qu’il soit utile d’entrer daus de plus
amples détails. '

Note. — Question résolue a peu prés de la méme maniére par
MM. Mirza-Nizam, Abraham Schnée, Ch. Dupain, Grouard, éléve de I'E~

cole Polytechnique, Muzeau, lieutenant d’artillerie, Grassat et Tivolier,
Léon Dyrion.
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Méme question (solution géométrique);

Par MM. DEBATISSE er L. NOUETTE,
Fléves du lycée Charlemagne (classe de M. Hauser).

Je fais une section par un plan quelconque passant par
le centre commun aux deux surfaces données. J'obtiens
deux ellipses semblables et semblablement placées.

Soient A un point de la plus grande et KH la corde des

contacts des tangentes a la seconde ellipse menées par A.
Je joins AO : cette droite coupe la petite ellipse en B et B/
et la corde des contacts KH en C. Soient fet f” les foyers
de la deuxiéme ellipse : je joins B, f et par C je méne une
paralléle a B f rencontrant I'axe focal en ¢. On a

Og _ Cp _ oc
of T Bf

Or, les points A et C, B et B’ étant conjugués harmo-
niques, on a

OB = 0C.04,
donc

oc_0B__a

OB~ 0A 2’

si @’ et a sont les demi grands axes des deux ellipses.
Donc Og¢ est constant, et par conséquent le point ¢; et



I'on a

De méme on a, en menant Co’ parallele 4 Bf”,
’ a 7
On voit aussi que le point ¢’ est fixe; donc

r
Cy+Cy == (Bf-+BS')

ou -
2a’?

Co+Co'=——;

donc lelieu des points C, qui n’est autre chose que l'en-
veloppe des cordes de contact des tangentes menées par
tous les points de la premiére ellipse a la seconde, est une
ellipse semblable aux deux premiéres. La surface cher-
chée et les deux surfaces proposées sont donc telles que,
coupées par des plans quelconques passant au centre
commun des deux derniéres, elles donnent des ellipses
semblables et semblablement placées. Elles sont donc
elles-mémes semblables et semblablement placées, et les
axes de la surface cherchée sont

a b ¢
—_— et —-
[4

-

a b

Question 650 (solution géométrique)
( volr 2° série, t. I, p. 189 et 502);

Par M. Paur. MANSION, pe MARcHIN.

On donne un point P dans le plan d’une conique; on
sait quele lieu des pieds des perpendiculaires abaissées de
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ce point sur toutes les tangentes de la conique a un point
double en P. Démontrer que les centres de courbure cor-
respondant & ce point double sont & égale distance du
diamétre qui contient le point P. (MaNNEEIM.)

Nous démontrerons d’abord ce théoréme général : Le
liew des pieds des perpendiculaires abaissées d’un
point P extérieur & une courbe sur toutes les tangentes
cette courbe, a, en ce point, qui est un point multiple du
lieu, ses centres de courbure au milieu des tangentes
menées de ce point P & la courbe.

Soient MA la tangente en un point M de la courbe don-
née, PA la perpendiculaire abaissée du point P sur cette
tangente, SoientPm, Pr/,Prm’,. . ., les tangentes menées
de P a la courbe donnée. On peut considérer 'une de ces
tangentes, Pm par exemple, comme celle des positions
de AM qui la premiére passe par P. On sait que le cercle
décritsur PM comme diamétre est tangent au lieu du
point A, D’ailleurs, ce cercle coupe le lieu au point P.
Lorsque la position AM de la tangente se rapproche
de Pm, le point de tangence A, et le point d’intersection P
du lieu et du cercle, se rapprochent également, et lorsque
enfin la tangente est devenue Pm, les points A et P se
confondent. Il en résulte que le cercle décrit sur Pm est
le cercle osculateur du lieu au point P. Le théoréme
énoncé est donc démontré.

On en déduit comme corollaire le théoréme proposé :
soient Pm, P/ les deux tangentes menées du point P a
la conique, 7 et »' leurs milieux. Ces deux points sont &
égale distance du diamétre qui passe par P;en effet, nn'
est paralléle & mm' qui est divisée en deux parties égales
par le diamétre en question. Il en résulte le théoréme.
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Question 674 (solution et généralisation)
(voir 2° série, t. 11, p. 479);
Par M. Arexanore BARRERE,
Eléve du lycée de Lyon.

Il n’est point nécessaire, pour que la propriété annoncée
ait lieu, que le triangle soit rectangle, et que le pointy soit
le milieu du c6té AB. On peut rectifier I'énoncé de la
maniére suivante :

Soient ABC un triangle quelconque et Cr la perpendi-

culaire abaissée du sommet C sur le c6té AB. Par les
points C, r, et un point y pris & volonté sur le cété AB,
Jfaisons passer une circonférence de cercle : soit Cx la
tangente a cette courbe menée sur le point C; le produit
des perpendiculaires abaissées d’un point P de cette
circonférence sur les droites Cy, Cr est égal au produit
des perpendiculaires abaissées de ce méme point sur le
coté BC et sur la tangente Cx.

La proposition ainsi énoncée n’est qu'un cas particu-
lier d’'un théoréme bien connu sur le quadrilatére inscrit
dans une conique, puisque la tangente peut étre considé-

que, puisq g
rée comme lequatriéme cdtéd’un quadrilatére inscritdans
le cercle, quadrilatére dont les autres c6tés sont Cr, Cy
et ry.

Note du Rédacteur. — Uobservation de M. Barrére est fort juste, et la
propriété en question n’appartient pas plus au cercle des neuf points et au
triangle rectangle qu’a tout autre cercle qui passerait par le sommet C
d’un triangle quelconque.

MM. A. du Mesnil, éléve de Mathématiques spéciales au collége de Sor-
réze (classe de M. Dument); Dupain, professeur 4 Angouléme; Joseph
Dupont, éléve de troisiéme (lettres) au lycée Louis-le-Grand (classe de
M. Burat); Auguste Grouard, éléve de I’Ecole Polytechnique; Morel, ¢léve
de Mathématiques spéciales au lycée Louis-le-Grand; Mirza-Nizam et
Mirza-Djehan, éléves de Mathématiques spéciales au lycée Saint-Louis
(classe de M. Amiot); Ernest Potier, éléve du collége Chaptal; Beau, éléve
du lycée Saint-Louis, résolvent la méme question par la considération des

triangles semblables. Sans étendre la question, presque tous remarquent
qu’elle est un cas particulier d’un théoréme plus général. P.
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NOTE SUR LA THEORIE
DES COURBES PODAIRES SUCCESSIVES;
Par M. WiLiam ROBERTS.

Je dois & une lettre obligeante de M. Prouhet la con-
naissance que la théorie des podaires successives d’une
courbe plane (que je croyais avoir donnée le premier
dans un Mémoire publié il y a assez longtemps dans le
Journal de Mathématiques de M. Liouville, t. X, 17 sé-
rie) est due 4 Maclaurin. Je m’empresse de dire que 1'idée
de la dérivation d’'une suite de courbes d’une courbe
donnée d’aprés cette méthode a été présentée trés-expli-
citement par ce grand géométre dans les Philosophical
Transactions de 'année 1718, n° 356. Maclaurin re-
marque aussi que les courbes ayant pour équation po-
laire 7™ = a" cosmw fournissent l'application la plus
simple de cette théorie. Il démontre que la rectification
de deux courbes successives dans la suite de celles dé-
rivées d’'une primitive ayant une équation polaire de
cette forme conduit & celle de toutes les podaires de la
série.

Ce résultat, donné par Maclaurin il y a presque cent
cinquante ans, renferme le théoréme que j’ai publié dans
le Journal de M. Liouville, t. XII, p. 448, a la fin d’'un
article sur la rectification de quelques courbes, et dont
J'avais déja donné un cas particulier dans mon travail,
inséré au tome X.

Quant 4 mes autres recherches sur ce sujet, qui se
trouvent dans le tome X, ainsi que dans le tome XII,
p- 41, et le tome XIII, p. 179, les résuliats que j’ai
obtenus (dont quelques-uns dépendent des propriéiés
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assez cachées des fonctions elliptiques, découvertes par
Legendre) montrent comme I'idée de Maclaurin est fé-
conde et comme elle peut se développer avec le progrés
de la science. Dans un Mémoire publié par moi dans
les Annales de M. Tortolini, t. IV, 1861, p. 133, jai
considéré des podaires a indices fractionnaires, tant pour
le cas de courbes que pour celui de surfaces, et j’ai
étudié en particulier les propriétés de la surface podaire,
a indice 3, d’un ellipsoide rapporté au centre pour le
pole. Cette surface présente les analogies les plus frap-
pantes avec D'ellipse de Cassini, podaire fractionnaire, a
indice 4, d’'une conique i centre,

Je crois devoir mentionner, comme trés-digne de I’at-
tention des géométres, un Mémoire de M. J.-A. Hirst
sur des surfaces podaires, publié dans les 4nnales de
M. Tortolini. On y trouve, parmi d’autres résultats,
une expression élégante pour l'aire superficielle de la
nime podaire.-

Note du Rédacteur. — Maclaurin a reproduit sa théorie des podaires
dans sa Géométrie organique. Malgré cette double publication, cette décou-
verte était restée complétement ignorée des géométres, lorsque M. W.
Roberts I’a retrouvée de son c6té par une méthode qui lui est propre et
en a fait d’importantes applications a la théorie des transcendantes ellip-
tiques. Nous profitons de cette occasion pour remercier publiquement le

célébre géométre irlandais des belles questions dont il a bien voulu enri-
chir les Nouvelles Annales, sous le pseudonyme transparent de STREBOR.

QUESTIONS I’EXAMEN (1863) (¥).

Géométrie élémentaire.

1. Lieu des points d'une sphére d’olt I'on voit, sous
un angle droit, une droite déterminée de longueur.

(*) On se ferait une idée peu exacte des examens et de 1a maniére dont
Ann, de Mathémat., 2° série, t. 111, (Février 1864.) 6



( 82)

2. Des sommets d'un quadrilatére sphérique comme
poles, on décrit des arcs de grand cercle terminés aux
«btés du quadrilatére prolongés dans le méme sens. On
demande l'aire totale de la figure ainsi obtenne.

* 3. Faire dans le tronc de pyramide une section qui
soit moyenne proportionnelle entre les deux bases.

4. Les plans bissecteurs des diédres d’un tétraédre se
coupent en un méme point.

5. Les plans perpendiculaires aux arétes d'un tétraé-
dre, menés par les milieux de ces arétes, se coupent en un
méme point.

6. Les droites qui vont de chaque sommet d’un té-
traédre au centre de gravité de la face opposée se ren-
contrent en un méme point.

7. Etant donnés trois points dans un plan et trois
points dans un autre plan, quelle est la condition néces-
saire pour que les droites qui les Joignent se rencontrent
en un méme point?

8. Volume engendré par un triangle isocéle tournant
autour d'un axe extérieur passant par son sommet.

Géométrie descriptive.

9. Une droite, assnjettie 3 rencontrer quatre droites
dans V'espace, est déterminée.

10. Projection de la bissectrice de I'angle de deux
droites dont I'une est perpendiculaire au plan horizontal.

ils somt conduits, si Yon en jugeait par Péchantilfon que nous donnons
ici. D’abord nous avoms laissé de cété les questions, et ce sont les plus
nombreuses, qui ne font que reproduire un article du programme officiel ;
nous avons ensuite abrégé les énoncés, ce qui peut leur avoir fait perdre
sous le rapport de la clarté. Pour bien juger d'une question d’examen, i}
ne faut pas la considérer isolément, mais la comparer a celles qui ’ont
précédée et amenée. C'est ainsi que la question 39, trés-difficile en elle-
mdéme, n’est qu'un corollaire trés-simple de la question 30. P.
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11. Mener par une droite donnée un plan qui coupe
une sphére donnée snivant un cercle de rayon donné.

12. On donne un ellipsoide de révolution dont I’axe
est vertical. Trouver les traces du plan conjugué a une
droite donnée.

13. Trouver l'intersection d’un cylindre dont I'axe est
dans le plan horizontal, par un plan que déterminent sa
trace horizontale et 'angle qu’il fait avec le plan hori-
zontal.

14. Représenter une sphére qui a pour diamétre une
droite située dans un plan perpendiculaire 4 la ligne de
terre et dont on donne les traces.

15. Intersection de deux cylindres de révolution tan-
gents au plan horizontal.

16. Intersection de deux cénes de révolution dont I'un
a son axe perpendiculaire au plan horizontal et I'autre
son axe perpendiculaire au plan vertical.

17. On circonscrit a2 une sphére un cylindre dont les
génératrices sont également inclinées sur les deux plans
de projection. Trouver les projections de la courbe de
contact. :

18. Une circonférence est donnée dans le plan bissec-
teur de I'angle formé par les deux plans de projection.
Construire un cone qui ait pour base cette circonférence
et pour sommet un point pris dans le plan vertical. Plans
tangents perpendiculaires au plan horizontal.

19. On donpe un ellipsoide dont deux plans princi-
paux sont paralléles aux plans de projection. Trouver les
traces d’un plan qui coupe l'ellipsoide suivant un cercle.

20. Mener une droite qui rencontre deux autres droites
et fasse avec ces derniéres des angles égaux.
6.
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21. Intersection d’un cone et d’une sphére.

22. On coupe un cylindre vertical par un plan perpen-
diculaire au plan vertical. Trouver les points de la sec-
tion ot le plan est normal au cylindre,

Algébre.
23. Division d’un polynéme entier par x*-+ px + q.
Forme du reste. -
24. Trouver la somme de la suite
qg+2¢+ 3¢+ 4q +...+ ng".

25. Extraire la racine carrée d’une expression imagi-
naire.

26. Limite de (ya—1)" pour m=co .

a*— 1

27. Limite de

our X ==o.
Z P

28. Maximum et minimum de la fraction
72+ 8z +1 )
S5z + qx + 2
29. Trouver le plus grand coefficient du développe-
ment de (x 4+ a)™.
30. Trouver I'expression de

1 1

x—-a+.z——b+“'+ x—1

et de
1 1
F—ay (=—0F

e ’

1
(z—1)
a,b, c,..., Létant les racines de I'équation f(x) = o.

31. Dérivée de y par rapport a x, ces deux variables
étant liées par 1'équation

arc tang Z
a4 y? = a’e .
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32. Démontrer que si u, estle terme général d’une série,

T
lim Y, = lim ==~ pour n=cc.
u.

n

33. Trouver deux nombres, connaissant leur somme et
la somme de leurs cubes.

34. Dérivée de x~.
35. Nombre des racines réelles de I'équation a*=Lx.

36. Si le plus grand commun diviseur entre f(x)
et f'(x) est du p*m degré, I'équation f(x)=o0 aura
m —p racines distinctes.

37. Condition pour qu'une équation du quatriéme
degré ait une racine triple.

38. Equation qui a pour racines les sommes des ra-
cines d’une équation du troisiéme degré, prises deux a
deux.

39. Sil'équation f(x) = o n’a que des racines réelles
et inégales, I'équation f'(x)*— f(x)f"(x) n’a que des
racines imaginaires.

40. Décomposer (x* + px + ¢)* 4+ 1 en facteurs réels.
du second degré.

4. Résoudre I’équation
. 2w
2z -sinza ——=—o
m
et montrer qu’elle a deux racines réelles.
1 . 1
42. Calculer 2™+ — en fonction de x + = en posant
x

I . . .
& +- - = 2cosp. Expliquer pourquoi la formule & la-

quelle on parvient convient a tous les cas.
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A . at . . .
43. Variations de la fonction —- Combien P’équation
a* .
~ = b a-t-elle de racines?

Trigonométrie.

44. Signification géométrique de la formule

a—b'
a4+ b

1 1
tamg;(A-—B): COt;C.

45. Rayon du cercle inscrit en fonction de celui du
cercle circonscrit et du périmétre du triangle.

46. La différence des logarithmes des tangentes va-
t-elle en augmentant ou en diminuant quand I'arc aug-
mente?

47. Surface d’un quadrilatére inscriptible, connaissant
les quatre cotés.

.1 1 .
48. Calculer sin Saelcos—a en fonction de tanga.

49. Résoudre un triangle, connaissant les angles et le
rayon du cercle inscrit. Calculer en fonction des données
la surface du triangle et le rayon du cercle circonserit.

50. Des relations

a b c

sinA sinB sin C
déduire
a* = b* 4~ ¢* — 2bc cosA.

51. Counstruire un triangle, connaissant un angle, la
distance du pied de la hauteur correspondant a cet angle
au milieu de la base, et enfin I'angle que font entre elles
la hauteur et la médiane.

(La suite prochainement. )
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BIBLIOGRAPHIE
{ vOAr p. 3%).

—

MaxiMiLiEN Marie. — Nouvelle -théorie des fonctions
de variables imaginaires. (Fin.)

M. Marie a appliqué ce mode de représentation des
équations a plusieurs questions, notamment & I'étude des
périodes des intégrales et & celle des conditions de con-
vergence de la série de Taylor. La méthode s’adapte telle-
ment bien au premier de ces deux sujets, qu'elle semble-
rait avoir été créée exprés. Certaines intégrales ont une
période réelle (celle qui exprime la surface d’un segment
de cercle, par exemple), d’autres une période imagi-

. 1 d. B .
naire (exemple, f f), d’autres les deux espéces de pé-

riodes a la fois. L’explication des périodes réelles est trés-
simple : ces périodes ne sont autre chose que I'aire de la
courbe fermée dont l'intégrale en question exprime la
quadrature (*). La méthode de M. Marie fournit avec une
égale facilité I'explication des périodes imaginaires : elles
sont les aires des anneaux fermés de conjuguées compris
entre deux branches de la courbe réelle, oula somme d’un
anneau de la courbe réelle et d'un anneaun de la conju-
guée. On obtient ainsi une méthode plus simple que toute
autre pour évaluer ces périodes, et I’on constate en méme
temps deux théorémes intéressants :1’un, c’est que les
aires des anneaux fermés de conjuguées compris entre
deux branches consécutivesde la courbe réelle sont égales

(*) Les aires limitées par des branches infinies peuvent se ramener par
des transformations de variables & des aires fermées.
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entre elles; Pautre, c’estqueles intégrales fydx et f xdy,

J et x étant liés par une équation f(x, y) =o, ont les
" mémes périodes. Nous supposons écartées les difficuliés
eoncernant les fonctions qui ont plus de deux périodes.
Ce dernier théoréme a été démontré aussi, ou peu s’en
faut, dans I’école de Cauchy ; mais ce grand géométre ne
P’avait pas encore entrevu quand il dut faire un Rapport
A T'Académie des Sciences sur les travaux de M. Marie.

Le lecteur s’apercevra, sans que nous ayons besoin de
le lui faire remarquer, que cette méthode promet de
grandes ressources pour I’étude des fonctions définies par
des équations différentielles a deux variables, que ces
fonctions soient ou non réductibles aux fonctions double-
ment périodiques, tandis que la méthode de Cauchy appli-
quée par MM. Puiseux, Briot et Bouquet ne parait guére
avoir de puissance quand il s’agit d’aborder les fonctions

* plus compliquées que les fonctions doublement périodi-
ques. Enfin cette méthode permet de découvrir quelque
chose concernant les périodes des intégrales doubles et
multiples, sujet qui avait résisté 2 Cauchy. Les périodes
des intégrales doubles sont des volumes réels ou imagi-
naires, de méme que celles des intégrales simples sont des
aires. Cependant une indétermination d’un autre ordre
pése sur les intégrales doubles ; c’est un point pour lequel
nous renvoyons au Mémoire de notre auteur et qui de-
mande bien des éclaircissements.

La méthode de M. Marie s’applique moins heureuse-
ment a la recherche des conditions de convergence de la
série de Taylor. Elle ne devient utilisable qu’au moment
ot celle de Cauchy cesse de I'étre, et alors méme elle est
loin de satisfaire & toutes les exigences. Cauchy n’a en
somme démontré relativement a la séric de Taylor qu'une
seule chose qui mérite mention : c’est que cette série est
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nécessatrement convergente (*) tant que la variable x,
par rapport aux puissances de laquelle le développement
est ordonné, conserve un module inférieur a tous ceux de
certaines valeurs de x dangereuses ou plutdt suspectes;
mais il ne donne aucun moyen de discerner parmi ces
valeurs suspectes celles qui sont réellement dangereuses
dans chaque cas déterminé, et il range méme parmi les va-
leurs suspectes des valeurs qui ne le sont nullement. Cest
ce que M. Marie fait trés-bien voir, mais il n’a lui-méme
qu'une méthode précaire pour discerner ces valeurs dan-
gereuses, méthode qui ne conduit & aucune régle géné-
rale certaine. M. Marie suppose cependant une régle qui
se vérifie dans tous les cas particuliers, trés-simples & la
vérité, qu’il a examinés : de tous les points suspects le
plus immédiatement dangereux serait I'un des deux points
critiques dont les conjuguées comprennent entre elles le
point origine ou I'vn a transporté les axes pour faire le
développement suivant la série de Mac-Laurin. Ceténoncé
convient pour le moins au cas ou les points suspects
appartiennent & une méme branche de la courbe réelle.

Mais le probléme que se propose ici M. Marie n’a
peut-éire pas toute l'importance que 'on croirait; la
plupart du temps on pourra, quand le nombre des points
suspects ne sera pas infini, les éviter tous assez simple-
ment sans distinguer ceux qui sont réellement dangereusx
de ceux qui ne le sont pas (¥*).

(*) L'origine de ce théoréme de Cauchy est dans la Théorie des fonc-
tions géncératrices de Laplace, ouvrage dans lequel I'expression d’un coef-
ficient de la série de Taylor est déja donnée en intégrale définie; il y
avait peu a faire ensuite pour trouver ’expression du reste. De 1a une dé-
monstration du théoréme de Cauchy plus claire que toutes celles qu’il en
a données. C’est ce que nous nous proposons de faire voir dans une des
prochaines livraisons des Nouvelles Annales.

(**) Développez f (= ) par rapport aux puissances de » 1 élant up

x+n
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M. Marie considére dans le reste de sa série de Mé-
moires les lois qui régissent la courbure des conjuguées et
de leur enveloppe, ainsi que la maniére de représenter
graphiquement les angles imaginaires a centre réel ou
imaginaire et les triangles imaginaires. Ce sont des théo-
ries élégantes, faciles -4 comprendre, et qui, par cela
méme qu’elles sont simples, devront rencontrer des appli-
cations ; mais nous ne voyons, quant a présent, aucune
raison pour y insister dans ce compte rendu.

N. Lanpur.

BULLETIN.

M.

Novi (Jean), professeur d'Algébre supérieure 4 'Univer-
sité de Pise. — Trattato... Traité d’Algébre supé-
rieure. Premiére partie. Analyse algébrique. In-8 de
vur-458 pages. Florence, 1863; Iélix Le Monnier.
Prix : 10 francs.

Voici le contenu de ce volume : — Notions sur la théorie des
combinaisons. — Nombres complexes. — Limites et continuité
des fonctions. — Séries.— Considérations générales sur la conver-
gence : séries doubles : série binomiale.— Séries exponentielles
et logarithmiques. — Séries circulaires et hyperboliques. — Re-
cherches ultérieures sur les séries. — Produits infinis. — Fa-

paramétre a choisir aprés coup. Représentez, a la maniére de Cauchy,
toutes les valeurs critiques de z par des points du plan, et groupez en-
semble, d’une part, tous ces points critiques, d’autre part le point de dé-
part et le point d’'arrivée. S'il est possible de tracer une circonférence
comprenant un de ces groupes dans son intérieur et laissant l'autre &
Pextérieur, on pourra choisir n de maniére que la série soit convergente.
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cultés analytiques. — Fractions continues. — Leur réduction
en série, et réciproquement. ‘

L’ouvrage aura trois volumes. Le second comprendra les dé-
terminants, les fonctions symétriques, les propriétés des fonc-'
tions homogénes. Dans le troisiéme on traitera des fonctions
irrationnelles et de tout ce qui est relatif A la résolution algé-
brique des équations. L’auteur se recommande de M. le profes-
seur Betti qui a bien voulu Paider de ses conseils et mettre i sa
disposition les manuscrits des lecons faites par lui en 1858 et 1859.

Iv.

Mawterus (J -J.), ingénieur des Ponts et Chaussées. —
Méthode infinitésimale sans métaphysique et indé-
pendante de la méthode des limites. In-8 de 16 pages
et 1 planche. Gand, 1863.

1l y a des personnes qui refusent de croire que I’espace soit
infiniment grand et affirment qu’il a des bornes. M. Manilius
entreprend de les ramener & de meilleurs principes. Nous trou-
vons que M. Manilius a bien de la bonte.

V.

Société des Sciences naturelles du grand-duché de
Luxcmbourg; t. VI, année 1863. Luxembourg, 1863
in-8 de 132 pages et 2 planches.

La partie mathématique de ce recueil comprend : — Détermi-
nation de la relation qui existe entre la chaleur rayonnante, la
chaleur de conductibilité et la chaleur latente; par M. de Colnet
d’Huart, professeur i ’Athénée. 64 pages. — Sur les courbes du
second degré, par M. J.-P. Michaelis. 4o pages.

L’auteur du premier Mémoire annonce qu’il a démontré rigou-
reusement, par les principes de la Mécanique rationnelle, que la
chaleur de conductibilité est un mouvement moléculaire. 11 s’in-
spire des idées exposées par M. Lamé dans la Théoric mathéma-
tique de Uélasticité des corps solides. « C'est cet ouvrage quinous a



(92)
tracé la voie que nous avons suivie dans ces recherches ; c’est urn
hommage que nous nous faisons un devoir de rendre i son
,illustre auteur. »

M. Michaelis prend la peine de refaire toute la théorie des
coniques au moyen d’une variable auxiliaire qui est 'angle
excentrique des Anglais ou I'anomalie excentrique des astro-
nomes. M. Desboves s'en est servi pour démontrer quelques
propriétés des normales aux coniques.

VI.

Prcarr (A.), agrégé, professeur au lycée Charlemagne,
docteur és sciences. — Essai d’une théorie géomé-
trigue des surfaces, thése présentée a la Faculié des
Sciences de Paris, Paris, 1863 ; Mallet-Bachelier. In-4
de 72 pages et 1 planche.

Forme générale d’une surface autour d’un point, — Lignes
tracées sur les surfaces. — Propriétés des surfaces gauches. —
Surfaces i lignes de courbure planes ou sphériques.

Cette derniére partie a fait 'objet d’'un Mémoire présenté par
Pauteur & PAcadémie des Sciences, le 15 février 1858. On y
trouve démontrées fort simplement toutes les propriétés décou-
vertes par MM. Serretet Bonnet dans leurs Mémoires sur la méme
question.

VII.

Bercer, docteur és sciences, professeur de Mathéma-
tiques spéciales au lycée de Montpellier. — Etude sur
le développement de la fonction perturbatrice,d’aprés
Cauchy. Montpellier, Boehm et fils, 1863. In-4 de
72 pages. — Etude sur les fonctions des wariables

“imaginaires, d’aprés Cauchy. Montpellier, Bochm et
fils, 1863. In-4 de 54 pages avec 1 planche.

Dans la premicre thése, M. Berger expose la méthode de
Cauchy avcc les éclaircissements et les développements conve-
nables, et I'applique au calcul de V'inégalit¢ a longue période,
découverte par Airy dans le moyen mouvement de Vénus, sous
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Paction perturbatrice de la Terre. — Dans la seconde these
I’auteur donne les principes de la thiéorie des imaginaires de
Cauchy. Le théoréme sur le développement des fonctions en
série a déja été reproduit par MM. Briot et Bouquet avec d’heu-
reux éclaircissements; cependant I'auteur a pensé que la dé-
monstration pouvait encore étre complétée, et qu’il était utile de
traiter le cas des fonctions implicites. La thése se termine par la
théorie du compteur logarithmique et de ses principales consé-
quences.

VIII.

Morcewo et Linoeroer. — Lecons de calcul différentiel
et de calcul intégral, rédigées d’aprés les méthodes
et les ouvrages publiés ou inédits de A.-L. Cauchy.
(Tome IV, I°* fascicule, Calcul des wariations.)
In-8° de xx-352 pages. Paris, 1861 ; Mallet-Bachelier.

L’ouvrage de MM. Moigno et Lindelcef renferme, sous un
petit volume, un traité complet de calcul des variations, com-
prenant les travaux les plus récents effectués dans cette partie
de la science. Les auteurs ont évité avec soin les formules sté-
riles, si chéres aux esprits médiocres, parce que leur vaste
ampleur est trés-propre i cacher le vide des idées. La concision
des formules a beaucoup gagné 4 I’emploi d’un signe inventé
par Sarrus et perfectionné par Cauchy, et qui sert & indiquer
une ou plusieurs substitutions faites dans une intégrale définie.

Les principes généraux occupent 197 pages ét huit lecons.
On y trouve la variation d'une intégrale multiple d’ordre quel-
conque; les maxima et minima des intégrales simples, doubles
ou triples; la régle de Jacobi pour distinguer les maxima des
minima dans le cas des intégrales simples. Le reste de I’ouvrage
est consacré aux applications : isopérimétres, ligne géodésique,
brachistochrone, surface a aire minimum, surface 2 aire donnée
renfermant le plus grand volume.

Ces lecons font honneur a M. Lindelcef pour les méthodes
dont il est 'inventeur, et & M. Moigno pour sa rédaction émi-
nemment lucide.
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IX.

Paixvin, professeur au lycée de Douai. — Propriétés du
systéme des surfaces du second ordre conjuguées par
rapport & un tetraédre fixe. In-4° de 38 pages, 1863.
(Extrait du Journal de Crelle, . LXIIL.)

Une surface est conjuguée par rapport i un tétraédre fixe
lorsqu’un sommet quelconque du tétraédre est, relativement 3
cette surface, le pole de la face opposée. M. Painvin démontre,
au moyen des coordonnées tétraédriques (distances d’un point
aux faces d’un tétraédre dit de référence), vingt-huit théo-
rémes. Les extraits suivants donneront une idée des propriétés
étudiées par M. Painvin : Lorsque les surfaces conjuguées passent
par un point fixe, les plans polaires d’un point fixe passent
eux-mémes par un méme point, et les pdles d’un plan fixc ap-
partiernent & une surface du troisicme ordre passant par les
arétes du tétraédre, dont les sommets sont des points doubles. —
Lorsque le pdle d’un plan fixe décrit une droite fixe, les sur-
JSaces corjuguées enveloppent une surface du huitiéme ordre, etc.

X.

Manie (MaxumiLien), répétiteur a I'Ecole Polytechnique.
— Lecons d’Algébre élémentaire. In-8° de vin-
200 pages. Paris, 1863 ; Mallet-Bachelier. Prix, 4 fr.

L’auteur définit 'Algébre : la théorie abstraite des lois, et il
¢claircit ce que cette définition elle-méme a d’abstrait par des
exemples empruntés 2 la chute des corps dans le vide et au
mouvement du pendule. Le premier chapitre traite du calcul
des polynémes au point de vue arithmétique, c’est-a-dire en
supposant que chaque lettre représente un nombre absolu et
que toutes les opérations indiquées puissent s’effectuer. Le
chapitre suivant traite du calcul algébrique considéré au point
de vue le plus général, de la résolution et de la discussion des
équations du premicr et du second degré. Dans le chapitre
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sur les inégalités, Pauteur conseille de faire passer tous les
termes dans un seul membre, ce qui raméne la résolution
d’une inégalité A la décomposition d’ua polynéme en facteur
et & la recherche des valeurs qui rendent chaque facteur
positif ou mnégatif. Le précepte est judicieux; mais nous ne
voyons pas pourquoi I'auteur, sans les repousser d’une maniére
absolue, conseille d’éviter des formes de langage {(— 3 <o,
— 5 <C— 3) amenées naturellement par un besoin de générali-
sation, et dont il est facile de donner une définition assez nette
pour que leur emploi n'améne aucune confusion dans les idées.

Aprés la théorie des maxima et des minima vient un chapitre
dont presque tout le contenu (développement du bindme et
d’une fonction entiére, relation entre les racines et les coef-
ficients d’'une équation) est attribué par l'auteur & Viéte, nous
ne savons d’aprés quels documents. Enfin le dernier chapitre
est consacré 2 la résolution des équations binémes les plus
simples et & celle des équations du troisiéme et du quatri¢me
degreé.

XI.

Desarcues. — OFuvres, réunies et analysées par M. Pou-
dra, officier supérieur d’état-major en retraite. 2 vo-
lumes in-8 de vin-510 et 428 pages et 32 planches.
Paris, 1863-1864 ; Leiber. — Prix : 15 francs.

Desargues, que M. Poncelet a surnommé le Monge de son
siécle, peut étre regardé a bon droit comme le pére de la Géo-
métrie moderne, de cette Géométrie qui se distingue de celle des
anciens par la généralité de ses conceptions, le caractére presque
intuitif de ses preuves et la grande fécondité de ses principes.
M. Poudra rend un éminent service a ’histoire de la science et
a la science elle-méme, en réunissant des ceuvres dont quelques-
unes sont d’une excessive rareté et dont les autres sont simple-
ment introuvables, puisque du plus remarquable ouvrage de
Desargues il ne restait plus qu'une copie manuscrite, conser-
vée aujourd’hui a la bibliothéque de I'Institut. M. Poudra ne
s'est pas contenté de reproduire les ceuvres de son auteur; il



(98)
les a accompagnées d’'un commentaire, toutes les fois que cela
est devenu nécessaire pour Pintelligence du texte. Il a recueilli
jusqu’aux fragments d’ouvrages perdus, et connus seulement
par les citations des détracteurs de Desargues.

Voici le contenu de ces deux volumes :

Premier volume. — Biographie de Desargues. — Perspective
de 1636. — Traité des coniques (*). — Coupe des pierres, —
Perspective. — Gnomonique. — Recueil de propositions di-
verses. — Perspective adressée aux théoriciens., — Extraits de
divers écrits et affiches.

Second wolume.— Analyse des ouvrages de Bosse (le disciple
de Desargues). — Diverses notices sur Desargues. — Recueil et
extraits de divers libelles contre Desargues (Dubreuil, Melchior
Tavernier, Beaugrand et Curabelle).

La langue de Desargues est lourde, embarrassée, et semble
étre antérieure de deux siécles a celle de Descartes. A des con-
structions grammaticales d’un autre 4ge, elle joint un néolagisme
qui ajoute A son obscurité. Desargues n’a écrit que de simples
brouillons, ol les idées sont en abondance sans doute, mais non
développées. Cela explique le rapide oubli dans lequel ses ou-
vrages étaient tombés, malgré les éloges de Descartes, de Pascal
et de Leibniz. De la résulte pour les hommes de génie enx-mémes
la nécessité d’étre clairs, car il ne peut arriver a tous, aprés
deux sié¢cles d’oubli, de rencontrer un commentateur intelli-
gent et zélé, qui traduise leurs ouvrages en langue vulgaire,
les édite @ ses frais (**), et fasse briller leur gloire du plus
vif éclat.

(*) Imprimé sur la copie faite par de la Hire en 1670. I1 porte ce titre
bizarre : Brouillon-projet d’une atteinte aux cvé ts de la 1 e
d’un cone avec un plan.

(**) M. Poudra a consacré a cette publication une somme de mille
francs qu'il a recue de I'Académie 'annce derniére a titre d’encourage-
ment; mais cette somme a €té loin de couvrir tous les frais. L'ouvrage n'a
été tiré qu’a trois cents exemplaires.
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DE LA TRANSFORMATION GEOMETRIQUE
DES FIGURES PEANES,

Et d’un mode de génération de certaines courbes & double courbure
de tous les ordres;

Par M. E. DE JONQUIERES.

1. Le tome II (2° série) des Mémoires de I’ Académic
des Sciences de I’ Institut de Bologne, année 1863, con-
tient un intéressant article de M. le professeur Cremona,
relatif & la transformation géométrique des figures
planes.

Je m’étais moi-méme occupé de cette question il y a
quelques années, dans un Mémoire sur la génération de
certaines courbes & double courbure, adressé a 1'Institut
de France. Les Comptes rendus de ’année 1859, t. XLIX,
p- 542, ont fait mention de cet envoi ; I’objet du Mémoire
s’y trouve succinctement indiqué dans une Note d’ou
Jextrais le passage suivant:

« Ce Mémoire est précédé d’une introduction oun je
» cherche a préciser 1'état de la question : il se divise en
» deux parties.

» Dans la premiére partie je présente, sous plusieurs
» points de vue, la théorie de figures correspondantes
» d’un nouveau genre tracées sur-le plan, ot des points
» correspondent & des points et des droites a des courbes
» de l'ordre n, douées d’'un point multiple de I'ordre
» (n—1) qui leur est commun a toutes. Cette théorie
» me parait offrir quelque intérét par elle-méme; mais
» elle en acquiert aussi par I'application que j’en fais 4 la
» construction des courbes a4 double courbure. Ce sont,

Ann. de Mathémat., 2¢ série, t, IIl. (Mars 1864.) 7
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» en eflet, les points homologues de ces figures, désignées
» par moi sous le nom de figures isographiques, qui
» servent a guider les rayons vecteurs rectilignes, au
» moyen desquels s'engendre la courbe i double cour-
» bure de l'ordre (2 + 2). Cette application fait le
» sujet de la seconde partie du Mémoire. J'explique
» comment on peut construire ainsi une courbe a double
» courbure d’un degré quelconque, et je termine en in-
» diquant le moyen d’obtenir la langente en un point
» quelconque de la courbe. » (Comptes rendus, t. XLIX,
p. 542.)

Les résultats auxquels j’étais parvenu dans ce Mémoire
inédit concordent, i plusieurs égards, avec ceux que
M. Cremona vient de publier. Cependant nos points de
départ, nos conséquences et nos procédés de démonstration
étaut trés-différents, j’ai pensé que la publication de la
premiére partie de mon travail, bien que tardive, offrait
une certaine opportunité, et ne serait pas sans intérét
pour les géométres,

Tel est I'objet dn présent article.

2. Supposons qu’on ait, sur un plan, un réseau de
courbes du degré r, ayant toutes en commun 27— 2
points simples, et un autre point O, qui soit, sur chacune
d’elles, multiple de T'ordre 7n —1. Ce point multiple
équivaut, comme on sait, quant a la détermination de

L1 . .
chaque courbe, & —n (n—1) points simples. Donc cha-
cune des courbes du réseau est assujettie, par équiva-
lence, & passer par

n(n+43)—2

-;n(n— l)+2(ll-—-l)=-‘-i-

points donnés, c'est-d-dire par autant de points moins
deux qu'il en faut pour déterminer une courbe du de-
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gré n. Ces an —1 points fondamentaux, dont I'un est
de Vordre n — 1, forment la base (B) du réseau.

3. Deux courbes du réseau ne se coupent qu'en un
seul point autre que les points fondamentaux ; car ceux-ci

équivalent a n —1 4 (7 —1) = n* — 1 intersections.
Toutes les courbes qui passent par un méme point
forment un faisceau.

Une droite quelconque, menée par le point fondamental -
multiple O, ne coupe I'une quelconque des courbes C*
qu’en un seul point. Réciproquement, un point 7 de
cette courbe ne donne lieu qu’a un seul rayon O:. D’aprés
cela, on peut appeler rapport anharmonigue de quatre
points pris sur une courbe C* & point multiple de I'ordre
n—1, le rapport anharmonique des quatre droites qui
les joignent au point multiple. On saura donc ce qu'’il
faut entendre par cette expression, dont M. Chasles fait
usage depuis longtemps dans la théorie des coniques, sa-
voir : divisions homographiques correspondantes sur une
droilte et sur une courbe, ou sur deux courbes.

Pour abréger le discours, j’appellerai courbes fonda-
mentales les courbes du réseau déterminé par les condi-
tions ci-dessus.

4. Yappelle figures isographiques planes de U’ordre n
deux figures telles, qu’a une droite quelconque de la
premiére (F) il correspond, dans la seconde (F'), une
courbe de U'ordre n, douée d’un point multiple de
Uordre n — 1 en un point fixe O',et passant par 2n — 2
autres points fixes (¥).

(*) Ces conditions sont les seules qu’on puisse poser & priori; il en ré-
sulte, comme on va le voir, cette conséquence nécessaire que, récipro-
quement, & une droite quelconque de la figure (F’) il correspond, dans
la figure (F), une courbe douée d’un point fixe de 'ordre n — 1, et passant

7.
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De telles figures peuvent exister. Car soient
L=o0, L'=0, L"=o,

les équations de trois droites données de la figure (F).
Toute droite de cette figure pourra étre représentée par
une équation de la forme

L+ L' 4 pL"=o,
A et p étant deux indéterminées. Soient aussi
C=o0, C=0, C=o,

les équatiens de trois courbes de 'ordre 7, assujetties aux
conditions précitées dans la seconde figure (F'). Toute
autre courbe, satisfaisant aux mémes conditions, aura
une équation de la forme

C+XICI+HICII:__ 0,

X et p étant deux nouvelles indéterminées.

Or, si l'on suppose XN =ald, p'="by, a et b élant
deux constantes, ce qui change 1'équation précédentc en
celle-ci :

C+ a)0 + bpC"=o,

il est clair qu'a une droite de la premiére figure il cor-
respondra, dans la seconde, une courbe unique et déter-
minée, puisque les valeurs de A et de y seront détermi-
nées par la droite, et réciproquement. On en conclut
aussi que, @ un point, considéré dans la figure (F)
comme étant l'intersection de deux droites, il ne corres-
pondra, dans la figure (F'), qu'un seul point, variable
avec le premier, et résultant de U'intersection des deux

par 2n — 2 autres points fixes. Mais cette réciproque n’est pas évidente,
et il est indispensable de la démontrer. C’est ce que je ferai ci-aprés
(n9s 7, 8et9).
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courbes fondumentales correspondantes & ces droites

(n° 3).

5. Cette analyse prouve immédiatement que, pour dé-
terminer deux figures isographiques planes d’'un ordre
quelconque, on peut prendre arbitrairement quatre
droites de la premiére figure, et les quatre courbes cor-
respondantes de la seconde. Car, & I'aide de I’équation de
la quatriéme courbe, on déterminera les valeurs des con-
stantes @ et b de I'équation précédente, savoir :

a— -i-;, b = %',
Aety, Netp étant les valeurs numériques des coeffi-
cientsde L', L” et C/, C’, respectivement, qui conviennent
particuliérement a la quatriéme droite et & la quatriéme
courbe correspondante.

6. Le caractére distinctif des figures isographiques
consiste donc d’abord en ce que, a une droite L de la
figure (F), il correspond, dans la figure (F’), une
courbe C", qui passe par 272 — 1 points fixes, dont I'un
est multiple de I'ordre 72 — 15 que, 4 un point variable a
de la figure (I%), il correspond, dans la figure (F’), un
seul point @' variable avec a, et enfin qu’a un point o/,
considéré dans (F’) comme étant le point d’intersection
de deux courbes fondamentales, il correspond, dans la
figure (F), un seul point variable a, situé a l'intersection
des deux droites correspondantes a ces courbes.

7. 11 résulte de 1a, ainsi qu'on va le démontrer, que,
réciproquement, & une droite quelconque L de la
Sigure (F'), il correspond, dans la figure (F), une
courbe C* de Uordre n, qui passe par 2n —1 points

A K » -, —_— ) . 3
JSixes, dont U'un est de Uordre n —1; et qu'a un\ ‘;;o;nt
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variable a' de la figure (F'), il ne correspond qu'un
seul point variable a dans la premiére.

En effet, la droite L' rencontre 'une quelconque C™
des courbes fondamentales de la figure (F') en n points
a’, ¥, ¢',..., variables avec cette courbe. Donc (n° 6)
il correspond & ces points, dans la figure (F), » points
a,b,c,...,situés sur la droite M, qui, dans cette figure,
correspond a G, Par conséquent, la ligne inconnue, qui
correspond i la droite L/, est une courbe C* du degré =,
puisque cette ligne posséde n points sur une droite quel-
conque M.

8. Je dis, en outre, que cette courbe C* passe par
an—1 points fixes, dont un est multiple de l'ordre
n—r,

Pour le démontrer, commengons par remarquer que
les 27 —1 points fondamentaux de la figure (F’) déter-

’

minent complétement une certaine courbe fixe 2 s

n—t
de I'ordre » — 1, douée au point fondamental O’ d’un
point multiple de I’ordre n— 2 ; car cette courbe se trouve

e o (—1)(n+2)
ainsi, par équivalence, assujettie & passer par —_—
points, c’est-a-dire par autant de points qu’il en faut
pour déterminer une courbe du degré n —1.

Cela posé, considérons le sysitme composé de la
. ’
courbe Z et d'une droite de direction quelconque

n—1
O'L/, issue du point muliiple fondamental O'. Ce sys-
téme est I'une des courbes fondamentales de la figure (F'),
et il en existe une infinité de semblables, déterminées
par les différentes droites qu’on peut mener du point O/,

’
en les associant 4 la courbe fixe E - En effet, chacun
n—1

de ces systémes représente une courbe du degré n, qui a
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un point multiple de Pordre n —1 en O’, et qui passe
par tous les autres points fondamentaux de la figure (F’).
A chacune de ces courbes particuliéres, que jappellerai
courbes fondamentales brisées, il correspond, daus (F),
une certaine droite L; et comme ces courbes forment un
faisceau, les droites correspondantes en forment un aussi,
c’est-a-dire qu’elles passent toutes par un seul et méme
point O.

Soit actuellement M’ uue droite quelconque de la
figure (F’). Chacune des courbes fondamentales brisées
ne coupe M’ qu'en un seul point qui varie avec cette
courbe; car les n —1 autres points d’intersection sont

!

ceux o M' coupe la courbe fixe et invariable Z ’
A\

et par conséquent sont invariables, quelle que soit la
courbe sécante. Donc chacune des droites, telles que L,
qui, dans la figure (F), correspondent & ces courbes bri-
sées, doit éire telle, qu'elle ne coupe la courbe S~,
correspondante 4 la droite M’, qu'en un seul point
susceptible de varier avec cette drbite, ce qui ne peut
évidemment avoir lieu que si la courbe §” est douée
d’un point de 'ordre n — 1 situé sur cette droite. Or
toutes ces droites L. passent par un méme point O;
donc c’est ce point O lui-méme qui est le point de
’ordre nn — 1 sur la courbe §”. On en conclat, puisque S”
est une courbe fondamentale quelconque de la figure (F),
que toutes ces courbes sont douées d’'un point de 'ordre
n—1 en un méme point fixe 0.

9. En second lieu, considérons le systéme composé
d’une droite O’a’ joignant le point O’ 4 'un a’ des points
simples fondamentaux (B’) de Ja seconde figure, et d'une

courbe 8’ _, douée en O’ d’'un point de I'ordre n — 2, et

passaut par tous les points fondamentaux (B') 4 Pexclusion
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du point a’; courbes dont il existe une infinité, puisque
chacune d’elles, pour étre déterminée, a besoin d'une
condition de plus que celles qui viennent d’étre ‘indi-
quées; ce systtme forme une autre espéce de courbe
Jondamentale brisée de la figure (F'). Donc il lui corres-
pond, dans la figure (F), une certaine droite L; et toutes
les droites L, correspondantes & ces courbes brisées qui
forment un faisceau, forment elles-mémes un faisceau,
c’est-a-dire passent par un méme point a.

Soit maintenant une droite quelconque M/ de la figure
(F’). Chacune des courbes brisées, dont il vient d’étre
question, coupe M’ en un point fixe (M’, O’a’), et en
n — 1 autres points, seuls susceptibles de varier en méme
temps que cette courbe. Donc la courbe S, correspon-
dante a M/', doit étre telle, qu'elle ne coupe chaque
droite L, corvespondante & une courbe brisée, qu’en
n — 1 points susceptibles de varier avec cette droite,
et que le n*m point d’intersection soit fixe; ce qui
exige que la courbe passe par un point fixe situé sur
cette droite. Or toutes les droites L passent, comme on
vient de le dire, par un méme point a. Donc la courbe S”
passe aussi par ce point, et par conséquent il en est de
méme de toules les autres courbes fondamentales de (F),
puisque 5" est I'une quelconqie de ces courbes.

En considérant successivement les autres points fon-
damentaux &, ¢/, d',..., de la figure (F’), on prouve-
rait pareillement que chaque courbe S” passe par autant
de points fixes b, c, d,. . ., dans la figure (). Donc enfin

Il existe une réciprocité parfaite entre les deux
Jfigures, et 'on peut compléter la définition des figures
isographiques donnée plus haut (n° 4), en disant que
réciproquement, a une droite quelconque de la seconde
Sigure, il correspond, dans la premiére, une courbe du
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degré n assujettie & passer par 2n—1 points ﬁxes,
dont ’un O est multiple de ’ordre n — 1.

10. Cherchons maintenant, afin de bien approfondir
les relations existantes entre les deux figures, quels sont
les points d’une figure qui correspondent aux points fon-
damentaux (simples ou multiple) de I'autre.

Soient deux droites OL, OM de la figure (F). Les
courbes correspondantes dans (F') sont des courbes bri-

/
sées, composées de la courbe fixe E et de deux droites
n—1

O’L’, O'M’. Ainsi le point multiple O a pour homo-

logues, dans la figure (F’), tous les points de la courbe

2 indistinctement. Et, réciproquement, le point mul-
n—1
tiple O’ a pour homologues tous les points de la courbe

2 » qui est déterminée, dans la figure (F), par les
n—1

2n— 2 points fondamentaux a, b, c,..., et par le point O,

considéré comme étant multiple de 'ordre n — 2.
Soient OL et LM deux droites de la figure (F), qui sc

coupent au point L. Les courbes correspondantes de la

figure (F’) sont, respectivement, une droite O’L’/ com-
!
binée avec la courbe ﬁxez , et une autre courbe fon-

n—1
’

damentale C!. Or cette C! ne coupe E en auncun

n—1
point variable, puisqu’elle a, en commun avec elle, les
2n—1 points fondamentaux, dont 'un est de 'ordre
n—1 sur I'une et de I'ordre n — 2 sur 'autre, ce qui
donne, par équivalence, n (n — 1) points d'intersection.
Donc le point d’intersection de OL et de LM a néces-
sairement pour homologue le point de rencontre de O’ L’

avee la courbe 8'. Ainsi les points de OL ont leurs ho-
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’
mologues sur O’ L/ et non sur la courbe fixe 2 ; ce qui
n—1

s'accorde avec ce qu'on vient de démontrer, savoir, que
cette courbe fixe correspond tout entiére au seul point O.

11. Supposons encore que les droites aL, aM, aN,...,
se coupent au point fondamental simple a. Les courbes
correspondantes dans la figure (F’) se décomposeront,
comme on vient de le voir, en une seule et méme droite

O’d, et en diverses courbes §' _, T!_, R!_ -+, corres-

pondantes, une a une, aux droites ¢L, aM, aN,..., res-
pectivement. Ces courbes ayant en commun le point O/,
qui est de I'ordre 1 — 2 sur chacune d’elles, et 2n —3
autres points, ne se coupent plus. Donc on peut dire
qu'au point fondamental @ correspondent, dans 'autre
figure, tous les points de la droite fixe O/a’.

Enfin on démontrerait, par des considérations ana-
logues, que toute droite, telle que ab, qui passe par deux
points fondamentaux a, b de la figure (F'), a pour cor-
respondante une courbe qui se décompose en trois bran-
ches distinctes, savoir, deux droites O’a’, O'd/, joignant
le point O’ aux points fondamentaux @/, &/, et une courbe

4

fixe 2,‘__,, de 'ordre » — 2, qui est déterminée par le
point O/, considéré comme étant un point multiple de

Pordre n — 3, et par les 27 — 4 autres points fonda-
mentaux simples de (F’).

12. Par exemple, si n=2, ce qui est le casde la trans-
formation conique, toute droite d’'une figure, qui passe
par 'un des points fondamentaux, a pour homologue,
dans 'autre figure, le systéme de deux droites passant
par les trois points fondamentaux de celle-ci ; résultat déja
_signalé par MM. Steiner et Magnus, dans le cas particu-
lier dont il s’agit ici.
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13. Afin d’abréger, je me bornerai, en général, dans
ce qui va suivre, & donner les énoncés des propositions.

Mais, aprés les explications précédentes, le lecteur en
trouvera sans peine les démonstrations.

A une courbe quelconque de U’ordre m, tracée dans
le plan de l'une des deux figures, il correspond, dans
Uautre, une courbe de I’ordre mn, douée en O (ou en V)
d’un point multiple de Uordre m (n—1), et de (2n —1)
points de l'ordre m aux points fondamentaux de cette

Jigure.

14. Dans deux figures isographiques planes, quatre
points de Uune, situés en ligne droite, ont leur rapport
anharmonique égal & celui des quatre points homo-
logues situés sur la courbe correspondante de lauire
Jigure.

C’est une généralisation du théoréme analogue dans
les figures homographiques, qui ne sont au reste qu'un cas
particulier des figures isographiques; celui ou l'on a
n=1.

Pareillement, quatre droites de la premiére figure,
issues d’un méme point, ont leur rapport anharmo-
nique égal a celui des quatre courbes correspondantes
dans la seconde.

A5. Deux figures isographiques sont déterminées,
quand on donne quatre droites de la premiére figure
et les quatre courbes correspondantes de la seconde.

Elles sont également déterminées, si | ’on connait
quatre couples de points homologues, et, en outre, la
base (B') du réseau des courbes de lune des deux
figures.

16. Dans ces deux cas, il reste 2 déterminer les points
fondamentaux (B) de 'autre figure. Pour cela, on ménera
par le point O’ deux droites quelconques O’L!, O'M/,
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et, sur chacune d’elles, on prendra deux points I/, L/,
m', M'. On cherchera leurs homologues Z,L, m, M dans
Pautre figure. Le point de concours O des deux droites
LI, Mm est le point fondamental multiple de cette
figure.

Pour trouver les points fondamentaux simples, on
tracera une droite quelconque de la seconde figure, et on
déterminera la courbe C" correspondante dans la pre-
miére. Ensuite, si 'on méne des droites par les points
fondamentaux (B’), on connaitra immédiatement les
droites Oa, Ob, Oc,..., qui, dans la figure (F), font
partie intégrante, respectivement, des courbes fonda-
mentales brisées correspondantes a ces droites (n° 11),
¢t qui passent par les points fondamentaux cherchés de
la figure (F). Les points d'intersection de ces droites avec
la courbe C” sont les points (B).

17. Dans tout ce qui précéde, les figures isographiques
étaient tracées indistinctement sur deux plans différents
ou sur un seul. Les théorémes suivants, au contraire,
supposent essentiellement qu’elles sont situées sur un
seul et méme plan. Cette hypothése donne lieu a des
conséquences intéressantes,

18. La courbe, lieu d’intersection des droites d’une
figure, formant un faisceau, avec les courbes du faisceau
correspondant de I’ autre figure, est une courbe du degré
n =1, qui a un point de l'ordre n — 1 au point multiple
fondamental de celle-ci.

C’est une conséquence du n°® 14.

19. La courbe enveloppe des droites qui joignent les
points d’une droite L. aux points homologues de la
courbe correspondante dans lautre figure, est une
courbe de la classe n+1, qui a la droite L pour tan-
gente multiple de Uordre n.
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20. Dans deux figures isographiques, placées d’une
maniére quelconque, les points de la figure (F'), qui
satisfont & la condition que les droites qui les joignent
@ leurs homologues respectifs dans la figure (F) pas-
sent toutes par un méme point donné P, sont situés sur
une courbe U’ de U'ordre n + 1, qui passe parle point P
et par les points (B'), et qui a en O/ un point de I’ordre
n—r.

Les points correspondants de la figure (F) sont égale-
ment situés sur une courbe U, de I’ordre n+- 1, qui passe
par le point P, par les points (B), et qui a un point
de Uordren — 1 en O.

Ces deux courbes U, U’, dont les points se correspon-
dent un i un et sont situés sur des droites concourantes
en un méme point, ont, avec les courbes homologiques
ordinaires, certaines analogies qui n’échapperont pas a
I'attention du lecteur; je les appellerai courbes isolo-
&iques, relatives au point P.

Une droite PL, issue du point P, coupe généralement
la courbe U en n points, et elle coupe la courbe U’ en n
autres points, qui sont les homologues des premiers, res-
pectivement. Comme cas particuliers, la droite PL peut
passer par le point O, ou par I'un des points simples fon-
damentaux a, b,...; elle peut aussi se confondre avec la
ligne OO/, si le point P est pris sur cette ligne. Je n’entrerai
pas dans ces détails, qui ne présentent aucune ditficulté,
aprés ce qui a été expliqué ci-dessus (n° 10, 11 et 12).

21. Deux figures isographiques étant placées d’une
maniére quelconque dans un méme plan, il existe, en
général, dans ce plan n + 2 points doubles, c’est-a-dire
qui, étant considérés comme appartenant a lune des
deux figures, sont eux-mémes leurs homologues dans
lautre.
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En effet, soient U et V les deux courbes isologiques
de la figure (F), relatives i deux poinis quelconques P,
Q de cette figure. Chacun des points d'intersection de
ces deux courbes, étant considéré comme appartenant a
la figure (F), est tel, que si on le joint a son homo-
logue dans la figure (F), on obtient une droite qui passe
tout a la fois par le point P et par le point Q. Donc, a
I'exception des 7 points que les deux courbes U, V ont
en commun sur la droite PQ, tous ces points d’intersec-
tion sont des points doubles, c'est-a-dire des points qui

coincident avec leurs homologues. Or ces deux courbes
2
ont n—1 points communs confondus en un seul au

point multiple O, et 2 (z —1) autres points communs,
savoir, les points (B). Donc le nombre des points doubles
cherchés est

2 2

n4+i1 —n—1t —2(n—1)—n=n-42.
Ainsi, dans le cas des figures homographiques ou z =1,
le nombre des points doubles est 3, comme on le sait.

22. 1l résulte du théoréme précédent que, si I'on prend
deux points quelconques S, S’ dans I'espace, et qu’on les
joigne respectivement aux points homologues de deux
figures isographiques tracées sur un plan (ou sur deux
plans différents), les arétes homologues de ces deux fais-
ceaux isographiques se coupent sur une courbe & double
courbure du degré n + 2, puisqu’il existe, sur un plan
quelconque, 2+ 2 points doubles, c’est-a-dire n—+ 2
points de rencontre de ces arétes homologues. Ce théo-
réme se conclut aussi du n° 20, et ce second mode de dé-
monstration fait mieux connaitre les particularités de la
courbe gauche engendrée. On voit ainsi que cette courbe
passe par les points S, §’, O, O, et n’y a pas de point
double; elle est donc, A ce point de vue, générale dans
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son degré. Mais, ainsi que le lecteur le reconnaitra avec
un peu d’attention, elle offre cette singularité qu’elle
s'appuie 7 fois sur chacune des droites SO, S'O’.

23. Dans le cas de n =1, les deux faisceanx de droites
sont homographiques, et la courbe & double courbure est
du troisiéme ordre, comme on le savait (¥). La théorie des
figures isographiques conduit donc directement a une
généralisation de ce mode particulier de génération, et le
rend applicable a des courbes gauches de tous les ordres,
lesquelles n’offrent aucune autre singularité que celle
dont je viens de parler. Cette théorie d’ailleurs ne fait
guére usage que de courbes douées d’un point multiple
de I'ordre le plus élevé que leur degré comporte, et I'on
sait que ces courbes sont précisément celles que la géo-
métrie pure donne les moyens de construire directement
dans tous les cas.

NOTE SUR UNE PROPRIETE DE L’ELLIPSE;
Par M. LéoroLn BRASSEUR,

Docteur és Sciences physiques et mathématiques, Répétiteur a 1'Ecole
des Mines de Liége.

L. Les bissectrices des angles que les deux rayons vec-
teurs d’un point quelconque de Uellipse font avec le
grand axe se coupent sur la perpendiculaire élevée a
Uextrémilé du demi grand axe positif.

(*) Yoyez le beau Mémoire sur les courbes a double courbure du troi-
siéme ordre, que M. Chasles a inséré dans le tome XLV des Comptes ren-
dus de I’Académie des Sciences. Voyez aussi, dans le t. IeF, 2¢ série, des
Nouvelles Annales de Mathématiques, un savant travail de M. Cremona sur
quelques parties du méme sujet. Ce sont deux belles applications des mé-
thodes fécondes de Ja Géométrie pure.
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Les bissectrices des suppléments des mémes angles se

coupent sur la perpendiculaire élevée a 1’extrémité du
demi grand axe négatif.

Démonstration. — x', y' étant les coordonnées d'un
oint 2 pris sur I’ellipse dont a et b sont les demi-axes
P
principaux, on a

(1) a'y' 4 b*x'* = a?b’.
En désignant par 24, 2a/, les angles que les deux rayons
g P ’ ) gles q y

vecteurs du point z font avec le grand axe, on a, en po-
sant a* — 5% = ¢?,

tangzu:

. ’
x'— ¢
et en changeant + ¢ en —c,

!
tang 20’ =

x +c

Les valeurs de tang2a et de tang 2 o’ fournissent celles
de tanga et tanga’ par la formule connue de Trigonomé-
trie
— 1+ 1+ tang'oa

tang 2« )

langa =

Substituant la valeur de tang 2 o dans cette égalité, on a

tanga = J—:—, [— (@ =)+ V2 +y —2ca + cz].
Si dans cette expression on remplace y’* par sa valeur
tirée de I'équation (1), afin d’exprimer que le point n ap-
partient a Dellipse, on trouvera que la quantité sous le
radical devient un carré parfait en y faisant a’ — b* = ¢?,
etl'on aura

_—"
(2) tanga:%(a-ﬁ-cj,
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et en changeant + ¢ en — ¢,

p—

7 (a—°c)'

a
{—
(3) tang o' = r

Actuellement, les équations des deux bissectrices seront

(4) y =tanga(zr—c),
(5) y =tangd (z +c).

L’élimination de y entre ces deux équations donne,
pour Plabscisse du point d’intersection des deux bissec-
trices :

tanga - tanga’
(6) r—c. -—L—g, .
tang z — tang «

Or, d’aprés les équations (2) et (3), on trouve
p q

tange + tange’  a

s Sl - Ry
tange — tange’ ¢

et ’équation (6) devient
xr—da.

Cette valeur de x étant indépendante des coordonnées
du point particulier n pris sur Uellipse, il s’ensuit que
Péquation x =a, qui représente une perpendiculaire
élevée a 'extrémité du demi grand axe positif, est celle
du lieu géométrique mentionné a 1’énoncé.

Comme la bissectrice d’un angle est perpendiculaire a
la bissectrice du supplément de cet angle, il en résulte
qu’on obtient le lieu géométrique dont il est fait mention
a la seconde partiede I'énoncé, en remplagant dans I'équa-

tion (6) tanga et tanga’ respectivement par —

tang «

1 . . 7
et — ——> ce qui donne pour le lieu cherché
tang o

r—=——a. €. Q. ¥, D,
Ann, de Mathémat., 2¢ série, t. 1I. (Mars 1864.) 8
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Remarque. — Le¢ changement de +- 4* en — b* con-
duisant aux mémes résultats, la propriété démontrée con-
vient également a 'hyperbole.

Puisque la bissectrice d'un angle est perpendiculaire &
la bissectrice du supplément de cet angle, on déduit aisé-
ment du théoréme qui précéde le corollaire :

Corollaire. — Si deux angles droits tournent chacun
autour de son sommet supposé fixe, de maniére que le
point d’intersection de deux de leurs cdtés décrive une
droite perpendiculaire a la droite qui unit les sommets
des deux angles, le point d’intersection des deux autres
cotés décrira une droite paralléle a la premiére. Les deux
droites ainsi décrites scront & égale distance du milieu de
la droite qui unit les deux sommets.

II. Latangente en un point quelconque de Uellipse et
les bissectrices des angles que les deux rayons wvecteurs
de ce point font avec le grand axe se coupent sur la
perpendiculaire élevée a Uextrémité du demi grand axe
positif.

La tangente et les bissectrices des suppléments des
mémes angles se rencontrent sur la perpendiculaire éle-
vée i I'extrémité du demi grand axe négatif.

Démonstration. — En effet, si dans I'équation de la

tangente au point x', y’ on fait x = a, on trouve
bi(a—z')
Y=
ay
et si dans I'équation (4) ou (5) de I'une ou de l'autre des
bissectrices on pose x = a, on a dans les deux cas :
(a>—c){a—a') b (a—2a')
— 9

!

ay ay

Yy =

’

valeur identique a la précédente. Donc, etc.
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On démontrerait la seconde partie de 'énoncé en opé-
rant de la méme maniére sur les équations des bissectrices
des suppléments des angles en question. C. Q. F. D.

Corollaire I. — La tangente en un point quelconque
de 'ellipse et la bissectrice de I'angle que I'un des deux
rayons vecteurs de ce point fait avec le grand axe se cou-
pent sur la perpendiculaire élevée a 'extrémité du demi
grand axe positif.

La tangente et la bissectrice du supplément du méme
angle se coupent sur la perpendiculaire élevée a D'extré-
mité du demi grand axe négatif.

Corollaire I1.—Si un angle droit, dont le sommet coin-
cide avec 'un des foyers d’une ellipse, tourne autour de
ce foyer supposé fixe, les deux cdtés de I'angle rencontrent
respectivement les perpendiculaires élevées aux extrémi-
tés du grand axe, en deux points tels, que la droite qui les
unit est tangente a P'ellipse.

Corollaire 111. — Si un angle droit tourne autour de
son sommet supposé fixe, ses cotés rencontrent respecti-
vement deux droites paralléles situées de part et d’autre
de ce sommet en deux points tels, que la droite qui les
unit est tangente a une méme ellipse dont un des foyers
coincide avec le sommet de Pangle, et dont le grand axc
est égal a la distance entre les deux paralléles.

HI. Soient donnés deux faisceaux de rayons, ayant
respectivement pour centres les points f et f' et se ren-
contrant deux & deux sur urne droite D, perpendiculaire
& la droite ff' qui unit les deux centres. En considérant
deux rayons quelconques qui se coupent sur la droite D,
si l’on fait tourner chacun d’eux autourde son centre jus-
quacequel’angle qu’id fait actuellement avecla droite ff’
soit doublé, les deux rayons dans leur nouvelle position

S.
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se couperont sur une courbe du second degré, ayant pour
Joyers les centres des deux faisceaux et pour demi grand
azxe la distance du milieu de la droite ff' & la droite D.

Pour démontrer cette propriété, réciproque du théo-
réme I, supposons la droite D située au dela des deux
centres fixes f et f’. Considérons en outre I'ellipse ayant
pour foyers les centres f et f’, et pour demi grand axe la
distance du milieu de la droite ff” a la droite D.

En construisant : 1° les deux rayons vecteurs d'un
point quelconque r de cette ellipse ; 2° les bissectrices des
angles que ces deux rayons vecteurs font avec le grand axe,
ces deux bissectrices se couperont en vertu du théoréme I
sur la droite D. D’autre part, si on fait tourner chaque
bissectrice passant par un foyer autour de ce dernier jus-
qu’a ce que 'angle de la bissectrice avec le grand axe soit
doublé, les deux bissectrices dans leur nouvelle position
coincideront avec les deux rayons vecteurs du point 7 et
par suite se couperont sur ’ellipse proposée.  c. Q. F. p.

Remarque. — Cette propriété permet de transformer
une droite en une ellipse, et dans cette transformation il
existe cette relation entre un point de la droite et le point
correspondant sur I'ellipse, que la droite qui les unit est
tangente a ellipse.

SUR L’EQUATION DU TROISIEME DEGRE
ET SUR UNE EQUATION DU DIXIEME DEGRE DE JACOBI;

Par M. FAURE.

L’équation générale
ar’+4 3bx*+ 3cx+d—o
s'identific avec

/

(1) 2 (2 —o) 4 B(x — ) = o0,
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au moyen des valeurs

b —aa—b
=L =R

et prenant pour « et 3 les racines de I'équation du second
degré

(2) Ay*+2By +C=o,
ou j’ai posé
A=ac— b, 2B=ad—be, C= bd— .

Or, I’équation (1) donne, en désignant par p I'une des ra-
s Leq 3 ) parp
cines cubiques de 'unité,

z—a 03 B s/aa+0b
z—p PRI VA iy
et I'on peut considérer I’équation donnée comme résolue.

Si I'on veut donner & cette valeur la forme ordinaire, on

en déduit d’abord

,‘_
B

-

(3) x_PB(”“-I-b) — a(aB+ b)

b

1
3

plac—+b)" —(ap+b)
mais on peut écrire

1
3

plaB+ b)(aa-—{—b)%——(aa—i—b)(aﬁ—i—b)

ar——b-+ -
P—(aB+b)°

’

wlm

plaa-+b)
la division se fait exactement, on a de plus :

(ae+b)(aB+b)=—A,
donc

.1:=:—1 —b+p[A(aa+ b)];‘+p’[A(aB+ ”)]% ’
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formule qui doune les trois racines puisque p indique
I'une quelconque des racines cubiques de I'unité.

M. Le Besgue, dans un article inséré dans le tome VIII,
p. 219, arrive aussi & cette formule, mais, comme il le
dit, au moyen de réductions assez longues. La méthode
précédente ne laisse rien a désirer sous le rapport de la
simplicité.

La résolvante (2) et I'équation donnée ont entre elles
des relations trés-remarquables, indiquées aussi par
M. Le Besgue.

1° Si A = B = C = o, auquel cas la résolvante devient

identique, I’équation donnée a ses trois racines égales a
b

a

2° Si AC —B?=o0, auquel cas la résolvante a deux

. . . . . B
racines égales, I'équation admet la racine double — x

. . Ad . 1,
et la racine simple — e Cela se voit en considérant
I'équation (3).
3° Si A = o, ousi C = o, I’équation se réduit a une
équation a deux termes. Elle se met en effet sous les deux

formes
( bh\3 ad — be
al x4+ ;) -+ ——————— — o0,

a

ac — b? b’( cy*
— 24+ —|x+-) =—o0.
¢ c b,

De i concluons que si la résolvante a une racine infinic
ou une racine nulle, I'équation donnée se réduira a une
équation a deux termes.
Que deviennent les racines de I'équation du troisiéme
degré lorsque le coefficient @ du premier terme est nul?
En faisant sur la formule qui exprime la valeur de x
des transformations bien simples, on arrive 4 la rela-
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tion (3) qui pour a = o donne

pour p =1 elle donne I'infini, mais si I'on prend pour p
des valeurs imaginaires, on trouve

—3ck Vibd—38 y—3
65

T =

Cette solution exprime les racines de I'équation du se-

cond degré
3bx?4-3cx+d—=o.

Remarque I. — Silon applique cette méthode a une
équation de degré plus élevé, par exemple a celle du cin-
quiéme degré, on voit que 'équation générale

ax® +5bx' 4 10cx® +10dx* 4 5ex 4+ f=o0

s’identifie avec I’équation (1) moyennant les relations

a b ¢ a b c
b ¢ d| =o, b ¢ d| =o.
c d e d e f

Les valeurs de « et 3 sont toujours données par I'équa-
tion (2), et ontrouve

xr =

(— 0= acf* l(aa -+ )+ (ap)F

(5 —ac)f [(an 8 + (a + o]}

Remarque II.— La solution précédente de I'équation
du troisiéme degré indique immédiatement une relation
entre deux des racines de ’équation. Soit x la racine qui
correspond i p=1, x, celle qui correspond & une des
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valeurs imaginaires de cette quantité, on a:

x—a_\yaa—l—b r—oa 3 ncz—!—b.
x—B a[i-!—b’ x,—ﬁ_P aﬁ+b’

donc

T, —a xr— a

z.—B:Px—ﬁ.

Remplagant p, «, 3 par leurs valeurs, on a une relation
que l'on trouve d’habitude assez péniblement, méme en
supposant 1’équation du troisi¢éme degré débarrassée.de
son second terme. (Voyez l'article de M. Lobatto inséré
dans le tome IX du Journal de M. Liouville, ou ' Al-
gébre supérieure de M. Serret.)

Résolution de Uéquation du dixiéme degré de Jacobi.
Soit 1'équation
r°—5qy*—5q y* +q*=py*;

je la mets sous la forme

5 q?
(1 .75+¥,§“5’1<.73+§;):P,
puis posant
q
(2) J’+§=I:
d’ou

3 5
_y-"—i—z—s::x“—-:iqx, y5+§-:x5—5qx3+5q’x,

5
Péquation (1) devient
25— 10qx* 4+ 209’ % = p.
Pour résoudre celle-ci, on pose

2q=m.n, p=mi+4-nt:
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celadonne

. P+ yp—128¢ o p-—\/p’—-qu"
m> = > 4 - Py .

etl'on a
x5 —BSmnzd + Smintx = md+ nb,

laquelle est vérifiée par
x=m-+ n.
Or lon a, d’aprés I'équation (2),

2y=axtyz*—4q;
ay=m-+nt\m—+ n*,

donc

car
amn=4gq.

Remplacant m et n par leurs valeurs, on a la solution
de Jacobi :

J_(p-% VP'—128‘I"’)E +(P—\/p’— 12875);
2

2

i\/ (£eVP 7Y (2= =T,

RESOLUTION DE L’EQUATION DU QUATRIEME DEGRE ;
D'apnis M. BELLAVITIS.

Pour résoudre I’équation du second degré, on ajouteaux
deux membres un terme convenable qui rende le premier
membre un carré parfait, puison extrait la racine carrée
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desdeux membres. On peut procéder d’une maniéreanalo-
gue pour I'équationdu quatriéme degré. Soit, parexemple,

o'+ 1228 =— 552 — 1222 — g9;
jeTécris ainsi :
(2462 + 0)'= (20 — 19) 2+ (120 — 1222) + ¢* — QQ;

je détermine v de telle sorte que le second nombre soit
un carré parfait, ce qui exige que I'on ait

20— 190> — 1980+ 1881 = 3662 — 7320 + 373
ou
2¢° — 5502 + 5340 — 184fo=—o.

Cette équation a la racine 10. Par suite,
(2 4+6x 410 =a*— 22+ 1 =(x—1).

On voit par cet exemple que la résolution d’une équa-
tion du quatriéme degré se raméne a celle d'une équation
du troisiéme, sans qu'on soit obligé de recourir a une
élimination compliquée.

REMARQUES*SUR LA TRANSFORMATION ET L’ABAISSEMENT
DES EQUATIONS.

1. Soit
(1) Sflz)=o0
une équation algébrique du m**™* degré. Posons
fle) = (z) + (),

9o(x) désignant la somme de tous les termes de degré
pair, et ¢, () la somme de tous les termes de degré im-



((123)
pair. On aura
(2)  w(=2)=n(z) e q(—z)=—q)
Supposons que I'équation (1) admette deux racines éga-
les et de signes contraires + a et — a, et, ce qui revient
au méme, que son premier membre soit divisible par
x* — a*. On aura identiquement

(3) ?O(a)+?‘(a):°)
% (—a)+q (—a)=o,
ou,  cause des équations (2),
(4) 9o(@) —qi (a)=o.
On tire des identités (2) et (3)
n(a)=o et g¢(a)=o0;
d’oulon conclut que les équations
(5) p(z)=0, ¢ (r)=0
ont une racine commune. Par conséqueht, pour qu’une
équation admette deux racines égales et de signes con-
traires, il faut et il suffit qu'il existe une racine commune -
aux deux équations que lon obtient en égalant a o
dabord Uensemble des termes de degré pair, puis Uen-
semble des termes de degré impair.
La recherche des racines communes aux équations (4)
est susceptible de simplification. Il faudra d’abord dizri-)
P\T)

ser ¢y () par x, et comme les polynomes ¢,(x) et =~

n'ont que des termes de degré pair, en posant x* = z
on diminuera de moitié leur degré.

2. Posons
Sz) =g () + o (2)+ :(=);
la lettre ¢, affectée de I'indice o, 1 ou 2 servant a dési~

gner actuellement l'ensemble de tous les termes dans
lesquels I'exposant de x, divisé par 3, donne le méme
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reste 0, 1 ou 2. Si « et 2* sont les racines cubiques ima-
ginaires de 'unité, on aura évidemment

(6) V(2 ) =0(z)y a(ez)=uq(z), (= z)=apn),
p(a’z)=gi(x), q(a’z)=da’p(x), ¢:(a’T)=ag,(z).
Supposons maintenant que le premier membre de I’équa-
tion (1) soit divisible par x* —a®. On aura, en ayant
égard aux équations (6),
vo(@a)+ 9(a)+ g(a)=o0,
%o(a) +aq(a)+o*p(a)=0,
o (@) + a9 (a) + o g, (@) =0,
d’ott 'on conclut
g{a)=o, ¢ (a)=o0, ¢.(a)=0,
en sorte que les équations
(7) wle)=0, n@=o0, u(z)=o
auront une racine commune a (et méme trois; puisque
aa et a’a y satisfont également).

Dr’ailleurs, tous les termes de la seconde sont divisibles
par x, et tous ceux de la troisiéme par x*. Lorsque ces
facteurs communs aurontété enlevés, les équations (7) s’a-
baisseront & un degré trois fois moindre en faisant x*=z.

Ces propriétés, et d’autres analogues, ont été données
parLambert dans les Mémoires de I' Académie de Berlin

pour 1763. Elles ont de nombreuses conséquences qui ne
paraissent pas avoir été suffisamment remarquées,

3. Supposons que deux racines de a et b de I'équa-
tion. (1) alent une somme connue 2s. L’équation
f(x—+s) = o aura deux racines égales et de signes
contraires qu'on trouvera par la régle du n° 1, et 'on
aura a effectuer une élimination bien moins laborieuse
qu'en suivant la méthode indiquée dans la plupart des
Traités d’Algébre.
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4. Quand l'équation f(x) = o est de degré pair, et
que toutes ses racines se partagent en couples donnant
une somme 25, l'équation f(x -+ s)==o0 a ses racines
égales deux a deux et de signes contraires. Par suite,
pour savoir si une équation jouit de cette propriété (et
en particulier si elle a ses racines en progression arithmé-
tique), il faudra faire disparaitre le second terme. Alors
tous les termes de rang pair devront disparaitre.

Siléquation f(x), de degré impair, a une racine égale
A s, et toutes les autres donnant deux a deux la somme 23,
I'équation f(x —+s) = o aura, dans ce cas, une racine
nulle, et toutes les autres seront deux & deux égales et de
signes contraires. L’équation f(x— s) = o n’aura donc
que des termes de degré impair.

5. Si I'équation f (x)=o0, de degré pair ou impair, est
telle que ses racines groupées deuxadeux donnent la méme
somme 25 (avec une racine unique égale a s, dans le cas
ou le degré est impair), I'équation f(x + s) = o n’aura
que des termes de méme parité; il en sera de méme des
équations f' (x +s) =o, f”(x—+s)=o0,... qui au-
ront alternativement ou toutes leurs racines égales deux a
deux et de signes contraires, ou bien une racine nulle et
toutes leurs autres racines égales et de signes contraires.

De la résulte ce théoréme :

Si les racines de Uéquation de degré pair
S(x)=0o

peuvent se partager en couples donnant une somme 2,
les racines des équations

f"(x)=o0, f*¥(x)=o0, f"(z)=o, elc.

Jouiront de la méme propriété, et il en sera de méme
(la racine s mise & part) pour les racines des équations

S(z)=o0, f"(z)=o, f'(x)=o,...
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