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QUESTION DU GRAND CONCOURS
DE MATHEMATIQUES SPECIALES (JUILLET 1860);

Par- M. LEMOINE,
Eléve du Prytanée Militaire.

Etant donnés deux ellipsoides A et B, trouver le lieu
des sommets des triedres dont les faces sont tangentes

& A et paralléles a trois plans diamétraux conjugués
de B.

Lemme. On peut supposer A et B concentriques; car
en transportant B, par exemple, parallélement i lui-méme
jusqu’a ce que son centre coincide avec celui de A, on
ne changera pas la direction des diamétres conjugués.
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Soient alors
(@) Az’ + A'y'+ A"2* + 2Bzy + 2B 22 +4- 2B"zy +~ F=o,
(B) Az + A A2+ 2B,2y 4+ 2B 22+ 2B 2y + F' =o,
les équations des deux ellipsoides.
Soit
x=mz, y=az2,
les équations d’unedroite. Les plans diamétraux corres-
pondants a cette direction de cordes seront dans les deux
ellipsoides
(Am—+B'+B"n)x + (A'n+ B+ B"m)y4(A"+Bn+B'm)z = o,
(Ayn+B, +B 7)z+ (A n+B,+B m)y+(A" +Bn+B m z=o.

Si

Am—+B +B'n __ A'n+B+B'm __ A" -+Bn+B'm .
Am+B, +B\n~ Alrn+B+Bm~ A +Bn+Bm %

alors ces deux plans coincident.

Appelons z la valeur commune de ces rapports : si je
démontre qu'il y a des valeurs réelles pour z, il y en aura
pour m et n.

On aura donc

(1) (A—Az)m~+ (B"—Bz)n+ (B —B,z)=o,
d’ou
(2) (B"— DB z)m+(A'—Az)n+ (B—B,z)=o,
(3) (B'—Biz)m+(B—Biz)n+ (A"— A, z)=o.
Eliminant m et 1, on trouve (déterminant)
o=2(B—B,z)(B'—B,z)(B"—B"z)
+(A—Az)(A—A\2) (A" — A z)— (B—B,2)*(A — A,3)
— (B—B,z)*(A'—A'3) — (B — Blz) (A” — A"),
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équation du troisiéme degré qui, ayant pour coefficient
de 2°

—2B,B' B, —AA A"+~ AB? 4+ A" B2 4 A Be2,
el pour terme tout connu
4+ 2BB'B” 4- AA’A”" —AB* — A'B’* — A"B",

a toujours une racine réelle finie et différente de zéro,
car les deux expressions précédentes représentant les dé-
nominateurs des coordonnées du centre des deux surfaces
ne sont pas nulles, puisqu'il s’agit de deux surfaces a
centre.

Soit OZ la droite qui a pour équation x=mz, y=nz,
m et n ayant les’ valeurs que donnent deux quelconques
des équations (3), (2), (1), jointe & la valeur réelle
que nous venons de déterminer pour z.

Considérons le plan diamétral qui correspond a cette
droite, il est le méme pour les deux surfaces.

Soient C"a et C"b lesellipses suivant lesquelles il coupe
les surfaces A et B. On sait qu’étant données deux ellipses
concentriques, on peut toujours trouver un systéme de
diamétres conjugués commun aux deux ellipses. Appelons
OX et OY ces deux diamétres conjugués pour les ellipses
C'a et C'b. Cela posé, il est évident que les trois droites
OZ, OY, OX, forment un systéme de diamétres conju-
gués communs aux deux ellipsoides. Donc en prenant ces
droites pour axes coordonnés, on peut donner aux équa-
tions des deux ellipsoides les formes suivantes :

z? y? 2t
(B) _+'b72+:3‘,:19

P ] 2 g2
[ (a) R L=1.

(1)
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Solution de la question.

Posons x =a'x,, y = by,, z='z,, et substituons.
Les deux équations deviendront

s (B) z i + 2l =1,
(2) a*x? blz 2 ' 3?
(w) —emLrm A,

Et résolvons la question pour ce systéme d équations, il
est évident que si nous trouvons pour équation du lien
S (x,y12,) = o, le licu pour le premier systéme sera

zyz

S )=o.

7(537%)

Cela posé, considérons le systéme suivant en supposant
les axes rectangulaires

(A”) T +yita=1,
(3) " a*z} byl 17 ’
(A ) a? b T:I.

La premiére équation B’ représente une sph(ére, ‘et par
suite tous ses plans diamétraux conjugués sont rectangu-
* laires; donc pour ce systéme la question revient i ce
théoréme de Monge : Le lieu des sommets des triédres
trirectangles circonscrit a une ellipsoide est une sphére,
sphére qui, dans notre question, a pour équation
PO
a b'r
Mais les relations algébriques que donnent le systéme de
I'équation (2) etle systéme de 'équation (3) sont identi-
quement les mémes; donc le résultat du calcul algébrique
sera pour le systéme de D'équation (2) comme pour
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I'équation (3) .

2 2 2 a’ b“ (_‘2
z,+r, + 2] =;,—, +Z'—;+E,
et en remplacant xy, y,, z, par leur valeuren x, y, z, on
aura pour I’équation dans le systéme (1)

x? y! 2? a? b? c?
PO A AR T
C. Q. F. D.

Ce qui est un ellipsoide semblable a B, concentrique
et semblablement disposé.

Note du Rédacteur. Le théoréme subsiste pour deux
surfaces du second degré quelconques. On le démontre
par des transformations linéaires qui maintiennent le
parallélisme des plans et des droites.




