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NOUVELLES FORMULES

la détermination indépendante des coefficients dans la série des sécantes

et la série des tangentes et nombres bernoulliens :

D'APRÈS M. O. SCHLOMILCU,
Professeur à Dresde.

[Archives mathématiques de Grun°rt, t. XVI, p. ^i i . I 8 J I .

et Nouvelles Annales, t. VIII, p . M ; . )

1. Notations. i° . 7/! produit continuel 1.2.3.. . /?

2°. mn — — 1 , eoeffi( ient hinomial . t?i0 = 1,
rt l {ni — n : •



3°. (D" FJ )O = valeur que prend la dérivée d'ordre n
de F (x) lorsqu'on y faitx = o.

2. Le/nme.

[aAu-,
/ I ) W I I * X = _ - a

L + (*')*-«
-" cos ptwc = (—- i)'1 f* " cosrxo:,

il. Le nu ne,

X — I)J_, bin.r — ( 2 /

- ( 2 A — i )x_4 sin 4 ^ —

d'où

l (D : n~ l sin :>/•

\. Lemme.

Sécante,

o Soit

d OU

T2n xln

. .H -f
2 '



( » 9 )
or

f i . 1 . 3 . 1 . 3 . 5 (in — i 1
= i H- - sin2 x H 7 sin< x -f-. . • H ^ ; sm2 '2 .r

L 2 2.4 2.4.0.. .?./* J

[1 . 3 . 5 . . . 2 / Î + 1 , "I

—7—. smîB+î x 4 - . . . •
24.0. . . in 4- ? J

Dans la seconde partie entre parenthèses, remplaçons
sinx par sa valeur en x [lemme 4) , on aura une série de
cette forme

et

donc
i 1.3

T,„=i-(D a nsin ïx), H 7(D5/lsin4x)0 -+-. . .
7. 2 ,4

1 . 3 . 5 . . 2/2 — 1 .
2.5.6. . . 2/2

Faisant donc dans la formule (2) (lemme 2) /r successive-
ment égal à 1.2.3... n , on obtient

. 3 . 5 . . . 2R — I
2 .4 -6 . . . in 21"-



Pour // = 3 , on trouve

3o

[ . 3

= 16 — i8o -f- 2^5 = 6i.

Tangente.

(). Soit

tang x = a: H- - ~ - 4- - ~ -

TÎH _, = (Dv"~! tang.r)0.
d'où

Lorsque

on a

tang.rrr

sin x H — sin3 x H 7 sin5

2 2.4
i . 3 . . . 2 n — 3 .
1 . ' \ . . 2 / 2 2 "

T i . 3 . 5 . . . 2/ï — 1 . 1
+ [ " Ï7476. . . 2/1 Sin2/H"3 x + ' * ' J ;

on démontre comme ci-dessus qu'on a

T,n_, = [D2r-' sin.ri -f. -[D2""1 sin3.r ]0

2.4 24.6... in — 2L



( 3 . )
Le roîïle s ' a n n u l e ; d o n c , d ' a p r è s la f o r m u l e ( 3 ) ,

/ / i \N hl T , , 2 7 1 — 1

i

(3) ( - 2 . 4 2 ' ^ '

i . 3 . . . ? « — 3 i
2 . i • • • 2/2 2 22

r ( 2 / 1 - i) f l - l.i»«-' —(2/1 —1)„_,.3^—•.. .1
I - + - /" ^ \:n—i I *

Faisant successivement n = i , 2, 3 , 4 ? o n a

Sécante et tangente, formule unique.

7. Il s'agit de trouver une seule formule qui donne à
la fois T2„ et T5n_., \ on a

/7f I

soc x -\~ tang x ==. tang ( v H— #

d'où

Lorsque ,r <C ->

tang ( ^ -f- - x j r± cos J: f i — sin ar )
\4 2 /

cos a: -f- sinjccos.r -+- sin^ cosx\
- sinmx cosx /
mA'x . r C 0 5 . r -f- S i n m 4 " 3 A C O S X -f- . . ) .



( 3 a )
On prouve comme ci-dessus qu'on a seulement

Tm = (D*cos.r)0 4- (D^sin-r cos.r)0 4- (Dwst

4- (Dm sinm.r cos.r)0,

-- ' - ' " i sin "̂1"1 a,
k+ ï

donc

Tm == - ( D"1"5-1 sin .r }0 4 - - (

H ( D w ' + l sin"'-^1 x \ •
m H- ï v

A y a n t é g a r d a u x f o r m u l e s ( 2 ) e t ( 3 ) . o n a

~ • ~

L±(2«-4- l).(211-t- .)'"+' J

(7) 1 . 1 [6,. 2'» - 6, .4'" 4- 6,. 6

» ' I (2 *)„_,.2'"— ( „,,.+...j.

Kn faisant dans relie dernière formule ;/ = 3 , on a

= iG — 120 4- 1 2 0 = Ï 6 . comme ri-dessus.



( 3 3 )

Formules récurrentes.

8.

( 8 ; m , Tm — m , Tm_2 -f- m i T m _ 4 — m6 Tm_6 - + - . . . = s i n —',

( 9 ) Tm+i — m , T o TM 4 - w , T , T f f l_ t -f- m2 T 2 T m _ 3 4 - . . .

à démontrer.

Nombres bernouUiens (Jacques Bernoulli).

9. B̂  désignant un nombre bernoullien, on sait que
l'on a

2 n

Les formules ( 4 ) , ( 5 ) , ( 6 ) , ( 7 ) , (8) , (9) s'appliquent
donc aussi aux nombres bernouUiens ( voir Lacroix , Cal-
cul différentiel, tome III,* p . 84 et 106^ 1819).


