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NOTE
Sur quelques formules propres à la détermination des trois indices

principaux dans les cristaux biréfringents ;

PAR M. DE SENARMONT.

§ 1. Lorsqu'il s'agit de déterminer les trois indices
principaux d'un cristal biréfringent, on procède généra-
lement de la manière suivante :

On taille trois prismes de façon que leurs arêtes soient
parallèles aux trois axes principaux A, B, C d'élasticité
optique. Avec chacun de ces prismes, on détermine fa-
cilement l'indice du rayon polarisé perpendiculairement
à l'arête réfringente ] ce rayon obéit en effet aux lois de
Descartes, et si l'on observe le spectre correspondant,
dans la position du minimum de déviation, on peut ap-
pliquer la formule qui conviendrait â un milieu mono-
réfringent.

L'indice ainsi déterminé est inversement proportionnel
à la racine carrée de l'élasticité optique dans le sens àc
l'arête réfringente du prisme.

§ 2. Avec chacun de ces prismes . on peut encore ob-
server un second spectre correspondant au rayon polarisé
parallèlement à l'arête réfringent^ Ce rayon n'obéit pas
aux lois de Descartes, sa déviation est néanmoins sus-
ceptible d'un minimum. Or les lois connues de la double
réfraction permettent d'établir une relation entre cette
déviation minimum, l'angle du prisme, l'orientation de
ses faces dans le cristal et les élasticités optiques suivant
les deux axes principaux perpendiculaires à l'arête ré-
fringente.
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Soient a2, &% c2 les élasticités optiques parallèlement
aux axes principaux A, B, C} soient a , (3, y les trois
indices, de sorte que

! I I

a r b ' c

Soient A, B , C les angles des trois prismes dont les
arêtes réfringentes sont respectivement parallèles aux
axes principaux A , B, C.

Soient A'o, A"o, A'I les déviations minima des rayons
qui ont subi la réfraction ordinaire dans les trois prismes,
A'e, A", A7 les déviations minima des rayons qui ont subi
la réfraction extraordinaire*, on posera, pour abréger,

Soient 0', 0", B"f les angles compris entre la bissectrice
de l'angle réfringent du prisme et l'un des deux axes
d'élasticité optique perpendiculaires à l'arête réfringente.
(On comptera ces angles de façon que 6 = o ou ô = 900,
selon que la bissextrice coïncide avec Taxe correspondant
au coefficient d'élasticité écrit le premier ou le second
dans les formules.)

On a les relations suivantes entre les coefficients d'é-
lasticité et les données expérimentales obtenues avec cha-
cun des trois prismes.

Premièrement. Pour les rayons polarisés normalement
aux arêtes réfringentes et qui obéissent aux lois de Des-
carles :

. A . B C
sin - sin — sin -

( M ) *
sm —- sin —- sm —-

2 2 2

Secondement. Pour les rayons polarisés parallèlement



aux aiètes réfringentes et qui obéissent aux lois de la ré-
fraction extraordinaire :

( sin2 - •£ fr sin2 — ) (cos2 - — c2 cos3 — ) cos2 e'
\ 2 2 / \ 2 1' )

l_ I cos2 62cos2—^ ) ( sin2 c7 bin2 — ) sin2 ô' = o ,
\ 2 2 / \ 2 2/

(N)

/ B D \ / B D" \
( sin2 c2sin2— ) ( cos' a* cas*— ) cos2Ô"
\ 2 2 / ^ 2 2 /

/ B D" \ / n D'; \
+ cos2 c2cos5— sin 2- - a'sin2 — sin'Q" = o ,

\sin 2 a &m 2 / v c o s â ~" 2 C O S 2 Y y f o s ' 0

-f- I cos2 à1 cos2 —- ) ( sin5 b2 s in 2— I sin2 ôw = o .
\ 2 2 / \ 2 - 2 /

Deux prismes différents suffisent donc généralement
pour déterminer les trois coefficients d'élasticité (ou en
d'autres termes les trois indices principaux ) -, et même
pour fournir, en plus, une relation de vérification entre
ces coefficients.

Si le crislal était à un seul axe optique, deux des
trois quantités a^b, c deviendraient égales entre elles.

§ 3. Les formules (M) se déduisent par les procédés
ordinaires des lois de Desçartes. Quant aux formules (N),
on peut les établir de la manière suivante :

Soit {fig~ i) le prisme, d'a<ngle A9 dont l'arête réfrin-
gente est parallèle à Taxe principal A. Les deux autres axes
principaux B et C sont normaux à l'arête réfringente.

Soient BI, BE des droites parallèles à Taxe principal
B; NI, N0E les normales aux faces réfringentes; SI, ER
les directions des normales aux ondes planes extérieures,
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incidente et émergente; IE la direction de la normale à
Fonde plane intérieure réfractée.

FlG ï .

Désignons par <p l'angle que cette dernière normale fait
a^cc Taxe principal B, pa r / , i0 les angles d'incidence
SIN, No ER ; par r, r0, les angles EIN, IEN0 ; par //, ^0

les angles BIN, BEN0.
On a les relations

/0 = A + A = D,

ro= A ,

(0

On posera

de sorte qu'on a

tx0 - h tx = A .

po — f* = B ,

r 0 — r = B — 2<p.

Lorsqu'on prend pour unité la vitesse de propagation
normale des ondes lumineuses dans le milieu extérieur
au prisme, et que Ton désigne par v la même vitesse in-
térieure au milieu cristallisé, on a généralement

sin/
sinr



( «77 )
Mais quand la direction de cette dernière vitesse est per-
pendiculaire à l'axe principal A et fait un angle <p avec
Taxe principal B, on a, par la théorie connue de la dou-
ble réfraction,

» = y/62 sin'cp -+- c2 cos2 <p,

de sorte que pour l'onde transmise au travers du prisme,
on a à l'incidence et à 1 émergence

sin/-
sinio=z

sinr0

Sjb2 sin2 y -f- c2cos2<p y ̂  sin* y -+- c2cos2cp

Si Ton retranche et qu'on ajoute successivement ces équa-
tions membre à membre,

(3)

cos =

I

cos

I

sin

D

2

A .
cos — sin

2

s/b"

y'*2

sin2cp

A
- cos
2

sin2<p

Gr

( ! •

/

COS2<p

/

cosJa>

Carrant et ajoutant membre à membre,

COScp

cos 9 I

, A 2 B 2D , , A • , B D
2 — cos 2 - c o s 2 - -f- cos J — s i n ' - s m -

2 2 2 9 2 7.
. D D

— c"1 sin2 - cos2 -
2 2

. . B B / . 2A , D 2 A . 2 D
H- sin » sin - cos - sin2 - cos2 cos2 - sin2 -T 2 2 \ 2 2 2 2

sin<p

. A . B D A B . DN

sin2 - sin2 - cos2 - + cos2 - cos2 - sin2 -
2 9 2 2 2 2

— b"1 sin2 - cos2 -
2 2

. B B / . A , D A . ,D'
-4- coscp sin - cos - sin' - cos- - — cos2 - s in 2 -

2 2 \ 2 2. 2 2



Mais dam le cas du minimum de défiation

dà dX)
rz: —— z=z o .

d d

La dérivée par rapport à <p du premier membre de l'é-
quation précédente est nulle, donc

sincp

(5)

COS(J>I

A B D A . B . D \
sin2 - cos2- cos2 h cos' - sm2 - sm2 -

2 2 2 2 2 2

D D
c- sin2 — cos2 —

2 2

— COS<J>

. B B / . A D A . D
-f- sm cp sin — cos - sm2 — cos2 cos2 - sm5 —

2 2 \ 2 2 2 2

. A . B D A B . D \
sm2 — s i n 2 - c o s 2 - -h c o s 2 - cos2— s in 2 - v

2 2 2 2 2 2

, . D D
— o- sm2— cos2 —

^ 2 2

. B B / . A D A . D \
-f- cos© sin - cos - ( sm2 - cos2 tos2- sm2 - )

2 2 \ 2 9. 2 2/

= O.

En vertu des équations (4) et ( 5 ) , il faut qu'on ait
simultanément

. B B / . A D A . D \
COS<P sm — cos - sm2 — cos2 - — cos2 — s m 2 - )

2 2 \ 2 2 2 2 /

(6)

. . D D
o ' sm 2 - cos2-

2 2

/ . A . B D A B D \
— sin2 - sm2 - cos2—h- cos2 - cos2 - cos2 - )

\ 2 2 2 2 2 2 / _

D A . , D \2 cos2 - s m 2 - )
2 2 2/

. B B
sm 9 sm - cos - I sm3 - cos:

T 2 2 \ 2

COSîp |

c- sin2 - cos3 -
2 2

i / . A B D A . B . D
— sin: - cos3-cos2— -f- cos2 - s i n 8 - s m 2 -

!__ \ 2 2 2 2 2 2



En multipliant entre elles les équations (6) membre à
membre,

s i n 2 - c o s 2 -
2 2

— b- ( sin2 — cos2 — cos2 \-
\ i i i

cos 2 — sin2 - s i n 2 -

— e* sin2 - sm2 - cos' —f- cos2 - c o s 2 - s m 2 -
2 2 2 2 2 2

• A A
H- sm2 - cos2 - = o.

2 2

Si l'on désigne par 0 l'angle que la bissectrice du prisme
fait avec l'axe principal B, on trouvera facilement sur la
figure

donc

A A
.gO == 0 ? ^o ^ - go° = l8o° — 0 ,

2 2

*0 — p = B =z 1800 — ô, - = 90 0 •

Uéquation précédente devient alors

(7)

D D
c2 s i n 2 - c o s 2 -

2 2

— £2 ( s i n 2 - cos2 - sin2ô -h cos3 - s i n 2 - cos2 0
\ 2 2 2 2

— c1 \ sin2 - cos ' - cos2 0 H- cos' - sin' - sin^ 0
\ -x 2 2 2

-f- sin2-cos2- ~ o ,
2 2

, sous une autre forme.

1 sin2 b2 sin'— ) ( cos' c2 cos2- ) cos7 O
V 2 2 / \ 2 '2 J

-h (cos2 i
\ 2

f s i n 2 - —
2/ \ 2

2- 1 sm20 = o,
2
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En divisant les équations (6) membre à membre , on
trouve

D D / A D A . D
c2sin2- cos^ sin2-- cos2- sin2 9 -f- cos2- sin2- COS2É

2 2 \ 2 2 1 1
ta< f = ~~D D m D AD.

6>2sin2- cos2 sin2 — cos 2 - cos2 9 -f- cos2— s i n 2 - sin'i
2 2 \ 2 2 2 2

sin2Qcos2- (c2sin2 sin2 - ] -f- cos2 9 s in 2 - ( c2cos2 cos 2 - )
2 \ 2 2/ 2 \ 2 2/

sin2 9 s in 2 - ( b - cos2 cos 2 - | + cos2 ö cos2 - l b2 sin2 cos2 - )
o\ o o/ o\ o o'

Lorsque la bissectrice de Tangle du prisme coïncide
avec uu des axes principaux, la formule précédente se
simplifie. Elle se réduit, selon que9 = o ou queô = qo°, à

sin- b2 sin2 - ) ( cos2 c7 cos2 — ) = o
2 2 j \ 2 2 /

cm à

( sin2 c2 sin5 - ) ( cos2 6Jcos3 — ) = o.
\ 9. 2 J \ 2 2 /

Les premiers facteurs égalés de zéro déterminent b ou
c et donnent

tang cp ~ oo ou tang<p — o.

Quant aux seconds facteurs 5 ici, comme dans la recherche
du minimum de déviation, avec les conditions propres aux
milieux monoréfringents, ils répondraient à une question
différente de celle qu'il s'agit de résoudre.

§ 4. On trouve des relations encore plus simples lors-
que Ton observe le spectre émergent, non plus en plaçant
le prisme dans la position du minimum de déviation,
mais dans une situation telle, que le rayon incident ren-
contre normalement la face d'entrée.



La ligne SI est normale en même temps à Fonde plane
extérieure incidente et à la face du prisme.

FlG 2.

ER est la normale à l'onde plane extérieure émergente;
IE, prolongement de SI, est la normale à Fonde plane in-
térieure réfractée.

Si donc on conserve les mêmes notations qu'au § 3 ,
on trouve

' = o, / 0 = D, r = o , ro = A, <p=p,

de sorte que les équations (2) deviennent

sin2A
c2cos2 [

sin2D~

Lorsque la face d'entrée est parallèle ou perpendicu -
laire à Faxe principal B ,

, sin2A sinsA
~~ sin2D ~"~ sin2D

§ 5. On peut étendre les mêmes procédés d'observa-
tion et des formules analogues aux cristaux à un seul axe
optique, même lorsque Farête réfringente du prisme est
dirigée d'une manière quelconque.

Il arrive alors que le rayon incident et le rayon émer-
gent extraordinaire ne sont pas dans un même plan, mais
restent tous deux parallèles à la section droite du prisme.
Les ondes planes incidentes réfractée et émergente se



coupent en effet toujours parallèlement à l'arête réfrin-
gente 5 de sorte que la normale IE (fig* i) a l'onde plane
réfractée est comprise dans le plan de la section droite.

Ce même plan contient de plus l'un des axes princi-
paux B, en nombre infini, tous égaux entre eux et perpen-
diculaires à Taxe optique A. Soient BI, BE des parallèles
à cet axe d'élasticité B. En conservant les notations pré-
cédentes, et en désignant en outre par TT l'inclinaison de
l'axe optique A sur l'arête réfringente, il est facile de
voir que la vitesse de propagation normale de l'onde
plane extraordinaire réfractée sera donnée par l'équation

p2 = (b2sin2ir -f- a2 cos2n7) sin2<p-f- a2 cos2 «j> = £2sin2<p-f- «2cos2<p.

On a donc comme précédemment

sinr . sinrtf
sin i *

\&* sin2 © -f- a2cos7y yp s in 2 y -f- à1 cos2 cp

Le calcul s'achèvera de la même manière, et l'on aura,
pour le rayon extraordinaire, dans le cas du minimum de
déviation,

( sin2 /2 sin2 - J f cos2 à1 cos' - ) cos2 0
\ 2 2/ \ 2 2/

H- (cos2 / 2 c o s 2 - ) (sin2 « 2 s in 2 - ) sm20 = o ,
\ 2 2/ \ 2 9 !

) (
\ 2 2/ \ 2

ou, sous une autre forme,

D D
a2 #2sin2- cos2-

2 9

— k7 ( sin* - cos - sin2 ô H- cos2 - sin• - cos3 B )
\ 2 2 2 2 /

— a1 [ sin2 - cos2 - cos2 ô -h cos2 - sin2 - sin2 ô ï
\ 2 2 2 2 /

. ,A A
-f- sin2 - c o s ' - = o.

2 2
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§ 6. Si dans ce cas encore le rayon incident rencon-
trait Normalement Ja face d'entrée (fig. 2), on aurait

SIR2 A
k7 sin2 pt -f- a2 cos2p. =

sin'D

§ 7. Les angles (JL, /UL0 sont respectivement égaux aux
inclinaisons du plan, qui contient à la fois l'arête réfrin-
gente et l'axe optique unique, sur les faces d'entrée et de
sortie 5 de sorte que si les données expérimentales sont
les angles X, Xo, que l'axe optique fait avec les mêmes
faces, on trouve sans difficulté

sin X . sin \
sm u = 5 S]DU =

d'où Ton tire

A l0 — > . A B . B A
tang- tang sm—cos— sm—cos —

2 2 22 22

tang— tang — • sin^—-̂ —-cos— sin-
°2 ° 2 2 2

^ 8. Les formules établies dans cette Note seront prin-
cipalement utiles à l'étude optique des cristaux difficiles
à tailler, mais dont quelques faces naturelles forment
prisme, et offrent spontanément des arêtes réfringentes.

On se contentera de rapporter une application numé-
rique de ces formules à des mesures prises sur un très-
petit cristal de quartz, limité par une face de la pyramide
et par une face du prisme hexagonal.

L'arête réfringente est normale à Taxe optique, de
sorte que 7r = 900, k* = h1.

La formule précédente devient alors

-7- (sin2 — cosa — cos2ô -4- cos2 — sin2— sin2 6 ] —sin2 —cos2— ^
I £ ' \ 2 2 ? 2 / 2 2 P

-r-sin2-cos2 ( sin2 - cos2—sin*ô-j-cos2-sin2—cos2ô)
b7 2 9. \ , 2 -2 2 2 /
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O f ff

L'angle réfringent du prisme A = 38. lia
L'angle compris entre la bissectrice

de l'angle du prisme et Taxe princi-
pal B 0 = 7o.53.3o

Les déviations mesurées pour la ré-
gion du jaune, entre les raies D et E,
sont A o= 22.35

Ae= 22.56
On a donc Do = 6o. 48

D . = 6 i . 9
Donc

s in-

i A D
— sin2 - cos2 — cos2 0 = o,O2o34o

o,5i32o8
i A D

-j- cos2 - sin2— sin2 Ô = 0 , 4 9 2 8 6 8

sin2— ros 2 — = 0 , 1 9 1 7 9 4

b*

sin2 —
2

cos2 -
2

sin2

cos2

sin2

A
- cos2

2

De

2

De

sin;

cos

A _

2

*e =

P = O ) 3 2 I 4 .4

0,228628

0,070922 j

f 0 , 00007 7

0 .02A755 )

Q = o, 132951

I=V/|=1>6548.
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Or on a, d'après Rudberg :

Pour la raie D \ = I , 5 4 4 I 8 , - = 1,55328
o a

Pour la raie E ~ = 1 ,54711, - = 1,5563i


