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INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE
D'une relation linéaire entre les coefficients de l'équation du second degré ;

D'APRÈS M. OTTO HESSE,

Professeur à l'Université de Kœnigsberg.

(CRELLE, t. XLV, p. 82; i852.)

1. Notation, u est une fonction algébrique entière, ho-
* mogène, du second degré de n variables x^, x2, x$,..., xn\
Vi est un coefïicient différentiel de *> pris par rapport à la
variable Xi : ces coefficients au nombre de n sont des fonc-
tions homogènes du premier degré des n variables 5 s>o est
un coefficient différentiel de *>* pris par rapport à la va-
riable xy. il y a n2 de ces coefficients différentiels du se-
cond ordre, qui sont des quantités constantes, et l'on a

à cause de l'homogénéité.
2. Cette homogénéité donne l'identité connue

vk = ( ' , i , r , + vikx2 -f-... <>nk xH,

ce qui équivaut aux n identités

(O

d'où Ton déduit

,r„=z V K r , H V,r tr.-f-.



A est le déterminant formé avec les n2 coefficients

" n , < > . 2 , . • - , " « « ;

et, par conséquent, A est une constante ne renfermant
que les coefficients de la fonction v; Yrs est la dérivée de
A prise par rapport à vrs \ et l'on a

V ™ = V,,, car v,s= vsl.

Multipliant la première des équations (i) par A et rem-
plaçant A.xly A.Xg, etc., parleurs valeurs, on obtient

j

"«["n V l n -h <>„ V 2 n -h . . . "ntV n n] ,

ce qui multiplie vx dans le second membre, est égal à A :
les multiplications de f2, ^ 3 , . . . , yn sont donc nulles. Ou
trouve des résultats analogues, en multipliant les autres
équations du système (i) par A; on a donc en général

( 3) o = vik v^-f- <>lhv2A+...-+- vnk ynX,
( 4 ) à = l>{kVik-

Jr "2kVü-h •• VnkVnk,

h et )i étant deux nombres de la suite i , 2, 3 , . . . , n,
3. On a

vk xy = va a\ xx -f- ^ j ; 3 X/ -f- . . . en* j?« «ĉ  .

Si l'on remplace les produits xx x^ x^x^ etc., par
Vi>, Vs;t, etc., l'expression ^ X ; s'annule, tandis que l'ex-
pression Vt xk prend la valeur de A.

Soit w une autre fonction algébrique entière homogène
du second degré des mêmes variables xi9 .r2 , . . . , xn\ l'ex-
pression du second degré vk wx— vx ̂ vk s'annule lorsqu'on
y met V11? V12,... , V 2 2 , . . . à la place des produits xxx^^
xxx^..., x2x9,...: c'est une conséquence du § 3.

5. Lemme. v = o étant l'équation d'une conique, les

coordonnées —> —? du centre sont données par les deux



équations
f > , = o , e , = o ;

si Ie centre est sur la courbe, la conique se réduit à deux
droites. Outre ces deux équations, on a

v = o :
or

2 v = v, xK -f- ç2 x2 -f- v> xi ;
donc

e, = o.

Ainsi si l'on élimine ,rl5 jr2, xz entre les trois équations
vx — o , t>2 = o , <\> — o ,

F équation finale donne la relation entre les coefficients de
l'équation qui exprime que l'équation v = o se décompose
en deux facteurs linéaires : cette relation est L = o, où L
est le déterminant des coefficients de l'équation.

6. Soient ^ = o, tv= o les équations de deux coniques 5
et alors n = 3 , t>-f- A w = o est l'équation d'une conique
quelconque passant par les quatre points d'intersection
des deux premières coniques. Pour que cette dernière
équation se décompose en deux facteurs linéaires, il faut
avoir les trois équations

L'élimination de xu x2, x3 donne une équation du troi-
sième degré en X dont les trois racines X;, )/', Xw sont les
valeurs qu'il faut mettre pour A dans l'expression v -\-lw
pour qu'elle se décompose en deux facteurs linéaires.
Désignons par x'n *x'2, xz les trois coordonnées du point
d'intersection 1 des deux droites qui correspondent à À'j
de môme, par x"n x\, x\ les coordonnées du point d'in-
tersection 2 des deux droites qui corresporident à la valeur
A", etc., on obtient ces trois systèmes d'équations :

Y«rx = o, vm
x-\-Y

fw";= o,
(5)

x" iv\ = o, < 4- r < = o,



( I " )

i>\ est la valeur que prend j>4 en y remplaçant #j, ar2, .r3

par x , .r'2, x3 et ainsi des autres \ de là, on déduit faci-
lement ces deux systèmes d'équations :

| ; < = o, x\ «-; + *; < + *; < = 0,
(6)

( x', <>" H- J"'2 c" 4 - x ' 31'" = o ,

En effet, on a

Or on a les deux identités
ut , // m

w 11 m . 11 m
-=2 xw 4 x w

w w w w . w w 11 m . 11 m , 11 m

xx wl + x2 w2 - h ^r3 wz -=2 xxwx 4 - x 2 w2 -h x j « ' 3 .

On obtient ainsi les premières équations des deux sys-
tèmes (6). Ces équations expriment que les points 2 et 3
sont des pôles réciproques de la conique v = o et w = o -,
ainsi les deux systèmes (6) expriment que les points
1, 2, 3 pris deux à deux sont des pôles harmoniques (*)
simultanés des deux coniques v = o et w = o.

7. Définition. On nomme système de pôles harmoniques
trois points tels , que, pris deux à deux, ils sont pôles har-
moniques d'une conique.

8. Deux coniques ont donc toujours un système de
pôles harmoniques en commun et ce sont les intersec-
tions des diagonales du quadrilatère complet qui a pour
sommet les quatre points d'intersection 5 ce qui est d'ail-
leurs évident à priori.

En considérant la conique v = o comme donnée et fai-
sant varier la conique w = o, on obtient de cette manière

(*) Deux pôles sont harmoniques, quand la polaire de Tun de ces
points passe par l'autre point.



tous les systèmes possibles des pôles harmoniques de l'é-
quation donnée.

9. Lemme. L'équation de la polaire réciproque de la
conique v = o , par rapport à la conique directrice

x\ + x\ ->rx\ =o
est

V,, .r, .r, -f- Y2i x2 x2 -f- V3:, xA x:> -f- ?. V33 JT2 .T.,

- h ?.V3, a?3 x , -f- V12 xl x2 = r O

(voir Nouvelles Aanales, t. VII, p. 4n)*, les V ont la
même signification que ci-dessus (§ 2).

10. Reprenons les trois équations
e, -4- >. «', = o , r2 -+- ^ «'J = o , Cj -h \ «'j = o ;

si l'on élimine ^, on obtient

v-itv6 — v^iv2 = o , OjiVt — c, «^ = r o , f, cv2 — i'2(vt == o ;

équations de trois coniques qui passent par les points 1,
2,3*, ainsi l'équation

a = bi (p2«'3 — c3«'2) 4 - ^ ( ' ' 3 «'1 — 1̂ " ; J ) 4 - ^l3 l^i ^'2 — (;2(*'i) = o ,

où les b sont des constantes arbitraires, représente toute
conique qui passe par les points 1, 2, 3, et si l'on fait
varier iv, cette équation représentera toute conique pas-
sant par un système quelconque de pôles harmoniques de
la conique v = o. Mais la fonction a s'annule lorsqu'on
y remplace x.xX\, xxx^, etc., par Vu , Vn , etc. (§ 4).
Si donc

n rr: au x{ .r, + a2i r2jc2 4 - aAi xo Xj, H- ^a^ x, ,r3

- h ?./ ',, x 5 «r, -f- ?.<7,j .r, J:-.» = O

est F équation d'une conique passant par un système de
pôles harmoniques de la conique t> = o, on a la relation

rt,,V,,-H fl«V,2 4 - rt..,Vw H- 2flf2JV23-H 2 / ï 3 I V 3 l 4- 2r/12V12 = o.

C'est une équation générale linéaire de condition entre



les coefficients de l'équation d'une conique u = o, on a
donc :

THÉORÈME. Lorsqu'il existe une équation linéaire de
condition entre les coefficients de Véquation d'une co-
nique, cette conique passe par le système de pôles har-
moniques dune autre conique déterminée par ïéquation
de condition.

Pour trouver cette conique, il suffit de remplacer,
dans l'équation de condition, a ü , % , etc., par a?, a:,,
jjjgj etc., on a

V,, xx x{ -f- V22 .r, xt -h V33 x6 xà -f- 2 V23 x2 x^

-f- 2 V3 l Xz XK -f- 2 V,2 X t J-2 = O.

La polaire réciproque, par rapport à x\ -f- .r* + x j = o,
est v = o [Lemme 9) ; c'est la conique cherchée.

11. Lemme. Les six points des deux systèmes de pôles
harmoniques d'une conique sont sur une seconde co-
nique.

12. En combinant ce lemme avec le théorème précé-
dent , on a :

THÉORÈME. Lorsque par trois points d'un système de
pôles harmoniques d'une conique donnée on fait passer
une coniquey le périmètre de cette conique renferme une
infinité de systèmes de pôles harmoniques de la conique
donnée.

13. Soient /? =r 4 ? ̂  = ° •> w = °r équations de deux
surfaces du second degré 5 ^-f-Aiv = o est l'équation
d'une surface du second degré passant par les courbes
d'intersection des deux surfaces données. Pour que cette
équation devienne celle d'un cône (surface dont le centre
est sur la surface), on doit avoir, en raisonnant comme
ci-dessus,

p, 4- W, = o, t>2 4- l *'i = o, e., + W j = o, v4 + l ^ = oj

l'élimination de x donne une équation du quatrième degré



(
en X, dont les racines correspondent aux cônes. Les som-
mets de deux quelconques de ces cônes sont des pôles
harmoniques simultanés par rapport aux deux surfaces,
c'est ce qu'on démontre comme au § 6.

On nomme système de pôles harmoniques d'une sur-
face du second ordre quatre points dont deux quelconques
sont des pôles harmoniques. Ainsi les quatre sommets
i , 2 , 3 , 4 des quatre cônes forment un système de pôles
harmoniques simultanés pour les deux surfaces, théo-
rème déjà démontré par M. Poncelet.

Si Ton considère la surface v = o comme donnée et
qu'on fasse varier la surface w = o, on obtient, en dé-
terminant chaque fois les sommets des quatre cônes, tous
les systèmes de pôles harmoniques possibles de la surface
donnée.

14. En éliminant 1 de deux quelconques des quatre
dernières équations, on obtient six équations de surfaces
du second ordre dont chacune passe par les quatre som-
mets i , 2 , 3 , 4 des quatre cônes. Ainsi l'équation sui-
vante
u = 6 I Î [ « ' I < Ï ' J — <'2">\] -+- # U [ < M * ' — f ^ i ] -4- bH [p, tv4 — P 4 " M

H- biZ{v,w — v~w2] -4- b^{v2wk — vAw^"\ H- bM [t>3«>4 — e4cv3]

avec les constantes arbitraires &, représente toute surface
du second ordre qui passe par les quatre points $ mais
cette équation représentera toutes les surfaces possibles du
second ordre qui passent par un système de pôles harmo-
niques quelconque de la surface donnée v = o. Si l'on
fait varier la fonction w, aussi bien que les constantes Z>,
l'expression a disparaît lorsqu'on y change x^x{, x^x^, etc.,
en VH , V18, etc. Si donc

u = fl,, j?t xy -4- an x7 xx -f- tf33 xó T 3 -+- aH x< xi

-+- 2<7|2x, xx + 2rt1 3x, cT3 -+- iau xx Xi

-f- ? di x2x -f- o als x2xt -f- o a s r ,r, = o



est l'équation d'une surface du second ordre, qui passe
par un système de pôles harmoniques de la surface donnée
(̂  = o ,ona toujours l'équation

«11 V|| -f- OnVn 4-^33^33 + 4̂4 V44 + 20,3 Vj3 4 - . . . = O,

d7où Ton conclut :
THÉORÈME. S'il existe une relation linéaire entre les

coefficients d9une équation d\ine surface du second de-
gré, la surface passe par un système de pôles harmo-
niques d'une autre surface du second degré déterminée
par la relation donnée.

Pour obtenir cette surface, on remplace dans la rela-
tion aii, a12, etc., par a:n, .r12, etc.; la polaire réci-
proque de cette surface par rapport à la directrice

est la surface cherchée *> = o.
15. Lemme. Deux systèmes de pôles harmoniques par

rapport à la même surface du second ordre peuvent être
considérés comme les points d'intersection de trois sur-
faces du second ordre.

16. A l'aide de ce lemme, on démontre :
THÉORÈME. «SI* une surface du deuxième ordre passe

par un système de pôles harmoniques d'ufie surface
donnée du deuxième ordre, elle passe par une infinité
de ces systèmes.


