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RECTIFICATION ET QUADRATURE D'UNE ELLIPSE SPHERIQUE ;

Par Le REv. James BOOTH,
Professeur au Collége de Liverpool.
( Philosophical Magazine, t. XXV, p. 185 1844.)

1. Tutoreme. A =airc d’une surface sphérique termi-
née par unc courbe.

an
(1) A:/ 11(»[ ds.sin o.
/0 ©

o = arc de grand cercle, depuis un point fixe P appelé
pole, etun point variable s pris dans 'intérieur de I'aire.

p = rayon sphérique de la courbe passant par le pole
P et le point S de la courbe.

w = angle que le plan du grand cerele Ps faitavee un

plan fixe de grand cercle fixe passant par P.
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Intégrant, ou par rapport 4g, on obtient

(2) A:/(; ‘dm[:—cosﬂ.

2. TatoriME. s et s’ étant deux points de la courbe,
pos p1 les deux rayons correspondants, on a pour la lon-
gueur de Uarc ss',

P’ 2 _;'
(3) arc ss’ = f (lp[l + <smp d;’) ] .
0 ap
e -

3. L’équation de I'ellipse sphérique est

cos’w sin?e 1
(@ e O

ang’«  tang’f  tang’p
ou bien

cos’w  sin’w 1
(5) =

simia | s B sin?p’
2 est le graud axe de Pellipse, angle )

maximum du cOne au sommet.. . .. (
. i centre de la sphere).
2 est le petit axe de Dcllipse, angle I )

minimum du céne au sommet.. .. ..

4. Les équations (4) et (5) donnent

\/ +tng tang2
(6)

COS p == COS «

sin?
I + tang 3

n*f

Substituant cette valeur dans I'équation (2), et inté-
grant, on obtient

(7) A= ——cos

tang‘ t
ang? o
f + fan tang’ g
—_—— )
T sin’e
T+ ——— tang’ o
si

in*
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ou A est le quart de I'aire sphérico~ellipliqne; faisons

8 tang » = gp ,
(8) 89 = Gango 287
(9) do tang « tang §
9 dp ~ tang®« cos’ ¢ + tang? P sin ?
d’on
T
_w_tlange 2
A=z— tang 8 008 & dy

Prenons le plan de I'angle 22 renfermant 1'axe moyen
du cone, pour plan des xz, ct le plan de I'angle 25 ren-
fermant I’axe minimum du céne, pour plan des y z.

L’axe réel du cone cst pris pour axe des z qui coupe la
sphére au pole P.

Menons par le sommet du cone, et dans le plan xz,
deux droites faisant, avee 'axe moyen ou réel du cone, des
angles égaux e, tels que l'on ait

CcOos 7

08 € =
(11) cose cos f8

ces droites sont les lignes focales du cone.

Le plan tangent ala sphére mende par le pole P coupe
l¢ cone suivant une ellipse plane.

Soient a, b, ¢ les demi-axes et I'excentricité, on a

a’— b* _tang’a — tang®f  sin*a—sin’ f

a? tang? T sin*a—cos?f
(12) .
sin’e
~ sin*a’
ainsi
T

© tan 2 1
(13)A:——————g-ﬁ(‘05xf dy - _— |,
2 tanga o 1 —¢*sin’y { 1—sinZesin?y

—

[ (sm —sin 3 ]\/ (sm oc—sm’ﬁ) .
— sin®g 1— siny
o sin*x cos* 3 cos?

z.

1
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fonction elliptique compléte de troisiéme espéce a para-
métre de forme circulaire.
5. Longueur de larc. L’équation (5) donne

. sin? § (sin’a — sin’p
2 —_—
(14) SO = G p (sin’a — sin? B ’
sin? & (sin?p — sin?
2 —_— .
(15) cosTe = sin?p (sin’a——-sin’@ ’

différentiant I'équation (14), on obtient

. » — sin®asin?f cos p
SIN @ COS & — = = q 0 b
dp  sin’p (sin’z — sin*f)

et de la

(16) do — sina sin § cos p

dp — sin py/sin?« — sin?p s/sin’p-— sin’[i.

Substituant cette valeur dans I'équation (3), il vient

e sin p /cos’p — cos' wcos’ B
(17) arcss’=f dp[ - P\/ P : b }’
. 20 \/sm2 @ — sin’p y/sin?p — sin?

Parc étant mesuré du petit axe vers le grand axe; dési-
gnant par s la longueur du quadrant sphérique, alors

o . / T - -
(18) s:f dp sin P /cos? p — cos’ « cos? B :
R N/Sinia — sin?p mﬁ

posons

sin® « cos?p —+ sin?@ sin’p

> 2 —
(19) €os"p = tang® « cos? ¢ + tang? B sin? q;,

équation polaire centrale. Les limites de I'intégration
. . . . N . T,
doivent étre prises maintenant de o a 5 ou bien de - 4 o,
. 2

en changeant les signes; différentiant I'équation (19),
substituant dans I’équation (18) et intégrant, ayant égard

Ann de Mathémar , t. XI1I. (Mars 1854.) 7
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aux limites, on trouve

T

t . 2
(20)s=t2:g@smp dg

ga sin?a —sin?§ N
o (x—e’sm’qa)\/l—< S a sing

6. Soit y I'angleque fait une section circulaire du cone
avec la base elliptique plane du céne, on a

\ s
(21) Cos = ——

in? sin’ ¢ — sin?

S1 = "

7 sinfe

introduisant cette valeur dans I'équation (20), on oh-
tient

T

tan 2 1
(22) 5= gpsinﬁ dog e — ’
tang o Vi—esin?o { 1—sin?ysin’a

fonction elliptique compléte de troisiéme espece, dont le
parametre est aussi de forme circulaire.

. 3 ™
7. Faisons a 4+ 3/ ==, f -i—a’:;; o’ et B’ sont les
2

angles principaux du céne dit supplémentaire au cone
donné; pour ce cone supplémentaire, on a

/__ bp I .
(23)s tan in f' f d?[\/l—-c"bln 29\ t— sin?y’ sm’q] ’

or
tang B’ tan , . .
(9.4\, _gB’: gp» e = rc, sm'y’:sme,
tang « tang o
donc

tang 2
(25) s’.:—"ﬁ(‘osx dy ;___:. :
tang « A (x—e’sin’?\/l——sin’esin"?
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ajoutant cette équation a ’équation (13),
(26) A-l—-.\":g-

C’est la belle relation découverte par Mac Cullagh.
Prenant la surface sphérique totale S du céne donné et
la circonférence entiére £’ de l'ellipse sphérique du céne
supplémentaire, on déduit
(27) S 4¢3 = 2¢m;
c estle rayon de la sphére, et I'on a ce théoréme:
Tutorime. L'aire de la base sphérique d’uncéne, plus
le double de la surface latérale du céne supplémentaire,
est égale a Uaire de la moitié de la sphére (*).
8. Soient 2L l'aire latérale du cone, 2L/ ’aire latéralc
du cone supplémentaire et S’ 'aire de sa base; on a

(28) S+ 2Ll =2¢7n, § +2L=2c7,
(29) (S + 2L) -+ (8 + 2L) = ferr,
{30) S —§ =2(L—L'),

relations qu’on peut énoncer sous forme de théorémes.

Analogies entre Uellipse plane et Uellipse sphérigue.

1. Dans une courbe plane, on a
(3[) ,c:fpd).iu,

s = longueur d’un arc de courbe;

p == perpendiculaire abaissée dun point fixe (pole)
sur une tangente a la courbe;

A = angle de cette perpendiculaire avec une droite fixe
passant par le pole;

u = portion de la tangente comprise entre le point de
contact de la tangente et le pied de la perpendiculaire;
le signe supérieur lorsque le rayon de courbure au point

(*) Ce qu’on vérifie d’'une maniére élémentaire sur le cone droit.  Tw.

ol
7.



( 100 )
de contact est plus grand que la perpendiculaire p, et le
signe inférieur dans le cas opposé. Dans le cas d’égalité,
on a

du
5=
2.
dp
\ g —
(32) o

3. Prenons le centre d'une ellipse plane pour péle, et
le grand axe pour droite fixe ; or

— in?
p=ayi—e'sin’},

de la
(33) s:afd)\\/l—e-’sin’)‘——u;

car le rayon de courbure est moindre que p. On a aussi

(34) s’:aqu;\/l——gsin‘q:,
¢ étant 'angle d'un diamétre avec le petit axe, et I'arc s’
étant compté a partir de I'extrémité du petit axe. Inté-
grant les deux équations (33) et (34) dans les mémes
limites pour X et ¢, on a

=K, s=K—u;
d’ ou
(35) s —s=u.

Nous pouvons donc prendre sur un quadrant d’ellipse
deux arcs mesurés respectivement des extrémités du petit
axe et du grand axe, et dont la différence soit égale a unc
ligne droite.

On démontre facilement que les extrémités de ces arcs
sont les intersections de l'ellipse par deux hyperboles
biconfocales avec lellipse. La premiére hyperbole, pas-
sant par D'extrémité de 'arc mesuré du petit axe, a pour
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axes

(36) A =aesin), B=uaecos);

ct la seconde hyperbole, passant par 'extrémité de I'are
mesuré du grand axe, a pour axes

ae cos ) be sin )
G M= YT i
A u:£1£=ae’sin)cos)"
dx i —¢e'sin?)
donc
(38) au=AA’, bu=BW, %:’;’.

5. 20 et 26’ étant les angles des asymptotes dans les

deux hyperboles , on a
B b
tang 6 = A= cot}, tang0 :;tang)\,
d’ou [ )
b

(39) tang 0 tang 0’ — P
relation indépendante de 2.

6. »' et r” étant quatre demi-diamétres de Dellipse,
asymptotes des hyperboles, on a

cos?f  sin?f 1
a? X3 ,T7

mettant pour les cos 6 et sinf les valeurs (39), on a

a? b: a? b2 .

12 P
T atcos’)+ bisind T p?

on trouve de méme
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de la

(40) rrt=p,

relation aussi indépendante de 1.
7. Dans les cas ot u est un maximum, ’on a

du , . dp
ﬁ—«O, d’ot ﬁz—o,
d’a\/l—e’sin“_).__ )
ar =
d’ont
(41) tang’l:a

Z’
(42) A=a(a—b), B=b(a—b), A'=a(a—b), B=b(a—1b),
A=A, B=F.

Ainsi, les deux hyperboles se confondent; les deux are~
elliptiques forment le quadrant ; théoréme de Fagnani :

) au=AA" = a(a — b);
donc

w=a—b, r=r"=p, p'=ab.

Ainsi, le quadrant elliptique est divisé en deux arcs
dont la différence est égale a la différence des deux demi-
axes.

Nous désignerons ce point d’intersection par le nom de
section linéaire.

Menons une tangente en ce point : soient ¢ Ja portion de
cette tangente terminée au petit axe, et ¢’ la portion ter-
minée au grand axe; on aura

¢ = tang » V@ cos' ) - b sin ),
b*tang i

f, = T — .
ya® cos*\ 4 b7 sin-)
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d’on
(44 bis) Y — ae?sin ) cos :
Va® cos*: + b*sin?)
8. Tous les points de section lindaire d’une série d’el-
li pses biconfocales sont sur une courbe dont I'équationest

3 3 3 3
ale'.’:(xz _y'.') (‘z‘2+y2);
ct tous les points de section linéaire d’une série d’ellipses

concentriques ayant les mémes axes principaux, et la
somme de leurs axes principaux égale a une quantité

=u(*.

constante 2 L, sont sur une hypocycloide concentrique aux
cllipses ; le rayon du cercle fixe est L, et le rayon du cercle
roulant est { L.

Formule de rectification des courbes sphériques.

9. Soient une sphére et un céne concentriques ; prenons
celui-ci du second degré; les raisonnements ne changent
pas pour d’autres cones. Par le centre O de la sphére me-
nons un plan tangentau cdne, coupant la sphére suivantun
grand cercle touchant Pellipse sphérique en un point E, et
coupant labase planedu coéne (menée comme ci-dessus §3)
cn une droite u qui touche I'ellipse base plane du céne en
un point; parl’axedu cone menonsun plan perpendiculaire
aladroite u; soit I le point d’intersection : le plan passe
par le centre C de Iellipse sphérique et de I'ellipse plane.

Soient OE =¢, O/=R, O/=P, Cl=p, Ci=r,
CE = & = arc de grand cercle; u=1l; donc

Re=c*4r, PP=c+p’, RR=P"—u.

Si ¢/ est un point infiniment voisin de 7 sur Iellipse
planc, et E’ le point correspondant sur 'ellipse sphé-
rique, on a

i’ =ds, EE' =cdo,

(*) On a omis & dessein les équations (43 ) et ( 44) de 'auteur, de méme
les équations suivantes: 745), (56) et (57).
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ct la proportion

aire Qii :aire OEE’ ;. Pds:c*do .. R*: ¢

car ces triangles élémentaires sont semblables, d’ou

Pds
(46) do = Y

ds est I'élément de I'arc, le rayon de la sphére étant I'u-

nité. Remplacant cette valeur de ds dans la formule (31),
nous trouvons

ds _Pp Pdu__ + 1 Pdu rsing )
‘ﬂ -+ sin @ R: —— —u'sinw };

R R dx
car
Psinw=p et P'= R*— u?
or
: d, di 12 P(l
(47) smng, w="L w_«p P __ pdp

—a DA T T @

Faisant les substitutions dans I’équation précédente, on
obtient

2
s Fmsmer g [T E]
Soit v 'angle /0!,
v=—. cosv= _
d'ou
(49) c(_l{_;zl%[%ﬁlf_ dP] 1 [P(l’p_(ﬂflﬁ];
A d) R | ¥ d) d)

do . dy .
(50) B snw —I-;I—X3 ¢ = fdisine + v,
équation analogue a l'équation (31) pour les courbes
planes. Or, I'on n’a fait aucun usage des propriétés spé-
ciales au cone du second degré; cette formule appartient
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donc a une courbe sphérique quelconque, que l'on peut
toujours considérer comme l'intersection de la sphére
par un cdne. Ainsi, un arc de courbe plane est toujours
égal a une intégrale définie, plus une longueur d’'une
droite; et un arc de courbe sphérique est égal & une in-
tégrale définie, plus un arc de grand cercle.

Seconde rectification de Uellipse sphérique.

10. Soient a, b les demi-axes de Pellipse plane, et o,
B, p, &, v les arcs sous-tendus au centre de la sphére de
rayon ¢, par les droites a, b, r,p, u;ona

a=ctang«, b=ctangp, r=ctangp,
p=ctangw, u=DPtangv;

dans cette méme ellipse,

pi==a*cos’s + b*sin*), tang’wm = tang’ « cos’ k +tang’Bsin’},
tang? o cos’\ - tang? P sin? )
séc? a. cos? k -+ séc? B sin® )

(51) sin? o =
Substituant cette valeur dans I'équation (50),

tang® & cos® k -+ tang? 8 sin’ )
52 = |Jd) ; SR P ;
(52) = f séc? « cos? h -~ sec? fsin? k s

faisant

sin® p = sin*« sin’¢ -+ sin*f cos’ ¢,
(63) d’ont
€0s? p = co0s’a sin’ ¢ + cos? B cos’ v,

smcp cospdy

dp = (sin®*a — sin® B);

sin pcosp

substituant ces valeurs dans I’équation (18), on trouve

(54) o _fdp \/tang’mcos’q)-l—t:;lng;(‘}sul2

séc?« cos? g -1~ séc? fsin o

Si, dans les deux derniéres équations, on exéeute I'inté-
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gration entre les mémes limites de A et ¢, leurs valeurs

seront égales, etde lao' — o= — v.
Or,
. d,
sinv:%, u:d_IZ’ smv:[;.{—ll—;;
pP

p ct P ne peuvent devenir ni zéros ni infinis, par consé-
quent ils conservent le méme signe + ; le signe de sinus v

. d,
est donc le méme que celuide p fi

Mais
pi==a’sin*: + b? cos®};
done
dp . .
ry=—(a— b*)sin X cos );

ainsi, sin v est négatif, et comme v est plus petit que 7, il
s’ensuit que v est négatif, et I'on a

(55) o —=,
formule analogue a la formule (35).
. d ) 1
11. Lorsque v estunmaximum, %l—; = o, o0u,daprésl'é-

quation (49),

dp dP d*p
5 —_——— =
(58) oD e

)

p=\Vacos’: + b'sin*), P=yc +p’.
~ . ” . a
Substituant dans I'équation (58), et remplagant - par

b .
tanga, et - par tang f3, on obtient

R tang aséce  sina ,
(59) angi ) = —=——— = ——— séc%;
) tang BsécB  sin B
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cest'excentricité delellipse sphérique ; résultat analogue
a I'équation (41).
12. On trouve, en faisant les substitutions,
€ sin? « sin X cos A

60 tang v = .
(60) & V1 — e*sin?) {1 — sin%sin?)

13. Concevons deux hyperboles sphériques, biconfo-
cales a l'ellipse sphérique, 'une passant par I'extrémité
de ’arc mesuré de 'extrémité du petit axe et 'autre par
I’extrémité de ’arc compté a partir du grand arc; dési-
gnons par 2 A, 2B les axes de la premiére hyperbole, et
par 2 A’ et 2B’ les axes de la deuxiéme hyperbole: on
trouve, sans beaucoup de peine,

sin?e sin? ) sin%e cos?)

(61) tang'A = > tang'B =

T e e v o T T . ?
1 — sin’e sin?) 1 —sin?esin®)
tang’e cos*)

e?cos’esin’? fsin? X
N 9 — e o
1 — e?sin?)

2A7 —
(62) tang’A’= 1 — ersin?)

tang?B’ =

etde la

(63) tang v tang § cos « — tang B tang B,
tang v tang o cos B = tang A tang A/,
tang B tang B’ tangPsécf
tang A tang A’ ~ tangaséca’

résultats analogues a I’équation (38) : dansleshyperboles,

tang? A + tang®B
tang?e’ == Aahg A Tang 2, tang? ¢
1 — tang®* B 1 — tang®* B’

ang’ A’ + tang? B’

2R I

”

t

dans Dellipse,
tang? « — tang*

tang’ s =
I+ lang*

d’on

I
Il

™~
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14. Lorsque v est un maximum,
sin «
tang’ A = — sec’ «,
sin f

ctde la, en ce cas,

tang? A = tang « séc « (sin &« — sin f§),

tang® B = tang @ séc B (sin « — sin B),
(64) tang? A’ = tang « séc a (sin a — sin B),

tang? B’ = tang B séc P (sin « — sin ),
d’ou

A=A, B=PF;
ou, lorsque v est un maximum, les deux hyperboles se
réunissent, et les axes de I'ellipse sphérique ont une ex-
trémité commune et forment ensemble le quadrant; ce
point commun peut étre appelé le point de section circu-
laire.
Dans ce méme cas,
(65) tang v = séc a séc B (sin « — sin B).

15. Les plans asymptotes sont paralléles aux sections
circulaires du cone; soit 2 6 angle asymptotique de 'hy-
perbole (A, B): d’aprés I'équation (21), on a donc

. sin? p/
sin® § = —1@, ’
S1n‘e
{3’ et &’ étant les demi-angles principaux du cone qui a
pour base I'hyperbole sphérique.
Or
. cos? )
in g’ = ine' =—=cosA et sin’6= ——
sin § cosk, sin« cos oA

mettant pour cos® A sa valeur déduite de I'équation (671),
on trouve

" cos B
tang 0 = —— cot .
(66) ang o
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Eliminant 6 entre cette équation ct I'équation de Vellipse
cos’9  sin? 6
sina  sin’

=1, il résulte

61) tang? « cos? A -+ tang®Bsin?} __ sin’« sin? B
( séc?a cos? \ -+ séc? fsin®} ~ sin’p

et, d’aprés I'équation (51),

(68) . sin« sin ﬁ'

sin p —= v
P sSinw

Soit 26’ angle asymptotique de la deuxiéme hyperbole
(A, B);0na
. sin B”
sin 6’ = T—p—,ﬂ
s1n o
(" et «” sont les demi-angles principaux du cone qui a

pour base 'hyperbole. On trouve aisément que

tang B’

tang B” = fang A’

» sine” ==cos A’;

d’ou, d’aprés I'équation (62),

tang?f sin? )

in*0’ =
s tang? « cos® \ + tang?f sin?)’
g — tang’ a cos?
cosE = tang2 @ cos? A + tang?Bsin?).
an
(69) tang O’ = g 4 _ tang X,
et
sin

(70) tang 6 tang 6’ = —=— l {7’

ln a
résultat indépendant de A et parfaitement conforme au
résultat de 'équation (39).
16. Nommons p’ le demi-diamétre de l'ellipse , asymp-
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tote de I'byperbole; on a

tang? « cos® X + tang? f sin® X

I sin*p’ = : , .
(71) f sec? a cos? k -+ séc? 8 sin? A ’
etdela
(72) sinp sin p’ = sina« sin B,

analogue a I'équation (40), et ¢’ = ©; ou le demi-dia-
métre de Uellipse, asymptote de 'hyperbole (A’, B), est
égal a la perpendiculaire abaissée du centre de ellipse
sur la tangente passant par le point d’intersection de
Pellipse et de P'hyperbole.

17. Construisons un cercle sur le grand axe de lel-
lipse sphérique comme diamétre; soient m et p les points
ou les ordonnées prolongées des extrémités des arcs ellip-
tiques o ct ¢’ coupent ce cercle; désignons par ry et 1’y les
demi-diamétres de Uellipse passant par ces points, et par
$ et §' les angles que 1y et ', font avec le grand axe (con-
struction analogue a celle qu’on fait sur Dellipse plane).

Ona

§=1=C

2 b

H étant 'ordonnée sphérique du point v, on a, dans ce

cas,

tang? ¢ tang* H
s {.I‘ =1 dans le cercle,

tang‘a tang’ «
tang?’¢  tang® gy .
—= 2 — — 1 dans lellipsc;
tang?o tang?

d’ou

tang 0 tang »
tang «  tane
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et les formules du triangle rectangle donnent

tang’ H .
L, =sin?9’,
tang* «
ou
sin?9 — tang’ n _ tang?® 8 sin? )

tang' B tang’a cos’ X 4 tang? B sin* )
Eliminant $' entre cette équation et 'équation polaire
(au centre) de Vellipse (19), on obtient
(73) tang? 7', = tang® « cos’ A -+ tang? B sin?},
et comme

‘ﬂ' N
9:——/\,
2

tang’« tang® 8

tang® r, = —
g " tang® « cos’ X + tang® f sin* )’

ou
(74) tang r, tang ¥, = tang « tang B.

18. Résumant les valeurs des angles des asymptotes
des hyperboles, et aussi les valeurs des diamétres de 1el-
lipse passant par les poinls m et p., nous trouvons

cos f8
tang 6 == th tang 3 = cot
ang o5 o SOt X g cot ),
t t: o
tang 0’ = ang p tang}, tangd = tang tang ).
tang « tang «

lci nous remarquons une remarquable interruption
dans l'analogie que nous avons toujours trouvée exister
entre les propriétés de D'ellipse plane et de I'ellipse sphé-



(112)
rique: dans Dellipse plane, les asymptotes de I’hyperbole
coincident avec les diamétres qui passent par les points
metp (§5, p. 201), et cela existe encore pour I'hyper-
bole sphérique voisine du grand axe (A’, B’), mais n’existe
plus pour I'hyperbole voisine du petit axe (A, B); en

d’autres termes, on a

0 =9,

mais 0 n’est pas égal a 3.

19. Soit # la coordonnée du point de section circu-
laire; par ce point menons unec tangente, et soit z le
point ou cette tangente coupe le petit axe; on a

tang » tang ¢ = tang® 3,
¢ est la distance du centre de Iellipse au poin. z; et
€OS T == COS 7, €0S (§—n) = COS %, COS § COS n + 0QS %, Sin ¢ sin »;

%, estl’abscisse du point de section circulaire, et = la lon-
gucur de la tangente entre ce point et le point z.

Eliminant ¢. on obtient

€0s 7, sin » séc? B
COS 7T == — it

b ————
\/tang‘ B + tang?y

ct v étant 'ordonnée commune a Iellipse et a I'hyper-
bole,

tane’ sin® 3 cos® A
ang’» = - T3
& cos’ a sin? ) -+ cos? § cos® A

et aussi

sin #, = sin « Sin A ;



((113)

faisant les substitutions nécessaires,, nous obtenons

tang?  cos?) + tang?f sin?)
tang’r:tang’).% ang = ¢ g f si }

séc? o c0s? A + séc? B sin?)

— P2 q] )
(76) tangr:tang)\sinu\/-——l——e—s@————

0 0 2
1 —sin’ ¢ sin? )

ou

__sin’« —sin*B

sz cos’B (voir équation 12).

Soit 7’ le segment de la tangente prolongée jusqu'au
grand axe, nous aurons

, sin », cos n séc? a
COS T =

pr————————————
\/tang‘ a + tang’ %
tang' « cos? )

tang® », = -
g™ tang’ « cos? )} + tang’ § sin’ A’

tang’ B sin?) .
tang? o: séc? e cos? A + tang* B séc? B sin? ).’

sin? n =

éliminant %, et n,on a

tang \ tang?6 cos’a
N ——
. 1 — e*sin®
s o —_—T
I — sin’e sin? )

€*sin a sin A cos \

— ]
V(1 —e*sin?)) (1 — sin”e sin?})

(77) tang 7' =

de 1a

(78) tang (r—1')=

d’ou, en vertu de I'équation (60),
T—1 =,

analogue a I'équation (44 bis).
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