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RECHERCHE
Du nombre des chiffres que fournit à la période une fraction ordinaire réduite

en fraction décimale ;
PAR M. J. SORNIN,

Professeur de mathématiques au ïyeee de Reims.

On sait déterminer, en général, le nombre des chiffres
que donne une fraction ordinaire réduite en décimales ,
quand le quotient a un nombre fini de chiffres 5 on sait
également déterminer le nombre des chiffres qui précè-
dent la période, quand le quotient est périodique mixte :
nous nous proposons ici de déterminer le nombre des
chiffres de la période, quand la fraction ne se convertit
pas exactement en décimales.

Remarquons d'abord que, lorsqu'une fraction ordi-
naire donnera lieu à un quotient périodique mixte, on
pourra facilement déduire de celte fraction celle qui don-
nerait lieu à la partie périodique simple; il suffira pour
cela de multiplier la fraction proposée par une puissance
de 10 égale à la plus haute puissance de 2 ou de'5 qui
entre dans le dénominateur.

Nous l i ions donc à nous occuper que des fractions
qui donnent lieu à un quotient périodique simple, c'est-à-
dire dont le dénominateur ne contient aucun des fac-
teurs 2 ou 5.



Le dénominateur des fractions que nous considérons
ne pouvant être terminé ni par un chiffre pair, ni par
un 5 , sera de l'une des formes

1 0 / 4 - 1 , 1 0 Z 4 - 3 , 1 0 / 4 - 7 , 1 0 Z - h t j .

D'ailleurs la forme 10 À 4-9 est la même que io/r— 1 •
et la forme 10k-\- 7 est la même que 10k— 3.

On peut donc dire que le dénominateur sera de l'une
ou de l'autre des formes

10/ ± 1, 10/ dz 3.

Soit, en général, - la fraction irréductible que l'on

^eut convertir en décimales, en désignant par abcd...
la période, m le nombre de ses chiffres : on aura

C abrri .. C(lO« — l)
_ — d'où abcd... = v ;-D

ce qui montre que D doit diviser io m —1, quel que soit C ,
et le nombre des chiffres de la période sera la plus petite
valeur de m qui rendra iom — 1 divisible par D.

On conclut d'abord de là ce théorème, que le nombre
des chiffres de la période d'une fraction irréductible est
le même, quel que soit son numérateur.

Nous considérons donc seulement ici la fraction - •

]\ous examinerons successivement les différentes formes

sous lesquelles D peut se présenter.

I. D = \oh 4- 1.

011 OC —
10X -f- 1

Posons r = 10 y— 1 ; il viendra

iü'" — 1 — ( 1 o y — 1 ) ( 1 0 / -f-



Réduisant, on en tire
io m ~ ' -h X

^ ~~ I O X: + I

Faisons de nouveau j r = 10 z -{- k\ on aura

i o"'"1 -f- / = ( i o z -f- X ) ( i o X -f- i ) ;
d'où

IO
W '2 — X2

3 —
i o X • -f- i

Soit encore z = iou — A2, et un calcul semblable
donnera

U = ;

I O X -f- i

On posera u — io t -+- A3, et ainsi de suite.
Comme il est facile de suivre la loi des valeurs de

y, z, etc., on en conclura que l'on arrivera nécessaire-
ment à l'égalité

j o ' " ~ f f l - h />"' i -+- X-m .
c z=z = si m est impair ;

i o X -h î i o X -h î r

ou à
IO"1""* — X'" i — Xw .

r = = si m est pair.
i oX -f- i i o X* H- i

Si ^ est entier, en remontant de proche en proche on
verra aisément que x sera entier. Or je dis que la réci-
proque est également vraie. En effet, si x est entier, ou
bien > sera entier, ou bien il ne contiendra en dénomi-
nateur que i ou 5 ; c'est ce qui résulte de l'égalité
.r = io ) — i.

En raisonnant de même sur l'égalité suivante, on verra
que si y n'était pas entier, z contiendrait au dénomina-
teur les facteurs 2 ou 5 , et ne pourrait d'ailleurs contenir
que ces facteurs. En continuant ce raisonnement, on arri-
verait à conclure que v contiendrait en dénominateur les
seuls facteurs '> ou 5 : mais r, d'après la Aaleur à laquelle



( 5 3 )

on est parvenu , ne peut contenir en dénominateur ni u
ni 5 : donc y, z, . . . , ^ sont entiers. Ainsi toute valeur
de m qui rend x entier rend aussi v entier, et réci-
proquement. Donc la plus petite valeur de m qui rendra
v entier sera le nombre des chiffres de la période.

En prenant kn — i au lieu de i — &'n, qui est négatif,
on est conduit à la règle suivante :

« Former les différentes puissances des dizaines du dé-
nominateur, augmenter de i les puissances impaires, di-
minuer de i les puissances paires 5 et le premier résultat,
qui est divisible par le dénominateur donné, correspond
à une puissance égale au nombre de chiffres de la pé-
riode. »

Exemples.

i ° . D = 1 1 , X = 1.

Les puissances impaires de 1, augmentées de 1, don-
nent 2 qui n'est pas divisible par 11} il ne peut donc y
avoir qu'un nombre pair de chiffres à la période. D'ailleurs
la deuxième puissance, c'est-à-dire la première puissance
paire, diminuée de 1, donne zéro, nombre divisible par 11 ;
donc il il y a deux chiffres à la période.

2 0 . D = 21 , A = 2.

On formera le tableau suivant :

Puissances de 2
— impaires -f- 1
— paires — 1

2, 47 8, 16, 32, 64, 1 2 8 . . .
3 , 9, 33, 129,

3 , i 5 , 6 3 .

Le premier nombre divisible par 21 est 63, qui corres-
pond à la sixième puissance de 2 ; il y aura donc six chif-
fres à la période.
3°. D = 111 , / = 11.

Puissances de 11
— impaires -H i
— paires — f

1 2 ,

121,

122. .
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i 3 3 2 é t a n t l e p r e m i e r n o m b r e d i v i s i b l e p a r n i , o n

conclut que la période a trois chiffres.

II. D — lok — i .

, 10"' — i j , ,

x étant le quotient •— > posons X = I O J r - \ - \ 5 d ou

^ , 0 ™ - ' - - k

\ o k — 1

Puis ƒ ~ \oz 4- //, ce qui donne
1 o'»—- / -

etc.
F O / I

La loi étant facile à suivre, on arrivera , que m soit pair
pair ou impair, à l'égalité

_ _ 1 — / " '
c — - ,

10/ — i

et l'on montrera, comme dans le premier paragraphe,
que la plus petite valeur de m qui rendra y entier dé-
terminera le nombre des chiffres de la période.

En prenant h"1 — 1 au lieu de 1 — A"1, on a donc la
règle suivante :

« Former les puissances de A- la première qui, dimi-
nuée de 1, donne un résultat divisible par le dénomi-
nateur donné, fait connaître le nombre des chiffres de la
période. »

1". D = ( ) , h z=z 1 .

Comme la première puissance de 1, diminuée de i ,
donne zéro, on conclut qu'il n'y aura qu'un chiffre

périodique.

?.°. I) = 3 9 , h = 4.

Puissances do 4 : 4? 16, 64, ^56, 1024, 4°9^« • • •
— dimin. de 1 : 3 ? i5 , 63, 255, io?.3, 4 ° 9 ^ - - -



4095 étant le premier de ces nombres divisible par 3y,

et 4°9^ correspondant à la sixième puissance de 4 , on

conclut que la période a six chiffres.

III. D = i o * ± 3 .

En multipliant D par 3 , il devient de la forme i o / ± i ,

Considérons, au lieu de la fraction -•> la fraction — :

on pourra déterminer le nombre des chiffres de la pé-
riode fournie par cette dernière. Or nous allons faire Toir
qu'en multipliant une fraction par un nombre entier, lr
produit étant encore une fraction , on ne peut que dimi-
nuer le nombre des chiffres de la période sans pouvoir

l'augmenter; d'où nous conclurons que la fraction - , qui

est égale à — X 3 , ne peut avoir plus de chiffres pério-

diques que — . On aura donc ainsi une limite maximum

du nombre cherché. Pour prouver le théorème énoncé,

considérons la fraction - qui a m chiffres à la période *,

p étant cette péiiode, on aura

1 — E -\. JL
b 10'" \olm

d'où

4- . . . =.
IO71 lO2t7! I O m —

ia étant <C.b, rp est < 10"; ce qui montre que ->

quel que soit le nombre entier /•, peut être eoinerli
en fraction périodique de m chiffres , ce qui est le théo-
rème qu'il fallait démontrer. Ce théorème était d'aillcuis
prouvé avec uni» pi LIS grande exteiiMon dans le cab où /' est
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premier avec h, car nous avons vu que - avait le même

nombre de chiffres périodiques que - . On le restreint

ici ; car dans le cas qui nous occupe, /* a, au contraire,
un facteur commun avec D, et nous n'avons ainsi qu'une
limite maximum.

On peut cependant chercher si — aura moins de chif-

fres que j par la méthode suivante :

Supposons que la période de - puisse se décomposer
en plusieurs autres quand on la multiplie par r; la nou-
velle période ayant m'chiffres , m'sera un diviseur de my

et Ton aura
tu pr

—_£ ~ —_- (ƒ/ étant cette nouvelle période) ,

rp (ioOT/— i)

11 faut donc déterminer la plus petite valeur de m'qui
rend p' entier; ce qui sera facile quand p et m seront

connus paj la réduction de - en décimales

Exemples.

Il ne peut pas y avoir plus d'un ehiihe à la période,
il y en aura donc un.
J°. D — i3, 3 D ~ 39.

11 ne peut pas y avoir plus de six chiffres à la pé-

riode. Pour chercher s'il peut y en a\oir moins, pre-

nons 5— = <KO256'4IO2564I . . . • et appliquons la
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thode précédente; on aura

/? = 2564i, m = 6, r = 3 .

3.2564i(iom '— i) .
Il faut donc que -L-± soit entier, ou, en

999999,.n 2 8 3 Q ( l O — i)
simplifiant, que ^—= - soit entier.

37037 = 7 . 1 1 . i3 .37 , e t 283p, n'est divisible par aucun
de ces nombres; il faut donc que iom'—1 le soit. Posons

Le premier membre étant terminé par un 9, Q doit
être terminé par un 7 ; on posera donc Q = 10 Q' — 3 7

et il vient
1 om' — T = 370370 Q' — 111111 ;

d'où
f io"1'-1 -h 11111

Q ~ 37037

Q' ne peut être égal ni à o, ni à 1, ni à 2; car 37037.Q'
doit être terminé par un 1. La plus simple valeur de Q'
sera donc Q' = 3. On a alors , si cette valeur convient,

iom'~[ -\- 11111

d'où Ton déduit

io m '—' = 1 0 0 0 0 0 , m' — i = 5 , / / / = 6

11 n'y a donc pas moins de six chiffres à la période.

3°. D = 7 , 3 D = 2 i .

La période ne peut pas avoir plus de six chiffres $ on
verrait, par un calcul semblable au précédent, qu'elle
en a, en effet, six.

4°. D = 37, 3D = m .

La période ne peut pas avoir plub de trois chîlires .
*4t l'on verrait, eu effet, qu'elle en a trois.


