NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES

LEBESGUE

Théoreme sur les surfaces courbes
algébriques

Nouvelles annales de mathématiques 1'¢ série, tome 8
(1849), p. 22-27

<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1849_1_8_ 22 1>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1849, tous droits
réservés.

L’acces aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique 1’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1849_1_8__22_1
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

THEOREME SUR LES SURFACES COURBES ALGEBRIQUES ;
Par M. LEBESGUE.

Si, autour d'un point fixe, on fait lourner une trans-
versale, qui rencontre une surface géométrique en autant

2} 19, Le théoréme cité de M. Binet est évident; prenant le plan prin-
cipal ecommun pour plan des xy, les équations des surfaces sont
z2*+P=o, z2*+Q=o0;
P et Q sont des fonctions en x, ¥ du second degre: donc P— Q=0 estV’é~
quation de la projection de Yintersection sur le plan principal commun.
20, La courbe représentee par I'équation jp = 3 + cosw est une podaire,
cest=a~dire la projection ’un point sur les tangentes & une conique

LV, po i, Tw.



(23)
depoints A, B, etc.,qu’ellc adedimensions, etqu’on prennc
sur cette transversale, dans chacune de ses positions, un
point M tel que la valeur inverse de sa distance au point
fixe soit moyenne arithmétique entre les valeurs inverses
des distances des points A, B, etc., a ce point fixe, le point
M aura pour lieu géométrique un plan.

On voit, dans U Apercu historique de M. Chasles, que
Cotes a énoncé le théoréme pour les courbes algébriques,
ou, comme on dit, géométriques.

La démonstration se donne e¢n peu de mots, méme
pour le cas des surfaces.

Soit
1) A+ (Bx+Cy +Dz)+.. + (...4-P2"+ Qy"*+Rz") = o
I'équation d'une surface géométrique du n*™ degré ou de
n dimensions. Prenons d’abord pour point fixe I'origine,
et menons la transversale x = pz, y = ¢z ; 'équation (1)
donnera de suite, en substituant et divisant par 2",

’

1\n [Bp4+Cq—+D\ [1\"*
2) (_z) +<__I)__Kq_.__) <;> +...+(...Pp"+Qq"+4-R)=o0,
ct si l'on représente par z,, z,,..., z, les n valeurs de z.
on aura

1 .
Ll i (M)
2, 2, 2y A

Silon représente par X, Y, Z les coordonnées du point
M, et par ry, 7y,..., 1, les distances a 'origine des points
d’intersection de la surface et de la transversale, et enfin

par R la distance de M A 'origine, 1'équation indiquée
par 'énoncé

1 I I n
o= - =
r ry Tn R
donne de suite
1 4! 4 I n
oz, "'M}—:—,,_Z’
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uisque 'on a
pursq

r,:z,\/l+p’+q’+...—_—z,k,

et ainsi des autres. La suppression d’un facteur commun
donne done

n
Zl__ Bp+Cy+D
- A -7
ou bien
BpZ -+ CyZ -+ DZ + nA = o.
el comme l'on a
X=pL, Y=4qZL.
on aura enfin
(3) BX + CY +- DZ + rnA == o,
équation d'un plan.
Si le point fixe n'est pas a Porigine, et que ses coor-
donndes soient a, ), ¢, on prendra ce point pour origine
y 0y €, 0P p p ]
de nouveaux axes paralléles aux premicrs, en posant
g=a+x, »=0+y, z=c+7;
et si équation (1) est f'(x. 1, z) = o, clle devieudra
S +a, Y +b, 3 +c)=o0,
ou bien, en développant.

({f +iqy + {z)—-}—...::o

./.\a, by(')‘*‘ lb

L.e lieu cherché sera done

' {) {,
X’(—l/—%Y’l—j—(—}— Z’{—’~/+ nfla,b,¢)=o,
da db de
on, n l‘(‘paSballl aux PI'Clniel‘S axes ,

af df df
(4 \X——u;{—/;—G—(Y——— (1):{2+\Z—-(-);1—C+nf((z,b,c):o
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11 est a remarquer que cette équation serait celle du plan
tangent si on avait f'(a, b, ¢) = o, ou si le point fixe
était sur la surface.

, dans l'équation (1), on remplace x, y, z par
Z, 2, Z, elle devient homogéne et peut se mettre sous la
« u u
forme

’f 4f

d, df
= ‘—{;—,\-z—{z t.a{l-::o:nf(x,)',z,lt);

alors I’équation (4) devient

af f df daf
(5) X = +Y1b c—i—u’—l;_o.

(Poyez a ce sujet les Nouvelles Annales, . VII, p. 5.)

Pour n =2, ou le cas des surfaces du second degré,
Péquation (4) n’est autre que le plan polaire du pole
(a, b, ). 11 parait assez naturel de prendre ce théoréme
pour point de départ de la théorie des poles et polaires,
ainsi que I'a fait M. Terquem dans ses relations d’identité.

7 1 2 . . I I 1 1

Comme P - ~ =% revient a SRR W

bien cncore a

B—rl_"'z—'R

r Vd

on reconnait que les cordes issues du point fixe sont di-
visées harmoniquement par le point fixe et par le point M.

Voici unc autre propriété du plan polaire pour les sur-
faces du second degré.

Par un point fixe, prenons trois transversales coupant
la surface, la premiére aux points «, o, la deuxiéme aux
points 5, [+, la troisiéme aux points 7, 7'. Les trois trans-
versales n’étant point dans un méme plan, sil'on cherche
les interscctions des plans afiy, o'f'y's af'y, «'fiy;
Ba'y' Blays a5 yabs aly's o' By eyl 2'YB,
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fya'y 'y'a, on verra qu’ils se croisent quatre a quatre
sur le plan polaire.

Prenons, en effet, les trois transversales pour les axes,
et soient xy,0,0; Xy, 0,0 les coordonnées des points
2, a’'y de méme, 0,y4, 05 0,¥,, 0 les coordonnées des
points 3, 3’5 et enfin o0, 0, 2,3 0, 0, 7, les coordonnées
des points y, 7'. Les plans «f'y', '3y auront pour équa-
tions

s 2 z J

A 2z
-+ =+ -=1, =+ - =1.
', Y2 2, Ty X 2,

Ajoutant membre a membre

1 I [ 1 1 1
T (—+—> “+r <—+—) +z(— +—) = 2,
£y L2 1 Y2 2 2,

ce plan contiendra U'intersection des deux premiers; or,
d’aprés I’équation

A+Bx+Cy +Dz+...=o,
on a
|+1 _ B 1+1_ C 1+1__ D
oz, A7 ¥, Az oz A
de 1a

Bxr +~Cy +Dz+2A =0,

équation du plan polaire. Les autres systémes afoy
q I P . S 27
a2’y ete., donnent le méme résultat.

Pour trois transversales qui nc passeraient pas par
Porigine, on poscrait

c=a—4mx +ny +pz, y=b—+ma+ny +p'd,
z=c—H4m"z +n"y + p'7,

pour rentrer dans le premier cas.

Alors I'équation de la surface deviendrait

\\+B a2 +Cy+Dz—4...=o0,
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et le lieu des points de croisement
(6) B,z +C,y + D7 +2A =0,
et comme le développement de
flz,y,2)=fla+md +ny'+pz, b+ m'z! +n'y' + p'z,
c+m'z' + n"y' +p’z)=o
donne
A = fla, b,c),

df ,daf df

B‘__md——{- db+m 2’

YA

Ci=n 1T+ db +n dc

__df ,df dj

=¥ + 7 db+P de

I'équation (6) deviendra
d d J ’ .0 'y
:I{(m.z"—l—n_y’ +pz’)+-d;£(m’.x 'y 4 p'd
f " "ot —
71— (m"z' +n"y +p"2)+of(a,b,c)=o0,

ou encore

Lty =0 em )Y apta, b, 0=

(£—a)

équation du plan polaire.

Ces propositions sur le plan polaire sont le fondement
des autres , que notre but n’est pas d’exposer; nous nous
contenterons d’ajouter que la méthode des homogénes,
citée plus haut, simplifie la théorie analytique des polaires
réciproques. C’est ce que nous verrons sans doute dans la

suite de I'article de M. Terquem (1. VII, p. 5 et 410).



