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SOLUTION DE LA QUESTION 143. (Page 134.)

P A E M. MURENT (de Glerraont-Ferrand).

Problème. Connaissant un point et le centre d'une hyper-
bole équilatère, trouver le lieu du sommet et du foyer.

1° Lieu du sommet. Soient C et M (fig. 37) le centre et le
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point donnés; tirons parées deux points une droite indéfinie
et faisons CM== .̂ Soit CX Taxe transverse de l'hyperbole
dans Tune de ses positions; en menant, de part et d'autre de
cet axe, deux droites CA, CB qui fassent avec lui des angles
de 45°, ces deux droites seront perpendiculaires entre elles
et seront les asymptotes de l'hyperbole équilatère que nous
considérons. Si le point S est le sommet de cette hyperbole,
en tirant la droite MS et la prolongeant, on aura, d'après
une propriété connue de cette courbe, BS=MA ; récipro-
quement , si, par le point M, on mène la transversale AMSB
telle que BS=M A, le point S sera le sommet de l'hyperbole ;
car à cause de cette égalité, il est un point de la courbe, et
puisqu'il se trouve sur l'axe transverse, il en est le sommet.
Abaissons maintenant MP perpendiculaire sur CA et remar-
quons que la direction de la transversale AB serait déter-
minée si Ton connaissait la longueur PA.

Or, de l'égalité BS=MA il résulte que si l'on abaisse en-
core SQ perpendiculaire sur CB, les triangles rectaçgles
SBQ, AMP seront égaux. Ainsi QS sera égale et parallèle
à PA : donc en tirant PQ, cette ligne sera parallèle à AB.
Cela posé, les triangles semblables MPA, QCP donnent la
proportion

MP:PA::QC:CP.

Mais dans le triangle-rectangle isocèle CQS, on a CQ=QS
=PA. La proportion devient donc

MP:PA::PA:CP,
d'où _

PA2=MP.CP.

Il est facile maintenant d'avoir l'équation polaire du lieu.
Pour cela prenons C pour pôle et CMJT pour axe polaire : le
triangle CQS donne

CS2=2SQ2=2PA2,
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et en remplaçant SÎ2parMP.CP....C52=2MP.Ct> (f)
faisant CS=p et l'angle SCM=Ü> et observant que dans le

triangle-rectangle MPC, on a

on mettra ces valeurs dans l'égalité (1) et Ton aura

d'où

équation d'une lemniscate de Bernouilli ayant pour centre le
point C et pour demi-axe la longueur donnée CM=d.

2° Lieu du foyer. Soit F le foyer de l'hyperbole dont S est

le sommet, faisons CF=p'.

On sait que dans l'hyperbole équilatère, la valeur de la

demi-excentricité est c=a\/%, a étant le demi-axe trans-

verse; donc ici on aura p=p\/%y ou en remplaçant p par la

valeur ci-dessus, on aura pour l'équation du lieu du foyer

C'est une seconde lemniscate qui enveloppe la première et
qui a pour centre le point C et pour demi-axe la longueur

3. Ces deux .courbes sont semblables et semblablement pla-
cées, et si Ton construit l'une d'elles par points (t. IV, p. 145),

on pourra en déduire la seconde par la relation p/=p


