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PROBLÈME 134 (t. V, p. 671).

La surface d'un cylindre oblique à base circulaire, est
équivalente à celle d'un rectangle, dont un côté serait le
diamètre du cercle, et l'autre côté la circonférence d'une
ellipse ayant pour axes la hauteur et l'arête du cylindre.

(BRINRLEY).
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élève de l'École normale.

Fig. 3. Faisons passer par Taxe du cylindre un plan OopJVl

(•) Voir Huet, t. V, p. 34«. 1m.



perpendiculaire à celui de sa base. Soit Oo' Taxe = a ; soit
h la hauteur, considérons un élément du cylindre compris
entre deux arêtes Wf*, m'y.'.

Son aire sera :
mm' X

donc l'aire du parallélogramme élémentaire est

ads X sin pmm'.

Menons la droite mR tangente au cercle, elle est la trace du
plan tangent sur le plan de la base. Menons mh parallèle à*
OM; nous aurons un trièdre dont les trois arêtes sont
m\x, mh, mR rectangle en mh ; et en supposant une sphère
décrite de m comme centre, on obtient un triangle sphérique
dans lequel

cos pmm'=cos pm L X cos LmR $
or

sin amL=-, co sLmR=-£;
a as

par conséquent Taire du parallélogramme élémentaire a
pour expression :

mais dans le cercle de base ds=

Par conséquent cette expression devient :

posons «r^rsin cp, d'où Jo: = rcos <p, et elle devient\

\/ r^cosaf



Si on intègre cette expression depais—--jusqu'à -j- 5 et qu'on

double l'intégrale, on aura Taire cherchée

ri
A = 2r I dv Vh' + (a*— h1) sin> =

Or l'intégrale représente précisément le périmètre d'une
ellipse dont les axes seraient a et h : donc le théorème est
démontré.

. . , rt . h 2rsina
iVote. un a la proportion - = ; donc 1 ellipse qui

a pour axes het a, est semblable à l'ellipse qui a pour axes
2rsinaet 2r, à l'ellipse arc droit; leurs périmètres sont
donc dans le rapport de 2na; donc le théorème est dé-
montré. Tm.

On peut arriver au même résultat, de la manière suivante :
Considérons, fig. 4, toujours le plan qui passe par l'axe du

cylindre, et est perpendiculaire au plan de la base.
Par les points B et B', menons deux plans perpendiculaires

à l'axe ; ils couperont, l'unie cylindre, et l'autre le prolon-
gement du cylindre, suivant deux ellipses égales et paral-
lèles ; et il est aisé de voir que la figure ABC a la même sur-
face que la figure AfBrC' ; donc le cylindre de BG et de
hauteur BB', a la même surface que le cylindre proposé ;
or ce dernier cylindre a pour mesure

Périm. BC X BB' ;

donc aussi le cylindre proposé a la même mesure.
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Ainsi l'aire est égale à celle d'un rectangle, qui aurait pour
hauteur la génératrice a du cylindre, et pour base le péri-
mètre d'une ellipse, dont les axes sont :

2r et ârsina.

L'équation de cette ellipse est y* sin'a+x% = r% sin* a ;

donc

j — dx A / r > s ^ Q 4 a + < r a c o s > g .
* ~~ sina y r% sinaa—•x* '

posons: a7=rsinasin<jp,
et

ds =rdyVi —COSaa. COSJ<p =zrdy \ / 1 ;— COs'cp.

Le périmètre total sera donné par l'intégrale

4 r \ ^ ? V / 1 — a
 a% cos'y ;

Jo

et la surface du cylindre a pour expression :

S = har 1 d<\/ 1 — • ; cosacp =

dcp\/V— [à"~ Aa)COS>,

2

expression identique à celle que Ton a trouvée ci-dessus, et
dont on déduirait la même conséquence.

Dans le cas où la base du cylindre serait une ellipse, dont
les axes seraient A et B, on aurait :



- ik -

(B* $in>S*= 4* f2 df \/W sitf** -
J©

S = 4 fa ^? i/li7**— (B3^ — AV) sin> ,
J o

OU

S = 4 f2
.W — (Aa^a — B7*a) cos'? ;

J o

formule qui redonnerait la précédente si on avait A = 6 = r .
On peut récrire :

=: 2A\ dA/a7— (a* —~jA <**'<?;

22

et l'ellipse hauteur du rectangle aurait pour axes a et •- h.
A.

La hauteur de ce rectangle serait A.


