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LIEU DES INTERSECTIONS SUCCESSIVES

des ellipses ayant un diamètre donné de grandeur et de position
et son conjugué donné de grandeur seulement.

F A E M. HEKTAX FAURE ,
élève en spéciales.

Soit AB = 2a (fig< 29) le diamètre donné de grandeur et
de position, COC' = 26 son conjugué dans une des diverses
positions qu'il peut prendre. Nous choisirons pour axe des x
le diamètre AB, et pour axe des y la perpendiculaire élevée
au point O à ce diamètre. De cette manière le lieu que nous
obtiendrons devant être symétrique par rapport aux deux
axes, l'équation qui le représente ne contiendra que les
puissances paires des deux variables.

L'équation de l'ellipse qui passe par les points A, B, C, C',
et qui a le point O pour centre, est de la forme :

(1) ky9 + Bxy + Gr3 - 1 = 0.

Nous allons déterminer les coefficients A, B, C pour une po-
sition particulière du diamètre CC'.

O Voir t o m e l , page 265 et tome II , page 342.
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Posons tangBOC=m. Soient de plus . r , ^ les coordonnées

du point € .

Si dans l'équation (1) on fait^- = 0 , x = a, on obtient :

Ca* — 1 = 0 , d'où C = - - .

Par un point quelconque K de CC' menons une parallèle à

AB, en désignant par I et H les points où cette droite ren-

contre l'ellipse, on aura IK = KH. L'équation de la droite

HIS élant de la forme y = K, si dans l'équation de l'ellipse

nous faisons y = K, l'équation

A ^ + ByLr + Cr*— 1 = 0 ,

donnera les abscisses des points d'intersection de la droite

et de l'ellipse. Les coordonnées du point K satisfaisant à
k

l'équation y = mx de la droite CC', on a KS = —. Or KS est
m

la demi-somme des racines de l'équation précédente ; donc
k B# 2
— = — — , et en remplaçant C par sa valeur, B = ^-.

En fa i santy= mx dans l'équation de l'ellipse, on a :

, 1 a m*
e ^ — A a

Substituant ces valeurs dans la relation x2 -{-y* = b\ puis

remplaçant B et C par leurs valeurs, on tirera la valeur de A :

L'équation de l'ellipse devient donc :

(2) (a,y + 6 V — a*b') m' - 2b7xyrn - f (a7 + b%)y>= 0.

Si actuellement nous donnons à l'angle BOC un certain

accroissement, la tangente de cet angle aura une certaine
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valeur m-\-h, et l'équation de l'ellipse dans cette nouvelle
position sera :

(aY+ b'x*— ctV) (m + lif— 2b*xy{m + ft)+(a"+ * V =0 .
Retranchant de cette équation l'équation (2), on a, après
avoir divisé par h -

(3) (aY + b>x* — a*b*) (2m + à) — 26a.r/ = 0.
Tous les couples de valeurs de x et de y qui satisfont à la fois
à l'équation (2) et (3) donnent les coordonnées des points
d'intersection des deux ellipses.

Si Ton suppose /i = 0, l'équation (3) se réduit à

(4) {aY + ^ — a*P) m — b>xy = 0 ,

et les valeurs de x et de^ qui satisfont aux équations (2) et
(4) sont les coordonnées des points d'intersection des deux
ellipses dans deux positions consécutives du diamètre CC'. Si
donc entre ces deux équations on élimine m, on aura l'équa-
tion du lieu géométrique cherché, puisque l'équation résul-
tante donnera les coordonnées des points d'intersection des
deux ellipses dans deux positions consécutives quelconques
du conjugué du diamètre AB.

Effectuant l'élimination, on a :

(a*-j- i?)y + Vx1 — b2 (a' + P) = 0 ,

équation d'une ellipse dont les demi-axes sont b et \Za*-\-b\


