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DÉMONSTRATION

d un théorème connu sur les fractions continues périodiques.

PAR. M. O. ELODKIGUES.

THÉORÈME.

M + J N
Toute expression de la forme — ~ se développe en

fraction continue périodique.

Soit ^ 0

>2+etc.
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en désignant par Yq une fraction continue dont tous les

quotients incomplets seraient ceux de JC, à partir de >v, on

aura généralement les égalités suivantes :

(1) Yq?=lq+ 1 aq-j Yq + aq-2
( 2 ) x

-, ̂ ~ et T^— étant deux réduites consécutives de .r, s'ar-

r étant à Xy-i, ^ _ 2 , de sorte que

4- 1 + 1

Comme les réduites de rang pair sont <ix, la relation

suivante aura lieu entre les termes des deux réduites consé-

cutives :

aq—t bq—2 — aq-2bq-i = (—l)g.

De l'égalité (2) on déduit, en remplaçant x par sa valeur,

=

d'où, en faisant disparaître le radical du dénominateur,

Posons :

on aura enfin :

\q elBq étant entiers,
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Mais on a toujours .

- <~.r, suivant que q est pair ou impair.
Öq—\ * \

En désignant par Zç , Vg, V;
?, trois fractions de Vunité, on

pourra donc écrire les égalités suivantes :

31
^ a g - , Zg(-1)«

P / » H
 + Ô

dans lesquelles V? -f- V'̂  =̂  1 ,

d'où l'on tire les relations suivantes

**_t - M V< - V ^N +

— P V ' f i\q

Substituant ces valeurs dans celles de Aq et de B^, on
trouve

p).

Ces deux expressions font voir clairement que les nom-
bres Â  et Bq sont nécessairement limités. La reproduction
des valeurs de Yq, à mesure que q augmente, est donc iné-
vitable. Or, si l'on désigne par s la valeur de q qui donne
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Yq = Ys) celle égalité impliquera nécessairement les sui-

vantes :

(4) >ç = >,, >^+1 = > 5 + i 7 ) ç + 2 = ) l , + 2 ? etc.

11 est donc ainsi démontré que toute expression de la

M + HÏ
forme — — se développe en une fraction continue pé-

riodique [V. tome 1er, p. 1).


