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QUESTIONS D'EXAMEN.

Volumes engendrés par les polygones réguliers lorsqu'ils

tournent autour d'un de leurs côtés.

P A R M . H U E T ,
Kegeni de physique au college dePamiers,ancien professeur de mathématiques

spéciales à Pecole de Sorréze.

J-orsqu un polygone régulier tourne autour d'un de ses



— 354 —

côtés, on peut se proposer de déterminer en fonction de son

côté c le volume qu'il engendre.

Nous résoudrons cette question pour les polygones régu-

liers les plus simples : le triangle, le carré, le pentagone,

l'hexagone, l'octogone, le décagone, le dodécagone.

Deux méthodes se présentent naturellement. La première

consiste à calculer le volume d'après le théorème de Guldin,

et la seconde à décomposer le volume engendré en plusieurs

autres dont la géométrie élémentaire donne l'expression.

Nous emploierons d'abord la seconde, et la première nous

fournira ensuite une vérification pour les résultats.

Désignons par c le côté du polygone, par R le rayon du

cercle circonscrit à ce polygone, et par r l'apothème.

1> Triangle.

On a évidemment

volT = -AK.7rCD== - e * . - c2 = - Tic3 ( fig. 73 ^
3 3 4 4

2° Carré.

Ici, sans aucun calcul, on trouve volC — TTC

3° Pentagone {fig. 74 ).

Menons sur AB les perpendiculaires DG et CI ; joignons CE,

EB et DB. On a évidemment volP = âvolbCBG. Or

volDCBG = volDClG — volBIC

Soit D la diagonale DB = EC = EB. Le quadrilatère in

scrit BCDE donne BD.EC—BC.DE+CD.BE, ou D '=c a +c.D,

d'où D- — cD = c\ d'où D = - c (t + V/5).

DG ' = M)2— BG = D — £ = î ( 5 + a i / 5 ) .
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—2 -—2
C I -= CB — BI = c" — 1 (6 - 2V/5) = - (5 + V/5).

lu o

Cela posé, volDCIG = 4 G I . * (DG2+ cï* + DG.CI ) =

= i . iClTr (i -f- V/5) jC- (5 + 2l/5) +4' (5 + V/5) +

+ fV(5 + 2l/>") (10 + 2^5) J = i . i . I ^ d + V/E)

! 15+ 5 \ / 5 + ^ 7 0 + 30 V/5 i en simplifiant le radical

K70 + 30 V/5 d'après une formule connue, on a

volDCIG = 5.-.- ne* (1 +V/5) ( 15 + 5 1 / 5+5 + 3V/5 ) ==
3 4 8 'N ;

= ^ • E ̂  (*+ ^ ( 5 + 2 ^ = i . i w ^ (154- 7V/5j

.TrCÎ^1 . l C ( V / 5 " — 1)7T- (5 + V/5) =

3 8

donc

vo.DCBG= 1 . 1 ^ ( 1 5 - , _. „ , _ 8 .

donc enfin vol P = - TTC3 (5 -+- 2 Vb).

4° Hexagone (fig. 75).

Menons les droites AE, BD, FC, abaissons Cl perpendi-

culaire sur AB, et représentons par H l'hexagone, par R le

rectangle ABDE, par T le trapèze DCIB , par t le triangle

13CB, et par t'le triangle BCI. On a évidemment

volH = volR + 2 vol* = volR + -2 (volT — vol 0 -

Or vol R = AB.TTAE = en. 3c' = 3nc>
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volt==\olT — yolf == 1BI(ËD + CÏ'+BD.CI— C

= \BI. BD (BD + Cl) TT = ~ T T B I .2CI.3CI = 2TTBI . C ?

3 a 3
= C.7T. - C = - TTC3 ,

4 £

donc 2vol/ = 5 ^ >

3 9
et partant vol H = 37rc3 -(- - nc* = - TTĈ  .

5° Octogone (fig. 76).

volO = vol ABEF + 2volEDCB = volR + 2volR.
Or volK = volEDIB — volBIC = volT — volT'.
On a d'ailleurs

DI = DC + CI == c -f î l / i = le (2 +

cela posé, on a

vol R = AB.TTBE = C.T.C' ( 1 - f l / 2 ) a = TTC3 (3

vol K =r volT— volT'=r I TTBI ̂ uV^Î+BE.DI— C?
3 \

= -BIBE.rr (BE + DI + c), en observant que
o

~CÎ 2=(DI + C1) (DI —CI) = BE.c.

Ainsi donc VO1K = ^ T T . - \ / 2 (1 +\/2)Uc + ^
3 2 \ 2

= 5 rxVl (1 +1/2) (1 + I Vil) =
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= ^ c 3 ( 2 + 1 / 2 ) (1 + 1 l / i ) = 1 TTC3 (3 + 2 l / i ) .

Donc 2volK = ne' (3 + 2 V/i) = vol R, résultat remar-

quable.

Donc volO =. 2TTC3 (3 + 2 V%.

( La suite prochainement. )


