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QUESTION D'ALGÈBRE

Proposée au concours de VÉcole normale ( p . 3 9 3 , t. 1 ) .

VACHETTE.

Première solution par l'élimination.

Remarquons que si on cherche l'équation aux quotients de
JC JC

y*(x) = 0, elle contiendra les racines —„ — , elle sera
JC JC

JC JC

donc réciproque. Mais z = —, + — est la somme de deux
X JC

racines réciproques de cette équation aux quotients, donc t

pour avoir l'équation cherchée, il suffira d'abaisser à uu de-
gré sous double , comme on saille faire, le degré do l'équa-



tion réciproque. Cette équation en z contiendra, outre les ra-
cines — -f- —, des racines égales à 2 provenant des racines

x x
égales à 1 de l'équation réciproque ; pour les faire disparaî-
tre de l'équation en z, il suffira de les faire disparaître de l'é-
quation aux quotients. (Pour la recherche de l'équation aux
quotients et l'élimina tion des racines 1 avant le calcul, voir
Reynaud et Duhamel, Problèmes et Développements sur cer-
taines parties des Mathématiques.)

Appliquons le calcul à l'équation

f[X) = .r*—3.r-f 1 = 0 ,

il faudra éliminer x et x entre
x'

/'(•r) = 0, ƒ(*')=(>, y = - ,

oux entre /(x) = 0 et f(yx) = 0,
ou entre f{yx)-:f{x) = 0 et ƒ(*) = (),

ou bien entre

= 0.
Mais

( y - _ t ) . r 3 _ 3 o - - l ) a ^ - o 1) [ ( ^

si on ôte le facteur y—1 = 0, on supprime dans l'équation
finale trois racines égales à 1, et Ton a à éliminer entre

j ^—3^+1 — 0 ;

si on supprime x = o, on n'altère pas l'équation finale, car
. r=0 ne peut convenir à la deuxième équation.

On a seulement à traiter

(j-'-f-r-j-lU —3 = 0 . .*•'—3.r+l = 0 ,
d'où
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Égalant les deux valeurs de x\ on a l'équation finale enj

3 C H 1

et enfin
Jb + 3 r - 2i^4—47r3—21/+3j+l = 0,

cette équation étant réciproque, on a pour l'équation
cherchée

r^+3r?—2is—53 = 0 .

Deuxième solution par les fonctions symétriques

t m le degré de f(x)=0, le degré de l'équation en z est

, nombre des combinaisons de m choses 2 à 2. Il
1.2

suffit d'avoir l'expression générale des sommes S'l5 S',. ..S'n,

de?(z) = O.

Or

n x1"1 x' i\n—1) xn~À .r"
+ + +

1.2 •.r'a'"x s="J+T

11 faut distinguer deux cas :

1° n=2p

2^(2/̂ -1) (p+2) (jcf xl2\ 2p{2p—i)...{p+\
1.2 (p—1) Vrfi x3 / 1.2 p(p—1)

en remarquant que

1.2 /? ~" 1.2 ' 1.2 p
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2° 7i = 2/>-f 1

\*r x)v1.2 .p
n xjn

/xn xjn\
11 suffit d'avoir généralement 2 ( — -| ». Rappelons-

V*̂  x J
nous la forme générale d'une équation

xm—A^^-'+A,^-3— A3x
m"3 ± A m = 0 ,

et les valeurs de A,, Aa, A3.... Am en fonction des racines.

On a

Dans la parenthèse qui multiplie .r", on a la somme des

produits /w—1 à m—\ des nèmes puissances des racines de

y(jt*)= 0, diminuée du produit x'nx"njc"in...., où n'entre pas

le facteur xn ; il en sera de même pour la parenthèse qui

multiplie x'n, pour x"n , donc on a , en désignant par

Pm-i,n la somme de ces produits

donc

Pour avoir Pm-i ,n , on cherche l'équation ?(0 = 0, telle

que ^ = x n ; l'équation en t sera du degré m, une somme

quelconque iv des racines de v(t) = 0, sera
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sommede l'équation de f\x)= 0, que l'on obtient à l'aide
des coefficients.

La question est donc résolue.
Appliquons à/(x)=x3—3x+l; il faut chercher S',, S'a, S', :

»->&•£-¥-.

On trouve

S', = — 3

S' 9 6

s,=o
Sa = 6
S, = — 3 ,
S4 = 18,
S5 = —15,
S 6 =57,

+ 3-57,

P,,

d'où

r
= 24 ,

A',= —3,

A', =—24,

S'3= ( ^ 1 ) 3
3 - 3 + 3 . - 3 = - 84 A', :

L'équation en z est, comme par la première méthode,


