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PREFACE

Dans ce livre nous étudierons une classe de jeux & deux joueurs,
4 somme nulle, appelés jeur quantitatifs. Dans le chapitre I nous
considérerons des jeux dont I'évolution de I'état est régie par un
systéme d’équations différentielles ordinaires, d’olt le nom jeux diffé-
rentiels. Dans le chapitre II nous nous intéresserons a des jeux
multiétages, c’est-a-dire a des jeux dont I’évolution de I'état est régie
par un systéme d’équations aux différences.

Dans les deux cas les équations qui régissent I'évolution de 1'état
au cours d’une partie contiennent deux ensembles de parameétres,
appelés paramétres de commande, dont les valeurs sont déterminées,
pour chaque position de I'état, par deux fonctions de 1'état appelées
stratégies. Le jeu est déterministe en ce sens que chaque stratégie
est choisie par I'un des joueurs au début d’une partie et que I'évo-
lution de la partie s’en déduit, pour chaque état initial donné. Comme
chaque joueur connait I'état du jeu a chaque instant, ce qui lui
permet d’adapter sa commande au choix initial, le jeu est dit
« & information compléte ». La partie se termine lorsque 1'état du jeu
atteint un ensemble de points donné, appelé cible. Elle est alors dite
partie compleéte.

Une fonctionnelle donnée associe & toute partie complete un
nombre réel unique appelé cotit de la partie. L’'un des joueurs a pour
objectif de rendre ce cotit minimal, tandis que le partenaire a pour
objectif de le rendre maximal. C’est en ce sens que I’on peut dire que
chacun des joueurs s’efforce de jouer optimalement, le résultat optimal
étant le meilleur compromis.

Les premiers travaux portant sur les jeux différentiels sont dus
a Isaacs, et les nombreux résultats qu’il a obtenus dans ce domaine
sont rassemblés dans son livre Differential Games [15]. L’utilisation
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d’un « principe d’optimalité » le conduit a4 une équation aux dérivées
partielles dont la solution fournit la valeur du jeu, c¢’est-a-dire le cotit
d’une partie optimale, en fonction de I'état initial. La méthode suivie
par Isaacs est partiellement analytique et partiellement géométrique.
Sa théorie est sujette a des hypothéses a priori relatives a la valeur
du jeu.

D’autres travaux, dus a Berkovitz ([16]-[18]), reposent sur l'uti-
lisation du calcul des variations. Cependant, pour rendre la théorie
plus rigoureuse, Berkovitz est conduit a considérer une classe de jeux
plus restreinte que celle étudiée par Isaacs.

Dans la référence [28], Leitmann et Mon ont abordé le probléme
d’un point de vue différent, en appliquant 4 l'étude d’une classe
restreinte de jeux différentiels une méthode géométrique précé-
demment développée par Blaquiere et Leitmann ([1]-[6]) dans leur
théorie des processus optimaux. Il est apparu que cette méthode
pouvait étre plus complétement approfondie, généralisée, et ‘conduire
4 des résultats dont certains font I'objet de la présente publication.

A. BLAQUIERE,

G. LEITMANN.
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Par A. BLAQUIERE,

Professeur a4 la Faculté des Sciences de Paris

et G. LEITMANN,
Professeur & I'Université de Californie, Berkeley.

INTRODUCTION ET NOTATIONS.

Les symboles mathématiques utilisés auront leur signification habi-
tuelle, sauf dans des cas particuliers oi1 leur signification sera spéci-
fiée. Le sens des termes nouveaux sera donné lors de leur introduction.

On considérera un ensemble de ¢ réels comme un vecteur de I’espace
euclidien 4 g dimensions E7, de base orthonormée. On représentera
un vecteur par une minuscule, ses coordonnées seront spécifiées
par des indices inférieurs. On particularisera les vecteurs et les
scalaires par des indices supérieurs. Si un vecteur multiplie une
matrice & gauche, on considérera le vecteur comme une matrice
ligne; si un vecteur multiplie une matrice a droite, on considérera
le vecteur comme une matrice-colonne. Le produit scalaire de deux

q
vecteurs a et b sera représenté par a.b =2 a,b, la norme eucli-
=1
dienne d’un vecteur a par || a||, une matrice par une lettre majuscule
ou par un symbole de dérivée partielle approprié.

Un domaine est un sous-ensemble ouvert connexe de I’espace
considéré. Une fonction numérique scalaire définie sur un domaine
est de classe C* si cette fonction et ses k premiéres dérivées partielles
sont continues sur ce domaine. De méme une fonction numérique
vectorielle est de classe C* si chacune de ses composantes est de
classe C*.

MEMORIAL DES 80, MATH. — N° 168, 1



2 A. BLAQUIERE ET G. LEITMANN.

CHAPITRE 1.

JEUX DIFFERENTIELS QUANTITATIFS.

1.1. Formulation du jeu, théoréme fondamental.
1.1.1. EQUATIONS D’ETAT ET STRATEGIES.

Nous considérerons un systéme dynamique, c’est-3-dire un sous-
ensemble de l'univers défini par son éfaf, ensemble de n nombres
réels © =(z,, 2>, ..., )€ GCSE"?, qui évolue au cours du temps.
Nous nous intéresserons plus particuliérement 4 des systémes dont le
comportement dynamique est régi par n équations différentielles
ordinaires, les équations d’état

d.
(x) %=fv($, u, v) (v=1,2, ..., n),
ol
w=(uy Us, ..., ur)eUCEr et v=(v1, 3, ..., ¥g) EVEEs

sont les variables de commande.

Nous conviendrons dans la suite de poser z,=1{, de telle sorte
que f»(x, u, v) =1, et nous supposerons d’ailleurs que G, U, V, sont
des ouverts de E”, E” et Ev, respectivement.

Nous supposerons de plus que les fonctions f, sont de classe C?
sur GXUXV.

Les joueurs seront au nombre de deux. Nous les désignerons
par Jp et Jg

Les valeurs des variables de commande u et v seront déterminées
a chaque instant par des fonctions de x, p: x— p(x) et e: z—e(),
respectivement, définies sur un sous-ensemble X de G. Nous suppo-
serons dans la suite que X est un domaine. Ces fonctions p et e, appelées
stratégies, sont choisies par Jp et Jgrespectivement dans des ensembles
de fonctions donnés. Ces ensembles de stratégies seront désignés
respectivement par Sp et Sg. Nous supposerons que les ensembles Sp
et Sy jouissent de la propriété suivante : .

(i) Quelles que soient p’, p” € Sp et €', e” € Sg, et quel que soit z/ € X,
les fonctions p” :x— p”(x) et e” : x — €"(z), x€X, ol

p"(z) =p'(x)
elll (z) — e! (x)

p"(z) =p' ()
e”l (w) = e” (w)

} pour z,< x}

.

} - pour x>z}
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sont des stratégies, c’est-d-dire que p” € Sp et e” € Sg,

@) p(z)eKy(z)cU
e(z)eK,(z)SV

pour tout reX.

K.(2) et K, (x) sont appelés ensembles de coniraintes, ils peuvent
dépendre de z.

Nous appellerons couple stratégique admissible (') Lout couple (p, €)
tel que peSp et e€ Sg.

Un couple stratégique admissible (p, €) étant donné, nous convien-
drons de remplacer le systéme (1) par le suivant :

d.
(2) u‘—’:=f(“':}’(x)’ e(2)), avec f= (f1, fo, -+ fn)-
Nous dirons que la fonction %:{—>x =%(f), définie sur [, t],
t, <1, est solution de I'équation (1) pour u = p(x) et v = e(z), ou de
I'équation (2), si Z est continue sur [f, #] et

(a) Z(t)eX pour tout te€[, &)
et
() 220 — 7@ @), p(EW), e 1)

est vérifiée presque partout sur [t £].

Soit alors 2° € X un état initial donné au temps #,. Si %:{—z = Z(f)
est une solution de (2) définie sur [, ], telle que Z(t,) = x°, les valeurs
des variables de commande au temps ¢ € [,, ¢,] définies par le couple (p, €)
el par cette solution seront les valeurs des fonctions du temps :

%: t—>u=1Huk(r),
T t>v=7(t),

au temps £, ou i et ¥ sont définies sur [4,, £] et telles que

&(1) =p(Z(8)),
P (1) =e(Z()),
pour tout €[t t].

Il peut exister plus d’une solution de I'équation (2) satisfaisant
a la condition initiale donnée. Evidemment, si p et e sont de classe C!
sur un voisinage de 2° dans X, I'équation (2) a une solution et une
seule satisfaisant 4 la condition initiale donnée, définie sur un inter-
valle A¢ contenant #,. Si, au contraire, 2° est un point de discontinuité
de p ou e, ou des deux fonctions p et e, I'équation (2) peut avoir plus
d’une solution satisfaisant & la condition initiale donnée. De plus,

(*) ou plus simplement ¢ couple stratégique ».
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une solution unique dans un voisinage du point initial peut se raccorder
a plusieurs solutions en un point de discontinuité de p ou e, ou des
deux fonctions p et e. Enfin, I’équation (2) peut ne pas avoir de solution
satisfaisant a la condition initiale donnée.

1.1.2. PARTIE, PARTIE COMPLETE ET COUPLE STRATEGIQUE JOUABLE.

Soit 0/ un ensemble de points donné dans G, appelé cible. Nous
supposerons que 0/ est une surface de dimension n—1, appartenant
a la frontiére de X, qui peut étre représentée paramétriquement par

z =1/ (s),

ol §=(S1,8 ..., S—1) prend ses valeurs sur un cube fermé J/
dans E»—t,

Nous supposerons de plus que la fonction y/ est de classe C? et
que la matrice

oxs Aoy . .
%}-:[7)%7] (i=1,2...,n;7=1,2, ..., R —1)

a le rang maximal sur un domaine contenant X/.
Ces hypothéses impliquent que 0 peut étre définie par une équation
unique
mS(z) = o,

ol la fonction m/ est de classe C? et gradm/ (x) £ o sur un domaine
contenant 6/,

(p, €) étant un couple stratégique quelconque, nous appellerons trajet
dans Xub0/ le graphe {({,x):x = Z(f) } d’'une fonction Z, solution
de I’équation (2).

Nous dirons que le {rajet est engendré par le couple stratégique (p, €).

Une partie est ’évolution de I’état le long d’un trajet.

Une partie compléte est une partie dont I’état final appartient & 6.,
Le trajet correspondant est appelé frajef complet. Nous dirons que le
couple stratégique (p, €) engendre une partie compléte s’il engendre un
trajet complet.

Nous dirons que (p, €) est un couple stratégique jouable sur X si :

(i) (p, €) est un couple stratégique; et

(ii) (p, ¢) engendre une partie compléte, quel que soit l’état
initial 2°eX.

Si nous désignons par Z:t— Z(l), te[t, /], avec Z(f)=x°,
Z(ty) €0/, une fonction dont le graphe est un trajet complet engendré
par le couple stratégique (p, ) jouable sur X, a partir de I’état
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initial z°€ X, il résulte des définitions d’un trajet et d’une solution
de I'équation (2) que

Z(t)eX, Vielt, ty).

Dans la suite, la notation 7 désignera un trajet complet dans Xu 6/,
engendré par un couple stratégique jouable sur X & partir d’'un point
initial dans X.

1.1.3. CouT, OPTIMALITE ET VALEUR DU JEU.

Nous introduirons maintenant une fonctionnelle, c¢’est-a-dire une
régle qui associe 4 toute partie compléte un nombre réel unique appelé
cotit de la partie.

Soit fo: (x, u, v) > fo(x, u, v) une fonction donnée, de classe C?
sur GXUXV.

Nous ajouterons aux hypothéses (i) et (ii) du paragraphe 1.1.x
I'hypothése suivante :

Si pesy, e€Sg, v'eX et siE:t -z = (), L[l ], E(t) = 2°,
est une solution de I’équation (2), alors I’intégrale

[
f{ Fo(@ (), 8(2), B(2)) dt

est définie.

Cette hypothése nous permet de définir le coit d’une partie compléte
d’état initial z, € X, représentée par % : { - Z(f), L[k, t/], E(t) = 2°,
Z(lr)€ 9/, engendrée par le couple stratégique (p, €¢) jouable sur X,
par I'intégrale

i
V(@ 5 p, ) A [ fo(@ (o), 5(0), B(0))
1o
Nous poserons
V(2% 6/; p,e) =0, Va'el/, YpeS, et VeeSg.
Nous dirons qu’un couple stratégique (p*, ¢*) est optimal sur X si :
(i) (p, €) est un couple stratégique jouable sur X;
(ii) la condition du point en selle,

(3) V(a2 0/; p*, e) £V (29 8/; p*, €*) ZV (29, 0/ p, e*)

est satisfaite pour tout z° € X, pour tous les couples stratégiques (p*, e)
et (p, €') jouables sur X, et pour toutes les parties complétes engendrées
par (p*, e) et (p, €') & partir de x°;

(iii) V(z°, 0/; p*, €*) est défini pour tout z°e X.
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Nous supposerons dans la suite qu’il existe un couple straté-
gique (p, ¢’) optimal sur X et nous poserons

V*(w“)éV(x“, 6s; p*, e*).

Nous appellerons V*(z°) valeur du jeu en z°.

Un trajet complet dans X U 0/ engendré a partir de I'état initial 2° € X
par le couple stratégique optimal (p*, €*) sera appelé trajet optimal,
et désigné par ="

Un trajet complet dans Xuf9/ engendré a partir de l'état
initial 2°€X par un couplet stratégique (p*, e) [(p, ¢*)] jouable sur X
sera appelé irajet P-optimal [E-optimal] et désigné par mp[ng].

1.1.4. ESPACE DES ETATS AUGMENTE, TRAJETS DANS E%H,
Considérons maintenant les points
X = (ZLo, &1, +.., Zn) = (Lo, x) € En+1,

ou En+! est V'espace des étals augmenté, et définissons un trajet 11(C)
dans XU ®/, ot XEX x|z, } et /26/ x{ z, }, par

%) I(C)A{x:2+V(z, 0/; p, e) =C, zex},

ou (p, e) est un couple stratégique jouable sur X qui engendre le trajet
complet tcXu b/, & partir du point initial z°€ X, et ot C est une
constante arbitraire.

Définissons de méme un frajet optimal dans Xu®/ par
(5) I (C)2(x: @0+ V(z, 073 p*, ¢*) = C, zen*}
un lrajet P-optimal dans Xu ©/ par
(6) 0p(C)2(x: 2o+ V(z, 05; p*, ¢) = C, zemp};
un frajet E-optimal dans Xu ®. par

) NE(C)2(x: 2o+ V(z, 07; p, €*) = C, zerz).

Quand C varie, les équations (4), (5), (6) et (7) définissent les familles
de trajets {II(C)}, {II*(C)}, {Hp(C)} et {Mg(C)}, respectivement,
dans Xy 0/, Ces familles, chacune 4 un paramétre, appartiennent & des
surfaces cylindriques de génératrices paralléles 4 I’axe x, dont les inter-
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sections avec X U0/ sont les trajets m, n*, mp et mg respectivement.
Il est clair que les points terminaux des trajets I(C), II*(C), Ix(C)
et 1Iz(C) appartiennent au cylindre 6.

%))

Xo
En
Fig. 1.1. — Trajet dans En+,

Si le trajet II(C), pour une valeur donnée de la constante C, et le
trajet m, sont représentés respectivement par %:I{—>x = %(f) et
Z:t—x = %), te[t, t/], nous avons

i
V@E®, 50,0 = [ f@®, 8, 3() d=.

Il s’ensuit que X est solution de I'équation différentielle

® L ¥ (x, u,0),
ol

u=p(x), v=e(x)
et

F(x, u, v) = (f‘-'('z:) Uy 9)y - oo Jooa(®, v, 0), 1).

Considérons maintenant des trajets, optimal, P-optimal et E-optimal
dans Xy ®/, partant du méme point x° au temps #,.

Désignons par

X't (), telt, t7],
XP: t>XP(f), te[t, 1B,
~.

t>xE(2), telto, i8],
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les solutions correspondantes de l’équation (8). La condition du
point en selle (3) s’écrit

(9) 2} (%) < 5 (1)) < 2§ (7).
1.1.5. SURFACES DU JEU ET SURFACES 1SOCOU'T OPTIMALES.

Puisque V*(z) est défini pour tout x appartenant & XU 8/, nous
pouvons définir la surface du jeu Z(C) par

(10) 202 (x: @ (x) 220+ Vi (2) =C,

ol C est une constante arbitraire.

Xo

En

Fig. 1.2. — Surface du jeu et trajets dans Xu8/,

L’intersection de 2(C) avec Xu0/ sera appelée surface isocoit
optimale. Elle est définie par

S(G)A {z:V¥(x)=C1.

Une telle surface est le lieu des états initiaux pour lesquels le jeu
a la méme valeur C.

De méme que pour les trajets dans X U/, la variation de C engendre
les familles & un paramétre { Z(C)} et { S(C) }. Il résulte de la défi-
nition (10) que les membres de { %(C) | sont ordonnés par le para-
métre C et peuvent étre déduits 'un de I'autre par une translation
paralléle a I'axe x,. Par conséquent, il passe une surface du jeu et
une seule par tout point de Xu 6/,

Une surface du jeu donnée, X (C), sépare XU ®/ en deux ensembles
disjoints

A/E(C) A {x:2y>C—V*(a)}.
B/Z(C) A {x:2< C—V*(a)}.
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Un point x€ A/Z(C) sera appelé point de fype A ou plus briévement
A-point relativement 4 2(C); et un point x€B/Z (C) sera appelé point
de type B ou plus briévement B-point, relativement a X (C).

Avant d’établir un théoréme fondamental, nous prouverons quelques
lemmes préliminaires.

LemME 1. — Un lrajet optimal 1I*(C) dont le point terminal X*(t})
appartient a ©/ est contenu dans la surface du jeu qui passe par X*(1).

Ce lemme est une conséquence directe des définitions d’un trajet
optimal dans Xu®/ et d’'une surface du jeu, et du fait que

V(z, 0/; p*; &) = V*(2).

Du lemme 1 et du fait que les membres de { 2(C) | sont ordonnés
par le paramétre C, nous déduisons le lemme suivant :

LemME 2. — Un {rajet optimal dans X u®/ dont un point appariient
a la surface du jeu 2 (C) est contenu dans Z(C).

I1 est facile d’établir également le lemme 3.

LemMme 3. — Un frajet P-optimal [E-optimal] dans Xu®/ dont le
point initial appartient a la surface du jeu 2(C) ne peut atfeindre 6/
en un point de fype A [de type B] relativement a Z(C).

Considérons un trajet optimal dans Xu®/ issu du méme point.
D’aprés le lemme 2 il appartient & Z(C), et par conséquent z; (7)) = C.
Le lemme 3 est alors une conséquence directe de la condition du
point en selle (9).

Nous sommes maintenant en mesure d’établir le théoréme
suivant :

TutoriEME 1. — Un trajet P-optimal dont le point initial appartient
a la surface du jeu 2(C) n’a pas de point detype A relativement a 2(C),
el un trajet E-optimal dont le point initial appartient @ £(C) n’a pas
de point de type B relativement a 2(C). Un trajet optimal dans Xvu @/
dont le point initial appartient a 2(C) est contenu dans 2 (C).

Nous prouverons ce théoréme par I’absurde. Supposons par exemple
que le trajet P-optimal Ip(Cp) issu du point x°€ZX(C) ait un
A-point x’ relativement a 2 (C). Considérons un trajet optimal II*(C’)
issu de x'. D’aprés le lemme 2, le trajet optimal II*(C’) appartient a la
surface dujeu X (C’), avec C’ > C. Considérons alors letrajet dans X v 6/
formé par l'union de la portion de trajet Ip(Cp) comprise entre x°
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et x' et de I*(C’). C’est un trajet P-optimal. En effet, il peut étre
engendré par le couple stratégique (p’, ') tel que

P'(z) =p*(2),

e'(z) = e*(z)
pour zeX avec T, x,; et

P (z) =p*(=),

e (z) = e(x)

pour x€X avec z, > Z,.

Comme C’ > C, ce trajet P-optimal atteint 6/ en un point de type A
relativement & 2 (C), et ceci contredit le lemme 3.

Par un raisonnement analogue on pourrait établir qu'un trajet
E-optimal dont le point initial appartient & 2(C) ne peut avoir de
point de type B relativement a X (C).

La derniére partie du théoréme résulte directement du lemme 2,

Le théoréme 1 établit donc que non seulement une surface du jeu
donnée, X (C), est le lieu des trajets optimaux dans Xy @/ issus de
ses poinis, mais aussi qu’elle est une surface séparatrice pour les
trajets P et E-optimaux issus de ses points. Cette propriété est illustrée
par la figure 1.2,

1.2. Propriétés des solutions optimales.
1.2.1. HyPoTHESES.

Une étude plus compléte des propriétés des solutions optimales
nécessitera l'introduction de quelques hypothéses. Préalablement,
nous serons amenés a définir une décomposition D du domaine X.

Nous dirons que Dé{ Xy Xoy ...y Xg | est une décomposition
de X si:

(@) X,i=1,2,..., K < oo est un domaine dans E” dont la fron-
tiére est réguliére par morceaux;

) XinX;=¢@ (kZ£1);
© XCX (=12, ..., K);
@ Xc|JZX.

Il résulte directement de ces conditions que X =U)—{,.
i=1
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Nous supposerons dans la suite qu’il existe une décomposition D
de X possédant la propriété suivante :

Pour tout X;, i =1,2,...,K, il existe des fonctions p’, e de
classe C’ sur un domaine R'>X, et pour tout ensemble non vide
M"éxkn}_(z, k2L k1l=1,s2,...,K, il existe des fonctions p*, et
de classe C* sur un domaine R¥>M¥, telles que

P (2) =pi(z) )
¢ (z) = el () |
P (@) = pH(2))
¢ (2) = ek () |

pour tout zeX; (i=1,2, ...,K);

pour tout e M#! (kyl=1,2, ..., 6 k0.

Posons
&5.(2) A fi(=, p*(), ek())

85@) A fy (@, pH (2), oM (2)) fu=on.om.

~

Nous supposerons de plus que les conditions suivantes sont véri-
fides :

(i) MYnMA= @ pour ij # kl # ji.

(ii) Un ensemble non vide M* est une surface de dimension n—1
qui peut élre représentée paramétriquement par x = y*'(s), ol
S = (S1, $»5 .. .5 Sp—1) prend ses valeurs sur un cube fermé 5+ dans Er—';
2 est de classe C? ef la malrice

okt A [ oxk . .
—gz—é[—;%—] i=1,2,...,0;]=1,2, ..., R —1I)

a le rang maximal sur un domaine contenant X+,

Ainsi la surface M# peut étre représentée (') par une équation unique
mt!(z) = o, ou la fonction mt est de classe C’ et gradm‘/(r) 2 o
sur un domaine contenant M*, Ceci implique de plus que M* posséde
une extension analytique.

Quand nous parlerons d’un point intérieur de M*/, nous entendrons
intérieur dans la topologie induite sur I’extension analytique de M*.,
L’intérieur de M* au sens de cette topologie sera désigné par MA.,

(iii) Un trajet dans XU 0/ engendré par (p*, e') ne peut atfeindre
ni quitler M* tangentiellement. Plus précisément, si

F*(t)eXr Vie[t,?) <t
() =2’ eMi,

(1) C’est-a-dire que zeM¥=> mt (x) = o.
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alors
grad mii(z"). gk (x") # o.

(iv) gradm/ (z).g(x) > o pour x€bf, avec g'=g' ou g, si
gradm/ (x) est fel que

Ja>o0 tel que We,0<eLa, z + e gradm/ (z) ecomp X
et inversement.
(v) gradmt!(z').g*(2') # o, ' € M¥ implique que
gradmi! (z).g*(z) # o, VY xeMK
el de méme pour g'(x).
(vi) gradmt! (z).g* (x) # o, Y x€ MK si
(a) gradmil (z).gk(z) >0 et  gradmk(x).g'(z) >0
(ou inversement) pour tout xeM*; ou
b) grad mkl (z).gh(x) <o et gradmtl(z).gl(x)>0
pour tout z€ M, ot gradm*!(x), te M+, est tel que
FJa>o0 telque ¥e,o0<leLa x + ¢ grad mil (z) € X,
el inversement.

(vil) Si grad m*(x).g*(x) > o (ou gradm(x).g'(x) <o) pour
fout zeM*, on gradm*(x), x€M¥, est fel que

Ja>o telque Ye, 0<cLa, x-+cgradmt (z)eX,
et si x° € X (ou X)), il existe 3 > o tel que
x*(t) €Mk pour tout te[t;—B, ty].
(viii) MMN6/ =@ si
gradmil(x).g*(z) >0 et gradmtl(z).gl(x) >0

(ou inversement) pour tout x€ M+,

1.2.2. COMPORTEMENT DES TRAJETS DANS UN VOISINAGE DE M*!

Dans ce paragraphe, nous étudierons le comportement de trajets
dans XU0/ engendrés par un couple stratégique optimal (p*, €).
En particulier nous porterons notre attention sur le « raccordement »



JEUX QUANTITATIFS, 13

de trajets qui atteigent une surface M* et sur le comportement
de trajets dans un voisinage de M¥, Cette discussion nous permettra
de classer les surfaces M* en différents types.

Soit x' un point intérieur () de M*/, et considérons I'équation (1)
avec u = pt(x), v = e*(z), ol p% e sont les stratégies dont nous
avons parlé plus haut, dont les valeurs coincident avec celles de p*, €',
respectivement, sur X;.

TN
SR
A,

Fig. 1.3. — Trajets engendrés par (pk, e¥).

Soit
gk(., &, ) t>z=qk(s, 2, ¥)

une solution de I'équation (1) pour u = p*(x), v = €*(x), telle que
x'=qk(t, 2, t').

Il résulte des théorémes classiques (existence, unicité, fonction
implicite) qu’il existe des boules ouvertes B’ et B” dans E* de centre «/,
et des intervalles ouverts I' et I” contenant ¢, tels que :

(a) 1a fonction ¢*: (%, 2, ') - ¢*(t, o', t') est définie et continue
sur B’ xI'xT’;

(b) le trajet dans X U0/ représenté par ¢*(., z°, ), 2°eB”’, f,€1*,
tel’', et M ont le point d’intersection z=2"€B’ au temps
t=t"el (fig. 1.3).

Supposons que

Ja>o0 tel que Ve, o<eLa, z + egradmi! (z') € Xy,

(') La discussion suivante s’applique aussi au cas des points frontitre de M
en utilisant I'extension analytique de M*,
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alors il résulte aussi des théorémes classiques que :
(©) ¢*(., 2', ') est une solution de I'équation (1), avec u = D (@),
v = ¢'(x), pour
te(l, t) si gradmk!(z").g%(2') > o,
te(t, t) si gradm#l(2").g%(2") <o,

0':1 (tl, ta) = II.

Evidemment, on a des résultats analogues pour les solutions de
équation (1) avec u = p!(z), v = e/(x). On peut donc raccorder des
trajets qui atteignent M*,

Fig. 1.4. — Trajets engendrés par (p*, €*).

Par exemple, si
gradmkl(z').gk(2') > o,
grad mkl (2').g! (x") > o.

on a un trajet engendré par le couple stratégique optimal (p’, €'),
qui traverse M¥ en z/, les points en amont appartenant a Xiet les
points en aval a X;.

Pourvu que gradmk!(z).gk(z) soit non nul en un point de MY,
il résulte de la condition (v) et de la continuité de gradm*!(x).g*(x)
que le comportement des trajets dans un voisinage suffisamment petit
de M est uniforme. Par exemple, si un trajet atteint 2’ e MW A partir
de X;, alors il en va de méme pour tout point reMH,

Si

gradmhil(z).gk(z) =0 xeB'nXj

alors il résulte de la condition (iii) que le trajet correspondant n’atteint
pas M4, Comme le comportement des trajets dans un voisinage
suffisamment petit de M* est uniforme si gradm*!(z').g*(z') #Z o,
2’ e M¥, il doit aussi étre uniforme dans le cas présent.
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Nous pouvons maintenant dresser la liste des différents types de
surfaces M¥ qui peuvent se présenter :

Surface de transition M" :

gradmt!(2').gk(2') >0 ou <o,
gradmi!(2).g!(#') >0 ou <eo.

Surface répulsive M* :

gradmk! (z').gk(2") <o,
gradmii(z').gl (') > o.

Surface attractive M* :

gradmii(z').gk(2") > o,
gradm#l(2').g! (2') <o.

Surface semi-attractive MS* :

grad mkl (') . gk (2') > o,
grad mt!(z).g'(x) =0, zeB'nXy

Surface semi-répulsive MS® :

grad mkl (2').gk(z") <o,
grad mi! (z).gl(x) = o, zeB' nX,.

Surface neutre M~ :

gradmt (z).gk(x) =0, xzeB' nXy,
gradmkl(z).g! (z) =0, x€B'nX,

Ces six types de surfaces M¥ sont représentés schématiquement sur
la figure 1.5. Les fléches indiquent le sens de parcours des trajets pour
des temps croissants.

Il convient de remarquer qu'un couple stratégique optimal (p*, €*)
doit étre tel que gradm*!(z).¢"(x) = o, V z€ MV si MK = M*, MS*
ou MM. Ceci résulte du comportement des trajets dans un voisinage
suffisamment petit des surfaces de discontinuité, et de la condition qui
impose a (p*, ¢') d’engendrer une partie compléte & partir de fout point
initial dans X.

De plus, d’aprés la condition (vi), aucun point d’un trajet optimal
a I'exception de son point initial ne peut appartenir 4 une surface M*
de type MSR ou M® (V). )

(*) En fait, la condition (vi) est imposée de fagon & éliminer les trajets optimaux
appartenant a des surfaces de discontinuité de type MT, MR et MSR,
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Nous remarquerons également que les surfaces M* de type M4, MSA
et MY ont des intersections avec 0/ non vides puisque les trajets
optimaux issus de points appartenant & ces surfaces y sont tout entiers
contenus.

11 est facile de voir maintenant qu'un couple stratégique optimal
engendre un trajet complet unique a partir d’'un point de X..

Fig, 1.5. — Différents types de surfaces M,

Finalement, étant donné un trajet optimal, il résulte des théorémes
classiques qu’il existe un trajet optimal autre que le trajet optimal
donné dans un voisinage de ce dernier. Plus précisément nous entendons
ceci :

Soit x° un point de X,, et soit B° une boule ouverte dans E» de
rayon p et de centre z°. Désignons par 7 le temps relatif ('), et par
% it % (1), T€]o, T}], et i : v i (%), T€[o, £}], les solutions de
I'équation (1) pour les stratégies p*, e*, et pour les conditions initiales
%: (o) =2 et J:(o) = 2 €B, respectivement. Alors il existe p>o
tel que

”5"; (v) — %7 (v) ” =k(z)p+o(p, T),

ot k(z) est borné et 9_(99,_1) —> o uniformément pour tout 7€ [o, 7] (?)
quand p—>o, et
[2—17|=lp+o0(p),
ol [ est borné et lim(-)(P—P) = 0. On a un résultat analogue si x° est
p>0

un point intérieur d’une surface Mt de type M3, MS* ou MF,
et Z'e B n M-,

(*) G’est a-dire que t = {, -}- = le long de ©* issu de x,.

(*) Pourvu que <% é"‘ry; si non re[o,"‘r'f].
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En établissant l'existence d’un trajet optimal, autre que le trajet
optimal donné, dans un voisinage de ce dernier, pour un trajet optimal
donné issu d’un point 2°€X;, on doit tenir compte du fait que le
trajet optimal peut traverser une ou plusieurs surfaces de transition,
puis entrer dans une surface attractive ou semi-attractive avant
d’atteindre la cible 6/ (fig. 1.6).

1‘*

MT

M3Agu MA

Fig. 1.6. — Trajet optimal.

On utilise les conditions (iii) et (iv) pour démontrer que des
trajets optimaux issus de points initiaux voisins z° et #° atteignent MT,

M* ou MSA, et 6/ en des points correspondant a des valeurs voisines
du temps relatif <.

1.3. Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité.
1.3.1. PARTIE DANS UN OUVERT DE LA DECOMPOSITION D.

Soit { X, X, ..., Xg! la décomposition de X correspondant au
couple stratégique optimal (p’, ¢’). En s’appuyant sur le fait qu’a
un trajet optimal dans X v 0/, issu d’un point de X,, est associé un
ensemble de trajets optimaux voisins, on peut montrer que V* est
deux fois différentiable (*) sur X;,i =1, 2, ..., K, et ilen va évidemment

de mémeé pour @ sur X,== X, x { &, }. En particulier :

JIV* «  IV*
grad‘b: (I, d_.z't’ seey d_x,;)

est défini et continu sur X,.

(') Cest-a-dire que V* est de classe C' et -—ow , (i, j = 1, 2. .. ., 1) sont définis.
oz, 0z,

MEMORIAL DES §0. MATH. — N° 168. 2



18 A. BLAQUIERE ET G. LEITMANN.,

Ce résultat s’établit par calcul direct de V*(z) et de grad V*(z) pour
des trajets optimaux voisins, issus de points initiaux voisins dans X;,
et en utilisant les conditions (iii), (iv), (vii) et (viii) du paragraphe 1.2.1.

Considérons maintenant le point x = £*(f) € X,, te[l, t}), du trajet
optimal II*(C) engendré par (p*, ') dans Z(C). Considérons aussi les
trajets P et E-optimal engendrés par (p*, e) et (p, €*), respectivement,
et passant par le point x.

Puisque

®(x+ Ax) — P (x) = grad ®(x).Ax + o (|| Ax]|),

il résulte directement du théoréme 1 que

(11) grad @ (x).F (x, p*(x), e (X)) <o,
(12) grad @ (x).F (x, p (x), " (X)) >0,
(13) grad ® (x).F (x, p*(x), e* (X)) =o.

Evidemment, les conditions (11) et (12) sont valables pour tous les
trajets P et E-optimal passant par x.

Nous compléterons ces résultats en établissant I'équation de transfert
de grad® (x) le long de la portion de trajet optimal II*(C) contenue
dans X,. Nous remarquerons pour cela que la condition (13) est une
identité en x sur X,.

Par conséquent, nous avons

o JF JF 9 JF de*
(1) G F (P x), ¢ () + grad@ @) [ 57+ 52 B+ T 5 ] =0
ol
2P ATo2®(x
35?':[67,5'.@—)] GJj=o01, )y 1)
et
F A [dfi(z, 4, ")] -
(‘E—[ ox; (=01, ) 1),
JdF A [d , .
E-‘:[ ﬁ(g;‘;" v)] (i=o0,1,...,n;7=1,2, ..., 1),
JF A [a . .
5;:[—[1-(%—;”—’—2-)-] (t=o,\1!...,n;}=1,2,...,q),

les dérivées partielles étant calculées en u = p*(x), v = €*(x); et
ap* A [dp{ (x)J
oz dx;

o 812 (2]

9z | oz;

(i=12 ..,r;7=0,1, ..., n),

(f=1,2, ...y q; J=0,1, s.., R)
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D’autre part, pour x = &*(f), nous avons (*)

2 grad®(x) = 22 F (x, p* (), ¢ (x)),

de telle sorte que I’équation (14) devient

d _ OF _ JF dp* _ OF ge*
(15) —Jigradtb(x) = — grad ® (x) [076 + e 9z T o 7);]
pour x =%X*()eX,,i=1,2,...,K.
Posons
_ A 0V*(2) .
A= Xi(t) T (=12 ..., )

A=R0O2, %), rA=%) = @), %0, ...y %n())
et

(N z, u,v) éﬁ,(x, u, v) + A f(2, u, v).

Nous pouvons mettre les conditions (11)-(13) sous la forme

(11)’ se(X (), B (), p* (B (), e (B*(t))) <o,
(12) se(X(2), *(2), p (B*(2)), e*(&*(1))) o,
(13)’ se(X(2), 2 (2), p* (B (1)), e* (& (2))) =0

pour tous les couples stratégiques jouables (p* €) et (p, €).
L’équation (15) devient
. dA JF = JF dp* JF oe*
(15) =% %)

Les conditions (11)-(13)' et I'équation (15)' peuvent aussi étre
obtenues par une méthode différente nécessitant des hypothéses plus
faibles [36].

Par une construction analogue a celle que nous avons utilisée dans
la démonstration du théoréme 1, on arrive aux résultats suivants :

(a) Etant donnés p*, ve K. () et z€X, il existe e tel que e(x) =v
et tel que (p*, e) soit jouable sur X.

. v+ av

(") Ici nous supposons que ?)Zd_x; = W - L’équation (15) peut &tre obtenue
sans cette hypothése supplémentaire en utilisant le plan tangent =(C) en des
points intérieurs de X,; ce dernier est défini puisque gradV* est de classe C!
sur X,. Le calcul est développé dans la référence [36].
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(b) Etant donnés €', ue K. (z) et z€X, il existe p tel que p(z) =u

et tel que (p, €) soit jouable sur X. .
Par conséquent, les conditions (11)'~(13)' peuvent étre remplacées par
(1)’ Max  5e(X (1), #* (1), p* (# (1)), ¥) = o,
vEK, (F*()
(12)" Min  2e(X(2), & (2), u, €*(Z* (1)) =0,
u €Ky (Zx(0)
(13)" 2 (X(2), # (), p(2* (1)), € (2 (1)) = o.

Supposons maintenant que les ensembles de contraintes K.(z)
et K, (z), respectivement, soient donnés sous la forme (*) :

Pu(x,u)<Lo (E=1,2, ..., k),
$i(x, v) Lo E=1,2,...,10)
ou
(i) les fonctions ¢, et ¢, sont de classe C' sur GXU et GV, respec-
tivement;

(ii) si k>r et l>gq, alors au plus r des ¢,(x, u) et au plus ¢
des ¢, (x, v) peuvent s’annuleren un point de GXU et de G XV, respec-
tivement;

ha ) (i——[ 2 Kzr;j=1,2 7
(’ui e =TJ Yo )
et

d - . ,
[9—%] (i=1n2,..,0'ZLq;j=1,2, ..., q)

formées 4 partir des composantes nulles des ¢,(x, u) et ¢, (x, v) respec-
tivement, ont le rang maximal.

Supposons que

9 (x, p*(x)) =0 =12 (R k),
$i(x, e* (X)) =0 (=112 ..57)

(") Certaines de ces conditions peuvent étre des égalités, les résultats qui suivent
ne s’en trouvent pas modifiés. Remarquons aussi que les fonctions ¢, et ¢, sont
indépendantes de x,.
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au point x = &*(f). Si les conditions (11)" et (12)" sont vérifiées, alors
il résulte de la régle des multiplicateurs de Lagrange que

AS—S +p.§%=o,
A%l:;+v% =0,
ol
%é[‘%’;—;—u—)] =12, ..., k;j=1,2, ..., 1),
g—fé[?%%,’v)] (l=1,2, .., j=1,2, ..., 9)

les dérivées partielles étant calculées en

x=%'(1), u=p'(x), v=¢€"(xX)
et

B== (1, Moy «evy [k Oy «0ey O), avec o0 (=12, ..., k)
v = (Viy V2, «.uy VI Oy ..ty O), avec v;<£o0 (=12, ...,0).

Comme ¢,(%, p*(X)), i =1, 2, ..., K, et §,(x, e®), i=71,2,...,0,
ont un extrémum (maximum) en x =&"(f), nous avons

de  de dp*] _
“[%*a—u %]—%

22 2] o,

dxz  dv oz
ol
d9 A fdoi(x, u . .
i:[l%] (f=1,2, ..., k;j=0,1, ..., n),
Y A [ad:i(x , .
a‘—i—_-[-i%%] (i=12,...,0; j=o, x,....,n),

les dérivées partielles étant calculées en
x =% (1), u = p*(x), v = e*(x).
Ainsi, I’équation (15)' peut étre mise sous la forme

. dh _  OF _ do 0
(15) = Ao o oz

ou p et v sont des multiplicateurs indéterminés de dimensions k et A
respectivement. Si les composantes des contraintes qui s’annulent
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changent un nombre fini de fois sur [#, {;], ces multiplicateurs sont
continus par morceaux sur [f, £7].

Si Ky (x) et K,(x) sont indépendants de I'état z, '’équation (15)”
se réduit & :

dr _ | OF
dt — oz

1.3.2. CONDITION DE SAUT A LA TRAVERSEE D’UNE SURFACE DE TRAN-
SITION.

Considérons une surface M* de type M" et supposons qu’un trajet
optimal II'(C) traverse

MMA MU (2] en x'=F* (), et t)).

A partir des conditions (jii), (vii) et (viii) du paragraphe 1.2.1,
on peut établir que (') V* est continue sur X;UM u X, et que grad V*
est continu sur XzUM# et X,uM*, Posons

grad V* (2/)—= lim grad V* (3*(¢)),

' e

grad V* (2') = lim grad V* (& (1)),
t>t

>t
de telle sorte que

X (#—0) = (1, grad V*(2')_),
A(f+0)= (1, grad V*(2')4.).

Comme les limites & gauche et & droite de grad ®(x) sont définies
en x/, il en va de méme pour celles du plan tangent Tx(x) de =(C).
Nous désignerons ces derniéres par Ty (x') et T§(x') respectivement.
Nous désignerons d’autre part par T% (X’ le plan tangent de
2(C)nom* en x’. Remarquons maintenant que A(#—o), A(' + o)
et gradm*!(x') (°) sont normaux au plan Tfs;'n o (X') de dimension n —1.

Par conséquent ces vecteurs sont linéairement dépendants, c’est-
a-dire que

el (& — 0) + e A (¢ + 0) + c3 grad mil (&) = o,

ou les constantes ¢, i =1, 2, 3, ne sont pas toutes nulles.

(") Ceci peut étre établi par calcul direct et résulte aussi clairement du fait que,
par tout point de om* passe un trajet optimal dans Xu®S qui traverse omi,
(") Evidemment, m* (x) = m* ().
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Comme les composantes de A (f'— o) et A(f + o) sur I'axe z, sont
égales, et comme la composante de grad m* (x') sur cet axe est nulle,

on a ¢=—¢C. De plus, gradmt(x')20 et par conséquent
¢, =— 032 0. Nous pouvons donc écrire
(16) X(#—o0)—X(#+0)+ ?gradm“(x’) =o.

1

La constante TC:_i peut étre calculée 2 partir de la condition (:3)

en faisant tendre ¢ vers ¢’ & gauche et & droite. Posant

F-= (f5, /) S UmF (% (1), p* (% (1)), & (£ (D)),
e
Fr= (f5, /%) S HmE (% (1), p* (% (0)), ¢ (& (),
>t
nous obtenons

ey fEFAR({—o).f*r _ fe+X(f+o0).f-
¢i  gradmkl(z).f+  gradmi(z").f—

La condition (16) est la condition de saut au point ou II*(C)
traverse In,

1.3.3. PoINTS INTERIEURS DE MS* ET MA,

Nous porterons maintenant notre attention sur les points intérieurs
des surfaces M* de types MS* et M*. Nous supposerons que les trajets

optimaux dans XuU®/ atteignent la surface Jnt=X;nX, & partir
du domaine X; ().

Des conditions (iii) et (vii) du paragraphe 1.2.1, on peut déduire
que ® et grad® sont continus et que g;ci: est définie sur X;u o+,
Ainsi il existe une fonction ®* dont les dérivées partielles secondes
sont définies sur un domaine contenant X;uJit*, et qui prend en
tout point de X;uUJ*’ la méme valeur que la fonction @.

Considérons maintenant le trajet optimal II'(C) et le poimt
x =% () €MV de ce trajet.

Puisque

Bk (x + Ax) — B4 (x) = grad P4 (x).Ax + o( || Ax{]),

() Evidemment si M¥ = MA, la surface It est atteinte a partir des domaines X,
et X,.
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il résulte du théoréme 1 que

(17) grad @4 (x).F(x, p*(x), e (x)) Lo,
(18) grad®*(x).F (x, p (%), ¢* (X)) >0,
(19) grad & (x). F (x, * (x), ¢* (x)) = o.

Ces conditions sont valables pour tous les trajets P et E-optimal
passant par x, et tels que

(20) grad m#! (x).F (x, p* (%), ¢ (X)) =0,
(21) gradmki!{(x).F (x, p (x), e*(x)) =o.

Nous compléterons ces résultats en établissant 1’équation de
transfert de grad ®*(x) le long de la portion de trajet optimal II*(C)
contenue dans 2(C)non*. Nous remarquerons pour cela que la
condition (1g) est une identité en x pour tout xe M4,

Par conséquent nous avons
(22) L3R (x, p (=), e (x))

OF  OF dp*  JF oe*

-+ grad ®4 (x) [d_x + 5w 9z o d—x]+agradm‘l(x) =o,

ot @ est un multiplicateur scalaire indéterminé, et

P’ DL A [2DF(x)
dx2 | dxz;dx;

(i, j=o0,1, ..., n).
De plus, pour x==X*(f) nous avons (')

2 grad @ (x) = L20F (x, p (), ¢ ().

Posant
A=K = (1, X)) = grad @k (x),

nous pouvons mettre les conditions (17)-(1g) sous la forme

(17)’ se(X(2), (), p(3* (1)), e (#* (1)) <o,
(18) 5e(" (), B (1), p (B*(2)), (& (1)) >0,
(19)’ 3e(X(2), & (2), p*(B* (1)), e (B*())) =0

pour tous les couples stratégiques (p*, e) et (p, e) jouables satis-
faisant a

(20) gradmA! (F*(¢)).f(Z*(2), p* (F*(2)), e (2*(8))) =0,

(2r) grad mk! (2 (2)).f(Z*(2), p (F(¢)), €*(Z*(2))) = 0.

(*) Voir note en bas de la page 1g.
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11 est clair que des conditions analogues a (11)"-(13)" s’appliquent,
A ceci prés que, en plus de ue K, (z) et n€ K, (x), on a les contraintes

gradmil(z).f (2, p*(x), ) = o,
grad m*! (z).f (z, u, e*(x)) =o.

De plus, I'équation (22) devient

, dA JF  JF dp* _ OF oe*
o = punll palid’ oS = |- l
(22) i A[dx *ou oz o d.z‘] @ grad m#! (x),

ol « est une fonction définie pour tout ¢ tel que X*(f)e oNA.

Les conditions (17)'-(19)’ sont analogues & (r1)’-(13)’ qui sont
applicables aux points de X,; cependant les conditions (17)-(19)’
s'appliquent a une classe restreinte de couples stratégiques P
et E-optimal. Comme grad®(x) tend vers grad ®(x') quand
x—>x'€d, il n’y a pas de condition de saut pour A(f) au point
o II*(C) atteint On*., Cependant I'équation (22)' différe de I'équa-
tion (15) par I'addition du terme — o« grad m*/(x).

1.3.4. POINTS INTERIEURS DE MF,

Finalement nous nous intéresserons aux points intérieurs d’une
surface neutre M*, Aucun trajet complet dans Xu 6/ dont le point
initial n’appartient pas 4 une surface M de type M n’atteint cette
surface, et si le point initial du trajet appartient & M*, le trajet y est
tout entier continu.

Rappelons qu’une surface M‘ peut é&tre représentée paramétri-
quement par

z = M(s), seXKkcEr,

L’établissement de conditions nécessaires d’optimalité en un point
intérieur de OnA! s’appuie sur des raisonnements trés semblables
a ceux que nous avons développés plus haut & propos des points d'un
domaine X, La principale différence tient a la diminution d’une
unité de la dimension de ’espace.

Puisqu’un trajet optimal M‘(C) est maintenant contenu dans
2 (C)nont, nous sommes amenés & représenter cette surface de
dimension n—1 en utilisant le paramétre o = (x,, s). Nous poserons

VN (s) 2 V* (K (5))
et
BN () 2 2o+ VN (s) = C.
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N
Le calcul direct de V¥ et ﬂ:——, i=1,2 ...,n—1, pour des

trajets optimaux voisins dans X u 0/, issus de points initiaux voisins
dans MY, montre que V" est deux fois différentiable sur JC¥, de telle
sorte que

IVN(s) dVN (s)
N = o0y mm—
grad ®N (¢) = (1, Tl p T )
est continu, et que les matrices

92 dN A[d“b"(c)]
da? T | doydoy

sont définies sur KM X{x,}.
Pour x =Z(f)e M*, nous avons
dz Ox* ds
=2 T = f(a, p(a), e (),

AL
ou la matrice ')JLS est de rang n—1. Ainsi,

%; = fN(s, PN (5), €N (s)),

2 Kl ’
avec f 2 Q-'f, ol Q est un mineur non singulier de d—ﬁs-a f est la
partie correspondante de f, et

PEOZpOE()),  eN(s) 2 e(xk (s))-
Soit
FNé(f§7 fN)7 f§($, u, V) éfo(x.u(’)y u, v))
P 2P (), e (s) Z et (ki (5))

En invoquant & nouveau le théoréme 1, nous obtenons

(23) grad @ (s) .FN (s, p¥* (o), eN (o)) Lo,
(26) grad @ (c).F¥ (s, pV (o), e¥* (o)) 0,
(25) grad @ (s).F (s, p¥* (a), eV (a)) = o

pour tous les couples stratégiques (p™, e¥) et (p%, &) jouables,
et pour ce KA X {x,}.

En nous appuyant de nouveau sur le fait que la condition (25)
est une identité en o€ J* X { x,}, nous obtenons

PN en N* N+
(26) el ICY JONEYON
dFN  gFN gp¥*  gFN geN*
N —_ —_— —_—— | =
+ grad ® (G)[dd' + o7 o o ds]
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ol

JFN A [ df¥ (o, u, 0) ..
g T @GHJ=0,1, ..., n—1),

‘ﬂ A[dﬁ(d, u, v)

du du; J (E=0,1, .., n—1;J=1,2, ..., T),,

IFN A ['9fF (o, u, ) ; ;
50 = _7)"/_ (i=o0,1,...,n—1;j=1,2,...,9),

les dérivées partielles étant calculées en u=p“ (o), v =™ (c); et

IpN* A [ 9pi* (o) . :
gc _[ 7, ] (=12, ..., r;J=0,1, ..., n—1)

deN* A [ deM (o) . )
9 da; (i=1,2, ..., 9; J=0,1, ..., R —1).

De plus, le long de I*(C), c’est-d-dire pour o=25*(f), t€[t, t}),
nous avons (’)

grad(l)N (o) = 4’

F¥ (o, p¥* (), €M ().
Posant

AN=KN() = (1, W () 2 grad ¥ ()
et

IN(AN, s, u, 0) é—.f{?(s, u, v) + AN fN(s, u, ¢),

nous pouvons meftre les conditions (23)-(25) sous la forme

(23)’ 2eN (XN (2), 7 (2), P™ (3 (1)), €Y (3*(1))) <o,
(24 56N (X0 (2), 7*(2), P¥ (3*(2)), ¥ (3*(2))) > 0,
(25)' 5eN (XN (2), 3*(2), ™ (3*(£)), e (3*(8))) =0

| pour tous les couples stratégiques (p™, e¥) et (p¥, e¥) jouables.
L’équation (26) devient

dAN [()F“ OFN gp¥*  gFN aeN*]_
dt

(26) 2 =Mt 9w e T o o

1.3.5. CONDITION DE TRANSVERSALITE.

Nous établirons maintenant la condition qui doit étre vérifiée an
point terminal d’'un trajet optimal II*(C).

(*) Voir note en bas de la page 19.
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Considérons d’abord le cas d’un trajet optimal =* qui atteint la
cible 6/ a partir de X;. Plus précisément, supposons que Z*({;) €8/
et quil existe a > o tel que z*() ¢ M¥, Vie[t;—a, 1}).

Le point terminal £*({}) de II*(C) appartient 4 Z(C)n 6~. Puisque la
cible 6/ est la projection de X (C)n®/ sur E”, et puisque le plan tan-
gent Ty (x) de 0/ est défini en tout point x € 6/, le plan tangent Tt 0(%)
de 2(C)n O/ est défini en x = X*({).

XO

EN
Fig. 1.7. — Condition de transversalité.

On a
Tene (x)={ (C, ) : ze Ty (#* (7))}

A partir de la condition (iv) du paragraphe 1.2.1, on peut établir
que grad ® est continu sur X,u(Xin0/); par conséquent, 2(C) a un
plan tangent et un seul, Tz(x), en x=%X"({}). Il est clair que
Teno (x)c Ty (x). Puisque K(t}) est normal & Tx(x), il est normal
a tout vecteur n= (o, y, ..., 7,) appartenant a Tz e (X).

Nous arrivons ainsi a la condition de transversalité

(27) 23\'! (&) = o,

i=1
avec

n
~omJS ()
iz dx; ny= 0.
=1
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Si I'on résout par rapport a I'une des composantes de » et si 'on
substitue dans D'équation (27), l'annulation des coefficients des
n—1 composantes arbitraires restantes donne n—1 conditions.
En y adjoignant I’équation de 8/ on a au total n conditions au point
terminal de w*.

Si la portlon terminale de 7* appartient & une surface M¥ de type MS*
ou M, et si 7* atteint M 4 partir de Xy, la condition de transversalité
est l]a méme que dans le cas précédent. Evidemment, on a dans
ce cas

A (8) = grad O (%*(¢)).

Finalement, nous examinerons le cas d’'un trajet optimal m* qui
appartient 4 une surface M¥ de type M. Le point terminal du trajet
optimal II*(C) correspondant appartient a

[Z(C) nONA] A [8f n LKL,
L’équation de X(C)non¥, écrite plus haut, est
BN () 2 2p4+ VN(s) =C

Puisque grad®¥(c) est défini en o=2&(t)), il en va de méme
pour le plan tangent T§, .. (¢) de 2(C)non. D’ailleurs, puisque
87N M est la projection sur E~ de

[Z(C) nINAL] A[8 0 MK,
cette derniére surface est définie par
2o=C,  mN(s)Em/ (R () =0

et son plan tangent T§ .. ,e(?) est défini en o =25 (f}), puisque
gradm®(c) est défini sur un voisinage de ce pomt

Comme plus haut, nous remarquerons que Tzn mn® @ cT¥ non (@)
et que AN( '7) est normal a TEn n(9)s ce qu1 implique qu’il est normal

a tout vecteur 1= (0, M, ..., 41—1)€TSnmno (). Nous arrivons
finalement a la condition de transversalité

n—1
(28) Y () =o,
=1

avec
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1.3.6. CONDITIONS SUFFISANTES D’OPTIMALITE.

Nous compléterons cette étude en donnant des conditions suffi-
santes d’optimalité. Ces conditions permettent de savoir si un couple
stratégique jouable satisfait 4 la condition du point en selle (3).

Supposons que p¢, e¢ soit un couple stratégique jouable tel que
@
(29)  fola, p*(®), e°(2)) + grad Ve(2).f (=, p* (), e°(2)) = ©

a une solution V¢ : x—Ve(z), avec V¢(x) =o pour tout z€l/, de
classe C' sur Xu0/; et

(i)
(30)  fo(z, pe(2), e (2)) + gradVe(z).f(=, p¢(2), e (z)) Lo,
3r)  fo(=, p (%), ef(x)) + gradVe(z).f (=, p (), e¢(x)) >0

pour tous les couples stratégiques jouables (p¢, e) et (p, ), et pour
tout reX.

Considérons d’abord une courbe connexe quelconque € de point
initial xz°e X, contenue dans X & I'exception de son point terminal
qui appartient 4 0/, et posons

I(20) éj gradVe(z).dz,
e

ol l'intégrale est calculée le long de €.

Puisque V¢(x) = o pour z€9/, la valeur de cette intégrale est indé-
pendante de la courbe € considérée; c’est-a-dire que

(32) 1(20) =— Ve (a0).

De plus, d’aprés I’équation (29g), on a
(33) f 7 fa(Be(8), pe (80 (0)), e (8¢ (2))) dt = Ve (an),

ol # : t—>%"(f), L€ [t, ] désigne la solution de I'équation d’état (1),
définie sur [f, 7], pour

u = p¢(z), v = e¢(z) et Be (1) = «°.
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Désignons maintenant par Z:{—> Z(f), t€[t, t7], la solution de
Iéquation (1) définie sur [4, ], pour u=p°(z),v=ce(x) et
(t,) = x°, et formons la différence entre les cofits correspondant aux
deux solutions considérées :

i
AL [ A(B(0), p(E0), e (BN e
Lo
tﬂ
— [ e, pe@e (o), eeze ) a.

Puisque l'intégrale I(z°) ne dépend pas de la courbe €, ajoutons

fgradVe(x) .dz + Ve(a) = o

4 A, ou m désigne le trajet complet engendré par (p°, €) & partir de
I’état initial a°.
En remarquant que

i
j;gradv"(w)-dﬂv =[ grad Ve (Z(2)). f(Z (), pe(&(¢)); € (Z(2))) dt

et en invoquant la condition (30), on voit que A << o. Par conséquent,
I'inégalité de gauche dans la condition du point en selle (3) est vérifiée
par (p¢, ). De fagon analogue, en utilisant (p, €°) et en tenant compte
de la condition (31) on peut établir que (p°, ¢°) satisfait 4 I'inégalité
de droite dans (3). De plus, la fonction V¢ est définie pour tout x
appartenat & X. Par conséquent (p¢, e°) est un couple stratégique
optimal.

1.4. Exemples.

1.4.1. EXEMPLE 1.

Nous considérerons ici le probléme simple suivant : Un bateau est
piloté dans un courant de vitesse constante S. Le joueur Jp peut
imposer au bateau la vitesse relative Vp, tandis que le joueur Jg
peut lui imposer la vitesse relative Ve Ainsi la vitesse totale du
bateau est Ve=S -+ Vp-+ Ve (fig. 1.8). Le joueur Jp cherche a
minimiser le temps de transfert entre un point initial donné et
la rive, tandis que le joueur Jg cherche & maximiser ce temps de
transfert.
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Nous assimilerons la rive a une ligne droite paralléle au courant,
d’équation z,=1L.

A%

i, 22

Va

Fig. 1.8. — Probléme de navigation.

Nous supposerons de plus que Vp et Vg sont astreintes & vérifier
les conditions de contraintes suivantes :

Ve =(uy, us), avec ul—4us=r;

P11 v—I
VE=( " w>, avec |¢]<Lr et o<w=0Cte<1.

Les équations d’état sont donc

(34)

Les ensembles de contraintes sont définis par

5 Ky: ui+ui—i1=o,

(35) | Kp: vt—1Z0
et la cible est
(36) 0/: 2y—I=o.

Le point initial donné est (z}, 23, x5)eX, avec Xé{x:x,él}.
Considérons I'équation (15)”. Puisque les ensembles de contraintes
sont indépendants de 1’état, on en déduit

Xi(t) =Cte (i=1,2,3).
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La condition de transversalité (27) donne
K@) =%(tr) =o,
d’odt
Xi(8) =% () =o.

La fonction #¢ est définie par
x (hzyu,0) =1+ X (Du+Ta () Zo— K@) T
et de la condition

e (X (2), (), p*(B*(2)), €* (& (1)) =0,
on déduit
X2 (2) = Cte s o.

Reportons-nous maintenant aux conditions (11)” et (12)". La seconde
de ces conditions donne

Ba()=—sgnka(t) = Ba(t)=1 ou &()=—r1,
d’olt
&, (t)E 0.
La premiére donne

B(t) =sgnka(t) = PF(t)=—1 ou P(¢) =1

Comme un couple stratégique optimal doit &tre jouable, nous sommes
conduits A rejeter la solution correspondant & %,(f) > o. Il reste la
solution

() = pi(z) =o,
(37) G, () = p§ (@) =1,
v (t)=ef(z)=—1.

‘Pour vérifier I'optimalité du couple stratégique (pe, ef) défini
par (37), nous appliquerons les conditions suffisantes du para-
graphe 1.3.6.

En intégrant les équations (34) compte tenu de (37), nous obtenons

l—x,

Ve(z)=tr—t= T

qui est précisément la solution de l'équation (29) avec Vé(x) = o
sur 0/, Evidemment, cette solution est de classe C! pour tout z. Fina-
MEMORIAL DES SC. MATH, — N° 168, 3
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lement, il est facile de voir que les conditions (30) et (31) sont véri-
fiées; on a en effet

_Iw[x+§(v——l)]_4_o pour |¢|<La,

I
I—w

(ug—w)>o0 pour |us| <1,

Ainsi (37) définit bien un couple stratégique optimal, que ’on peut
écrire

p*(z)=(o, 1),
et (z)=—1.

Ce couple correspond au temps de transfert

l;_xo
* [ 0 " — :,
V*(2%) =tp—to= L

1.4.2. EXEMPLE 2.

Considérons maintenant un jeu dont les équations d’état sont

4z
dt

(38) %’?:u—y—v,

d.’l,'g

——=1.

di

=O,

Les ensembles de contraintes sont définis par

(39)

Ky: —1Z2uc<o,
Ky: —1ZLv ZLo.

La cible est définie par

(40) 0/ zi=o.

L’état initial donné est (z}, 2}, 7)€ X avec X4 {z:2y >0}
Le coiit est défini par

[
(41) f (1— zixy) dt.,

L
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On a ici
(M z,u,v) =1—z1 22+ As (U + ¢) + X3,

avec
d\y
& =
d\

(42) 7;‘ = &4,
d;
@ T

La condition de transversalité (27) donne

Xi(tr) =%Xs(ty) = o,

d’olt
ig(t)EO.
Des conditions (11)"-(13)" on déduit alors
ﬁ(t) =—1I,
hn>e = { 7 () =o;
(43) (e @(t) =o,
2(6) <o =>{w>=—x
et
(44) K2 (t) =1— B4 (t) Ba(t).

Ainsi, le couple stratégique qui satisfait aux conditions nécessaires
d’optimalité est donné par

0, —1I pour 1I—xy3x,< o0,
e =
(45) F@he@ =" mm>o

L’intégration des équations (38) avec

u = pe(z), v = et (x)

donne
%y (t) =z},
() =tr—1¢,
%5 (t) =t

de telle sorte que les trajets correspondants sont rectilignes et traversent
la surface de discontinuité de (p¢, e¢). Cette surface est donc une
surface de transition

MTé{x: 1—ziz3=0}.
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La valeur du jeu correspondant au couple stratégique (p°, ¢°) est
Jf
48) Ve@) = [ (1—Fi(2) B (x) dr
t
= Zs— éxiwg

de telle sorte que, comme on peut d’ailleurs aussi le vérifier par inté-
gration de (42),

ii (t) = d—-—————-vesfl(t)) = — % Z;3 (1),
HORARLIDEHTR NOLRO
o) = EE) _

dxs

Nous remarquons que ces composantes sont continues 3 la traversée
de la surface de transition M'. Cette propriété apparait aussi comme

oy . C
une conséquence de la condition de saut, puisque c—" = 0.
1

Xz
4\
f’(){): 0
e%x)=-1
\ A P"X)‘ A Y \ \ Y
el‘X )= 0 \
0 D
X4
T77/7; 7 7 7. 7777

Fig. 1.9. — Couple stratégique optimal
et surface de transition dans I’exemple 2.

Finalement, il est facile de voir que les conditions suffisantes
sont vérifiées, ce qui montre que le couple stratégique (pe, ¢°) est
optimal. V¢(z) est solution de 1’équation (29) et les conditions (30)
et (31) sont aussi vérifiées.

Les projections des trajets optimaux et de la surface de transition,
sur le plan z,— z,, sont représentées sur la figure 1.9.
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1.4.3. ExEmpPLE 3.

Nous considérerons ici le méme jeu que dans I'exemple 2, avec
la seule différence que le colit sera maintenant défini par

Iy
(47) f — 2y 25dt.
lo

On a alors
(M, z,u,v) =— 2122+ Ao (U + 9) + Ag

et comme précédemment :

L) >0 = { ';((:)):;”
%(¢) =o,

%) <o :{‘b’(t)=—l.

Cependant, nous avons maintenant
(48) o (8) =—21(2) B (2) =— 2 %1 (2)
et par conséquent, puisque % (f) > o, le couple stratégique qui satis-
fait aux conditions nécessaires est donné par

(49) (P#(2), e (2)) = { (o7 pewmmae

1, o four z3<o.
Nous remarquons que le demi-plan m*!(z) = z, = o, . o, est une
surface neutre M/ = MY pour laquelle la condition
grad mi (z) gkl (z) = o

est vérifiée pour fout (p*’, et’). Cependant, le couple stratégique (p*, et)
n’est jouable que si u 4+ v < o. Par exemple, nous pouvons retenir

(p°(2), e°(z)) = (0, —1)  ou  (p*(2), e¢(2)) =(—1, 0)

sur MM,
En intégrant les équations (38) avec u = p°(z), v = e°(x), nous
trouvons que

(50) Ve (x) =—§w1w§7

11 est facile de voir que les conditions suffisantes sont vérifiées et
que, par conséquent, (p°, e) est un couple stratégique optimal.
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1.4.4. ExEMPLE 4.

Le dernier exemple que nous considérerons est extrait du livre de
Isaacs [15]. 1l s’agit d’'un probléme de temps optimal pour le jeu
dont les équations d’état sont

(51) —= = — Wy,

o w=Cte>1.

g > X,

Fig. 1.10. — Projection de la cible et de X sur le plan x, —z,.
Les ensembles de contraintes sont définis par
K,: 1—u}—ui=o
(52) “ ! !
K,: |e|<£a,

La cible est définie par
(53) 8/: mf(z)=yRE—z} —zy=o0, x>0,

ot R est une constante donnée.
La partie débute en un point (z}, z3, 23)€ X, olt X est le domaine
défini par
2> Ry— 2} pour —R<L @< +R;
x> R,

z1>0 pour{ 232 —R.

La projection de X sur le plan z,—=x, est représentée sur la
figure 1.10.
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On a
(54) (X ,u,0) =1—w(MUs+ Aits) + ha# + g,
et
(55) %: o (i=1,2,3),
d’oir
(56) X()y=Cte (i=1,3,3,).

La condition de transversalité donne

Xi(tr) = c 21 (2s),

(67) Xa(tr) = cZa(ts),
Xs(tr) =o,

ol, d’aprés (53),

(58) o M) ;—ja @,

On a donc, d’aprés (56),

Xi(t) =& (8),
(59) X2 (2) = c 2 (8p),
ia (t) = 0.

Les conditions (11)"-(13)" donnent

~ _ B (tr) €
0= =R Ter?
(60) _&u) e
="K Ter

( T () =sgnec %y (tr).

Nous utiliserons ensuite la condition (iv) du paragraphe 1.2.1,
c’est-a-dire
gradm/ (z).f(z, p(z), e(z)) > o.

Cette condition nous impose de choisir la racine positive dans (58),

C'est-a-dire que —- =1.

fel
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En intégrant (51), on trouve que les trajets correspondant aux
commandes (60) sont rectilignes, leurs projections sur le plan x;,—x,
sont données par

(61) .Z'g(t) =Qa (t) +b,
avec
~ R %
L B — Ssgn (o)
a= Zy(tr) i
b Y gsgn Xa (2).

Ainsi, par un point initial donné (z}, 3, })eX passent deux
trajets complets, I'un pour ,(f) > o et autre pour.(f) < o (fig. 1.11).

(x2,x3)

Fig. 1.11. — Projection des trajets.

Le lieu des points initiaux correspondant a la méme valeur du jeu
pour ces deux familles de trajets est le plan x, —z,. Ceci s’établit

simplement par intégration de la premiére des équations (51), qui
donne

(62) Z1(ty) [1+ %(tf—to)] = z§.

Pour ({,—1¢,) donné, il résulte de (62) que la valeur r"ci(tf) doit
étre la méme pour les deux trajets correspondant respectivement

aZl()>oet Lh<o.
Cette condition n’est vérifiée que pour les points initiaux du

plan z,— ;. Il S'ensuit que les trajets correspondant a % (f) > o
sont issus de points pour lesquels x} > o, tandis que les trajets corres-

pondant 3 %, (f) < o sont issus de points pour lesquels z3<< o. 1I est
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clair que le plan x, — x; est une surface répulsive MR; cette surface
est le lieu des points initiaux d’out sont issus deux trajetsTcomplets.
Cette propriété est illustrée par la figure 1.12.

‘:x;/

<

<< S ,
urface repulsive
' > X,
.
=7 —

Fig. 1.12. — Projection des trajets et surface répulsive.

De (62) et (60) nous déduisons que

.Z'?— Rﬁi (to)

tj—to= Wﬁg (to)

et, par suite, la valeur du jeu est

x1+Rpf(z),

V@)= =or@

avec
Pi(E(2)) = (t).

La composante p¢(z) peut étre calculée au moyen de (60) et (61),
compte tenu de la premiére des contraintes (52); le signe des racines
est imposé par la condition d-d"'%‘ < 0. On aboutit finalement & I'expres-
sion suivante :

— 2y (wxs— R) +wazy {(wey— R)’ + (w2 —1) z}
wizi+ (wzs— R)?

pi(z)=

pour 2, > o, et

Z1(wzs+ R) +way { (wzs + R)2+ (w2 —1) 2}
wiz?+ (wxy+ R)?

pi(z)=
pour z: < o.

On pourrait voir que les conditions suffisantes sont vérifiées. Nous
laissons au Lecteur le soin d’effectuer ce calcul un peu long qui ne
présente pas de difficulté,
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CHAPITRE II.

JEUX MULTI-ETAGE QUANTITATIFS.

2.1. Introduction.

Dans ce deuxiéme chapitre, nous considérerons un jeu quantitatif
multi-étage, c’est-d-dire un jeu quantitatif dont I’état est défini
par n— 1 nombres réels x., @, ..., T,—: appelées variables d’éiat
et par un nombre ke { o, 1, ..., Kk}, K entier positif, appelé
étage.

L’état du jeu sera le point

A
= (&1, &3y, ..., Zn) €En,

avec £,€ {0, 1, ..., K }.

Pour z =2af=(Z1, T3, ..., Tn1, k) nous dirons que I'état est
a Uétage k.

L’évolution de I’état est régi par un systéme d’équations aux diffé-
rences; en particulier, nous supposerons que la transition xf— xt+t
dépend de z* et de certains parametres, les variables de commande
U, Usy ooos Ur €8 Dy 0y, ..., U5, que les joueurs Jp et Jg, respecti-
vement, choisissent pour chaque valeur de k. Soit ud (w, >, ..., u)
et v (v1s V25 ..., s). Nous supposerons que u€U et veV ou U
et V sont des domaines donnés dans E et E* respectivement. A chaque
changement ou transfert de I’état nous attacherons un nombre réel
unique appelé coiit du fransfert.

Nous nous proposons, comme dans le cas des jeux différentiels,
d’interpréter le concept d’optimalité d’un point de vue géométrique
et de déduire de cette étude certaines conséquences, en particulier
des conditions nécessaires d’optimalité pour une classe restreinte de
problémes. Nous supposerons, sans restreindre la généralité des
raisonnements, que le jeu multi-étage considéré ici est la version
discréte d’'un jeu différentiel, et que I'étage k est le temps quantifié.
11 est clair que les résultats obtenus seront valables méme si k n’est
pas le temps.
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Puisque z, prend des valeurs entiéres dans [o, K], nous poserons
Ex2 )z o= k).

Soit D un domaine donné dans E~, tel que GkéDnEk # @ pour
k=o,1,..,K
Dans la suite, nous supposerons que I’état x appartient & I'en-

semble G £ UG"’ ke{o, 1, ..., K}
A

0 1 2 k-1 K .
Eq E, E, Exq [Ex
X

Fig. 2.1. — Espace des états et ensembles E,, E,, ..., Ep

2.2. Equations d’état, stratégies et cible 0.

Nous considérerons I'état du jeu comme une fonction de 1'étage k,
Fiko>ot =%, ke(i, i +1, ., j}, 0 L1 Lj LK, telle que, siizZj,
I’équation

(1) B (k+1)— Z(k) = fr(2(k), B(k), ?(K)),

soit vérifiée pour k =1i,i 41, ..., j—1, ot ii et ¥ sont des fonctions
dek, ii: k>u="0k),d:k>v=0(k),ke {i,i+ 1, e j—1} et

S (2, u, V)é(fllc(xr u, ¥), flz‘ (z, u, ¢), "'3f§($: u, 0)).

Puisque xzX= k, nous avons fi(z, u,v) =1.
Nous supposerons que les fonctions f&,v=1,2,...,n—1, sont
de classe C! sur DXUXV, pour k=o0, 1, ..., X—1I.
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Soit RCD un domaine donné tel que XkéRnEk¢ @ pour
A
k=o,1,...,x Soit X =\ JXi, ke {0, 1, ..., k—1 1.
k

Les stratégies seront des fonctions de z, p:x— p(2) et e: x — e(2),
reX appartenant 4 des classes données, telles que p(r)eK.(z) € U,
e(@)eK,.(x)CV, ou K.(r) et K,.(z) sont des sous-ensembles donnés
de U et V, respectivement, qui peuvent dépendre de z. K. (z) et K, (z)
sont appelés ensembles de contraintes.

o
[N

2 k K1 K

/
——

[ [ NN\

|~
L1

Eq |Eq |E; E4 Ex1|Ex
X
Fig. 2.2. — Ensembles X, et G;; 0 = Xg.

Nous nous intéresserons au transfert de 1’état du jeu d’un
point initial #({)—=a2* & un point terminal quelconque dans l'en-
semble 6 = Xg.

2.3. Trajets dans l'espace des états E~.

Etant donné une paire de stratégies (p, €) et un état initial (i) = 2
dans G, I’équation

(2) Z(k+1) —Z(k) = fA(Z(k), p(Z(K)), e(Z(K)))

définit une suite d’états T' = { £(i), E(@ +1), ..., B+ d)}, on i +d
est la plus grande valeur de I'étage k pour laquelle Z(i 4 d) est défini.
Evidemment on a i + d < k.

Si Z(i) = o' n’appartient pas & X, ou si { =k, Z(i + 1) n’est pas
défini; c’est-a-dire que d = o, et T se réduit au seul point
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Toute sous-suite n¥/ de T,

®I={B(), BE+1), ..., 3(j)} ou j=i+1llefo1, ..., d]}

est un frajet.
Remarquons que

Z(i+m)&d, Ymefo,1,...,l—1}

puisque j <k et 0 CExg.
Un point Z(k), k€{ o, 1, ..., K }, est un frajet nul =°.

2.4. Cofit d’'un transfert.

Considérons maintenant le transfert de I'état du jeu d’un point
initial Z(i) = 2’ 4 un point Z(j) = x/, le long d’un trajet = engendré
par une paire de stratégies (p, ). Nous ferons correspondre & ce
transfert le cotit V(z!, =/, p, e, ©¥).

Nous supposerons que :

(i) le cott du transfert de z* & #*+! le long d’un trajet non nul n'/ est
donné par

3) SE @ k), B(k), v (k)),
ol
@(k) = p(Z(k)),
7 (k) =e (2(k))
et les fonctions f% sont de classe C! sur DXUXV pour k=o,
I ...y K—1;

(ii) le cott du transfert de z' 4 =/, j =i 4 1, le long de = est
donné par
i+l

“ Vat, o, p, e, w2 X f(E(R), BK), 7 (K)),
k=i
(iii) le cotit du transfert attaché & un trajet nul est zéro; c’est-
a-dire que
(6) V(at, z*, p, e, x%) =0

pour tout k€{ o, 1, ..., K} et pour toute paire de stratégies (p, €).
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2.5. Paire de stratégies jouable.

Une partie est I'évolution de 1'état le long d’un trajet.

Une partie compléfe est une partie dont I'état final appartient
4 0. Le trajet correspondant est appelé trajet complet.

Nous dirons que (p, e) est une paire de stratégies jouable au point x!
si elle engendre une partie compléte a partir de 1’état initial z'. Nous
désignerons par J(z’) I'ensemble de toutes les paires de stratégies
jouables au point .

Des propriétés de I’équation aux différences (2) il résulte que toute
paire de stratégies jouable au point 2! engendre une partie compléte
unique & partir de I’état initial a%

Nous désignerons par V (2, 0; p, €) le coit du transfert de 2! & 6,
le long du trajet complet 7'/ engendré par (p, €) € J(z?), c’est-a-dire que

(6) V(= 9; p, €) é V(al, 27, p, e, nlf).

2.6. Paire de stratégies optimale, valeur du jeu.

Soit SCG un ensemble donné; nous dirons que la paire de stra-
tégies (p*, €”) est optimale sur S si :

O (" e)es(@), Vo' €S;

(ii) la condition du point en selle,
(7 V(zt, 0; p* €) 2V (2, 6; p*, e*) =V (24, 8; p, €*)
est vérifié pour tout '€ S et pour toutes paires de stratégies jouables
(0" e)eJ(x) et (p, )€ I ().

Nous ferons I'hypothése suivante :

HvyporrissE 1. — Il existe une paire de stratégies (p*, €) qui est
optimale sur X.

A
D’aprés (5), (p" €") est optimale sur X*=Xuy0 = UX".
k

ke{o, 1, ...,k }

Puisque V(z', 0; p*, ¢') est défini pour tout z'eX*, V*: 2! > V*(z)),
ol

(8) V¢ (at) 2V (ah, 0 p*, e*)

est une fonction (univoque) sur X*. Nous appelons V*(z’) la valeur
du jeu au point z!
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2.7. Surface du jeu.

Introduisons une nouvelle variable z,, et considérons l'espace
euclidien E»*' de dimension n + 1. x = (Zo, ) = (Lo, Z1, ..., Tn)
est le vecteur qui définit la position d’un point par rapport a4 un
systtme de coordonnées rectangulaires choisi dans E~+!, Er+! est
Yespace des éfats augmenté.

Xo

M
I O
w3
[

—— —
Es e = ——— 1
El
o
xt
=
Y
=
/
/'-.
x
3

Fig. 2.3. — Surface du jeu et trajet dans E~+!,

Puisque V*:z'-> V*(z’) est défini sur X%, nous pouvons définir
une surface du jeu X(C) dans X2 X*X{ x| par

(9) 2(C)2 (x: 20+ V*(2) =G},

olt C est une constante arbitraire.

Quand C varie, I'équation (g) définit une famille de surfaces & uyn
parameétre, { 2(C) }.

Pour chaque valeur de C, I'équation (g9) définit une surface a une
seule nappe dans X'; c’est-d-dire que 2(C) est un ensemble de points
qui sont en correspondance 1-1 avec les points de X",
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Considérons maintenant deux surfaces du jeu 2(C,) et Z(C,), corres-
pondant & deux valeurs différentes du paramétre C, C, et Cs, respec-
tivement. Désignons par z,, et %, les valeurs de x, correspondant

a 3(C,) et 2(C.), respectivement, pour le méme état x. De (g) il
résulte que

Zoy— Zo> = Cy— Cz, V.z'eX*.

Par conséquent, les membres de la famille 4 un paramétre { 2(C) }
peuvent étre déduits I'un de I'autre par translation paralléle 4 'axe z,.
De plus ces surfaces sont ordonnées par les valeurs du parameétre C;
de telle sorte qu'une augmentation du parameétre C correspond & une
translation de la surface du jeu dans le sens positif de I'axe x,. Ainsi,
il passe une surface 2(C) et une seule par tout point donné x dans X",

Une surface du jeu donnée X(C) sépare l'ensemble X* en
deux ensembles disjoints; c’est-a-dire en deux ensembles qui n’ont
aucun point commun. Nous désignerons ces ensembles par A/Z(C)
[« above » Z(C)] et B/Z(C) [« below » Z(C)], respectivement. Pour
une surface du jeu X(C) correspondant 4 la valeur C du paramétre,
nous avons

(10) A/Z(C)A (x:20>C—V*(z)},
(11) B/Z(C)2{x : 20< C—V*(2) }.

Un point x€A/2(C) sera appelé point de fype A, ou plus brié-
vement A-point, relativement & 2(C), et un point x€B/2(C) sera
appelé point de type B, ou plus bri¢vement B-point, relativement & 2(C).

2.8. Une décomposition de la surface du jeu.
Définissons maintenant une surface 2;(C), par
(12) 5(C)=Z2(C)n&,  avec & Exx< |-
Pour k=o0,1, .., K,
{Z0(C), 24(C), -+, Zx(C)}

est une décomposition®de la surface du jeu Z(C).
Une surface 2:(C), k€{ o, 1, ..., K} est une surface & une seule

nappe dans X 2 XX { o}, Cest-d-dire un ensemble de points qui
sont en correspondance 1-1 avec les points de Xy
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Une surface 24(C), k€{ o, 1, ..., k } sépare X; en deux ensembles
disjoints A/2;(C) et B/Z;(C), ol

A/Z:(C) = (A/2(C)) n &4,
B/2/(C) 2 (B/= (C)) n 6y
L’équation de 2;(C) se déduit de (g). Elle est
(13) O (x) E 2o+ VH(2)=C, zeXi

olt V*(2) est la valeur du jeu au point z et, par conséquent :

(14) 2(C) ={x= (2, z) : z€X;, ®(x) =C}.
(15) A/Z(C) ={x= (20, ) : z€ Xy, & (x) > C},
(16) B/%i(C)={x= (2 x) : zeX;, P(x) <C}.

Quand C varie, I'équation (13) définit une famille de surfaces a un
paramétre, { 2;(C) J.

Pour une valeur donnée de C, nous dirons que x* € 2, (C) est un point
intérieur de X;(C) s’il existe une boule A(x*) de dimension n, de
centre xf, telle que A (%) cX;.

Comme R est ouvert dans E», X;=RnE, est ouvert dans E

et XkéXLx{ Z, | est ouvert dans E;X {x, }. Par conséquent, tout
point de X;(C) est un point intérieur de 24(C), k =o0, 1, ..., K.

2.9. Trajets dans l'espace des états augmenté E +!.

Définissons les trajets II's(C) dans ¢ A GX{ x, }, par
(17) 0 (C) é {xt: 2b+ V(24 25, p, e, whs) = C, nhscmis},

ou 7 est un trajet dans G, de z! & z°, engendré par la paire de
stratégies (p, €), et C une constante arbitraire.
Ainsi le trajet =% est la projection sur G des trajets l*(C) dans g.
Quand C varie, I'équation (17) définit une famille de trajets & un
parameétre { IIs(C) }. Cette famille appartient a4 un cylindre de géné-
ratrices paralléles & I’axe z,, dont l'intersection avec G est le trajet n's.
Définissons aussi trois familles de trajets issus de points de X,
(T(C)}, (I (C)} et {M3(C) ). Soit

(18) 1y (C)é{x’f zk+ V(zt, 1, p*, e, sk)) = C, =t/ c =/ },
(19)  0§*(Q) A {xk : 2+ V(zt, zm, p, e*, nh™) = C, sfm =il |,

(20)  MRE(C)2 (=t : af+ V(ah, at, pt, &, hf = C, whgcnig).
MEMORIAL DES 80, MATH, — N° 168. 4
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Les trajets i/, n{" et nj% sont les trajets dans G, issus des points z!, 2
et 2» de X*, engendrés par les paires de stratégies (p", €), (p, €')
et (p%, €, et de points terminaux x/, x™ et x7, respectivement.

Comme (p*, ¢') est jouable en tout point z*e€X’, il existe un
trajet M2[(C) qui ateint 8L 0x {xo} au point x/. Il est appelé trajet
optimal.

Dans la suite nous désignerons un trajet optimal par II*(C).

Quand (p*, e) et (p, ¢') sont des paires de stratégies jouables aux
points z* et z/, respectivement, il existe aussi des trajets ILY(C)
et T/ (C) qui atteignent O ('). On les appelle trajets P-opfimal et
E-optimal, respectivement.

Dans la suite nous désignerons ces trajets par IIp(C) et Ig(C),
respectivement.

Soit maintenant
Z: k—>xy= Zo(k), ke{i,i+r1, ..., j}, 0Li<J£EK,
une fonction satisfaisant & I'équation aux différences
(21) Bo(k+1) — Bo (k) = f§ (2 (k), % (k), ¥ (K)).

pourk=i,i+1,...j—1.
Les équations (1) et (21) forment un systéme de n 4 1 équations
aux différences que nous écrirons sous forme vectorielle

(22) X (k+1) — % (k) =Fk(X(R), & (k), ¥ (K)),
oll
X: k>xXk=%(k), xtd (Zoy X1y -+ vy Tn—i, K),
2L (30, B1, ...y Fua, Ba),
Fk(x, u, ")é(ﬂf("v: u, ), ff(z, u, 0), ..., f’lg_1 (=, u, v), 1),
%(k)=p(Z(k)), ?(k)=e(Z(k)).

De la définition des trajets dans g il résulte que le déplacement
de I'état x le long d’un trajet dans G est régi par I'équation (22), et :

(i) siles points % (k) et X (k -+ 1) appartiennent & un trajet 11 (C),
ona

(23) & (k+1)— K (k) = Fk (R (k), & (k), ¥ (k));

(*) Evidemment zf n’est pas nécessairement le méme pour ces différents trajets.
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(ii) si les points & (k) et % (k + 1) appartiennent 4 un trajet IIi*(C),
on a

(24) & (k+ 1)— & (k) = Fk (2 (k), G (k), *(k));

(iii) siles points & (k) et £(k + 1) appartiennent & un trajet I3 (C),
on a

(25) ® (k+ 1) —% (k) =F (R (k), &*(k), O*(k)).

ou
i(k)=p(@(k)), @ (k)=p"(ZK));
Tk =e(Z(k)), TV (k) =e"(F(K)).

2.10. Quelques propriétés des surfaces du jeu et des trajets.
Nous établirons maintenant les lemmes suivants :

LemMME 1. — Aucun point d’un trajet Iy (C') issu de x' n’est un
A-point relativement a la surface du jeu passant par x';

et

LemMMmE 2. — Aucun point d’un trajet Il (C") issu de x' n’est un
B-point relativement & la surface du jeu passant par X',

Soit %/ = (2}, /) un point d’un trajet Iy (C’) engendré par (p’, e),
et 2/ sa projection sur G. Soit 7/ cmy le trajet dans G issu de ',
engendré par (p*, €), et de point terminal a/.

Remarquons d’abord que, puisque la famille de surfaces du jeu est
définie sur X*, X/ ne peut étre un A-point relativement 4 un membre
quelconque de la famille si z/¢X". Par conséquent, supposons
que 2/ € X",

De la condition (i) du paragraphe 2.6 il résulte qu'il existe un
trajet 7}{ issu de 2/, engendré par (p*, €), et qui atteint 6 au point /.

De la définition des stratégies et des trajets, il résulte que my/ U mj/
est un trajet 7. Soit (p%, &) la paire de stratégies qui engendre ce
trajet ().

Le trajet 7/ atteint 0 au point z/, et la valeur du colit qui lui est
associée est

(26) V(l, 0; p*, &) =V (2, z/, p*, &, xp/).

() 11 est facile de voir qu’il existe une paire de stratégies (@, o)
i/ unjf et que p = p*.
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De la condition du point en selle on déduit

(27) V(at, 05 p*, 8) < V(at, 0; p*, €)=V (ab).

De la définition du cofit il résulte que

(28) V(at, zf, p*, &, nb) = V(at, 2/, p*, e, =) + V(a/, z!, p*, e*, :1:{,{),
ol

(29) V(] @/, p*, ¢, Til) = V* ().

De (26), (27), (28) et (29) nous déduisons

V(xt) zi, p*, e, “tPl) £V () —V* (2)).

D’autre part, il résulte de (18) et de la définition du coit que
wé—wlo = V(a!, z/, p*, e, “g)

et, par conséquent :
(30) z}— zhy Z V* (at) — V* (/).

L’équation de la surface du jeu passant par x' est

zo+ V*(z) =G, C = zb + V*(at)

et ’équation (30) s’écrit
(31) z} £ C—V* (/).

Finalement on déduit de (10) et (31) que X/ n’est pas un A-point
relativement a la surface du jeu passant par x!, ce qui démontre le
lemme 1.

Le lemme 2 peut étre établi de facon analogue.

Les lemmes 1 et 2 ont les corollaires suivants :

CoroLLAIRE 1. — Tous les poinis dans X* d’un trajet i (C7) issu
de x! appartiennent & la surface du jeu passant par x'.

Ce corollaire est une conséquence directe des lemmes 1 et 2, et des
définitions des points de types A et B relativement 4 une surface
du jeu.

CoroLLAIRE 2. — Un trajet i (C’) dont le point initial est un
B-point relativement a 2(C) n’a aucun A-point relativement a 2(C) e,
évidemment, aucun point dans X (C).
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CoroLLAIRE 3. — Un frajet T (C") dont le point inifial est un
A-point relativement @ 2(C) n’a aucun B-point relativement a Z(C) ef,
évidemment, aucun point dans 3 (C).

Ces corollaires sont des conséquences directes des lemmes 1 et 2,
respectivement, et de la propriété de translation des surfaces du jeu
dans la direction de I'axe z,.

2.11. Ensembles Qp et Q.

Considérons maintenant un trajet optimal II*(C) issu de

X! =(1,, )€ X, X2x X {x,}, engendré par (p", €¢’), et repré-
senté par X' : k>x‘=%'(k), ke{i, i+1, ..., &}, ¥'=(3,,

)= (%, Z1, ..., 2}).
Nous établirons d’abord que

(32) ¥ (/)eX*, Vje{i,i+1,...,K}.

Par définition d'un trajet optimal, II'(C) atteint © a I'étage Kk,
et par conséquent X'(k)e®cX’, pour j =x. Si nous supposons
que X*(j)¢ X* pour j < K, alors p*(Z(j)), €'(Z'(j)) ne sont pas définis
et, par conséquent, £*(k) n’est pas défini pour k > j. Comme %*(k)&®
pour k < j, nous arrivons & une contradiction, et (32) est donc établi.

De (32) il résulte que

(33) IT* (C) ¢ X*.

Finalement, de (33) et du corollaire 1 il résulte que II*(C) appar-
tient a la surface du jeu passant par x’.

Considérons maintenant les trajets mon nuls IZ(C’) et I (C")
issus de ®'(j),j < k, engendrés par les paires de stratégies (p, €’)
et (p’, €) respectivement.

Représentons II}/(C') et I} (C") par

#p: k>xt=2R(k), kelj,j+1,...,10}

et
% ko>xi=%(k), ke}lj,j+1,...,m}

respectivement.

Des lemmes 1 et 2 il résulte que II;"(C") n’a pas de A-point, et
I//(C") n’a pas de B-point, relativement & Z(C).

Puisque %*(j) appartient 4 X' et j <K, les points %p(j +1)
et ®g(j 4+ 1) des trajets 3™ (C") et 11}’ (C"), respectivement, sont définis.
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Des propriétés de ces trajets, c’est-d-dire des lemmes 1 et 2, nous
déduisons que

(34) Kp(J+1)€A/Z;44(C),
(35) X (j+1)¢B/Z;.4(C).

Aprés ces remarques préliminaires, nous définirons les ensembles
Qp(j+1) et Qe(j+1),j=0,1,...,K—1. Soit

(36) Qp(j+ 1)_A_ {&p(/ +1) pour toutes les paires de stratégies (p*, e) },
(37) Qg+ l)é {&(/ +1) pour toutes les paires de stratégies(p, e*) }.

Xo

|
]
168/ J+1(C) |
P ! K ; j L J(C)
| 2 s Rl L
I - I I
| +1 |
l [
i |
L I

Fig. 2.4. — Ensembles @, et Q.

D’aprés (23) et (24), nous avons

(38) Qp(y +1)={R(j+1): K(J +1) = &*()) + F/(®*()), &*()), ())),
V7)) ek, () },

(B9) Qe(J +1)={&(j+1): X(J+1) = K*()) + F/(&*()), &()), * (/)
V &()) e Ku(ZF* () )

et de (34) et (35), comme j est arbitraire, il résulte que
(40) - 2 +1)n(A/2/41(C)) =0
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et
(41) Qp(j+1)n(B/2;44(C)) =0

pour tout je{i,i+1, ..., k—1}.
11 est clair, d’autre part, que

X (J+1eQp(J+1)nQ(J +1).

2.12. Convexité directionnelle.

Un ensemble S dans E*+! est directionnellement convexe relativement
au vecteur w° (on dit aussi qu'il est x}-directionnellement convexe)
si pour tout x!, x>€S et pour tout ve]o, 1] il existe un nombre ¥,
— o< y<Lo, tel que

X+ v (X2—x!) + Y€ S,
olt w®=(1, 0, ..., 0) est le vecteur unité de I'axe x,.

Xo

T4

x‘w(xz-x‘)v\/w‘

£” T¢°

Fig. 2.5, — Convexité x{-directionnelle.

S est x;-directionnellement conveze s’il est directionnellement convexe
relativement au vecteur — w’=(—1, 0, ..., O).

Il est clair que la convexité directionnelle est plus faible que la
convexité puisqu’un ensemble convexe dans E"+' est non seulement
directionnellement convexe relativement a w® mais aussi direction-
nellement convexe relativement a tout autre vecteur unité dans E~+1,
D’ailleurs, la convexité directionnelle relativement 4 un vecteur
n’implique pas la convexité.

Nous ferons I'hypothése suivante :

HvroraisE 2. — L’ensemble Qg(j +1) est xi-directionnellement

convexe, el lensemble Qp(j +1) est xg-directionnellement convexe,
pour j=1i,i-+1,...,K—I
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2.13. Points réguliers d’'une surface X;(C).

Un point x* d’une surface Z;(C) est dit régulier s’il existe une
boule A(x') dans X;, de dimension n, de centre x*, telle que tout
point "% de 2;(C) dans A(x*) puisse étre représenté par

RE=xk4 enk+o0(c),

ou lim [”—OL:L”—J = o et n* appartient 4 un sous-espace de ExX { z, }
£>0

de dimension n —1, le plan tangent 4 2;(C) en x*,

Considérons maintenant le point £*(j + 1) du trajet optimal II*(C)
défini au paragraphe 2.10. Comme nous I’avons établi au paragraphe
2.11, le trajet |II"(C) appartient 4 X (C), et par conséquent &*(j + 1)
appartient 4 2, (C). Comme tousles points de 2., (C) sont points inté-
rieurs de 2., (C), le point X*(j 4 1) est un point intérieur de =, (C).

Si grad ® (x/+') est défini sur un voisinage du point £*(j + 1), ol

A .
xl+1=(xo, 1y ooey Ln—iy J +l)
et
* *
grauid)(xl"“)é <1: Al al 0)

=) ees 5, T
04 drp—1 = ae1+1

alors £*(j + 1) est un point régulier de 2., (C).
Soit
Ko (j+1)=R*"(j +1)+ OPx,
Ke(J +1)=K*(j +1)+ OEx,
ol

(42) sex 2 FI(R (), 8 (), B.(0) — FIE& (), #), B,
(43) BEx 2 FIE (), & (1), () — FI& (), &)y P ()

Puisque %'(j +1) et ®p(j +1) appartiennent & Qp(j +1), et
puisque Qp(j +1) est xj-directionnellement convexe, alors pour
tout v€]o, 1] il existe un nombre réel v, o <y < + o0, tel que

K(J+1)+ VPR + Y0 e Qp(J +1).
Puisque Q:(j +1)n(A/Z;,.(C)) = @, nous avons
E'(j+1)+vPx + ywo & A/Z;4(C),
ce qui implique que
(44) £ +1)+vePxeA/2;54(C)
pour tout v €|o, 1].
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Puisque £ *(j + 1) est un point intérieur de =;.,(C), il existe ¢ > o
tel que, pour tout c€ (o, o),

K*'(j+1)+PxeX;.

Alors (44) implique que
(45) %(j +1) + c3Px € B/Z;11(C),
ol

B72/41(C) = (B/Z41(0)) U Zp (O).

De (45), (14) et (16) il résulte que
(46) @ (%*(j +1) + e3Px) < C.

Si grad @ (x/+') est défini sur un voisinage du point £*(j + 1), (46)
s’éerit
(47) B(H*(J +1)) + grad ®(X*(J +1)).88Px +0(e) £ G,

ol im [°—(E—)] = o.

£>0 €
Puisque %'(j + 1) appartient a4 2;,,(C), et que, par conséquent,
®E'(j +1)) =C, (47) devient

(48) grad ®(%*(j +1)).e3Px + 0(¢) L 0.
Apres division par ¢, qui est positif, nous obtenons
grad ® (R*(j +1)).8Px + O(TE) Zo,

d’oll, en faisant tendre ¢ vers zéro,
grad ®(X*(j +1)).3?x <L o,
c’est-a-dire
(49) grad ® (¥*(j +1)).[F/ (**()), & () ()
—F/(& (), () PN <o-

Cette relation est valable pour tout ¥(j)e€K.(Z*(j)).

Finalement, (49) peut étre mis sous la forme
(50) grad @ (&*(j +1)).F/(&*()), @ ()), 3()))

< grad ®(&* (7 +1)).F/(&* (), (), (/)
V 3()) e Ku(@*()))-
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Par un raisonnement analogue, en s’appuyant sur le fait que
Qg(j + 1) est x}-directionnellement convexe, et que

QE(J.-I-I)H(B/ZI‘.g.i (C)) = Q,

on obtient
(51) grad @ (X* (7 +1)).F/(&* (), &(7), ¥*(J)
> grad (V¥ (7 +1). F/(&*()), & (), ()
V %())eKu(E()))-

2.14. Trajets optimaux réguliers.
Un trajet optimal I1*(C) représenté par

& k>xt =% (k), ke{i,i+1,...,K}

est dit régulier si %*(k) est un point régulier de Z;(C), pour tout
kefi,i+1, ..., xk—1}.
Rappelons que tous les points de 2:(C) sont points intérieurs

de 2;(C); par conséquent, %'(k) est un point intérieur de Z:(C),
k=ii+1,..., K

Représentons par %*: k—xt= %*(k), ke{i,i +1, ...,k }, la pro-

jection ©* de II*(C) sur X*. Comme X; est ouvert dans E; Z*(k) est
un point intérieur de Xz, k=i, i 41, ..., K.

Nous ferons I’hypothése suivante :
Hyrporuitse 3. — En toul point ¥'(k), k=i,i+1,...,K—1,

il existe un voisinage A (Z*(k)) de Z*(k), dans Xy, sur lequel p* et ¢* sont
de classe C!.

Puisque la paire de stratégies (p*, ¢') est optimale sur X, elle est
optimale sur A(Z*(k)), k=1i,i+1, ..., Kk—1.

D’aprés (4), et d’aprés la définition de la valeur du jeu, nous avons

K—1
(62) V' (zk) = zf'o(%(\‘), P @), e (Z(v))), V zteld(@ (k)
. v=k
ol %:v—>1x¥=E(v) est la solution de I'équation aux différences

Z(v+1)—Z(v) = 1 (Z(), P (Z(V)), e (Z(V)))

pour la condition initiale Z(k) = x*, définie sur {k, k41, ..., K}.
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Nous arrivons alors au lemme suivant :

LemMe 3. — En tout point ~ (k), k=1i,i+1, ..., K, du trajet

optimal II*(C), qui appartient a la surface du jeu %(C), grad ® (x*) est
défini, ol

grad(b(xk)é( ’dV*(xk) IV* (zh) 0).

)
dx, d.Z‘n__i

Pour k=i,i+41,...,K—1, ce lemme est une conséquence
directe de I’hypothése 3, de (52), et du fait que les fonctions f3, v = k,
k+1,...,Kk—1, sont de classe C! sur DxUXV.

Pour k = K, il résulte de (5) que V*(z*) = o pour tout z= €0, et
par conséquent :

grad®(x*) = (1, 0, ..., 0).

2.15. Equation variationnelle aux différences.

Considérons 4 nouveau les points &'(k), k=1i,i+41, ..., K, du
trajet optimal II*(C). Nous ferons I’hypothése suivante :

HyrotuEsE 4. — La malrice M,

A dFk (xk, p*(z4), e* (x*))
Mk_[l dx

~ ]’
Xk —X* (k)
ol

dF* (x*, p*(at), & (a4)) A dF* A JFk __JFX dp* _JF% de*

ox ax = ox dud_x"'-ddx

et oit 1 est la matrice unité (n + 1) X (n + 1), est définie et non singuliére
pour k=1i,i+41,...,K—1.

Fk A [df5 (et
* - ke
%étdp‘;';‘:)] (V=1,2, ..., F; @=0, I, ..., N),
* M e (nk
%é-'ys‘i—?] (V=12 ...,58=0,1, ..., 1),

les dérivées partielles étant calculées en

xt = ~*(k), u=p (B k), v=e(FW&) Kk=§Hi+1, ..., K1)
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Considérons maintenant le vecteur
A
nk= (nf, n%, ... n}) € En+t

et définissons 7 (k) = v* de la maniére suivante :

1. Donnons-nous le vecteur v’ = %(i), au point initial *(i) de II*(C),
et représentons par

RI=K()="*{@)+ R (D) +o0(e)
un point d’un voisinage de ¥'(i), dans X, avec lim [I—O—:u] = 0.
£>0

2, Transformons &' au moyen de I’équation d’état (22) en utilisant
la paire de stratégies (p*, e*) qui engendre II*(C).

L’équation d’état peut étre écrite sous la forme
& (k+1)— X (k) =FH(K (k). p*(2(k)), e* (B (K)))

k=i,i+i, ..., xk—1)

(53) {

On en déduit simplement

(54) K(i+1)=(+1)+¢ [1 .. dF!(x!, p*(at), e*(ah)

x-=;*w] () +o(e)

dx
ou
(55) K(@4+1)= "*({+1)+ e MR () + o(e).
Posons
(1) = it 2 M (0),
il vient
(56) R(+1)=R"{F+D+efR@E+1)~+0(e).

De méme, si

(57 & (k) =& (k) + eF (k) +o(e),
on a
E(kt+1) =R (k+1)+e [1 - FFkEh P;(:k): ¢*(zh) ;k=i‘«w] H(k) + o(s)

=&*(k+1) + e MAR (k) + 0 (¢).

Posons
(k1) = il = MEF (),
il vient

(58) K(hk+1)=(k+1)+eF(k+1)+0(e).
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Finalement, on a

~ ~ dFk (xk, p* (%), e* (%))
,{ —_— =3
(59) %n( +1)— T (k) [

Jaw

dx
(k=i i+1, ..., E—1I).

xk :;' k)

L’équation (59) est I'équation variationnelle aux différences.
Remarquons que f%(z*, u, v)=1 et que, par conséquent :
Tin(k+1)—fn(k) =0,
d’otr il s’ensuit que
(60) fn(@) =Ra(@+1)=...= Rp (k) = Cte.

2.16. Transformation linéaire et son inverse.
Etant donné % (i) = »’, nous avons
(K -+1) = MAR (k) = Mk(MA—1 % (k —1)) = MEME=1, .. MI% ().
Posons
AR MAMA- . M (k=i i1, .., K—1).

Comme les matrices Mt, k =i,i + 1, ..., K— 1, sont supposées
non singuliéres, les matrices Af, k=1i,i+4 1, ..., K —1, sont non
singuliéres. Par conséquent, la transformation linéaire

(61) T (k+1)= AkF(3) (k=i i4+1, ..., K—1I)
est non singuliére. Son inverse existe donc, et nous avons
7 (i) = (AHTFH (k+1).
Si I'on se donne 7(k) = n%, on a
7 (i) = (A1) 5 (&)

et
7 (k) = AR5 () = Ak (Ax1)— 15 (),
avec
A2,
Posons
@kA Ak—1(Ax—1)-1,
avec

cud (Aw—1y-1.
On a alors la transformation linéaire inverse

(62) F(k)=@ti(s) (k=% i+1, ..., K—1)
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2.17. Quelques propriétés des transformations A* et A*.

Soit P(X*(i)) un hyperplan donné, de dimension y, 1 <y < n,
passant par le point initial %'({) de II'(C). Nous nous intéresserons
au transformé P(®'(k)) de P(%'(i)) dans la transformation linéaire A%,

LeMME 4. — Le transformé P(®*(k)) d’un plan P(¥*(i)) passant
par le point %*(i) du trajet optimal II*(C), dans la fransformation
linéaire A%, a les propriétés suivantes :

(a) P(&*(k)) est défini pour k=1i,i+ 1, ..., K;

(b) P(£*(k)) est un plan de méme dimension que P(X'(i)).

Puisque P(%*(i)) est un plan de dimension y, il existe une base
dans P (&'(i)), c’est-a-dire un systéme de y vecteurs e, (i), v = 1, 2, o0y Y

linéairement indépendants, et tout vecteur non nul »! du plan P (¥(i)
est de la forme

T
= (i) = Y eves (i),
v=1

ol les ¢, sont des constantes non toutes nulles.

Soit e,(k) le transformé de e.,(i), v=1,2, ..., Y, dans la trans-
formation A%, On a

ev (k) = Akt—tey (3) v=1,2, .., 7).

Puisque les vecteurs e,(i), v =1, 2, ..., ¥, sont linéairement indé-
pendants, et puisque A*! est non singuliére, les vecteurs e,(k),
v=r1,2, ..., 7, sont aussi linéairement indépendants.

Par définition, le transformé de P (X'(i)) est
P (% (1) £ (nh =R (K) : A (K) = AF-1R (), V mi = R(5) € P (2 () }-
Tout vecteur n* de P(X'(k)) est de la forme

;
nk= % (k) = AF1F () = AH( Devey (i))

v=1

et puisque A*—! est linéaire, on a
1 Y
nk=2‘chk—l ey (i) =2c,,ev (k).
v=1 v=1

11 s’ensuit que P(E'(k)), k=1i,i+ 1, ..., K, est défini et que sa
dimension est vy, ce qui établit le lemme 4.
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Par un raisonnement analogue utilisant les propriétés de la trans-
formation inverse @* on prouverait de méme le lemme suivant :

LemMmE 5. — Le transformé P(¥*(k)) d’'un plan P(¥'(x)) passant
par le point X*(x) du trajet optimal I*(C), dans la fransformation
linéaire @*, a les propriétés suivantes :

(a) P’ (k)) est défini pour k=1i,i+ 1, ..., K;

(b) P(x*(k)) est un plan de méme dimension que P (X*(x)).

2.18. Transformation d’'un plan tangent.

Puisque, d’apres le lemme 3, grad @ (x*) est défini en tout point X*(k),
k=ii+1,...,xk— 1, II*(C) est un trajet optimal régulier dans 2(C).
Considérons un voisinage de %*(i) dans Z;(C), soit

AR (D)) 2 (%! xi= % (i) € Z,(C) ],
ol
(i) =" () +emi+o(e)
et

1. hm[ le@ i ]= o:

e>0 € ’

2. r'ePyx,(x'(i)), le plan tangent & Z,(C) en %*(i), qui est un plan
de dimension n — 1 dans E;x { %, }.

Nous transformerons A (X' (i)) de I'étage i a 1’étage k au moyen de
I’équation d’état (22) de la fagon suivante :

A un point x'= (%, z*) de A(®'(})) nous associerons le trajet
optimal fI*(C) qui est issu de x* et qui est engendré par la paire de
stratégies (p*, ¢*). Cette paire de stratégies engendre d’ailleurs le
trajet I*(C) & partir de ¥*(i). Le transformé de A(X*(i)) est alors

A ()2 (xt=% (k) : (k) eli*(C), V= eA® () ).
D’aprés (58), nous avons
AR (k) = {xA=R(k) : R(k) =" (k) + T (k) +o0(e) },

oll 7 est solution de I'équation variationnelle (5g) pour la condition
initiale %(i) = n'; C’est-a-dire que n(k) = A~ v’

Puisque la condition (33) est valable pour tout trajet optimal,
nous avons II'(C)eX* pour tout x'€A(%'({)). Il résulte du corol-
laire 1 que

& (k) = R* (k) + 9 (k) + o(¢) € Zx(C),

ou hm[k_gﬂ] = o.

0
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Par conséquent :
(63) ®(R* (k) +<efi(k) +o0(s))=C.

Puisque %" (k) appartient & 2;(C) et qu’en conséquence ® (%*(k)) = C,
(63) peut étre mis sous la forme

(64) grad @ (* (k). (A (k) +o(e)) + o (|| e (k) +o0(e)]|) = o,
ol grad ®(X'(k)) désigne le vecteur grad ®(x*) au point ®*(k).

XO
A (K

‘n(K)

= Pt T (C)
A (2) T / (K)’fl(uz)

X ((*Z) I B[J-Z(C)

Al
\ l /ﬂﬂ—-——l—ﬂnm(c)

L,(C)

X*(1+1)

Al )

w2 |

H ‘i'(l)

Fig. 2.6. — Transformation du plan tangent.

(64) peut &tre écrit plus simplement
e grad ® (X*(£)).f (k) +o(e) =o,
ol lim [0(5)]

E>0 £

Divisant I'égalité précédente par ¢, et faisant tendre ¢ vers zéro,
nous obtenons

(65) grad ®(~* (k)).% (k) = 0.

De plus, il résulte de (60), et du fait que »! appartient & E;x { , },
que 7(k) appartient & Ex X { =z, }.
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Puisque n'€Px,(X()) et puisque A*—! est une transformation
linéaire non singuliére, la condition (65) conduit au lemme suivant :

LemME 6. — Si les hypothéses 3 ef 4 sont vérifiées, le transformé du
plan tangent a 2(C) en ®'(i), dans la transformation linéaire A*—,
est le plan tangent Py, (X (k)) a 2Zi(C) en X" (k); c’est-a-dire que

Ps, (8" (k)) = AA—1Pg (%*({)) pour k=1, i+1, ..., K
2.19. Equations adjointes.

Soit maintenant X (k) 2 (%, (), %o, (K), . .. To () €E», k=1, i +1,
..., K, satisfaisant aux équations adjointes

(66) K(k-i—x)——j‘\'(k):__‘.drl“(xk, P*t(iil:), e* (zh))

Ta
~ Ak
xF—x* (k)] ( )
pour k=i i+41,...,K—1I.
Comme les matrices

[1 - dEL Gk p(2), ¢ (@)
X

~ k=i i4+1, ..., K—I
x":x'(k)] ( H H ] )7

sont supposées non singuliéres, il en va de méme des matrices

[ 2" (ah), " (a1)
X

T
xk—Xr (k)]
Par conséquent leurs inverses existent, et 'on déduit de (66),

(67) K(k+1)= { [I L 9Fr(xh P*c(l::k)’ e* (zk)) ]T }_1.7((/:)

xk =;' (k)

pour k=1i,i+41,...,K—1I.
De I’équation (67) et de I'équation variationnelle (59) on déduit que

(68) E'Xv(i)ﬁv(i) =2'iv(i 1) Ty (1) = .=2‘XV(K) %y (k) = Cte

v=0 v=0 V=0

ou, sous forme vectorielle,

(69) X().5G) =2 +1).5@+1)=...=K(8).5(x) = Cte.
Comme Z, et x, ne figurent pas dans les arguments de
Fk(xt, p*(zf), e*(zk)), k=o,1,...,B—I,

il résulte de (66) que
Sok+1)—Ro(k)=0 et Xp(k+1)—Xa(k)=0

pour k=i, i+1,...,K—I
MEMORIAL DES S0. MATH. — N° 168. [
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Il s’ensuit que
(70) %o () i+1)=...= (k) = Cte,
(71) Xa(d)
Nous pouvons tirer de (68) la conclusion suivante : si les vecteurs
initiaux A = A(7) et »' = (i) sont choisis de telle sorte que

= %o (
=% (i4+1)=...= Xy (8) = Cte,

M. =0, avec || A|[]|nf]| # o,
c’est-d-dire si A’ est perpendiculaire & =/, alors

(72) X(k). (k) =0 (k=i i+1,...,K).

Evidemment, on a || (k) |||| % (k)| % o. Par suite, A(k) est perpen-
diculaire 4 % (k) en tout point de II*(C).

De méme, si P(%’(i)) est un plan de dimension n — 1, passant par
le point initial %*(i) de II*(C), et si on choisit A’ = A (i) perpendiculaire
a ce plan, alors A(k) est perpendiculaire au transformé

(73) P(™* (k) = AP (% (D)),

de P(&'(i)), dans la transformation linéaire A*1, k =1i,i 4+ 1, ..., K.

Finalement, de (72) et du lemme 6 on déduit que si A’ = A(i) est

perpendiculaire au plan tangent de 2,(C) en £*(i), alors A(k) est
perpendiculaire au plan tangent de 2:(C) en %'(k), pour k =i,
i+1,...,Ke

2.20. Gradient et vecteur adjoint.

La composante sur I'axe z, et la composante sur I'axe z, de 1 (k)
sont des constantes. Par conséquent, si nous choisissons %,(i) = 1
et X,(i) = o, nous avons 1,(k) = 1 et A, (k) = opourk = i,i + 1, ..., K.

De plus, si nous choisissons (i) perpendiculaire au plan tan-
gent Py (%'(i)) de 2;(C) en %'(i), A(k) est perpendiculaire au plan
tangent Py (%*(k)) en &*(k), pour k=i,i+ 1, ..., K.

Il est clair que ces choix impliquent que (i) = grad ®(xY) au
point x!= %*(i).

Comme 1 (k) et grad ®(x%) au point x¢=*(k) :

(i) appartiennent & ExX { x, };
(ii) ont leurs composantes sur 'axe z, égales 4 1;



JEUX QUANTITATIFS. 67

(iii) sont perpendiculaires & Pxi(¥*(k)) pour k =1i,i + 1, ..., K,
on a

(74) X(k) = grad®(x*) au point xk=&* (k)

pour k=1i,i+4+1,...,K
On déduit alors de (50) que

(78) X(k+1).FE(R* (K), @ (k), P (k) <X (k +1). FF(&* (), B (k), 5 (K)),
V (k) e Ko (%" (K))

pour k=1i,i+1,...,Kk—1, et de (51) on déduit’de méme que

(76) X(k+1).F& (R (K), % (K), 7* (k) 2 X(k +1). F&(%* (k), 8*(k), 3*(K)),
V @ (k) e Ku (X% (K))

pour k=ii+1,...,Kk—1, OU
& (k)& (Z(K), 2* (k) " (C)
et
@ (k) = p* (2" (k)),
v (k) = " (2*(K))
2.21. Conditions de transversalité.
Au point terminal &*(x) du trajet optimal II*(C), on a
X(8).7(x) =0, V7(x)ePs (& (x)).
L’intersection de la surface du jeu 2(C) et de O est
enZ(C)={x:®(x)=0C, zeb}.
D’aprés (5), la condition x€6 implique que
®(x) _é 2o+ V* (z) = zo.
Par conséquent, on a
8nZ(C)={x:20=0C, zeb}.

11 s’ensuit que ®N=(C) se déduit de 0 par translation paralléle

a l'axe x,, et puisque 6 A x2 RnEg, Px(X'(x)) est un plan de
dimension n — 1 perpendiculaire & I'axe z,.
11 s’ensuit que

(77) xl_(x)=,..= Ay (K) =Xn(x)=o

au point terminal de II'(C).
Ces conditions sont appelées conditions de transversalité terminales.
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2.22. Un théoréme min-max.
Posons
et (X (k +1), &* (k), %(k), ""'(’f))éi(kﬁ-l)-l”‘(ﬁ*(k), & (k), v(k))

pour k=i, i+ 1, ..., K—1I.

Les résultats des précédents paragraphes se trouvent rassemblés
dans le théoréme suivant :

TutorEME 1. — Soit II* (C) un trajet optimal engendré par la paire
de stratégies (p*, €'), représenté par ¥':k—>xt = %*(k), el soit ©* sa
projection sur X* représentée par &* : k — x* = Z*(k), ke {i,i + i, ...,k }.
Si les hypothéses 1-4 sont vérifiées, alors il existe des vecteurs non nuls % (k),
k=i, i+ 1, ..., x qui satisfont a ’équation adjointe (66), et qui sont
tels que
(a) min ekt (X(k 1), &*(k), T (K), e* (B (K)))

% (k) €Ky (% (%))

= max I (Y (k +1), X*(k), p* (R (k)), B (k))
Tk €K, (%+(k))

= ek (X (k +1), *(k), p*(Z* (K)), " (Z*(K)))

pour k=i, i+1,...,KE—1I;
(®) To(@) =2 +1)=...=% () >o0;
(e) X)) =X +1)=...= X,(8) =0;
(d) (&) =...= X1 (8) =% (x) =o0.

2.23. Contraintes.

Supposons maintenant que les ensembles de contraintes K,(z%)
et K, (z*) soient donnés sous la forme

8 % ok(zk,u) 20 (a=1,2, ..., m),
Y& (zk, ) <o (a=1,2, ...,

respectivement.

Supposons de plus que

(a) 9% et Y& sont de classe C! sur Ge X U et Gi XV, respectivement,
pour k=ii+4+1,...,K;

(b) sim >retl>s, alors au plus r des 9§ (z%, u) et s des & (2%, v)
s’annulent en un point de GiXU et de GiXYV, respectivement,
pour k=i,i+1,...,K; :
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(c) les matrices

R ;.
=12, ..., mMZr;e=1,2,...,71)

[09’,‘(90,", u)]

dug
et

=12, .., £s;0=1,2,...,5)

[aqﬂ; (xk, v)]

dog

formées & partir des composantes nulles des ¢&(z*, u) et Y& (z*, v)
respectivement, ont le rang maximal, pour k =i, + 1, ..., K.
Supposons que

ok (zk, p*(2h)) =0 (a=1,2, ..., mZm),
Yk (2k, e (2k)) =0 (a=1,2,...,0Z1D)

en zkt= z* (k).

A partir de la condition () du théoréme 1, la régle des multi-
plicateurs de Lagrange donne

~ JdF % ~ dok
AT (k+1) 5 + ,ﬂ(k)% =o,

(79) ‘ X
KT(Ic+1)%F7 +‘v'T(Ic)ddiv =0,

ol AT, uT et 5T sont les vecteurs lignes
ATA diee ),

(f1fe. .. fmr0...0) avec N (k)>o (i=1,2,...,m),
(¥195... Yro0...0) avee Vi(k)<Lo (i=1,2, ..., &)
respectivement; et

x
d_vfi[dqa,(x’f, “)] (J=1,2, oo, mj 6=1,2, ..., I),

Ju — oty
ot A [ 94} (24 ») - e
d‘)-—[——-&;‘———- =12 .., l;9=1,2,..., 8),

ol les dérivées partielles sont calculées en

u=pt(at), v=e"(at), t=F(k).
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Puisque ¢f(z%, p'@@"), a =1, 2, ..., m, et Pi(z*, e'(@)), « =1,
2, ..., l', ont un extrémum en z*= %*(k), nous avons

~ dek dq:k ap
T 9%
# (")[ ou dx]

(80)
Ak 9Lk g
i [ 5 + 2 -J,e—]=o,

ol

P kg ,

%é[’d?/f}:‘:")—l J=12,...,m;o=0,1, ..., 1),

k 4 .
%_[dq‘lsz;“)] J=1,2...,l;6=0,1, ..., 1)

et olt les dérivées partielles sont calculées en
u = p*(x*t), v = e*(zk), zh=Z* (k).
De (19) et (80) nous déduisons

Ar ke 50 ="T<k)"i

ou, sous une forme équivalente,

(5% Z) k0 = () 5w,

(81) (a;k 3;) A(k+!)"‘(E> (),

ou fx et ¥ sont les vecteurs colonnes

~ >
M1 Vi1
~ &
M2 Ve
fi= Emr o V=) 9 {.
o
o o

Finalement, en utilisant (81), I'équation adjointe (66) peut étre mise
sous la forme
JFA\T o

(82) K(k+1)—K(Ic)=—(-§x—) A(k+1)

— (%) " — (%) 5.
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Si les contraintes sont indépendantes de 1’état z, I’équation adjointe
se réduit a :

(83) K(k+1)—X(k)=—(%g)TK(k+l).

2.24. Exemple.

Considérons un jeu multi-étage régi par les équations
%y (k+1) — % (k) = % (k),

(84) Zo (k1) — B (k) = B (k) + (),
ﬁa(k+l) -—-53(1() =1I.
(85) Fo (k 1) — Fo (k) = B, (k) Ba (k) + G2 (k) — P2 (k)
et
Ky= K, = E!,

Un trajet dans 'espace des états augmenté E*, engendré par une
paire de stratégies qui satisfait aux conditions nécessaires d’optimalité,
sera représenté par

o k>xb=R(K), ou ®=(Z, &, 5),
et les commandes correspondantes seront désignées par
G k>u=0*"k), : k>v=0"(k).
Dans ce probléme, nous avons
(86) gekr1 = By (k) Ba (k) -+ @2 (k) — P2 (k) + K1 (k +1) Za (k)
Ko (k1) (B (k) +B(k))
et les équations adjointes relatives & %, et %, sont
) Rk ) = (B =—Zi (),
Xa (K +1) — Ay (k) =—Z} (k) — M (k +1)

pour k=1i,i41,...,K—1I
De la condition (a) du théoréme 1 nous déduisons
(88) {2 (k) +Z~=(k+1) = o0,
| — 28 (k) +Ra(k+1) =0,
ce qui implique
(89) u* (k) =—%* (k).
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De la condition (d) du théoréme 1 nous déduisons

(90) %1 (8) = X3 (x) = 0.

Posons
%y (8) = a5 =G,
(91) % (8) = 2%,
Z3 () = 2%,

Xo

Fig. 2.7. — Surface %,(C), k # K, K — 1.

De (84)-(go) nous déduisons que :
a létage xk — 1 :
Z3 (& —1) = &3 (8) = 2},
Zi(R—1) =2 () — 3 (R —1) = 2y — 2},

B (x—1) = C— o} (2§ — 2%)

ﬁz(x——'l) =$:,

Xa(x—1) = 2§ —Tof;

X2
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a létage xk — 2 :
F(R—2) =% (k—1) = ¥,
Zi(R—2) = 2] (R —1) — 2} = 2] —22F,
Fy(E—2)=—2% (2 —22%) + %, (K —1)
= C—z} (221 — 32%)

Xo
\\ /
\\:\\‘ /
SIN /
-~ V4
===33 Cly L
-—— 7
’\4/\
/
| //
|/ /
“ /
- 1N
- ! /
Y AR VN . AN . Xy
/0

Fig. 2.8. — Surface Zx_1(C).
et
X1 (B—2) = 2§+ 2% = 2%,
X2 (K —2) = 25§ — 228 + 2% + 2§ — 2% = 2 (2§ — 2§).
Plus généralement, on prouverait par récurrence que :
a lélage x —m (0o m LK —10) :
Z; (8 —m) = 23,

2] (x —m) = 2] — may,

(92) .
% (x—m) = C— ma (ot~ _”.‘?"‘_x;)
et
X1 (& — m) = mat,
(9%) % i,(x— m) = m(z§ — z%).

73
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De (88) et (93) nous tirons

o) ﬁ*(x—m):—?:’*(x—m):—m;l(w'i—w;)

(m=1,2, ..., K—1).

La valeur du jeu & I'étage k est

V* (B (k) = 35 (x) — 25 (k) = (5 — k)z§<w§ _ "_"_i‘ﬂ .'1,2)

Xo

Fig. 2.9. — Surface Zg (C).
E;(C) est un plan perpendiculaire & Paxe z,.

Posons maintenant
(k) = xﬁ,
Z3 (k) = xk.
De (g92) nous déduisons que
zf= z%3,
zk = 2% — (5 — k) z§.

Par conséquent, la valeur du jeu i I’étage k peut étre mise sous la
forme

(95) V(& (k) = (n—k)w§(w{‘+ “f“%;).
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Il s’ensuit que I'équation de la surface 3;(C) est

(96) x{.‘+(x—k)x’.§<w’{+ 5—#%‘):0 (k=o,1,2, ..., K).
La surface 2(C) est représentée sur les figures 2.7-2.9 dans l'es-
pace ¥,— x,— &, pour k £ K, K — 1, pour k = K — 1, et pour k = K.

Il est facile de vérifier que, dans cet exemple, les ensembles Qp (kK — m)
et Qg(k—m),m=o,1, ...,k —i—1, satisfont 3 'hypothése 2.
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