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INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE 

DES PROCESSUS PROBABILISTIQUES CONTINUS 

Par M. G. G. VRANGEANU, 
Maître de Conférence 

à l'Institut de Constructions de Bucarest. 

INTRODUCTION. 

Dans ce travail on étudie quelques aspects de la théorie des processus 
probabilistiques continus ou bien processus markoviens en utilisant 
des propriétés géométriques obtenues en utilisant un système de 
vecteurs ([1], [2]) ('). 

Le travail est divisé en trois chapitres. 
Le premier chapitre est consacré aux processus probabilistiques 

simples avec un ensemble tout au plus dénombrable des états. Dans 
le premier paragraphe on montre comment on peut interpréter les 
résultats de M. Fréchet [3], en utilisant un système (^) de n vecteurs 
et son dual (À) ainsi que les systèmes dérivés correspondants (f/)' 
et (1)'. Dans les autres paragraphes on traite les divers exemples de 
processus probabilistiques continus et l'on retrouve ainsi pour n = 2 les 
formules de M. Fréchet et Ton détermine une classe de processus 
Markov avec trois états. Pour n arbitraire, on trouve une classe de 
vecteurs qui engendre les probabilités fondamentales, dépendant 
de n fonctions arbitraires. 

Dans le deuxième chapitre on étudie les processus probabilistiques 
continus multiples. On sait que pour obtenir les équations différentielles 
correspondantes, il fallait résoudre le problème de trouver un analogue 
de la relation de Chapman-Kolmogorov [9] qui joue un rôle central 
dans la théorie des processus markoviens simples. En généralisant 
la relation classique de Chapman pour une chaîne de Markov simple, 

(1) Les nombres entre crochets se réfèrent à la bibliographie qu'on trouve à la fin 
de ce fascicule. 
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O. Onicescu [4] (2) a donné la relation fonctionnelle à laquelle doivent 
satisfaire les probabilités fondamentales d'une chaîne multiple. En 
utilisant cette relation, R. Theodorescu [5] (3) a donné la relation 
fonctionnelle analogue à celle de Chapmam-Kolmogorov vérifiée par 
les probabilités fondamentales d'un processus probabilistique multiple 
et il a établi leurs équations différentielles. 

Dans le premier paragraphe du chapitre II, on montre comment 
on peut attacher une métrique à un processus probabilistique et l'on 
considère en particulier le cas n = 2. 

Dans le second paragraphe on montre comment on peut construire 
un système de probabilités dans les espaces à courbure constante 
négative et dans le troisième paragraphe, on montre comment on peut 
associer un transport parallèle en introduisant la notion de connexion 
probabilistique. 

Dans le paragraphe 4, on montre comment un processus probabi
listique peut être considéré comme une ^-structure affine. 

Dans le dernier paragraphe, on considère quelques exemples. 
Dans le troisième chapitre on fait quelques applications aux phéno

mènes démographiques, à la théorie de l'invalidité et aux processus 
Markov qu'on peut associer à un groupe de Lie. 

CHAPITRE I. 

PROCESSUS MARKOVIENS SIMPLES. 

1. Formules de Fréchet. — Nous considérons un processus 
markovien simple avec n états. Un tel processus est caractérisé par 
une répartition initiale et une matrice de passage formée par des 
éléments non négatifs [6] 

P ( j , o = | ] p f , ( * > 0 | | (*) < * ^ 0 (» , . / = 1 ,2 , • • . , » ) 

qui jouit de la propriété 
H 

(1) ^ P ' / ( M ) = i 
/ = 1 

(2) Voir aussi O. ONICESCU, G. MIHOC et IONESCU TULCEA [14]. 

(3) Voir aussi G. Ciucu et R. THEODORESCU [11]. 
(4) Kous utilisons la notation P*7(s, t) au lieu de P.^s, 0 pour être d'accord avec 

l'interprétation géométrique qui est considérée dans ce travail. 
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et nous avons 

(2) P< (,, t) = Pi (*, U) PJ (il, t) (•) (s^U^t) 

pour toutes les valeurs de u, (k = i, 2, . . . , n). 

Il faut supposer de même que nous avons 

(3) Py(*,*) = 8y 

ôy étant le symbole de Kronecker, donc ôy est égal à zéro si î ^ j 
est égal à 1 si î = j . 

Il en résulte que la détermination des processus markoviens simples 
avec un ensemble fini d'états, revient à trouver les solutions posi
tives Py (s, /) des équations (1), (2) et (3). 

On observe que les équations (1) sont linéaires, mais les équations (2) 
sont des équations fonctionnelles et la résolution de ces équations 
a été faite pour la première fois par Fréchet qui a montré qu'en suppo
sant que Py (s, /) sont des fonctions continues, nous pouvons écrire 
la solution sous la forme 
(20 p y u , o = rt(o*;(*), t« = i , 2 , • • - * ) 

où le déterminant A = | ^ | est différent de zéro et où V) sont les 
réciproques du déterminant A, donc nous avons les conditions 

(2") K(')y<*) : 6l, 

Nous voulons donner ici une démonstration très simple des 
formules (2') de Fréchet (6). 

Pour cela, supposons en premier lieu qu'on désigne par 1)(() les 
valeurs Py (o, /), donc les valeurs des P7 dans s = o. Nous allons 
montrer qu'il existe une seule solution des équations (2) déterminée 
par 1) (/), c'est la solution de Fréchet. 

Pour cela observons, en premier lieu que les conditions (3) pour s = o, 
nous donnent 

e n ^-(0) = .̂, 

donc le déterminant D(0 = I ^/ (0 U s e réduit pour t = o, au déter
minant unité. Comme nous supposons que X'y(f) sont des fonctions 
continues, il en résulte qu'il en existe un nombre a > o de façon que 
D(/) soit différent de zéro dans l'intervalle o ^ / ^ a . On peut 
construire alors dans cet intervalle les réciproques du déterminant D(/)f 

(5) On adopte la convention d'Einstein que si un indice se répète, on doit sommer 
par rapport -k cet indice. 

(8) Pour une autre démonstration de ces formules, voir J. Aczel ([7], [S]). 
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donc les formules (3) sont vérifiées et alors les formules (2') nous 
donnent évidemment une solution des équations fonctionnelles (2). 

Nous allons démontrer, que cette solution est unique. Pour cela 
cherchons une solution des équations (2) de la forme 

(4) Q'y(*, 0 = rtW^(0 + Rj(M), 

où Ry (o, t) = o, IV, (s, s) = o, donc une solution qui coïncide avec 
Py- (s, t) pour 5 = 0. Il s'agit de montrer que R'y (s, 0

 s o n t d e s fonctions 
identiques nulles. 

Pour cela, écrivons que les Q'y données par les formules (4) satisfont 
aux équations fonctionnelles (2). Nous avons 

Qy(s, 0=Qi(*, «0QJ(M> 0 

= [rt(*)M(i*) + Ri(#>tt)][rf(u)x;(o + R5(M,o]-

Donc nous pouvons écrire 

Q'y (*, 0 = rt (0 ^ (0 •+• A (0 K («) Ry ("> 0 

+ jij (u) \) (0 R'A (*, a) -h Ri (5, a) R* (a, 0 , 

ou bien, en tenant compte de (4), il en résulte 

-»- f*S («) ^ (0 Ri (*, «*) + Ri (*, ») Ry (», 0-

Si dans ces formules nous posons s = o et si nous tenons compte 
que Ry (o, /) = o, on obtient les formules 

(40 Xf(M)Rj(«,0=o. 

En multipliant par pl
a(u) et en sommant par rapport à l'indice a, 

il en résulte, en tenant compte des formules (2"), que nous avons 

R'y (u, t) = o, 

quels que soient u et t entre zéro et a, ce qui démontre : 

THÉORÈME 1. — Il existe une seule solution P'y(s, *) des équations (2) 
et (3), qui se réduit à Xy (t) pour s = o, c'est la solution de Fréchet. 

Il est d'ailleurs à remarquer que la condition de la continuité est 
intervenue seulement pour s'assurer que le déterminant D(*) est 
différent de zéro pour o ^ / ^ a . Donc les résultats sont valables 
même si les fonctions V;(t) ne sont pas continues, mais le déter
minant D (*) est différent de zéro pour o ̂  * ̂  a. Le cas où le déter
minant D(0 est nul a été considéré par J. Aczel et l'on obtient des 
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résultats analogues en ce qui concerne la solution des équations 
fonctionnelles (2). 

2. Systèmes de vecteurs associés. — Nous allons observer qu'on 
peut interpréter les p4(s) comme les composantes de n vecteurs contre-
variants p4 (a = 1, 2, . . . , n) indépendantes et alors les Xf (s) sont les 
composantes de n vecteurs covariants (7). 

Nous avons alors : 

THÉORÈME 2. — Étant donné un système de probabilités fonda
mentales Py (s, f), il en résulte un système (f/.) de vecteurs indépendants 
de sorte que Py(s, 0 s'expriment par les formules (2') où X* sont les 
composantes du système dual (X) du système (p). 

Observons maintenant qu'on peut s'arranger de façon que les condi
tions (1) soient remplacées par les conditions 

n 

(5) 2 X/(')=*> 

ou ce qui est la même chose par les conditions 

(5') 
a = l 

En effet, en tenant compte que les probabilités sont définies par les 
formules (2% les équations (1) nous donnent 

n 

(6) AW2^/W=i. 
/ = 1 

En posant alors 
n 

(7) c « ( 0 = 2 X / ^ 
/ = 1 

et en multipliant les équations (6) par Xf (s) et en sommant, noua 
obtenons 

ca(t) = c"(s), 

donc ca sont des constantes, donc nous avons les formules 

c'est-à-dire les constantes c" ne peuvent pas être toutes nulles. 

(7) On emploie la notation utilisée par G. Vranceanu [13]. 
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Maintenant nous observons que les formules (2') sont invariantes 
à une transformation linéaire 

(7') XJ-cgX», rt^cjjïi, 

où c% sont des constantes. Par une telle transformation, nous avons 

ë«=2|X«=cgc6, 
; = 1 

donc ca se comporte par rapport à une transformation linéaire (7) 
comme un vecteur contrevariant. 

Il en résulte qu'on peut utiliser les constantes c% pour réduire les 
constantes ca à une forme canonique, par exemple pour avoir ca='à", 
forme indiquée par Fréchet, ce qui revient à avoir les conditions 

n 

(8) rf = i, 2 X ? = S? 

et les premières de ces conditions nous disent que le vecteur pi a 
toutes les composantes égales à l'unité. On peut de même supposer 
que toutes les composantes ca sont égales à l'unité et dans ce cas 
les vecteurs \kl

a satisfont aux conditions (5') tandis que les vecteurs 
duals Xf satisfont aux conditions (5). 

Dans ce qui suit, nous utiliserons surtout les formes canoniques (5) 
et (5') à cause de la symétrie des formules et l'analogie avec la 
formule (1) à laquelle satisfont les probabilités fondamentales. On peut 
voir qu'il est possible de passer des formules (5') aux premières 
formules (8), pi = 1, en faisant la transformation des vecteurs 

Les transformations (7) qui conservent les conditions (5'), satisfont 
à la condition 

n 

a — \ 

D'autre part, dans les formules (7) on ne peut pas supposer qu'il 
existe des fonctions de la variable s ou t, parce que alors les for
mules (2') ne sont pas invariantes. Il en résulte : 

THÉORÈME 3. — A tout système de probabilités fondamentales on associe 
un système de vecteurs (p) qui satisfont aux conditions (5') et ce système 
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de vecteurs est déterminé, abstraction faite d'une transformcttion linéaire 
à coefficients constants : 

où c% satisfont aux équations (8'). 

Nous allons maintenant observer que la réciproque n'est pas vraie. 
Étant donné le système de vecteurs (p) satisfaisant les conditions (5'), 
pour que ces vecteurs définissent un système de probabilités fonda
mentales, il faut que les conditions Py (s, /) ^ o soient aussi vérifiées. 

Comme d'autre part nous avons P)(s9 s) = §), il en résulte qu'il 
faut s'assurer que pour t>s nous avons tout au moins pour / assez 
proche de s, les conditions 

(9) P y ( i , 0 ^ o (*V/). 

3. Théorème de Kolmogorov. — Pour trouver les conditions 
nécessaires et suffisantes dans lesquelles le système de vecteurs (p) 
peut définir un système de probabilités, considérons le système dérivé 
du système (p), c'est-à-dire les vecteurs (p^)', la dérivation étant faite 
par rapport à la variable s. Alors on peut exprimer le système (p)' 
à l'aide du système (p) par les formules de la forme 

(9') ( r è y = i > i , 

où Fy sont des fonctions de la variable s, définies par les formules 

r</S=(rt)'x;. 

Dérivant la relation (5')» nous obtenons 

n 

Mais compte tenu de (g'), nous avons 

/t n / n \ n r / n \ ~l n 

2^-2(2^)-2-,(2^) -2¾ 
donc 

n 

oc) 2 r / = o -
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De même, en dérivant les relations (2"), nous obtenons 

n n 

2(rt)'Xj-i-2Hi(xy)' = 0 

a = \ a=zl 

et donc tenant compte de (ga) et (2") : 

c'est-à-dire 

(10O (x;)' = - r * x j . 

Par conséquent, en dérivant les formules (2') par rapport à U 
s restant fixe, nous obtenons 

dPl
t (s, t) dk* (t) 

- V - = & « - 4 - = -r/ w ^ « xf «> 
ce qui nous donne 

Par conséquent les probabilités Py (s, *) (i ̂  j) sont positives 
pour / ̂ 5 si 

(ioff) r«y(i)^o ( iV/ ) . 

Donc, nous avons le théorème de Kolmogorov [9] sous la forme : 

THÉORÈME 4. — La condition nécessaire et suffisante pour que le système 
de vecteurs satisfaisant les conditions (5') définisse un système de proba
bilités dans le voisinage du point s, il faut que dans ce point lés quantités 
Tl

7 (s) (i ^ j) soient toutes non positives. 

En tenant compte des relations (10) il résulte que Tl
t doivent être 

positives ou nulles. En considérant alors la dérivée du détermi
nant A = | p'fl | nous avons, en tenant compte de (9') : 

n 

1 = 1 

D'autre part la somme des quantités Tl
t ne peut être nulle que si 

toutes les quantités T\ et par conséquent toutes les quantités Y) (i ?éj) 
sont nulles, et en ce cas, p£ sont constantes. Il en résulte que le déter
minant A ne peut pas être constant pour un système de probabilités P*/ 
non constantes, donc qui ne se réduisent pas à ôy. 



INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE DES PROCESSUS PROBABILISTIQUES CONTINUS. 9 

Maintenant nous allons donner une autre forme du théorème de 
Kolmogorov. Pour cela nous pouvons observer qu'on peut trouver 
une solution des équations (5') dans le cas général, en posant 

( n ) « , = « - < ( * 5 * « ) , ^ l ~ ^ < 
ajti 

et dans ce cas le déterminant A est nul pour les valeurs nulles 
de n(n — i) fonctions ml

a. 
Montrons que le théorème de Kolmogorov peut s'exprimer seulement 

avec n (n — i) fonctions ml
a (i ̂ 6 a), et les quantités Fy, (i ^£ j). 

Pour cela on observe qu'en tenant compte des conditions (9') et 
des équations (n) pour i = a, nous avons 

-(»i)'-Sr-y(i-«i) + riCl+2»0. 
î^a \ byta / 

où i et a sont des indices fixes. Ces formules, en tenant compte de (10) 
s'écrivent 

Les équations (12) représentent un système de n(n — 1) équations 
différentielles dans les inconnues ml

a (i ̂  a). Pour que le système de 
vecteurs (p) donné par les formules (11) puisse définir un système de 
probabilités, il faut que dans le système (12), Py, (i^j) soient non 
positives. 

Nous avons donc : 

THÉORÈME 5. — La condition nécessaire et suffisante pour que les 
vecteurs définis par les formules (11) constituent un système de n vecteurs 
probabilistiques, est que ml

a soient les solutions d'un système d'équations 
différentielles (12) dans lequel Fy (i^j) sont des quantités nulles ou 
négatives. 

Le cas des fonctions non dérivables. Dans le théorème précédent 
on suppose que ml

a et donc p'0 sont des fonctions dérivables. Mais, 
on peut donner une condition pour que le système de vecteurs (p) 
soit probabilistique sans utiliser la notion de dérivée. 

En effet, en multipliant les formules (2') avec \L[ (f) et en sommant 
par rapport à j , nous avons 

n 

(i3) 2 ^ . 0 ^ ( 0 = 1^(0-
/ = 1 
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Supposons dans ces formules i^a. Alors (i3) s'écrivent, compte 
tenu de ( n ) : 

tlti^zb Yajtb J 

dans lesquelles interviennent seulement les probabilités Py (s, t) (i ^j). 
Pour un i fixe, elles constituent (n — i) équations dans les quantités 
Py (s, /) (i ^ j) et par conséquent nous avons : 

THÉORÈME 6. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'un 
système de vecteurs (p) soit probabilistique est qu'il soit donné par les 
formules ( n ) et que les solutions P ; (i^j) des équations (i3') soient 
toutes positives pour s^t. 

4. Probabilités stationnaires. — Étant donné un système de 
probabilités fondamentales (2'), la matrice formée avec P y (s , / ) 
constitue une matrice de passage. Si une des variables est considérée 
fixe et l'autre considérée variable, nous obtenons une famille de 
matrices de passage dépendant d'un paramètre. Si s a une valeur 
fixe, par exemple zéro, nous avons alors pour t positive une famille 
de matrices stochastiques dépendant du paramètre /, 

<i4) P ,
/ (o ,* ) "Q ,

/ (0 = rt(o)X-(*). 

Nous voulons voir dans quelles conditions les matrices ||Q/(Q(I 
satisfont à la condition d'additivité 

(i5) Q ' / B + O ^ Q I O O Q Î W 

et montrer que cette condition se transforme dans une condition 
relative au système de vecteurs. 

En effet, supposons que la matrice [|p«(o)|| est la matrice unité, 
ce qui peut être toujours supposé en faisant une transformation (7'). 
S i II f*«(o) Il n ' e s t P a s l a matrice unité, alors faisant la transformation 

rà(o) = ^ i ( o ) , 

la matrice || /¾ (o) [| devient la matrice unité si nous prenons ĉ == p'fl (o). 
En supposant [|Pa(o)[| la matrice unité, les formules (i4) deviennent 

Qy-(0=xy(*) 

et donc les équations (i5) sont vérifiées si elles satisfont les conditions 

(16) x'y(a + o = Xi(u)X}(*). 
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Ces conditions étant vérifiées, supposons que nous donnons à t la 
valeur — u, donc / + u = o. Dans le premier membre des équations (16) 
nous avons Xy (o), donc la matrice |] X'y (o) || est la matrice unité, de 
sorte que les formules (16) nous donnent 

X'A (K)X* ( - 1 0 = ¾. 

D'autre part, nous avons les formules (2"), c'est-à-dire 

Xi(iOp*(iO=*',. 
Il en résulte 

li*(iO = X*(-iO. 

Donc les systèmes duals (X), (p) s'obtiennent un dans l'autre par le 
changement du signe de la variable. 

Dérivons alors les équations (16) par rapport à t; nous avons 

Compte tenu de (10'), ces formules s'écrivent 

r̂  (u + 0 x; (1* + 0 = ri (0 Xf WJ^KO,^ 

ce qui nous donne, en utilisant les conditions (16) : 

1 - , ( 0 = 1 ^ - + - 0 , 

donc les quantités Fy sont constantes. Nous obtenons : 

THÉORÈME 7. — Si les prdpabilités Qy(Q satisfont les équations 
fonctionnelles (i5), alors Fy qui interviennent dans les formules (9') 
et (io') sont des constantes (8). 

Dans ce cas le processus est stationnaire. 
En revenant alors aux formules (27) et en posant / = s + u, nous 

avons 
Fy(*, * + M) = rt(0x; (* + »), 

mais compte tenu de (16), il en résulte 

Py. (,, s + u) = ^ (,) XJ (i) X* (u) = Xi (u), 

ce qui nous montre que les probabilités fondamentales dépendent 
seulement de la variable u, donc elles dépendent seulement de la 
différence t — s. 

(8) Voir aussi Runnenburg [10]. 
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Supposons qu'on prend comme système de vecteurs X* le système 

Dans ce cas, les équations (16) s'écrivent 

(i6') ny (u-+-0 = 4 («0 n)(0 + h - 2 n « ( l ° l */(t) 

L*^ a^ti J 

L y\ rt^/ J 

et nous avons un système des équations fonctionnelles dans les 
inconnues n) (i ̂ j). Si nous sommes dans le cas n = 2, nous pouvons 
prendre 

ni = a, n\ = [3 

et les équations (16') s'écrivent 
a (u + 0 = [1 "" « (a) ] « (0 + [1 - P (0 ] « («), 

P(«+ 0 = [ i -P(«) ] P(0 + [ i - « (01 P(«>-

5. Détermination des probabilités pour n = 2 et 3. — Utilisons 
maintenant les résultats du premier paragraphe pour trouver les 
probabilités fondamentales pour n = 2. Dans ce cas on peut prendre 
comme formules (11) : 

(17) f*î = £ + - ? , H 4 = ^ - - ? , rf=j--*, ^ 1 = ^ - ^ . 

Par suite, nous avons A = 9 + 4» et obtenons 

x*- i ( î + *) - x < — ï ( i - * ) ' 4 * " 
»1 — 1(1-,), M- i ( i * , ) , 

OÙ 
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et les probabilités fondamentales sont données, compte tenu de (a') 
par les formules de Fréchet (9) : 

( pwj t)- *(«)+ ^ (0 , p i / . fy_ 9 ( 0 - 9 ( 0 
(.8) ° ~ 9 (0 + * (0 ' Ps ( î ' ° " 9(0+•(«) ' 

( , l , ' ) _ » W + t ( 0 ' P , ( , , 0 ~ 9 (0+ •(«)• 
Ces formules nous montrent qu'en supposant que cp + ^ est positive 

dans le point 5, les formules (18) définissent un système de probabi
lités pour *^s si les fonctions cp, ip sont non décroissantes. Si cp + ^ 
est négative dans le point s, alors (18) définissent un système de pro
babilités, si cp, ip sont des fonctions non croissantes. 

D'autre part on peut remarquer que les formules (18) nous montrent 
que les probabilités ne changent pas si l'on change le signe de 9 et ^ 
en même temps. 

Nous avons donc : 

THÉORÈME 8. — Le système de probabilités le plus général pour n = 2 
est donné par les formules (18) où cp(s) + <\>(s) est une fonction positive 
et cp(/), ty(f) sont des fonctions non croissantes pour t^s. 

Nous allons maintenant dire qu'un système de probabilités Py (s, t) 
est symétrique s'il satisfait les conditions 

Py (*, 0 = P/ (*, 0, P{ (*, 0 = P J (*, 0 (»' * j). 

On voit que dans le cas (18), nous avons 

n (*, 0 = Pï (*, 0 

si cp, <p satisfont les conditions 

? ( 0 - ? ( 0 = <KO-<KO, 

donc la fonction cp(/)— ̂ (0 e s t u n e constante et par conséquent 
nous avons 

• (0 = 9 (0+« 

et alors on voit que nous avons aussi 

1 V ' ; u ' ; 2?(0 -T- a 

Donc, nous avons : 

THÉORÈME 9. — Dans le cas n = i les probabilités (18) sont symé
triques si la différence cp(s)— ty(s) est une constante et inversement 

(9) M. FRÉCHET, loc. cit., p. 242. 
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Passons maintenant au cas n = 3. Nous pouvons écrire dans ce cas 
les formules (i i) sous la forme 

(19) rt=3-4s • • • 

» * i - I - M ; 

t*j = 

l=z ^ - ( N = N = 3 — W, F3 = 

Pour calculer les probabilités, il faut calculer les quantités Xy. 
Or, nous avons dans ce cas : 

(20) rtx; + ^x2
y•+• rtX}» sy ( Î , y = 1, 2,,3) 

et il s'agit de résoudre trois systèmes linéaires dans trois inconnues X), 
Xy, 1) (j = 1 , 2, 3), le déterminant de ces systèmes étant toujours 
D = | \kl

a | où i*l
a sont évidemment donnés par les formules (19). En 

ajoutant les colonnes, on peut écrire 

D = 

3 
1 

1 3" 
1 

1 r 

1 

3 — 

En retranchant la première ligne des autres lignes, on arrive faci
lement à la formule 

D = cp (8 -h v -h w) -h 'b (6 -+- u -+- w) -+- P6 -+- vu -t- uw. 

Considérons maintenant les équations (20) pour j = i. Nous 
obtenons 

K 1 i X î - h f iU | - r - i i îX Î= i , 

j x J X l - f - H i U Ï - h j i ï X ï ^ o . 

i D 
Il en résulte que nous avons^} = =̂p où Dt est donné par la 

formule 

D , = 

1 3 - 9 S " " 
1 1 ' 

o g - - * -
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ce qui nous donne 

D i = - ( 2 ( ' + 2H' + ^ + ()) -h + 8 -h + W •+• 8 V. 

De même nous avons 

Xi = ^ - , 

où 

D 2 = 0 ( + -— 2 8 — v — w) -+- ^8 - H ^ tv -h 8 (̂ , 

D 3 = - (8 — 2 + — e — w) H - +8 -+- »^(v-t- Qv. 

D'une manière analogue on peut calculer les autres moments Xy 

et nous avons le tableau suivant : 

XJ = :=r I - (9 — 2 w — u — 8) -+- 98 •+• «p w H - UW 

Xf = — - («p-T-2w-h28- r - tv ) . - f -cp8-T-çpw-hMw 

X ^ = — - ( w — 2 9 — 1/ — 8) -+- 98 -f- 9 w -+- uw 

X 5 = g | ^ ( w — 2 P — Ç — ^ ) H - ^ M - r - M P - f - 9 ^ 

x§— 5 5 (p —2U — ? — 4*) + ^ ^ + «^ + F 

X] = =r - ( 2 9 + 2^ + tt+P)+^M + MP + ÇP 

Ces formules nous permettent de calculer les probabilités Py (s, t) 
par les formules (2'). Nous avons 

Pi(5' /) = D|ÔJ["1 + ?W + W W ] D , W 

-f-[l-ç(.)]D,(0-f-[5-«w]D3(oJ 

= 5 ^ 1 + ( 08 (0 + + ( 0 ^ ( 0 + ^ ( 0 8 ( 0 

-+- 9 (s) [v (0 -4- w(0 H- 8 (01 + " (*) O (0 •+- «> (0 •+- + (0] \ 
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D'une manière analogue on détient P\ (s, 0 et PJ (s, t) de même que 
les autres probabilités. On obtient ainsi les neuf probabilités P;(s, 0 
(i ,j = i, 2, 3) : 

Pl(*. 0 = 0 ^ ) ^ ( 0 ^ ( 0 + ^(09(0 + 9(08(0 

-9 (0 [» (0 + »*(0 + «(01 + ««(0[9(0-«(0]J. 

(21) { 

Pl(«, 0 = 5^)1^(0^(0 + " ( 0 9 ( 0 + «(0 4-(0 
+ 9 ( 0 ^ ( 0 - ^ ( 0 1 - ^ ) ^ ( 0 + 9(0 + + (011, 

Pï(», 0 = g^yi "(0«(0 + ^(0 + (0 + + (08(0 

+ "(0 [ + ( 0 - 6 ( 0 1 - + (0 [p(0 + »(0 + 9(0]}» 

Pl(«, 0 = Ô ^ J { » ( 0 « - ( 0 +«"(09(0 +9(08(0 
+ c(0 [«(0 + 9(0+9(01 

+ <K0[«(0 + «>(0 + 9(0]}, 
pl(«,0 = ôJiy{«(0«'(0 + «(0 + (0 + «'(09(0 

+ + O0[ " (0 -w(0 ] - " (0 [« (0 + 9(0 + + (01!> 

PU*, 0 = 0^)(^(09(0 + ^(0 + (0 + + (09(0 

-(-«.(O [ 9 ( 0 - + (01-8(0 [KO+ ^(0 + + (01), 

+ e (o [«v (0 - 9 (01 - » (0 [« (0 + 9 (0 + 8 (01 {> 
pl(«»') = ^ 0 -{«(0<'(0 + «'(0 9(0 + »(0 + (0 

+ 9(0 [9(0 + " (0 + + (0] 

\ + «-(0 [«(0 + 9 ( 0 + + (01 h 
où nous avons posé 

D (0 = 9(0 t9(0 + "(0 + «-(01 + + (0 [«(0 + «-(0 + e(01 
+ K(0<>tO + ^(0^(0 + ^(08(0-

Naturellement les fonctions «p, ty, 6, u, o, w doivent être choisies 
de façon que P'7 (s, t) (i ̂ j ) soient toutes positives. Si ces fonctions 
sont dérivables, les fonctions (12) deviennent 

?' = ru«v — 9) - ri (" + 9 + +)» 
u' = r| (f — «) — r| (w + w + 8), 
+' = r i ( 8 - « ] 0 - r ï ( i n - 9 + + ) , 

( 2 2 ) \ 
v ' » t>' =ri(u — P ) — r § ( P - H W - + - 8 ) , 

8' = r i ( + - 8 ) _rï(«-H9 +e), 
«/=r?(9 — «p)-.rs(^ -+-w-i-+). 
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Donc il en résulte : 

THÉORÈME 10. — Le système de vecteurs probabilistiques le plus 
général pour n = 3 s'obtient en considérant dans (19) les solutions du 
système (22) de six équations différentielles linéaires, ou T\, Tl, T\, T*i9 T\, 
Tl sont des fonctions réelles non positives quelconques dans la variable s. 

Si T\, T\, T\-9 Tl, TJ, H sont des constantes négatives ou nulles, 
nous obtenons un processus stationnaire avec trois états. 

Nous montrerons maintenant que l'intégration du système (22) se 
réduit à l'intégration à deux systèmes des équations différentielles 
linéaires et homogènes avec deux inconnues et à deux quadratures. 

En effet, prenant dans le système (22) comme nouvelle inconnue 

(23) x = 9 — w, 

en dérivant cette relation et compte tenu des expressions de cp' et w'$ 
nous trouvons 

^ = -(ri-t-r |-+-rï)a?-h(ri —rj)(PH-w + 4»). 

Si nous prenons comme nouvelle inconnue 

(23') y = p -+- w - h tyy 

il en résulte 

^ = - ( r i + r i + r ï )*H-( r ï - r j ) j r . 

Dérivons alors y et compte tenu de (22), on a 

y = -(r\ + Ti + Ti)y+çri-Ti)*. 

Il en résulte que x, y sont des solutions d'un système linéaire et 
homogène du premier ordre donné par les équations 

j*'=(n-n)r = ( r ? - r | ) r - ( r | + r | + rî)a ! ) 

(rî + n + i D j . 

En prenant comme nouvelles variables 

(25) ç = p — u, -ri = u + «> + e 

et dérivant, compte tenu de (a 2), nous obtenons pour % et y' le s; 

(26) ( r = ( r i - r | ) t i - ( r i + rï + r!)ç, / > 
N ' = ( r i - r ? ) ç - ( n + n + rs)7>. 
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Les équations (23), (23') et (25) nous montrent que nous pouvons 
considérer comme nouvelles inconnues, x, y9 £, r\9 u9 w au lieu de 9, 
v9 ty, c, u, w parce que nous avons 

( 9 = a7-t-.«>, p = {•-+- a ; 
(26') < n 
v ' \ ty =sy — Ç — u — w, 8 = 7i—-u— w. 

D'autre part, les formules (22) nous donnent pour u1, 10' : 

(27) "' = r î ç -n -n , n/^riJt- i i jr . 

Il en résulte que l'intégration du système probabilistique (22) 
pour n = 3 se réduit à l'intégration des systèmes (24), (26) de deux 
équations linéaires et homogènes et à deux quadratures (27). 

Considérons maintenant quelques cas particuliers. Si 1̂  = 1 ,̂ 
alors la première équation du système (24) s'intègre par des quadra
tures et nous avons 

-f\rï+ri+Ti)ds 
x = A e 

La dernière équation (26) nous donne 

-r'(ri+r.+ri)rf, 
7) =Be J* 

et les autres sont des équations linéaires en y et Ç. 

Si TJ = rj et r* = r ,̂ nous obtenons encore 

-r\r*+ri+r-)<n 

Si r.i = T9
3, r5 = n = r?, le système (22) s'intègre par une seule 

quadrature et nous avons 

-f\Ti+Ti+ri)* 
' = De J* 

Si T\, T\9 T?, Tl, T\, r* sont des constantes, le système dépend de 
l'équation caractéristique qui est la même pour les deux systèmes (24) 
et (26) : 

(27') p2-+-(rî-f-r|-4-rî-Hr2
3 + rs-+-r ï )p^r i r§-hr j r ; 

-f-rjri-+-r1
8rî-f-rjri-+-r1

3rî-*-rfrî-f.r?r5-4-rîr5 = o. 
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Observons alors que le système (24) se réduit à une équation de 

Riccati, en posant Y = — • En effet, si nous dérivons et compte tenu 

de (23) et (23'), on déduit 

(28) Y'=(rj —rï)Y*-h(rj-t-rj-+-rï —rj —r«—rDY + r} —rj . 

De même, le système (26) se réduit à une équation de Riccati en 

posant Z = - parce que en dérivant Z' et compte tenu de (26), il en 

résulte 

(28') Z'= (rî —ri)z*-*-(ri-f.rïH-rï —rj —rj —rî)z-r-r} —rj . 

On observe que si nous faisons la transformation Z = — Y — 1, 
l'équation (28') se transforme en (28), donc l'intégration du système (22) 
dépend de l'intégration d'une seule équation de Riccati. 

Nous avons donc : 

THÉORÈME 11. — L'intégration du système probabilistique (22) se 
réduit à l'intégration d'une seule équation de Riccati (28) et des 
quadratures. 

En effet, supposons que nous connaissons Y, solution de l'équa
tion (28). Dans ce cas, nous avons y = Yx, et x est défini par la première 
équation (24) qui s'écrit 

^== (H - rj) Y , - ( r j - » - r j - h rf) «, 

donc x s'obtient par une quadrature. De la même façon on obtient les 
autres fonctions. 

Observons maintenant que le système (22) peut être résolu par 
rapport à TJ, JTJ, T\, Tl, T\9 Tl et nous obtenons 

4 9'w — ? « ' + 9'(8 -+- w) -h u'w 

(29) 
r? = -

n=-
r? = -

u' 9 — wç'+a'fiJ + ^ + ç'p 

tyv — ^ */-+-<{/(8-+- w) -h e'8 

Â ' 

V' ty — V <]/ -+- V' ( 9 H- U) -+ -<] / M 

Â ' 

6'ÏV — 6 w'-f- 8' (<|*-t- P) -1-4/«/ 

_ , 
w>'8 — w 8 ' - r - K / ( 9 H - M ) -+-98' 
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OÙ 
• w) -h 8 P -+- UV - h MW. A = <p (6 + f + w) + ^ (6 + 

Il en résulte que nous obtenons un système probabilistique 
pour n = 3, si nous prenons un système de fonctions cp, ty9 8, u9 v9 w 
positives, avec la condition que les numérateurs de ces formules soient 
positifs. Mais on observe que ces numérateurs ont seulement des 
termes positifs si cp, 4̂ , 0, u9 v, w sont des fonctions croissantes sauf les 
termes 
(3o) 9'a —9w' , i[/e — <K , 6'w — 8w>' 

qui interviennent en T\9 T\9 T? respectivement avec le signe + tandis 
que dans TJ, 1¾ Tl ils apparaissent avec le signe —. 

Donc dans le cas où ces termes sont nuls, le système est probabi
listique si les fonctions cp, 4», 0, u9 v9 w sont positives non décroissantes 
et il en est de même si elles sont négatives non croissantes. Le fait 

o ^ 8 

que les termes de (3o) sont nuls, signifie que les rapports ^ -^ — sont 
des constantes. On peut prendre 
(3i) 9 = a$ , w = p<ï>, ^ = 7 ^ , v = $W, 8 = Xe, w = pS, 
où a, (3, y, ô, A, p. sont des constantes positives et <D, W9 0 sont des 
fonctions quelconques. Dans ce cas les formules (29) s'écrivent 

(3i') 

où 
(32) 

et où 

:$'e, 

ri = -j*Mir, 

rf = —f e'ir, 

A = m&Q -f- n$W -+-pWQ 

m = aX -h ap, -t- PJZ, /1 = pT 4- pS -h aS, /> = ?X -f- m -+- SX, 

Nous obtenons donc un système probabilistique si m, n, p sont des 
constantes positives (négatives) et <&, W9 6, fonctions positives (non 
décroissantes) ou négatives (non croissantes). 
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Supposons maintenant dans les formules (3i) que les fonctions ¢, 
W, 0 sont égales. Alors les formules (29) s'écrivent 

n® 
(ra-h n -+-/?)#' 

pV 

r i 

rï = -
(/w-f- n-hp)$ 

n& 
(m -+- /^-r-jD)¢ 

1 (m-h /1 -+ - /> )$ 

* (/« + « + / > ) * ' 
$' Donc on obtient une solution stationnaire si ^ est une constante, 

c'est-à-dire si * = és, où k est une constante. Nous obtenons ainsi : 

THÉORÈME 12. — Si dans les formules (3i), $ = W = © = e*s, 
on obtient une solution probabilistique stationnaire si k est une constante 
positive et si m, n, p sont des constantes positives. 

Observons maintenant que si l'on tient compte des formules (3i) 
dans les formules (21), on obtient un système de probabilités qui 
dépendent de trois constantes arbitraires et trois fonctions arbitraires 
qui s'écrit 

P} (., i) = 

P}(«, <) 

jpy(Qe(o + v(Q[wV(f) + i«e(0] 
D(t) 

m8(Q [ * ( Q - » ( « ) ] 
D(/) 

P K « , « ) - , I T ( O I ; % - * ( ' ) I . 

Pî 

D(«) 

i («, 0 DTÏ) ' 

(33) 

Pî(« ,0 

_ » » ( 0 8 ( 0 4- V( t ) [»»(Q +PB(t)] 
1 * ^' *' D(Ô ' 

_ n » ( t ) [ y ( 0 - ¥ * ( ' ) ] 
D(t) 

r i ( * » ' J - D(«) ' 

P U , « - « * ( « ) [ » ( ' ) - » ( ' ) ] 

Pi (« ,0 
» » ( p y ( t ) + e(t) [ i»$ (o + jgV(Q] 

D(«) 
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D(0 = nQ(t)W(t)+pW(t)B(t) + me(t)*(t). 

Nous avons donc : 

THÉORÈME 13. — Les formules (33) définissent un système de proba
bilités si m, n, p sont positives et si ¢, W, 0 sont des fonctions positives 
non décroissantes (ou négatives non croissantes). 

Autrement dit il n'est pas plus nécessaire de savoir si ¢ , W9 0 sont 
dérivables ou non. 

Nous considérons maintenant le cas particulier quand u = cp, 
v = ty9 w = 0, donc 

Dans ce cas le déterminant A = | \>.la |, s'écrit 

(34) 

3 + 2 * 3 - * a " " * 

s - * s - 4 " 2 * J - * 
-28 

et Ton peut montrer directement que le système de vecteurs (19) 
est probabilistique et cp, ^, 6 sont fonctions non décroissantes ou 
négatives non croissantes sans supposer que cp, ̂ , 6 sont dérivables. 

En effet dans ce cas, nous avons 

A = 3(9^-+-^8-+-69) 

et les valeurs de 1) (i, j = 1, 2, 3) s'écrivent 

fr + 6 + 3^8 3^8-8 A , - j , X1== ^ , 

(34') < M = 

X} = 

XÎ = 

3<ft--fr 

398 — 9 

X 3 - £ — , 2__ 39^ — 9 
*3 s — » x 3 - £ > 
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de sorte que nous trouvons 

,• ,_ 8 ( 0 ^ ( 0 + 9 ( 0 [8(0 + M O ] 

(35) 

| Pi <*, 

Pi (s, t 

PJ (s, t 

p? (*, *: 

P? (s, t 

p§(*, t 

P? (s, t 

PI (s, t 

Pi (», *: 

MO 
_ 8(0 [ 9 ( 0 - 9 ( 0 ] 

MO 
_ H O [? ( 0 - 9 ( 0 ] 

MO 
• _ 8 ( 0 [ H 0 - M O ] 

A(«) 

_ 9(08(0 + M«>[8(Q + 9(0] 
MO 

- 9(0 [ H O - M O I 
MO 

_ «KO [8 ( 0 - 8 ( 5 ) ] 
MO 

_ y (Q [ 6 ( 0 - 6 ( 0 ] 
A(0 ' 

_ 9 (0 HO + 8 (Q [9(0 + 4,(0] 
MO 

ce qui nous montre que P',(s, t) (i,j = i, 2, 3) sont en effet positives, 
si œ, 41, 0 sont positives non décroissantes ou négatives non croissantes. 

D'autre part en ce cas aussi on peut remarquer que les proba
bilités (35) ne changent pas si l'on change en même temps le signe 
des fonctions cp, <J<, 9, donc nous avons : 

THÉORÈME 14. — Les formules (35) définissent un système de proba
bilités si cp, I|I, 0 sont des fonctions positives non décroissantes. 

6. Exemples de systèmes de probabilités pour n > 3. — Nous 
montrerons maintenant que les formules (35) du cas n = 3 se géné
ralisent pour n quelconque. Pour cela donnons premièrement une 
nouvelle forme aux formules (35) en divisant les nominateurs et les 
dénominateurs avec cp(<) ty(f) 9(/). Nous avons alors 

1 o (o r 1 ^ T — + — 1 
01.8(0 «HO] 

P« (s O - 9(0 9 (0 1.8(0 • H 0 J /„ , . _ 1 1 1 
P l ( , l 0 _ , ( ^ ( 0 _ _ H - ^ + ^ ; , 

P«/, t) - H O - H O 
, ( ' ) _ 9 ( 0 ' H 0 S ( 0 

et des formules analogues. 
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Il en résulte qu'en notant 9, <|>» 9 avec <fi9 <p2, <p3 nous obtenons un 
système de probabilités fondamentales, en prenant 

(36) 

P' (* t\ - ?< (< ) - -? / (* ) (»Vy), 

1 ( ' ° ~?7(i5 "*" ??(0S(0 (h J s a l > 2 ' 3 ) î 

ces formules peuvent s'étendre pour les indices qui varient entre 
1 et n. Dans ce cas, S a l'expression 

(37) S = 
91 92 

1 

De même on peut supposer que n tend vers l'infini avec la condition 
que S soit convergente. 

Nous allons montrer maintenant que le système défini par le déter
minant qui généralise (34) : 

(38) 

! + (*_,)„ I _ ( 

• ?2 

?n 

- H- ( /1 — 1 ) 9 2 

" * • 

— ?i 

92 

n T 

(n —1)9„ 

, n), où 9/ sont des fonctions engendre les probabilités (36) (f, j = 1, 
positives non décroissantes ou négatives non croissantes. 

En effet, observons que dans ce cas, nous avons 

(38') mi =9, (,V a) 

et donc les équations (12) s'écrivent 

*i= 2 r ; */-("-Ori?«- n2r'/» 

équations qui s'écrivent encore sous la forme 

(39) Tl-S^^-nri^-T^r',. 
/** /** 

Par suite étant données deux valeurs, a, 6, différentes de f, il en 
résulte par soustraction qu'il faut avoir 

riiÇfl = ri«pél 
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Nous avons des formules de la forme 

qui introduites dans les équations (3g), nous donnent 

et donc 

(4o) 

/ = i 

9a 9*0 

ce qui nous montre qu'en effet T'a sont non positives si cp* sont des 
fonctions positives non décroissantes et non des fonctions négatives 
non croissantes, donc le système de vecteurs donné par la formule (38) 
est dans ces conditions un système probabilistique. 

Pour trouver les probabilités fondamentales, calculons premièrement 
le déterminant donné par la formule (38). On observe pour cela que 
si nous ajoutons à la première colonne les autres et puis les soustrairons 
à la première ligne des autres, nous obtenons pour A comme un déter
minant de l'ordre n — i de la forme 

(n —i )ç . - f -Ç i — 92-+-91 

— 93 -+- Çi (n — i)93-+-'<pi 

• ? i ^ - . Ç i i H - . Ç l 
*.0 

— 9«-+- 91 

— ?3-+- ?1 

(* —1)9,,-+-91 

Cette formule nous montre que le déterminant A est un polynôme 
homogène du grade (n— i) en <pif cp9, . . . , cp* et que le coefficient A 
de cp est 

{n —1)9? — 9 7 . . . — 9 9 

— 93 ( n —1)93 . . . — 9 3 
A = 

— ?» ~9n . . . (n —1)9„ 

Si dans ce déterminant nous sommons les autres colonnes à la 
première et puis la première colonne aux autres, nous obtenons 

A = nn-*y2... 9„. 

Compte tenu que A est une fonction symétrique qui dépend de 
?i» ?«» •..» <?*» il résulte que nous avons la formule 

(40 A = /in — 29i ?«S 2àn 
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Par conséquent, le déterminant A est différent de zéro si une des 
fonctions cpl5 cp,, . . . , cp„ est non nulle. 

Pour calculer les probabilités P^, on peut calculer premièrement 
le système dual (If) et puis de considérer les formules (2'). 

Utilisons les formules (i3')5 en tenant compte de (38') 

2 P W < ( 0 - 2 p/?y(0 + («-i)P i
f l?«(0 = ?/W~?.W ( « * 0 , 

formules qui peuvent s'écrire 

<42) 2 ^ ' [ * l ( 0 ~ 9 ' ^ ) ] H " ' l p , f l * a ( 0 = ?« ( ' ) - ? . ( ' ) («7^«). 
/*« 

Ces formules nous montrent que si a9 b sont deux indices différents 
de i9 ce qui peut avoir lieu si n ̂  3, il en résulte que nous avons 

(43) P<„9 r t=Pi96 (a,b^i')9 P a = -^> i V « 
9« 

Compte tenu de ces formules dans les équations (42), nous obtenons 

?l?/(0[S(0 - ^ y l - ( /4-1)^,-4- /1^=9,(0-9/(0, 

où S(/) est donné par la formule (37). Nous trouvons 

a _ 9<(Q —9«(* ) 
qi s (0?,(0 

et par conséquent les formules (3 g) nous donnent 

Il en résulte que (10) 

<44)' Pî(., 0 = I - £ P > , O = ¥& + *<,*>-*<'>• 
A J 9 / ( 0 9î"< /9t l . -. . ' ( 0S(0 

Donc nous avons : 

THÉORÈME 15. — Si les vecteurs (JJ.) sont définis par les formules (38), 
les probabilités fondamentales sont définies par les formules (44) tt (44')« 

i") V P* /- n - 9.(0 — 9.(0 V * _ 9.(0 — 9 . ( 0 / c » \ 
< ; ^ y ( M ) - 9,(0 S (0 2 J ^ ( î ) - 9,(0S(0 V S " ? Ï Ï Ô A 
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Nous voulons maintenant trouver les conditions dans lesquelles 
les formules (44) et (44') constituent un système symétrique de proba
bilités. Pour cela les formules (44) nous disent que nous avons 

9*(0 —9*(Q m , . , , , 
9« (O9/ (0 = * ' < ' > - * > « ' 

donc .les différences 9/ (0 — <?/ (0 sont des constantes. On peut donc 
prendre 

9 / ( 0 = 9/(0-+-«y (j = 2, . . . , n). 

En tenant compte de la formule (44'), il en résulte 

p i (S t\ _ ¥ * ( 0 . 9 i ( 0 — 9 t ( 0 
P l ( ' ' ° " 9 i ( 0 + 9 Î ( O S ( 0 ' 

P / ( 5 t) _ 9 i ( Q H - q / , 9 i ( 0 - 9 i ( 0 , . n , 
A ' ^ 9 1 ( 0 + - , ^ [9i ( 0 + « / ? S ( 0 ( / = * > • • • > * ) • 

Considérons maintenant la différence entre P^ et PJ. Nous avons 

9 i ( 0 •+-<*> , 9 t ( 0 — 9 i ( * ) 9i (O 9 i ( 0 — 9 i ( 0 
9 i (0 -+ -«3 [ 9 I ( O H - « 2 ] * S ( 0 9 I ( 0 9 Ï ( 0 S ( 0 

En tenant compte que nous avons 

S (t) = I I i 
9 i ( 0 9 i ( 0 - + - ^ •+ " ' " " * " 9 i ( 0 + ^ ' 

la différence devient 

q » [ 9 i ( 0 — 9 i ( Q ] V 9 i ( Q [ 9 i ( 0 -t- « • ! L(£)iV 
9 Î ( 0 [ 9 i ( O - + - a , p ^ 9 , ( 0 + ^ 

k=i 

Donc elle peut être nulle seulement si a> est nulle. 
Il en résulte que (44) et (44') sont symétriques pour n ̂  3 seulement 

si toutes les fonctions sont égales entre elles. 
Si l'on suppose cp, = cp, les probabilités (44) et (44') sont données 

par les formules 

(45) J n l *Wi 

\ y *L 9(oJ 

quels que soient î et j = i, 2, . . . , n. 
Nous avons : 

THÉORÈME 16. — Les probabilités (44) et (44') sont symétriques 
seulement si elles sont données par les formules (45) où cp est une fonction 
positive non décroissante. 
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Par suite nous avons des exemples, pour chaque valeur de n, de 
probabilités fondamentales qui dépendent de n fonctions arbitraires 
<Pit ¥2, . . . , cp„. D'autre part il est facile d'observer que nous obtenons 
un système plus général de probabilités, en prenant 

p, , . #v _ 9^(0—9/(0 g/ [ \ m _ c i , . C/il 
P ' (M)~ 9/(09/(0 Yw L ^ ( ) " ^ d 3 

(46) ' 

91(0 •[ 9.(02WJ 

où c/ sont des constantes positives ou nulles mais cpz(£ = i, 2, . . . , n) 
sont des fonctions positives non décroissantes ou des fonctions néga
tives non croissantes, ce qui généralise les formules (33). 

Revenons au cas des formules (18) et observons que ces formules 
peuvent se généraliser en prenant 

!

P/ /c ,x _ 9 (0 + 9 / ( 0 — 9 / W 

où cp = cp4 + cp2 + . . . + <p* mais cp̂  sont des fonctions positives non 
décroissantes ou des fonctions négatives non croissantes. En effet, 
les formules satisfont évidemment les conditions (1) et (3). De même 
nous avons pour i ^ j : 

p/ (*, 0 = 2 p * (s>u) p*(M> °+P/,(5j u) ̂ (Mj ° -4- ^ ( 5 > u) p'(M> °> 

formules qui s'écrivent, compte tenu de la relation (47), sous la forme 

P/(M)=j 2 [?*W ~ ?*(')] + TW + 9i(«0 - 9/(0 j ^ 9 ^ ¾ ^ 

, [9 / ( " ) — 9/(03 [9 (M) + 9/ (0 — 9/ (*Q] 
9 («•) 9 (0 

qui nous donne 

(48) *, frO-'^0,^0. 

donc les formules. (2) sont vérifiées pour i ^ j . 

De même on peut montrer qu'elles sont vérifiées pour i « j . 
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Les formules (47) nous donnent par conséquent un système de 
probabilités fondamentales si cp,(s) sont positives non décroissantes 
ou négatives non croissantes. 

Nous montrerons qu'on peut obtenir un système probabilistique 
stationnaire si nous considérons les fonctions ml

a proportionnelles 
avec des constantes multipliées avec la même fonction e** si 

où cl
a sont des constantes. En effet, dans ce cas les formules (12), 

s'écrivent 

(49) *<4 = 2 r f
yci-rL2^-<2 r / 

et par conséquent T) sont des constantes, elles étaient des constantes 
non positives, cas qui a été considéré pour n = 3. Nous allons remarquer 
aussi que les probabilités (47) sont symétriques si la différence des 
fonctions est une constante comme dans le cas n = 2. 

7. Vecteurs probabilistiques le long d'une courbe. — Étant 
donnée une courbe plane (C) : 

^=/(0> 7 = 9(0, 

nous pouvons nous demander comment on peut définir deux vecteurs 
probabilistiques le long de cette courbe, un de ces vecteurs étant le 
vecteur tangent. Alors nous pouvons prendre [18] 

(5o) ri-p, ri— (—S'p-sy 
Il en résulte que le deuxième vecteur est défini par les relations 

2 

2^=i> 
a = l 

donc nous avons 

D'autre part (9') pour n = 2, s'écrit 

Parce que nous avons 
r i pi r 2 — n 

2 — — * i> * i — — L 2> 
MÉMORIAL DES 80. MATH. — N° 167. 
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il en résulte les formules 

qu'il faut définir r } , T'] comme des fonctions positives le long de la courbe. 
Les formules (5i) nous montrent qu'il faut supposer a ^L (3 et 

que •£• ou J- ne sont pas nulles, donc la tangente n'est pas parallèle 

à la première bissectrice et x, y ne passent pas par un extrémum. 
Ainsi supposons que nous choisissons comme origine O un point 

dans lequel la tangente est parallèle à la première bissectrice et où 
les axes ainsi que la courbe sont situés sous la première bissectrice. 
Si nous déplaçons dans le sens où la variable x est positive, a — (3 croît 

et y- est positive, donc T\ est positive. De même T\ est positive et 

cette propriété reste valable le long de la courbe jusqu'à la rencontre 
d'un point où x, ou y passent par un extrémum ou un point où la 
tangente est parallèle à la première bissectrice. Nous avons donc : 

THÉORÈME 17. — Dans l'intervalle OP où P est un point où x ou y 
passent par un extrémum, on peut définir un processus de Markov 
au long de la courbe (C). 

Par suite sur une courbe fermée nous ne pouvons pas définir un 
processus de Markov le long de la courbe entière, un de ces vecteurs 
étant le vecteur tangent à la courbe. 

Supposons maintenant que la courbe (C) est donnée par l'équation 

(52) y = / ( * ) , 

où f(x) est une fonction continue et dérivable de sorte qu'à chaque 
valeur de x dans l'intervalle (a, j3) correspond une valeur pour y. 
Les paramètres directeurs de la tangente sont donc dans le point (x, y) 
de la courbe donnés par i et f'(x). Prenons alors comme deuxième 
vecteur probabilistique le vecteur tangent à la courbe. Cela revient 
à prendre 

H\ = l—f(jr), ^ = 0, 

o 

Les formules de Kolmogorov, 2 ^ / ^ ° e t fe') n o u s donnent 

r? = o, r i = o. 
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Supposons que nous avons un point (x0, y0) situé sur la courbe où 
la tangente à la courbe est la première bissectrice et si nous développons 
en série autour du point x09 i/o, on obtient 

X X0 £, (X ^ o ) 2 / . f f / v 

r=7oH — /(^o)H- * ^j-!-f(x*)-h.... 

Il en résulte donc que si la courbe est située sous la première bissec
trice c'est-à-dire fl(x) — i < o , alors f(x) est négative, donc T\ est 
positive et cette propriété se conserve quand 

(52') f(x)-i<o, /*(*)< o, 

donc aussi longtemps que nous ne trouvons pas un point Pi(x,, j/4) 
où la tangente est parallèle à la première bissectrice ou nous ne 
rencontrons pas un point T>"(x",y") où f"(x") soit zéro, donc un 
point d'inflexion. 

Nous avons : 

THÉORÈME 18. — Étant donné un point ordinaire P0(x0, y0) de la 
courbe (52) où la tangente est parallèle à la première bissectrice, la courbe 
étant sous cette tangente nous pouvons définir un processus probabilistique 
au long de la courbe (C) jusqu'à un point P, ou un point P2. 

Il en résulte donc que s'il n'existe pas à la droite de P0 des points P t 

ou Po, le processus peut s'étendre dans l'intervalle (x, oo). 

Considérons par exemple la parabole (P) 

x*-\-9py = o ( / ? > o ) . 

Dans ce cas : 

^ = - ^ T* = TÏÏ> 

donc nous avons un processus probabilistique pour x>- v. En tenant 
compte que dans ce cas, nous avons 

ni = 1-+-^, nï = o3 

^ 2 = — - i n ! = *3 

il en résulte en tenant compte des formules (in) 

Xî = - £ - , X?=o, 
x -+- p 3 ' 

X l = — £ - , X | = i 
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et les probabilités sont données par les formules (2̂ ) 

(53) jP»<'''> = £ { ' P* ('.0 = £ J . 
( P2(s, 0 = o5 Pi (s, 0 = i . 

Nous avons donc : 

THÉORÈME 19. — Le système de probabilités (53) peut être considéré 
associé à la parabole (P). 

On observe que pour p plus grand, l'intervalle (— p, 00) où est 
défini le processus est plus étendu. 

Dans le cas d'une courbe quelconque (52), nous avons 

x î = 1 - / ' ( * ) ' Xî==0> 

*• — 7 = 7 ( S ) ' ^ - 1 

et les probabilités sont définies analoguement par les formules 

( P H , t)- ' - / ' W PUS ^ - / ( 0 - / ( 0 , 
(54) F l (5' ° - 1 - / ' (0 ' P a (*' ° - i - / ( 0 ' 

( P} (s, 0 = 0, PJ(*-0=i-

Nous avons donc : 

THÉORÈME 20. — A toute courbe plane (52), (52'), on peut associer 
les probabilités définies par les formules (54). 

Supposons maintenant que nous avons 

(55) /(a?) =x — a*x*-h ^ . 

En ce cas, les conditions (52') s'écrivent 

x(x — 2 a2) < o, — a2 -h x < o 

et elles sont vérifiées si nous avons 

o < x < a2. 

Quant aux formules (54), elles nous donnent 

(56) J F l {*> *> - * ( 2 a * - 0 2 C ' } *(2a2-0 
(PÎ(M)=o, PI (s, 0=i . 
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On voit donc que les probabilités (56) sont associées à la parabole 
cubique 

x^ 
(57) y = x — a 2 x*-h ~ 

dans l'intervalle o < a < a 2 . 

CHAPITRE IL 
PROCESSUS MARKOVIENS MULTIPLES. 

1. Métriques probabilistiques. — Considérons maintenant un 
processus markovien de multiplicité p avec un nombre m d'états 
dépendant d'un nombre quelconque de paramètres (chap. I, § 6). 
Nous montrerons qu'à un tel processus on peut y associer une métrique 
riemanienne. 

Pour cela soit une variété V^ (s1, s2, . . . , s?) de dimension p et Py des 
fonctions de deux séries de variables s', s2, . . . , s?, t1, t2, . . . , tP, donc 
fonctions des deux points P (s) et Q (0 de la variété V^. Les indices i 
et j varient de 1 à n. Dans le cas probabilistique, n = mPm 

Supposons de même que V) (s, t) ont les propriétés des probabilités 
fondamentales, donc elles satisfont les équations fonctionnelles : 

(0 P^O=^, 2 p y ^ ^ = 1 ' 
7 = 1 

Plj(s, 0 = Pi(*> tt)P5(K, 0» O^S^t (i, * = I, 2, . . . , / 0 , 

où nous désignons par u(ul, u2, . . ,,un) un autre système de variables 
s\ s2, . . . , SP donc les coordonnées d'un autre point de V^. 

Supposons que pour 
*'=; *', 

nous avons 
(1') P>(*, O ^ o . 

D'après les résultats de Fréchet (11) et de Aczel Q2), les équations 
fonctionnelles (1) ont comme dans le cas d'une seule variable, les 
solutions 

(2) V) (s, 0 = ^ (0 X« (0, n'a (0 *? ( 0 = 5 ) a = 1, 2 .. . n, 

(n ) M. FRÉCHET, loc. cit., p. 229. 

(12) J. ACZEL, Vorlesungen ùber Fonctional gleichungen, Deutcher Verlag, Berlin, 
i g 6 i , p . 247. 
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et 
n n 

o) 2^«=i> 2x?(î)=i-
a=l / = 1 

Les dernières équations nous montrent que le déterminant A = | pl
a (s) \ 

de n fonctions j*'a(s) est différent de zéro, car en notant avec A' le 
déterminant | Xy(s) | nous avons AA'= i. De même il résulte que 1"(s) 
sont les réciproques des éléments du déterminant | p4 |, c'est-à-dire 
nous avons les formules 

rt(0\*(0 = as 6 = i , 2 , . . . , * . 

Donc si nous interprétons les |J4 comme les paramètres d'un système 
de congruences indépendantes dans l'espace à n dimensions, alors X" 
sont les moments de ces congruences. Par suite nous avons : 

THÉORÈME 1. — Étant donné un système de congruences indépendantes 
dans un espace Sn à n dimensions9 où \xl

a sont des paramètres et A" les 
moments supposés fonctions des variables s\ s\ . . . , SP satisfaisant les 
dernières équations (2), nous avons une solution P£

y (s, /) des équations (1) 
donnée par les formules (2). 

De même il faut remarquer qu'on peut définir un système de proba
bilités par les formules L , 

Pg(*, 0 = ^ ( 0 ^ ( 0 -

On voit donc que si l'on donne la probabilité fondamentale P'y (s, t), 
cela revient à donner sur la variété Wp un déterminant | A" | ^ o 
satisfaisant les conditions 

n 

x«(o = P'.(*, 0X?(0, 2 X / = I' 
/ = i 

ce qui définit les V) avec les valeurs dans un point. 
Étant donné un processus markovien continu (2), cela signifie se 

donner un système de n vecteurscontravariants ^ ( s ) (a = 1, 2, . . . , / Î ) , 

de façon que si l'on considère le système de n vecteurs covariants 
dual If (s) (a = i, 2, . . . , n), les équations (3) soient vérifiées. Nous 
dirons qu'en ce cas les vecteurs \*.la sont dés vecteurs probabilistiques (13). 

Si l'on considère les formes de Pfaff (,4) : 

(3') d*«=-kfdsi 

(13) G. G. VRANCEANU, Théorie géométrique des chaînes probabilistiques [Bull, 
Acad. roy. Belgique (Classe des Sciences), 5e série, t. 51, 1966, p. n58- i 167]. 

( u ) G. VRANCEANU, Leçons de Géométrie différentielle, Gauthier-Villars, Paris, 
vol. I, chap. I, 1957. 
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et la métrique 

(4) <&•== (d^y-h {d^y--+-...-+- (</<J")2= atlds^dsJ\ 

nous avons évidemment 
(5) ^/=XfX«. ^ 

Donc nous avons : *. 

THÉORÈME 2. — Étant donné un système de n vecteurs probabilistiques, 
on peut leur associer d'une manière invariante un espace de Riemann Vn. 

Nous dirons que la métrique (4) est la métrique naturelle associée 
au système probabilistique correspondant. On peut d'ailleurs observer 
que la métrique (4) satisfait à certaines conditions algébriques. En 
effet si l'on somme dans les formules (5) par rapport à j de i à n et 
si l'on tient compte de la seconde formule (3), nous obtenons 

n n 

Jz=\ a — \ 

donc en sommant encore par rapport à i, il en résulte 

n 

(6) ^ « „ = / 1 . 

Cette condition peut s'interpréter en observant que si les différen
tielles dsl sont toutes égales, nous avons ds*= ds, il en résulte 

comme si la métrique serait euclidienne et donnée par la formule 
de Pythagore : 
(7) <foi= (dsiy-+- (^2)2-h. . . -+- (ds*y. 

Nous avons donc : 

THÉORÈME 3. — La métrique (7) est euclidienne pour deux points P (s*) 
et Q(sl + ds). 

Inversement, étant donné un espace de Riemann, on peut se 
demander si l'on peut associer à cet espace un système de vecteurs 
probabilistiques. 

Nous allons considérer premièrement le cas n = 2. Dans ce cas, 
les formules (3), peuvent s'écrire sous la forme (17), (17') (chap. I). 
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où A = cp + <J>. Les probabilités fondamentales sont données en tenant 
compte de (2) par les formules de Fréchet f3], (18) (chap. I). 

Ces formules nous montrent qu'en supposant que cp + ty est une 
fonction positive, dans le point s, les formules (18) (chap. I) définirons 
un système de probabilités pour t > s si cp, ty sont des fonctions non 
décroissantes. Si cp + ^ est négative dans le point s, elle définit un 
système de probabilités si 9, ^ s o n t des fonctions non croissantes. 
On peut réduire un cas à l'autre en changeant les signes des fonctions. 

Quant à la métrique (4), elle est donnée par la formule 

(8) a?<72= an(dsiy-->r- 2ai2dsi ds2-+- a92(âfe2)2 . 

En ce cas les formules (5) nous donnent, en tenant compte des 
formules (17') (chap. I) où l'on suppose cp, ^, fonctions de deux 
variables s1, s2 : 

, N 1-+-4+2 4?+ — 1 1-+-4?2 

(9) ^ i j r ' ai2=-l*kr-' ^ - w 1 ' 

de façon que la métrique s'écrit 

( ^ - ^ + 4 ( 4 ^ + 9 ^ 2 ) 2 

V ; 2(? + +)2 

Observons que nous ne pouvons pas avoir ai9 = o, donc 4?^ —1 = 0, 
parce que alors si cp est croissante, <\> est décroissante. 

Par conséquent, les coordonnées s\ s2 ne peuvent pas constituer 
un système de coordonnées orthogonales pour de2 que si cp, ̂  sont 
des constantes et alors les vecteurs sont constants et la métrique est 
euclidienne. 

Nous avons dans la formule (10) une métrique a deux variables qui 
dépend de deux fonctions arbitraires qui se caractérisent algébri
quement par le fait que nous avons en accord avec la formule (6) : 

( i l ) CL\\ -t- «9>-+- 2 r t i 2 = 2. 

On peut se demander dans quelles conditions, cette métrique est 
la métrique naturelle associée aux probabilités (18) (chap. I). Pour 
cela, observons que les formules (9) nous donnent 

(? + +)2 

Cela signifie que le discriminant à de la métrique (8) est toujours 
une fonction positive non croissante «i cp -f <p est non décroissante 
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comme nous le supposons. En tenant compte de cette formule, les 
formules (9) s'écrivent 

i + 4 f = ^ - r - , i-M*2 = Z&-T, 
. . anaM— «ïa a 1 4 « 2 2 — « 1 2 

C 1 2 / \ 
« U « 2 2 « J 2 

On voit donc que la métrique (8), (9) est une métrique naturelle 
d'un système de probabilités à deux dimensions, si les seconds membres 
des deux premières formules (12) sont des fonctions positives non 
décroissantes plus grandes que .l'unité. 

Si nous posons 
«22 « 1 1 = 2 p , «22-+- « 1 1 = I -+- 2X, 

nous avons alors 
1 - N 1 •> 

«22 = - -+- p -+- X, <2n = H- A — p 

et par conséquent nous avons les formules 

4 ^ = ( ^ , 4 P 2 = ^ ^ , 
4 Y 2X — p* ' *V 2X — p ï ' 

I — p2 I 
4?+ = 7 î — T ï ' 2X — p 2 = 2X —pq- r (<P-H<J03 

Étant donné le fait que les fonctions cp, ̂  doivent être positives et 
non décroissantes, il en résulte que p doit être compris entre — 1 et 1 
et que 2X — p2 doit être une fonction positive non croissante. En 
posant donc 

h doit être une fonction positive non décroissante. Comme nous avons 

(i3) 4, = l A ( i - p ) , 9 = Lh(î + p)j 

il en résulte que les seconds membres doivent être des fonctions 
positives non décroissantes. En supposant s1, s2, fonction d'une 
variable s, il faut que les dérivées par rapport à s de h (1 — p) et h (1 + p), 
doivent être positives. 

Donc il faut avoir 

h' p' h! p' 
v 4 / h i — p ' h i-+-p ' 
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en tenant compte que h et h1 sont des quantités positives. Nous avons 
donc [12] : 

THÉORÈME 4. — Les formules 

(p — I ) 2 I (p -4-0 2 J I _ p 2 I 
"" = — 5 — + 2 ^ ' a22== "I- + 2 ^ ' a i 2 = T" " 2̂ ' 

définissent la métrique naturelle d'un processus probabilistique si h est 
une fonction positive non décroissante si p est compris entre —1 et 1 
et satisfait aux conditions (i4). 

En ce cas les fonctions cp, ^ sont définies par les formules (i3). 
Nous allons remarquer, que la condition algébrique (11) peut toujours 

être réalisée. En effet, étant donnée une métrique quelconque (8), 
on peut toujours choisir un système de variables disons s'1, s'2 de 
façon que dans ce système de variables, nous ayons 

( i l ' ) « 1 1 " * " « / 1 2 - + - 2 « ' 1 2 = 2 . 

Supposons par exemple que nous prenons une métrique da2 sous 
la forme géodésique, ce qui est toujours possible; nous avons 

«Œ2=«w2-hG«V*. 

En ce cas, si l'on considère la transformation de variables 

, / 5 ' + 5 2 Sl — S*\ S1 •+- S- -f S1 - + - .Ç2 gl — .< 
U = ) V : 

nous avons en notant avec aii9 ai2, a22 les coefficients de la métrique 
dans les nouvelles variables s1, s2 : 

a 1 1 = i [ n - G ( / , + / , ) » ] , « i 2 = J [ i - H G ( / 2 - / ! ) ] , 

«22= J[i + G( / i^ /0« ] , 

s1-*- s2 

où fi est la dérivée de f par rapport à —-— et /*2 la dérivée de f par 
5 i sz 

rapport à 
Pour que alu a12, a22 satisfassent à la condition ( n ) , il faut que 

nous ayons 
I + G/ î = 2, 

ce qui nous dit qu'on doit avoir 

(.5) f = -=L«. 
du \/G(u,f) 
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Nous avons : 

THÉORÈME 5. — On peut passer de la forme géodésique d'une métrique 
à la forme probabilistique en intégrant l'équation différentielle (i5). 

Dans le cas où cp = ^, les probabilités (18) (chap. I), deviennent 

(l5,} P!<<.0-Pi( . ,0-5[«+î$] . 
ri<«,0-Pï(*,*) = ; [ i - î § ] 

et la métrique (10) s'écrit 

2 _ («V —«VQ2 ( « V - h « V ) 2 
"" 8<p2 2 

Si l'on considère la transformation de variables 

5 1 - + - 5 2 = y/2 a, sx—s-=2^2$, 

cette métrique devient 
tfV = da2 -+- - ^ , 

? 2 

ce qui nous dit que la métrique est de la forme géodésique. 
En tenant compte que la courbure de Gauss est donnée en ce cas 

par la formule 

— * ( ; ) 
K = (V/G)« 

nous pouvons nous demander si cette courbure peut être une constante. 
Cela arrive évidemment si cp ne dépend pas de a quand la courbure K 
est nulle, donc cp dépend seulement de (3. Mais alors cp ne peut pas 
être une fonction v croissante de s1, s" que si cp est une constante, donc 
les vecteurs et les probabilités sont constantes, ce qui est le cas banal. 

Si la courbure K est une constante non nulle, la fonction - = p, 
doit satisfaire à l'équation différentielle 

p"-+-Kp = o 

Si K < o, on peut prendre comme solution p = e - ^ * , donc 

On voit que les conditions (i') sont vérifiées quelsque soient 
s^V (i = 1, 2), donc quels que soient les points P(s\ s2) et Q(f\ P) 
du plan de Lobacevski. 
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Dans ce cas, les probabilités (i5') sont données par les formules 

P»(M) = PU*, t)^\ii-e-j=^Ji 

\ e ^ 

Si K > o, on peut prendre p = cos \/Ka, donc 

__ i 

cos y/Ka 

Dans ce cas, en supposant pour simplifier K = i, cp est une fonction 

qui croît de i à l'infini si a varie de o à - ? puis c'est une fonction qui 

croît de — oo à — i quand a varie de - à 7r donc pour a = - cette fonc
tion est discontinue. 

Cela signifie qu'il n'y a pas un système de vecteurs probabilistiques 
sur toute la sphère mais il y a un tel système sur une demi-sphère. 

En effet, on sait qu'étant donnée la sphère de rayon i, 
^ + 7 2 + ^ = 1, 

nous pouvons considérer la représentation paramétrique 
# = s i n a c o s P , y = sina sin(3, z = cos a, 

où (3 est la longitude qui varie de o à 2 T: et a la colatitude qui varie de o 
à n. En ce cas, la métrique de la sphère est donnée par la formule 

da*=da*-h sh^adp2, 

donc nous avons un champ probabilistique de vecteurs tangents à 
la sphère seulement pour une demie-sphère et les probabilités sont 
symétriques et sont données par les formules 

pi ( . , o -p i ( . , o - i ( i+£ ï ) ' 

P | ( . ,0-PfC,0-i(«-SJ)' 

où s^t sont deux valeurs de l'angle a entre o et -, Donc ces proba

bilités sont les mêmes quelle que soit la valeur (3, donc la longitude. 
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Considérons aussi le cas particulier n = 3 quand le déterminant 
A = | p41 est donné par la formule (34) (chap. I) et les V} par les 
formules (34') (chap. I). Dans ce cas les coefficients at/ (Uj = i, 2, 3) 
sont donnés par les formules 

a11== -L (2+2 + 282-+- 2+8 -+- 27+282), 

a22= i (2<p2-+-2e2-+-2<pe-+-27<p2ô2), 

«33= ^ ( 2 ^ 2 - + - 2 ^ + 2 ^ - + - 2 7 cp2^2), 

«12= ^ ( 9 + - 9 8 - + 8 - 2 8 2 - + - 2 7 9 + 8 2 ) , 

«13= ^ (?6 — <P+ — +8 — 2+2 -+- 2 7 9 ^ 6 ) , 

où 

«23= ^ ( + 6 - 9 + - 9 8 — 292H-2792+8), 

A = 3 ( 9 + + +8+ 89). 

On voit que dans ce cas la détermination des fonctions cp, +, 6 quand 
la métrique est donnée, est en général difficile. 

Supposons alors que cp = + = 0. Alors, nous avons les formules 

2 + 992 

« 1 1 = «22= «33= 2 7 ? 2 ' 

992 I 
« 1 2 = «13= «23= 2 7 < p 2 ' 

ce qui nous dit que nous avons la condition 

«11 + 2 «12 = 1. 

La métrique s'écrit 

^ 2 = i±iiI[(oV)»-+- («*S2)2-+- («V»)*] 
279 

9 9 a — 1 dgi ds% + ds% d$% + ^ 3 ^ 
2792 v 

qui peut encore s'écrire 

(i5") «*2 = «n[ («V) 2 -+ - («"*2)*-+- («* 3) 2] — «11 («V «*** 

-H «V «V -+- «*s3 «V) -+- «V «V -+- «'s2 «V •+• ds* ds\ 

OU 

db* = « n [ («V)2-+- (<&2)2 •+• («**3)2] "+- (1 — «i») idsl ds*+ds* ds* + ds* «V). 
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Comme nous avons 
2 — 2 

? ~ " 9 ( 3 « i i - 0 ' 

il en résulte qu'une métrique (i5") conduit à un système probabilis

tique (34) (chap. I) à fonctions cp, +, Q égales si au> | et avec axi9 

fonction décroissante des variables s1, s\ s3. 
Dans le cas où cp = e*ç nous avons un système probabilistique 

stationnaire. 

La métrique devient 

2 -f. qe^kisi-hs' + i,*) 
<*°2= a 7 ; , . ( T t + J , + f , ) [ ( * * ) « + («v ) 2 + (*»)»] 

+ 2 ( - - ek(st+s>+s>)\ (ds\ ds*-)rds* «V*-+- «V « V ) . 

Considérons le cas où 

9 = 6 = v, + = tv = a, 

qui correspond au déterminant circulant [10]. 

Pour laj (a9j = 1,2, 3), nous avons les formules 

X] = X̂  = X§ = - (M2-+- UV -+- P2-+- u -+- P ) , 

X* = X2 = X i = g(tt*-l-aPH-f>»— p), 

X| = X? = X2 = i (w*-+- uv -4- P*— M ) , 

o ù 

D = 3 ( 1 ^ + 1 ^ + ^ ) . 

Pour trouver les coefficients de la métrique alj9 nous utiliserons 
la formule 

3 

"</ = 2X<fl>V ( ^ 7 = 1 , 2 , 3 ) . 

Nous avons 
1 

«11 = « î î = «33 = « •+• 

« 1 8 = «13 = « 2 3 = 

3 9 ( w 2 + KP-h i-'2) 

I I 

3 9(«2-+- MP + P*) 
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Dans ce cas, la métrique s'écrit 

05») * . = ( ; + - _ i _ _ ) [ ( * . ) . + (*.)*-*-(&»).] 

+(1-^+1,+^)^^+^^+^^-
Cette formule nous dit que la métrique n'est pas en général suffi

sante pour définir le processus markovien, parce que les probabilités 
dépendent de deux fonctions u, v, tandis que la métrique (i5'") dépend 
seulement de la fonction iT + uv + v\ En effet on trouve facilement 
que nous avons 

P2 (,, o = J - -J [p (0 [2u (0 -+- p (0] ~ * (0 [" (0 - u (0]], 

pi (,, o = i - i | > ( 0 [ 2 P (0 -H «(01 - " (0 I« (0 - " (01] 

et des formules analogues pour les autres P'y, (i, j = i, 2, 3). 

2. Métriques à courbure constante négative. — Montrons 
maintenant que la métrique naturelle (10) peut être à courbure 
constante négative aussi pour cp ẑ£ +. En effet en prenant 

9 = es\ + = es\ 

on trouve un système probabilistique. Or, en ce cas la métrique s'écrit 

( l 6 ) d° - 2 ( ^ + e " ) 2 

et il suffit de poser 
(16') x = s* — s2 j = 2 ( ^ - + - eAÏ), 

pour que la métrique devienne 
, n dx% •+- «V2 

«V = 2 -—£-

et coïncide donc, abstraction faite du facteur 2, avec la métrique 
du semi-plan.de Poincaré y > o, donc du plan de Lobacevski-Bolyai. 
Quant aux formules qui nous donnent P£

y (s, /)» compte tenu des 
formules (18) (chap. I), elles s'écrivent 

Ps*-L-etl el* e8* 

P Î C M ^ p r ^ ' Pi(s,t)=7Jr^„ 
(1^) \ ^ti e $

l soP-A-oS1 

P Ï ( ' , <) = ^FX7r«' -p l («»')•= ^ : 

etP'y(s, t)(i,j^=i, 2) sont positives si s'^f1,*1^ P. 

http://semi-plan.de
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Nous avons : 

THÉORÈME 6. — Sur le plan de Bolyai-Lyobacevski, il y a des champs 
probabilistiques définis dans tout le plan, dépendant d'une ou de deux 
variables. 

En effet à tout point (x, y) avec y > o, correspond un point (s1, s2) 
défini par les inverses des formules (16'). Si l'on suppose que sl

9 s2 

sont fonctions d'une seule variable s nous avons des champs dépen
dant d'une seule variable. 

Les formules inverses des formules (i6f) s'écrivent sous la forme 

{î7) 6 ~ 2 ( i + e * ) ' " 2(1 + «*) 

Si l'on note avec xr
9 yr les valeurs correspondantes aux Z1, /2, nous 

considérons les formules 

cn= y'eX' J c*^ y . 
2(1 + ex') 2(i + ex') ' 

les probabilités (17) sont données par les formules 

PÎO^JT, # ' , / ) = — — — J I 
y 1 + ex 1 + e—*' 

_ _ y 1 1 

( 1 / ) 
n(^y]y,y)=-pTT7I. ^---r-p 
Pî(*>.r; ^ , / ) = - 6 __y_ l , L 

y 1 + e—x 1 + e~x 

Pï(x,y,x',y)= Z l l 
y 1 + e~x 1 + ex' 

On voit donc que Pî, P ' sont toujours positifs $i y9 y' sont positifs, 
ce qui arrive dans le semi-plan de Poincaré. En ce qui concerne PJ, 
P? ils sont aussi positifs si nous avons les conditions 

y' ^ y y' ^ y 
1 + ex' ~ 1 + ex ' 1 + e—*' ~ 1 + er-x 

Si l'on considère comme courbes coordonnées 

(18) M = 2 e A l = - ^ — > p = 2e*8 = 
1 -h ex 1 + ex 

les courbes « = u09 et y = p0 ou u09 vQ sont des constantes positives, sont 
donc asymptotes aux droites y=u0, y = v0 et coupent l'axe y en 
des points ayant comme ordonnées y = 2U09 j / = 2P0. 
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Dans les coordonnées u, v9 la métrique (16) s'écrit 

p du% + u dv* 
(18') «-a2 = 

uv{u + P) 

Elle nous donne donc une métrique à courbure constante négative 
dans le quart de plan u > o, v > o. Dans les variables u, v les proba
bilités s'écrivent 

P} (u, P; u', P') = - ^ ± 4 , PI («, P; a', P') = -^=4^ 
X \ 7 7 7 / a ' _ ^ p ' 4 \ 7 7 7 / yj _ j _ j / 

T>3 / r /\ W — « , , M + P ' 

Pf (", P; a', P') = ^r^7> PJ (a, P; M', " ) = ^ 7 7 ' 

Les géodésiques du semi-plan de Poincaré sont des demi-cercles 

(x — a ) 2 + jK2= r2, 

donc 
# = a + rcos8, ^ = rsin8, 

où 0 est un angle compris entre o et n. 

Comme nous avons 

a? = In — ? V = W + P, 

un point P (u9 v) de la géodésique est le commencement d'un système 
de probabilités seulement pour les points P'(u', v') qui nous donnent 
u' + v'>u + v, donc sin9r>sin9. Nous avons le : 

THÉORÈME 7. — Si l'on suppose que x, y sont des points d'une géodé
sique, le point x'9 y' correspondant à un système de probabilités doit se 
trouver sur la partie du cercle au-dessous de la corde Y = y. 

Nous allons maintenant montrer que nous avons des propriétés 
analogues dans le cas général n > 2. 

Supposons en effet que nous avons comme système de vecteurs 
contravariants pl

a9 le système défini par les formules 

rè=I_-^a (,v«), 

^ I - ^ + M O , 

où a9 i sont des indices fixes et où nous avons posé 

àn (s) = e**+ e** + . . . + e*n. 

MEMORIAL DES 80. MATH. — H° 167. 
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Comme il est facile à voir, Ara(s) est en même temps le déter
minant | p4 |, donc le système de vecteurs pl

a est un système de vecteurs 
indépendants dans tout l'espace. 

En ce qui concerne les vecteurs covariants duals, leurs composantes 
s'écrivent 

i r n — i .1 

où a, i sont des indices fixes. 
En ce qui concerne, les probabilités elles sont données par les 

formules 

<l8 ) FJ- An(0 ( ' ^ 7 ) ' Fi A„(0 

et les formules nous montrent que les probabilités sont définies dans 
tout l'espace des variables s1, . . . , sn. 

Pour calculer la métrique observons que les formes de Pfaff (3') 
s'écrivent dans ce cas : 

1 r , «V + . . . + «V*~| d^n(s) 
(19) « V = -r-—r- \ds« + . "/ ' 7 
v y ; A* (o L 1 J A« (0 
donc la métrique associée s'écrit 

(19') ^ 2 = ^ ( 0 ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ 

où nous avons noté par ®n la forme quadratique 

(i9
ff) $ „ = (n — 1) ds* ds*— 2ds/ ds* (j'^k). 

Comme le discriminant de cette forme quadratique dans les diffé
rentielles dsl (i = 1, . . . , n) s'écrit 

n — 1 —1 . . . —1 
— 1 n — 1 . . . —1 
— 1 —1 . . . n —1 

ce déterminant est nul donc la forme <&n est dégénérée et elle peut 
s'écrire sous la forme 

<t>n^(dy*y + ...+ (dyny, 

où y9, . . . , yn sont des combinaisons linéaires des variables sx sn. 
En posant aussi 

y i = / i A n ( 0 , 
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la métrique (io/) s'écrit 

(20) d+=n(W+;'\+W\ 
( r 1 ) 2 

ce qui nous dit que cette métrique est à courbure constante négative* 

Nous allons maintenant observer que la métrique (19')» (r9*) 
constitute une forme intéressante qu'on peut donner à une métrique 
à courbure constante négative. 

Pour obtenir une transformation de variables qui conduit à la forme 
canonique (20), nous allons observer qu'en passant de n à n + 1 nous 
avons 

<£„+! = $„-+- -\ndsn+l — ds1 — .. ,— dsnY 

donc à une réduction à la forme canonique de €>„, correspond une 
réduction à la forme canonique de ¢,1+1. Comme nous avons 

¢ , = <7/V — ds*)% 

il en résulte que nous avons 

¢ 3 = -[dsei — dsi]i-h-[2ds*—dsl—ds',Y} 

¢ 4 = 2[«V —«V]* + |[2«Y> —«V — « V p + l[3ds*—ds* — d** — dÊ*]* 

et ainsi de suite, ce qui nous conduit à une formule de la forme 

¢,, = «, [«y—<fc']> + . . . + « 4 (rt — o ^ " — «v—...—«y*-1]*, 

où a>, a3, . . . , an sont des constantes positives. Cela signifie que si 
l'on considère comme nouvelles variables 

K J ( Z/' 
Z1 =e s l + . . . + e*", 

[(p-i)ZP—%*-...-ZP~*] ( / , = 2, . . . , n), 

la métrique (19') contiendra seulement les carrés des différentielles 
dZ1 (i = 1, . . . , n) donc nous aurons comme variables y\ . . ,,yn dans 
la métrique (20) des quantités proportionnelles respectivement 
aux Z1, . . . , Z". 

En tenant compte que les formules (2c/) nous donnent une trans
formation de variables qui change l'espace entier En(s\ . . . , sn) dans 
le semi-plan Z ! > o, de l'espace F„(Z\ . . . , Zn) il en résulte : 

THÉORÈME 8. — Les formules (i8w) nous donnent un système de proba
bilités définies dans tout l'espace ouvert à courbure constante 
négative (19'), (19*). 
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3. Connexions affines probabilistiques. — Supposons main
tenant que la variété Vft(s

l, . . . , sn) dans laquelle nous avons le pro
cessus markovien continu, possède une connexion affine définie 
à l'aide des quantités Tl

/k. En ce cas en transportant par parallélisme 
les vecteurs (l, fO, qui définissent les probabilités P'y, nous avons des 
formules de la forme 

(21) rf|*i = riai****, dkf = ̂ Tfa\fd^ (i9j9k,a,*=i,...,n) 

en passant d'un point T?(sl
9 . . . , sn) de Yn au point voisin Q(si + dsr). 

Si l'on veut que les d\i.la9 dlj soient les différentielles des p4, 1% donc 
si l'on veut que nous ayons 

/ O T ' \ r a — ri irk L — F* \ a 

les r j a sont bien déterminées dans tout l'espace Yn où le processus 
est défini et nous avons les formules 

W 1 * a — Js<x Ak' 

La connexion affine ainsi déterminée est alors une connexion inté-
grable, car les formules (21') constituent des équations aux dérivées 
partielles formant un système complètement intégrable. Par conséquent 
nous avons les équations 

/ àT/a àVwR 1 r>k 1 k 

(22') i%p = - ^ - - ^ + r ' , a r ;p- r ipr 7 «=o 

qui expriment le fait que toutes les composantes I%p du tenseur de 
courbure de la connexion affine 1% sont nulles. 

En sommant les formules (22) par rapport à k et en tenant compte 
des formules (3), nous obtenons les formules 

n 

(22') ^ r L = o . 
k=i 

Nous avons donc : 

THÉORÈME 9. — Un processus markovien induit dans la variét&Yn 

un transport parallèle sans courbure dont la connexion est définie par 
les formules (22) et (22n). 

En tenant compte des formules (2) et (21) nous trouvons 

dPj (#, 0 = r i . (O \à (O K (0 * « - P/a (0 F£ (0 *k (0 «&S 
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donc nous pouvons écrire les formules 

(23) «T}(5, o = r i« (0 P/(*, 0<fca-P/*a(0 Pi(«, 0 ^ 

qui constituent les formules de transport par parallélisme des proba
bilités fondamentales P^ (s91). Il en résulte donc que si le transport 
parallèle est intégrable, les équations aux dérivées partielles 

àP*f (*, o - t àPl, (s, 0 * , 
(23, ) à* = r*a W p/ ('• 0, V^ = - r*. (0 Pi (#, 0 

constituent un système complètement intégrable. 

On voit par conséquent que pour ces probabilités, l'indice i est un 
indice de contrevariance quand on dérive par rapport aux variables s 
et j est un indice de covariance quand on dérive par rapport aux 
variables t 

En tenant compte de ce fait et en considérant les composantes 
des probabilités, P'y dans le système de congruences défini par les 
vecteurs (A, p), donc en considérant les quantités 

PÎ(*,0 = P y ( ' , 0 \ B W r f ( 0 , 

il en résulte que Pg sont égales à ôg. 

Par conséquent, nous avons : 

THÉORÈME 10. — Les vecteurs (19 p.) à laide desquels s'expriment 
les probabilités Py(s,1) sont caractérisés par le fait que les composantes 
Pg(s, t) dans le système de congruences (l9 ^) sont égales à ôg. 

En supposant f'^ s1 et en posant tl=sl+ u1 il en résulte que u1 sont 
des quantités positives. Cela dit considérons les formules 

/àPt
t(s9 0 \ 

^ ( 1 , - + - ) - ^ ( 1 , 0 + ( - ^ ) ^ + . . , 

/<*P*\ 

donc nous avons 

les termes non écrits étant du second ordre dans u*. 

Compte tenu de (i;), il en résulte qu'il faut avoir 

^ o (»V*)« (âIÏ\ =(àlA) 
\àUaL/U0i=Q \ àt* / t*=iS*~ 
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Parce que la deuxième équation (a3') nous donne 

(SU.—*•<*>• 
on trouve les conditions 
(23*) T ia (0^o . 

D'autre part, compte tenu de (22") qui peuvent s'écrire 

(23'") iia=~2ria, 
k^i 

on déduit TU^o . Par suite nous avons : 

THÉORÈME 11. — Le transport parallèle probabilistique (23) associé 
à un processus markovien multiple satisfait aux conditions (22") et (23"). 

Nous allons observer que si pour un certain indice fixe i, nous 
avons r**a=o, alors nous avons aussi r * a = o (i^k) et par consé
quent p» ne dépend pas de s*. 

De même parce que nous avons les formules 

as* as* 
Ki î 

où A = | p}a |, il en résulte que si l'on tient compte des équations (ai')» 
nous avons 

donc la connexion contractée Ta est nulle si le déterminant est constant. 
Mais parce que Tl

l0L sont pour chaque i des quantités positives, il en 
résulte que dans ce cas T;a sont toutes nulles et par conséquent compte 
tenu de (22) et (23"), il en est de même de r i a (i 9^ k), donc \j!a et la

y sont 
des constantes et P'; = 3',. 

Il en résulte donc qu'en laissant de côté ce cas particulier où les 
probabilités sont l'identité, le déterminant A n'est pas constant. 

Observons maintenant qu'étant donné dans l'espace Vn(s
l, . . . , sn) 

un système de vecteurs contrevariants \*.la9 ou bien le système dual 
des vecteurs If et un autre système de vecteurs JJ.ln, la

J9 nous avons 
des formules de la forme 

(24) H4 = 4 Ï 4 , X5 = cgX$. 

où cg sont des fonctions des variables s1, . . . , sn à déterminant | c% | 
différent de zéro! 
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Cela fait les probabilités » ^ 

Py = A (O XJ (0, Py = F. (0 *J (0 V " 

associées respectivement au système de vecteurs (p*a9 >\*) et au système 
de vecteurs (]ll

a, /\*) sont différentes sauf si cg sont des constantes 
satisfaisant aux conditions 

n 

6 = 1 

ce qu'on peut facilement voir. Nous avons donc le : 
THÉORÈME 12. — Deux systèmes de vecteurs (p., X) et (jû, X) définissent 

les mêmes probabilités si et seulement si ils sont liés par les formules (24), 
où cg sont des constantes satisfaisant à la condition (2^'). 

En tenant compte des formules (21), il en résulte que les compo
santes r i a sont des invariants aux transformations (24), (24')» a v e c cî 
des constantes, donc la connexion Ha ne change pas si l'on change 
le système (JJI, 1), dans le système (jû, V), si les probabilités restent les 
mêmes, propriété qui est aussi une conséquence des formules (23')> 
qui définissent le transport parallèle des probabilités P) (s, t). 

On voit donc que les composantes de la connexion T â servent 
à définir les propriétés des probabilités. Si ces composantes sont des 
constantes, le système de probabilités est stationnaire et si la connexion 
est intégrable, les formules (21') nous disent qu'on doit avoir pour 
une connexion constante 

ri«r*p=ripr*«. 

Nous allons maintenant observer qu'en général on doit supposer 
que les composantes r*a ne sont pas symétriques dans les indices infé
rieurs, donc que la connexion est avec torsion, c'est-à-dire qu'on doit 
supposer que les quantités 

T/ta= rk<x—rotk 

ne sont pas toutes nulles. En effet supposons que nous avons i = k ^ <x, 
donc qu'on considère les composantes de la torsion 

T z a = ri<x— Ta*, 

on voit alors que T{« doivent être positives car T/a sont positives, 
tandis que raz sont négatives. Autrement dit les Vl(X ne peuvent pas 
être nulles que dans le cas où les probabilités Py sont égales à à). 
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Nous avons donc le : 

THÉORÈME 13. — La connexion intégrable (22) associée aux proba
bilités P1/ est avec torsion, les quantités TÎ« étant positives. 

Si l'on considère les quantités 
n 

T g = ^ J T f g , 
i=i 

il en résulte que Ta sont elles aussi des quantités positives. Si l'on 
considère donc la forme de Pfaff : 

dy = Ta«V*, 

cette forme de Pfaff est un invariant du système probabilistique, 
donc la connexion r*a est à forme de Pfaff invariante dans le sens 
de G. Vranceanu [13]. 

4. Groupes probabilistiques. — Étant donné un système de 
vecteurs (X, p.) dans l'espace Vw, on peut associer à ces vecteurs les 
formes de Pfaff (3'). De même étant donné un autre système (X, /i), 
nous pouvons associer les formes de Pfaff : 

dë"=îf «V 

et les formules (24) nous disent que nous avons 

(24*) rfâ«=cfrf*ft. 

Il en résulte qu'à chaque système de probabilités P, défini par le 
système de vecteurs (X, p.), nous pouvons associer un groupe de trans
formations de congruences (24*), où cg sont des constantes et satisfont 
aux conditions (24')-

On voit que le groupe (2 4 ")9 (24') est un groupe affine de trans
formations de congruences qui a la propriété de conserver les courbes 
satisfaisantes aux conditions 

« V >a^
s/ / x 

w = ^ = 1 (« = •>-.»>• 
En effet pour le groupe (24"), 0*4') il en résulte 

dâ* 
dt 
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Autrement dit le groupe conserve les courbes satisfaisant au système 
différentiel 

d£_ 
dt ~h 

où t est un certain paramètre. 

En tenant compte qu'un groupe de transformations de congruences 
défini une § structure [16], nous avons le : 

THÉORÈME 14. — Un système de probabilités P'y définit dans la 
variété Yn une structure affine (24"), (24'). 

On sait que le groupe affine de transformations de congruences 
possède un système complet d'invariants [13], qui s'obtiennent en 
utilisant les coefficients des covariants bilinéaires des formes d<ra

9 

qu'on peut écrire 

Aa« = w% c «V 8<JC [ A<J« = 8 «V — d$aa ], 

où nous avons posé 

Par une transformation (24")» les quantités w%c se changent comme 
les composantes d'un tenseur affine du troisième ordre 

(25) ^efCîC{=HcCr 

Si l'on somme par rapport à c et si l'on tient compte des (24')» on 
obtient les formules 

(25') ï v g c g = *>fbC
a

f »s=2w*c 

qui nous disent que w% sont les composantes d'un tenseur mixte. 
Il en résulte : 

THÉORÈME 15. — Le groupe probabilistique (Ï(\\ (24') possède 
un tenseur mixte du second ordre (2$'). 

Nous allons montrer que ce tenseur n'est pas nul en général. En effet 
si l'on tient compte des formules (21'), il en résulte 

^=(rî;-r*a)XJ^rf 

et naturellement nous avons aussi les formules inverses 

ra/-r*a=^*x;xa. 
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Supposons maintenant qu'on somme par rapport à a 

Nous obtenons en tenant compte des formules (22") : 

n 

a = i 

De même nous avons les formules inverses 

n 

Or ces formules nous disent que si k ^j, le premier membre des (26*) 
est toujours positif, tandis qu'il est négatif si A: = j . Donc w% ne peut 
pas être nul. 

On sait d'autre part qu'un tenseur mixte peut être réduit à la forme 
canonique de Jordan ([15], p. 96) et alors les formes do" sont en général 
uniquement déterminées et la recherche des invariants se réduit à ce 
qu'on appelle le problème spécial d'équivalence d'Élie Cartan, quand 
les invariants sont w%c et leurs dérivés par rapport aux formes d<7. 

Dans le cas où les wa
bc sont des constantes, les dv* définissent un 

groupe simplement transitif continu gn, qui laisse invariant ces formes. 
En ce cas le processus probabilistique est associé au groupe continu %n~ 

Comme exemple d'un tel processus nous avons le cas où les daa sont 
définies par les formules (19). En effet en ce cas, toutes les quan
tités w"bl avec a, b, c différents, sont nulles tandis que nous avons 

w g c = - 1 n 

où a, c sont deux nombres fixes distincts. 

Nous avons donc : 

THÉORÈME 16. — Le processus markovien (i8w) est un processus 
associé à un groupe de Lie <£n, groupe qui représente en même temps 
le groupe de mouvement simplement transitif de l'espace à courbure 
constante négative V„. 

En revenant au groupe (24")» (24')- nous allons observer que si l'on 
considère comme nouvelles formes de Pfaff : 

dpl=dv*—d<j", dp*=zd<sn (k<n), 
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les formes dp*, dp* subissent par le groupe une transformation de la 
forme 

rfp* = a}d9t [af = c}-cf9 k, l < n], 
«p« = don + ak dçk [ ak — d ]. 

Comme on voit ce groupe conserve le système de Pfaff : 

dpk=o (/: = 1,...,/1-0 

et l'on peut dire qu'il conserve l'axe (n) dans le système de coordonnées 
associées aux formes dp. On peut donc dire que le groupe (24"), (24'), 
est un groupe axial. 

Si l'on désigne par v%c les coefficients des covariants bilinéaires des 
formes dp", les formules (25), (25') s'écrivent 

T%kefCîCr=vfrcf (A> '> ^ * , f = h • • •» n ~ 0, 
7J* ce _ » / Pk VlnCl — Çlnef 

Les dernières de ces formules nous disent que les quantités vfn 

sont les composantes d'un tenseur mixte du second ordre. 
Notons maintenant avec Q) les composantes des probabilités Py 

par rapport au système de formes dp. Il est facile à voir que nous avons 
les formules 

Q* = P*-P?, Q?=Pf, QS = i, Q£ = <>. 

De même si nous notons par nl
a, a" les composantes dans les 

formes dp, des vecteurs \kl
a, Xy on y trouve que les conditions (3) 

deviennent 

2*2=!> 2^ = o ' 

Parce que nous avons évidemment 

Qf = w; (0 af (0, Q/*= *î (0 «f (0 (*, i < »), 

il en résulte les formules 

(26) P?(*, o = *2(*K (0, P*(*I 0 = [ * « ( 0 + * 2 ( O K ( 0 

et par conséquent nous avons conformément à la deuxième formule (i) : 

(26') 

U;u*, o = i-*2(o2a?(o, 

PÎ(*, o = i~ [*2(*)+*ï wï2«f-(0 



56 G. G. VRANCEANU. 

Donc, nous obtenons : 

THÉORÈME 17. — Étant donné un système de vecteurs covariants 
indépendants de type Fréchet cr" avec da

n = i dans chaque point de Yn 

nous avons un système de probabilités fondamentales Py défini par 
les formules (26) et (26') où nl

b sont les réciproques du déterminant | v" |. 

Il faut observer de même qu'en notant avec y)a les composantes 
de la connexion dans le système de formes dp, nous avons les formules 

(27) Y * « = Y * a = o , Y?a=I?a , Y?a= ^ - P ? a , 

de sorte que les formules (23") nous montrent qu'il faut avoir 

(270 Y?a=K>, T* a+T? a^o (k^l). 

Par suite on observe que les équations (22') dans la connexion y 
sont identiquement vérifiées si j = n, et nous avons un système 
d'équations aux dérivées partielles, dans les inconnues yfa, y*a qu'il 
faut satisfaire aux inégalités (27'). 

5. Exemples. — Compte tenu des formules (23'") il en résulte 
que les équations (22') pour i = j sont une conséquence des 
équations TJap (i ^ j ) , parce que nous avons 

- - 2 « ; 00-

D'autre part, les équations r / a p=o (i^j) peuvent s'écrire sous-
la forme 

UsT-^-*-™'*^0' 

où Mjap sont des formes quadratiques en Ta (k^l). 
Par conséquent on voit qu'à une solution constante négative 

de Ta (k ̂  /), donc à un processus stationnaire, correspond une solu
tion positive —Ta des équations (22*), c'est-à-dire à un système de 
probabilités fondamentales dans lequel s^t. 

Même à une solution négative Ta (k^l), dans laquelle Ta sont 
des fonctions positives des variables s, nous avons une solution 
positive —Ta qui correspond à un processus markovien dont les 
variables s, t ont changé de signes. 

Considérons alors une solution particulière positive des équations (22'), 
(23"), (23'"), c'est-à-dire pour lequel toutes les composantes 1% (f ^£j)„ 
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sont égales pour chaque a avec la dérivée d'une fonction 
f 

quelconque —^? donc nous avons 

(28) r ; . a = - I / a , r ' a = ^ I / a ( ,> / ) , 

où /"a est une fonction positive des variables s\ s% . . . , sn. 
Dans ce cas, les équations du transport parallèle des vecteurs 

\ia s'écrivent 

( 2 8 } ds*~ n Zà^a^ ^ r / a f X * * 
n 

Posant 2 ^ = = F-a9 nous pouvons écrire ces équations sous la forme 
/ = 1 

as* " n ^ + / 0 ^ -

Faisant la somme par rapport à i9 il en résulte que p« sont des 
constantes, donc nous avons comme solution pour \il

a : 

(29) A =^+caef, 
n 

où ca sont des constantes. Compte tenu que 2fJLa==I» ïes COnS-

tantes \ia
J9 ca9 il faut satisfaire les conditions 

n n 

(290 2 ^ ^ 7 ^ 2c'a==o* 
A = 1 a—i 

De même les équations de transport parallèle de Xf s'écrivent, 

compte tenu que 2 ^/ = * : 

g-4-AU ("-S1'-)' 
de sorte qu'on obtient 
(30) X?=I+Â>~/ , 

où ftf sont des constantes satisfaisant les conditions 
n 

(29") 2 * ? = 0-
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Multipliant les formules (29) et (3o) et sommant par rapport 
à 1 indice a, on obtient 

rt (O K (0 = ~ + — ef{>]+ — e-'W+ c'a K. t / \ n n n J 

Il faut que ces quantités soient égales à ô'; ; il en résulte les conditions 

<3o') fe+ ^ ^ = ^ , M J = o, X«c'a=o. 
n 

Par conséquent, les constantes [ia9 cl
a, k" doivent satisfaire les 

conditions (29'), (29") et (3o'). 
Compte tenu de ces conditions, les probabilités fondamentales 

s'écrivent 

(30 Py (S, 0 = ^ + ( ^ - ^ ) ^ - - / 10. 

où f est une fonction croissante dans la variable s. 
Si f est une fonction linéaire, le processus est stationnaire et les 

probabilités fondamentales s'écrivent 

(32) ^ ^ 0 = ^ + ( ^ , - ^ ^ - ^ 

où /ca sont des constantes positives. Nous avQns : 

THÉORÈME 18. — Les formules (32) définissent pour n = mP un 
processus markovien avec m états de multiplicité p si f est une fonction 
croissante des variables sl

9 s\ . . . , s'' et le processus est stationnaire 
si f est une fonction linéaire à coefficients positifs. 

Les formules (32) nous donnent un exemple de processus dépen
dant d'une fonction arbitraire de p variables. 

En général, si nous avons un système (s1, s\ . . . , s?) où les indices 
varient entre 1 et l'infini et dans lequel la série 

est convergente et où il a comme somme 1, on peut considérer que le 
système des quantités Xf associé est défini par les formules 

^ A *;=*'/> 2 X ? = I ' - i - a - / - / 7 

/ = 1 

2*,vi=*s, 2̂ ==1 
6 = 1 
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et alors nous avons comme probabilités fondamentales d'un processus 
de Markov avec une infinité dénombrable des états 

oo 

a — t 

seulement si cette série est convergente et P', ̂  o pour t > s. 

CHAPITRE HT. 

APPLICATIONS STATISTIQUES. 

1. Phénomènes démographiques. — Dans le cas n = 2, les 
probabilités sont définies par les formules (18) (chap. I). En ce cas 
si l'on admet l'existence de dérivées, les probabilités pour un inter
valle (s, s + As), s'écrivent 

*H'''+^-'--ïrf+%û*+*M> 
( i ) ^l(s,s+t.s)= _ ;£^_A f + o ( A , ) | 

p i < • . ' - * > = ,(4 + ^ + 0 ^ 

P ; ( . , . + * . ) - ! - - 3 + ^ ^ , . , - 0 ( ^ ) , 

où l'on indique par o(As) des termes du second ordre dans As. 

Par conséquent si nous supposons cp(s) + <\>(s) > o, il faut que cp'(s) 
et y (s) soient non négatives et il en résulte que le processus avec une 
probabilité proche de 1, reste dans l'état où se trouve, dans l'inter
valle (s, s + As), où As est très petit. Donc c'est un processus de type 
Feller. 

Le processus devient Poisson si les coefficients de As dans les seconds 
membres des formules (1) sont des constantes, donc si nous avons 

9-(0 = } V(s) _ 
V ' <pf*)+<KO '' 9 ( 0 + + (0 

où ) , [j. sont des constantes positives [19]. 

En ajoutant ces équations, on obtient 

I f- = X + [x, 

donc nous avons 
9 (s) + ty (s) = k efr+V-)*% 
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où k est une constante d'intégration. On peut pour simplifier, multi
plier s par un facteur positif de façon que X + p. = i. Cela fait que 
les formules (i') nous donnent 

(iff) 9 = X*e* + A, <|* = (i — X ) * e * — k, 

où h est une autre constante d'intégration. 
Nous avons : 

THÉORÈME 1. — Le processus Markov continu à deux états est un 
processus Poisson si les probabilités sont données par les formules 

( , _ X ) ( « ' - g . ) Wfm ^ _ X « ' + ( i - X ) « ' 
P Î ^ O " ^ " ^ : ; '> p i c o -

e/ inversement. 
Supposons que ^ = Cte. En ce cas les formules (i) s'écrivent 

abstraction faite des termes d'ordre supérieur 

(a) j p K ' , ' + A*> — 7 ¾ A" PIC, ' + A O = ^ A i , 
( Pf (*, s + AO = o, P| (5, 5 + AO = i. 

Si dans ce cas on considère que l'indice i en haut représente la vie, 
l'indice 2 en haut la mort et que la variable s est l'âge, alors P\(s91) 
représente la probabilité qu'un individu de l'âge s soit en vie à l'âge /, 
Pl(s91) est la probabilité qu'un individu de l'âge s soit mort à l'âge /, 
alors les dernières formules (2) nous disent que l'état de la mort est 
définitif, un individu mort ne peut pas revenir à la vie. 

De plus ^y^- représente l'intensité de la mort notée habituellement 

par 1 (̂5)=— 77T' °ù l(s) est le nombre des individus de l'âge s [14]. 
1(3) 

Il est naturel d'admettre que /JL(S) est une fonction continue et crois
sante parce que la probabilité de la mort croît avec l'âge. 

Comme nous pouvons prendre Z(s) cp (s) = 1, il en résulte que nous 
ftvons 

p i / . / N _ * ( 0 p i / , / > > - T * ( ' ) 

PJ (1 ,0=0, Pi (s, 0 = 1 . 

Observons qu'il est indispensable pour que 

l i m 9 ( 0 = ° c 7 l i m £ ( 0 = o 
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qu'on ait limPî(s, 0 = o, c'est-à-dire que l'homme de l'âge t ayant 

pour *-> oo une probabilité nulle d'être en vie. 
Nous avons donc pour ip = Cte le processus classique de la mortalité 

pour un groupe d'individus. La mortalité entre d'ailleurs dans le type 
classique de successions des événements indépendants avec la proba
bilité constante, ce qui arrive si 

9(5) = e<, / ( 0 = <»-*. 

Supposons que nous avons un processus de Markov associé à une 
parabole [chap. I, formules (5o)] : 

Pi (, ,0 = ^ , PI ( . , 0 - ¾ . 

P Ï ( * , 0 = O, PI (5, 0 = 1. 

Dans ce cas nous pouvons prendre comme fonction l(s) la fonction 

'(*)= j-q—; et nous avons un des plus simples modèles qui peuvent 

être appliqués dans le cas de la mortalité. Dans ce cas 

^ = 7 ^ ) = 5 ^ 

où ix (s) est l'intensité de la mort, donc ce cas est caractérisé par le fait 
que le nombre des décédés croît proportionnellement avec l'âge. 

Supposons encore que nous avons les probabilités (54) du chapitre I, 
associées à la parabole cubique (57). Dans ce cas l'intensité de la mort 
est donnée par la formule 

JJI(0 = s (2a-— s) 

et l'on voit que cette intensité est maximale pour s = a\ D'autre part, 
nous avons 

P W - , N _ * (2a 2 - -Q . p t / , ^ _ (* — 0 (2a? —t —s) 
P l (*' t} - *(2a*-0 ' 2 ( ' ° ~~ *(2a*-0 ' 

donc si l'âge de l'individu est très proche de a\ nous avons 
s = a-— s, 

où s est une quantité positive très petite, alors les probabilités PJ (s, f)9 
PJ (s, 0 s'écrivent pour / = a2 : 

Pî (*, 0 = i - ^ > P£(', 0 = ~ -

Il convient donc, en admettant que a2 est l'âge maximal auquel peut 
arriver un individu, de supposer que PJ (s, t) soit la probabilité qu'un 

MÉMORIAL DBS 80. MATH. — N° 167. 5 
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individu à l'âge s = a2— e soit en vie à l'âge t = a2, tandis que PI (s, 0 
soit la probabilité qu'un individu à l'âge s = a2—s soit mort à 
l'âge f = a2. 

2. Invalidité. — Supposons dans les formules (21) (chap. I), 
que 6 = a, w = b9 où a, b sont des constantes. Alors les trois dernières 
de ces formules s'écrivent 

p; (Si 0 = o, FI (5, 0 = o, P§ (*, 0 = 1 . 

Nous avons encore 

P 5 ( * > 0 = Ë ^ { ^ ( 0 + ^ ( 0 + « < K 0 

+ ? (0 [a + b + v (0 ] + u (0 [b + v (0 •+• + (0 ] }> 

- ? W [ a + è + « ( 0 ] + tt (0 [9(0 — «] i, 

+ ? ( 0 [ « ( 0 - * ( 0 ] - " ( 0 [ K 0 + *(0 + t(0]} , 
P î (*' ° = D ^ y { a " ( 0 + H ( 0 + «<K0 

+ p ( 0 [ + ( 0 - « ] - * ( 0 [ ^ ( 0 + « + *]}, 
P1(*' 0 = 5 ^ 1 ^ ^ ( 0 + ^9(0 + ^9(0 

o(s)[u(t) + 9(0 + «] + <M0 ["(0 + « + #]! , 
I P i (*> ° = D(ô f M w " w -*" "(0 +(0 + "(0 9(0 

+ t ( 0 [p (0 -« (0 ] - ^ (0 [« * (0 + ç(0 + t (0 ] } , 
où 

D(0 = 9(0 [*(0 -+-a + ô] + <K0[a + £-*-tt(0] 
+ a P (0 -H- 6 w (0 H- u (0 v (0-

On peut donc utiliser ces formules pour décrire la situation d'un 
groupe d'individus où l'état 3 (l'indice 3 en haut) correspond à la mort. 
Quant aux deux autres indices en haut ils peuvent représenter la vie 
et l'invalidité. Supposons que l'indice 1 représente la vie et l'indice 2 
l'invalidité. 

Dans ce cas, PJ (s, 0 est la probabilité qu'un individu de l'âge s 
soit en vie à l'âge /, Pi (s, 0 e s t la probabilité qu'un individu de l'âge s 
soit invalide à l'âge /, P1, (s, t) est la probabilité qu'un individu de l'âge s 
soit mort à l'âge, t. P] (s, 0 est la probabilité qu'un individu invalide 
de l'âge s soit en vie à l'âge /, P\(s9 f) est la probabilité qu'un individu 
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invalide de l'âge s soit invalide à l'âge / et P2(s, 0 est la probabilité 
qu'un individu invalide à l'âge s soit mort à l'âge /. 

Nous avons ainsi un schéma très général qui comprend quatre 
fonctions arbitraires u9 v, cp, ̂  et deux constantes arbitraires a, b. 

Supposons que le système est homogène. En ce cas, l'équa
tion (27') (chap. I) dans laquelle on doit supposer T] = Tl = o et les 
autres T des constantes négatives possèdent des racines réelles. En 
effet le discriminant de cette équation s'écrit 

R=(rî)2-+-(rj)2+(r;)2+(r5)2-+-2rir5 + 2r | r 2 

- 2 r i r 2 - 2 r j r 2 - 2 r i r 2 + 2r2r2 , 

ou 
R = ( n - r 2 + n - r 2 ) s + 4 r î r 2 , 

donc R ^ o , car T sont supposées des quantités négatives. D'autre 
part, la somme et le produit des racines sont positifs, donc les racines p, 
X sont positives et l'on peut supposer évidemment p ^ X. D'autre part 
si nous supposons 0 = a, w = b où a, b sont des constantes nous 
avons des formules de la forme 

(3) 

9 = a i + p4 e?s + Y4 e^9 

u = a2 + p9 ep* + Y 2 e*5, 

p = a3 + p3 ep* + Y3 e^s, 

ty = a4 + (B4 ePs + Y4 e^s
9 

où a/, (3,,^1(1 = 1, . . . , 4) sont des constantes. 

Dans ce cas les formules (29) (chap I), nous donnent pour T\9 T\ 

1 
r | = - s { p ^ [ a 2 ? i - a i p 2 + a p i + ^ ( p i + p 2 ) ] 

+ X e^* [a2 fi — et] Y2 -H «Yi + £ (Yi + y2) ] 

+ ( p _ X ) « ( p + X > * ( p l T î - p a T i ) } , 

(4) ^ H = — ^1 P « P * [ « I P Î — a<.pi + a 3 p i + - P * ( a 3 + a 4 ) ] 

+ X e** [>! Y2 — a,y, + a3 Yi •+• T2 («3 •+- ai) ] 

+ p e < P + M 3 2 ï i — P i ï « + P i ï i + M ï 3 + Ï4)] 
+ Xc (F+X) * [p l T l - p i T l + p 3 Y l - h T î ( p 3 H-p 4 ) ] 

+ p e 2 p, [p i p 3 +p 2 (p 3 + p 4 ) ]+X e ^ [Y ,Y 3 +T a (T3 + T i ) ] | . 

Comme A(0 est toujours positif si toutes les quantités a, b9 ai9 

(3Z> yz (i = i, . . . , 4) sont des constantes positives, il en résulte que 
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si nous avons p^X, les T\9 TJ sont négatives si toutes les parenthèses 
des seconds membres (4) sont positives, en particulier si nous avons 

PiÏ2— p2Yl^<>-

Maintenant si nous avons aussi 

<*2pi— a ip2^o , a 2 Y i — a i ï a ^ o , 

T2 est toujours négatif tandis que T\ est aussi négatif si 

p2 (a-j + a4) + a3 P! > a. Pi — at p*, 

Y2 (a3 + a4) + a3 Yi > ao Yi — «i YÏ, 

P>(T>+7*) + P I T 3 > P I Ï « — P i Y i -

D'une manière analogue, nous obtenons 

H = - ^ { P ^ [ a 3 p 4 - a 4 p J + è p 3 + p 4 ( a + 6)] 

+ X e" [ a3 Y* — a4Y3 -+- &Th H- Ï4 (« + &)] 
+ (p_X)«(P+X)*(p4 T , -p l Y 4 )} | 

(5) / r 2 = - i { pcP*[a4Pa—«3p4+(x2p4+Pj («!+«, ) ] 

+ X «X* [a4 Ys — «J Ï4 -+- «> Ï4 -H Ya («i + «2) ] 
+ p c(p+Xï*[p3Y4— p4Ï3-+_p4T2_Hp j(Tl_hT2)] 

+ X c(p+X)*[p4T3_ p,T4+ P*Ï4+ Y» (Pi+ PO] 

+ pe2p*[p2p4+p3 (pi-H-p2)]+Xe^[Y2T4 + Ï3(Ti-+-T2)]!. 

De même si nous avons en particulier 

P4Ï3— p3Ï4=^0 
et 

asp4— a 4 p 3 ^ o, a3Y4— a 4 Y a ^ o, 

T2 est toujours négatif tandis que T'I est aussi négatif si 

P3(ai + «ï) + a 9 p 4 > a 3 p 4 — a4p3, 

Ï3 (ai -+- a2) + «) Y4 > a3 Y* — a4Ys, 

ps(Ti-HT2) H-P4Ï2> ?i1i— PsÏ4. 

Par suite nous avons : 

THÉORÈME 2. — Il existe une infinité de processus probabilistiques 
continus stationnaires qui peuvent décrirent l'invalidité d ces processus 
dépendent des constantes arbitraires a, b9 az, (3¾ Y, (£ = I, . . . , 4)» ces 
constantes étant positives et vérifiant certaines inégalités. 
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3. Processus de Markov associés à certains groupes de Lie. 
— Étant donné un groupe de Lie simplement transitif G„, celui-ci 
peut être défini comme groupe qui laisse invariante n formes de Pfaff : 

(6) ds«=\fdxt (a, * = i, . . . , n ) , 

donc le groupe G* introduit de même un système de n vecteurs, comme 
dans le cas des formules de Fréchet. 

On peut poser le problème de voir en quelles conditions ces vecteurs 
peuvent définir un processus de Markov. 

Supposons que nous avons un groupe simplement transitif G> non 
abélien. Celui-ci a alors la structure [17] : 

(7) A** = o, A*2= [ds*ds9]9 [ds*ds*] = ds^s* — ds* Ss* ' 

et nous pouvons satisfaire cette structure en prenant 

(7') dsi = dx, ds1=e~xdy. 

Or, nous observons que pour la première forme dsl, la relation de 
normalité (5) (chap. I) est vérifiée mais pour ds2 elle n'est pas vérifiée. 
Mais nous pouvons prendre comme formes qui satisfont la struc
ture (7), les formes 

(8) ds* = dx, ds*=(i — e~x) dx + e~xdy, 

ce qui revient à ajouter à dfs2 donné par (7') une différentielle totale 
exacte : 

û?cp = (1 — e~
x) dx. 

et alors les conditions de normalité sont vérifiées. 
Les formules (8) nous donnent pour Xf, les valeurs 

X} = i, XI = 0, XJ = i — e~x, X; = e -* . 

Si nous considérons les formules inverses des formules (8) : 

dx = ds\ dy=(i — ex) dsx + exds*, 

il en résulte que nous avons 

HÎ = i, \i\ = o, n? = i — ex, nl = e*. 

Les probabilités fondamentales (2') (chap. I), sont données dans ce 
cas par les formules 

P î ( * , 0 = i , PU*, O = o, 
P? (*, 0 = i - e*-*9 P*! (s, 0 = e*-t (s < 0 , 
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où s, t sont deux valeurs de la variable x. Parce que s < /, il en résulte 
que P? (s, f) et P2 (s, t) sont des quantités positives. 

Donc nous avons : 

THÉORÈME 3. — A un groupe G2 simplement transitif non abélien, 
on y associe un processus de Markov avec deux états dans tous l'espace 
euclidien E2(x, y). 

Considérons alors un groupe Gi intégrable, qui a la structure 

A5* = o, As*= [ds*ds*]9 A*>=X [<&»«&']. 

Dans ce cas, nous pouvons satisfaire cette structure en prenant 
ds* = dx, ds* = ( i — e~x ) dx + e~x dy, ds* = (i — e~KX) dx + e-X* d z 

et donc, les quantités Xf sont données par les formules 

/ XJ = i, X2 = o, XJ = o; 

(9) X; = i - * — , \\ = e-x, X2 = o; 

( x; = i — e-^x xi = o, xj = c-**. 

En écrivant les formules inverses 

dx = dsx
9 dy =(i — ex) dsl-hexds% dz=(i — e^x) ds1 + é^xds*, 

nous avons 

1 1*1 = 1, H4 = o, HÎ = O; 

H] = i-ex, 1*; = **, f̂  = o; 
HÎ = i — e^

x, pi = o, [JLÎ.= «X.r. 

D'une manière analogue les probabilités fondamentales (2') (chap. I), 
en tenant compte de (9) et (9') sont données par les formules 

Pi (s, 0 = 1 , P2 (*, 0 = o, PI (s, 0 = o ; 

Pî (*, 0 = 1 - e*~'9 P* (1, 0 = e»~t, P9, (1. 0 = o ; 

PJ (s, 0 = 1 - <^-<>, P;J (*, 0 = o, P3 (*, 0 = eX(<-'!. 

Considérons la structure du groupe intégrable 

(10) As* = o, A#«=[û&irf*'], A**=XA[<fri<foA] (A = 3, . . . , n). 

Dans ce cas nous pouvons satisfaire, en prenant 

(9') J ds* =dxi, ds* = (i — e~xi) dx* + e~xXdx*} 

ds*=(i — e-^*1) dx* + e-^dx*. 
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Donc les quantités Xf non nulles sont données par 

I Kî = i, 

X2 = i - e — \ X2 = e - * \ 

X* = 1 — e~^x\ X£ = e-1**1, 
avec h = 3, . . . , n. 

Les formules inverses de (9*), s'écrivent 

dx* = ds*, dx* = (1 — exi) ds* + ex*ds% dxh = (1 — e^*) ds* + ekkxtd$*, 

qui nous donnent pour \j.la les valeurs non nulles 

(10") ^ = 1 - ^ , flï = ^ , 

avec h = 3, . . . , n. 
En tenant compte de (io') et (ioff), les probabilités fondamentales 

non nulles sont données par les formules 

P}(*,0=i , PI (* ,0= i , 

PÎCi 0 = 1 - ^ - ^ PA(*> 0 = ^ - ^ . 

On voit donc que les probabilités P*,(s, f), i, j = Ï , 2 n non 
nulles, sont positives si XA sont des nombres positifs. 

Il en résulte : 

THÉORÈME 4. — Les groupes intégrables avec la structure (10)̂  
admettent un processus de Markov continu dans tout Vespace euclidien 
si XA (h = 3, . . . , n) sont tous positifs. 

Supposons maintenant que nous sommes dans le cas d'un groupe 
nilpotent Ga avec la structure-[15] : 

( M ) A ^ = O, A S 9 = O , AJ'=[< /** </*']. 

Dans ce cas nous pouvons prendre comme formes de Pfaff qui 
satisfont cette structure et elles ont des vecteurs normalisés, les 
formes suivantes : 

ds* = dxy ds*=zdy, <&*> = xdx — xdy + dz. 
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Les vecteurs Xf (a, i = i, 2, 3) s'écrivent dans ce cas sous la forme 

I Xl = x, X| = o, X| = o; 

Xf=o, Xi = i, X2 = oi 
Xî = #, X5 = — x, X;j = i . 

En écrivant les formules inverses, nous obtenons les formes 
dx = ds*, dy = ds*, dz = — xds* + xds*-+- ds*, 

d'où il en résulte pour \il
a (a9 i = 1, 2, 3), les formules 

|

nl = i, n! = o, nî = o; 

H2 = 0 , |x2 = i , ^ 3 = I ; 

y.\ = — x, \LÎ = X, ni = 1. 
Les probabilités fondamentales (2') (chap. I), en tenant compte 

des formules (11') et (11*) s'écrivent sous la forme 

| Pi (s, 0 = 1 , PU*, O = o, P* (*, 0 = 0 ; 
(uw) j p;( , ,o = o, P Ï ( , , O = I , P§(*, 0 = o ; 

( p? (*, 0 = * - *, n (s, t) = s-t, PI (s, 0 = 1, 

où s, t sont deux valeurs de la variable x. Parce que s < /, il en résulte 
que P\(s9 0 > o et P^(s, 0 < o, donc on ne peut pas associer un 
processus probabilistique. 

La propriété est vraie pour tout groupe nilpotent parce que tout 
groupe nilpotent contient en général un sous-groupe G3 donné par 
les formules (11). 

Considérons par exemple le groupe nilpotent G4 ayant les vecteurs 
normalisés 

dsi = dx, ds',= dy, ds*= dz + xdx — xdy, 

( x* \ x* x \dx-i dy—• xdz + dt. 

Dans ce cas, nous avons 

Xi = i, X2 = o, XJ = o, Xl = o; 
X2 = o, X I = i , X2 = o, X2 = o; 

(12) \*l = x, X%=-x, X* = i, X2 = o; 

X} = #— ^-, X J = ^ - , X|=?— x, X{ = i . 

file:///dx-i
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Les formules inverses s'écrivent 

dx = ûfe1, dy = ds*, dz = ds* —xdsl-¥- xds-, 

dt = — (x-+- — ]<&* + — <i**+xds*-¥-ds*9 

donc 
J*l = i , I*î = o, f*l = o, 1*1 = 0; 

f*î = o, l*! = i , f*S = o, t*ï = o; 

(12') <j ^ = - a ? , !*! = # , 1*3 = 1, î 2 = o; 

[** = — ^— Y ' ^ — Y ' ^ = ar> f*î = i-

Calculons les probabiMtés fondamentales (2') (chap. I) en tenant 
compte des formules (12) et (12'). Nous avons 

PÎ (s, t) = 1, PI (s, 0 = PJ (*, 0 = PI (*, 0 = 0; 
P2 (s, 0 = o, PI (s, 0 = i, P ; (*, 0 = PÎ (*, 0 = 0 ; 
P»(*, t)=t — s, PI (s, t)=s — t, Pi (s, 0 = 1 , Pî(*, 0 = <>; 

PK«, o = « - 5 - i [ ( 0 2 + ( 0 2 ] + ^; 

"Pi(*, 0 = i [ ( 0 2 + ( 0 2 ] - " , PS(«, 0 = * - ' , Pt(#, 0 = 1-

Parce que PJ(5» 0 e t P3(s» 0 s o n t des signes contraires, on ne peut 
pas associer un processus de Markov. 

Considérons aussi le cas d'un groupe nilpotent à cinq paramètres 
qui possède dans sa structure le premier covariant non nul d'ordre 4 ' 

As* = As9 = As** = As* = o, A** = [ds* ds"] + [ds* «&*]. 

Dans ce cas on peut satisfaire, en prenant 

ds* = dx, ds" = dy, ds* = dz, ds* = dt, 

\ ds5 = x dx — x dy + z dz — z dt + ûfo 

d'où il en résulte pour Xf (a, î = 1, . . . , 5), les formules 

( i 4 ) 

X * = i . 

Les formules inverses des formules (i3) s'écrivent 

dx = dsl, dy=zds\ dz = ds^, dtmd$*> 
du=— xds*-+- xds*—zds* + zdsK-+- ds*} 
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d'où il en résulte pour p4, les formules 

l * l = i , t*î = o, M = o, i*l = o, i*I = o; 
l*î = o, l * l = i , f*5 = o, nJ = o, f*? = o; 

04') ; l*î = o, {*> = o, 1*1=1, 1*3 = 0, i*J = o; 
[ I*i = o f** = o> 1*5 = o, l * î = i , 1*1 = o; 

l * î = — X, {J.? = .T, ll}=—Z, W=Z, 1*5=1. 

Les probabihtés fondamentales (2') (chap. I) en tenant compte 
des formules (i4) et (i4') sont données par les formules 

• PI (s, 0 = i, P2 (*, 0 = Pi («, 0 = PI (*, 0 = P5 (*, 0 = o; 
\ P\(s, 0 =o, Pî(., 0 = 1 , PîC» 0 = PÏ(*I 0 = Pï(«, 0 = o; 

Pî (s, o = PJ (*, 0 = o, PJ(*, 0 = i, Pi (*, 0 = PS(*, 0 =o; 
P} (*, 0 = P* (*, 0 = Pi(*, 0 = o, Pi (s, t) = i, P* (s, o = o; 
Pj(* , 0 = — S*-hV, PÇ(*, 0 = S* — tl, P](s, 0 = —,S 3 +* 3 , 

Pi(i, 0 = « ' - ^ , Pï(*, 0 = i -

( i 5 ) 

Par conséquent aussi dans ce cas les probabihtés sont de signes 
contraires. Donc à un groupe nilpotent on ne peut pas associer un 
système probabilistique. 

Nous avons considéré ici seulement les groupes intégrables et leurs 
cas particuliers, les groupes nilpotents. Cela est dû au fait que les 
groupes intégrables G„ admettent une réalisation globale dans les 
espaces euclidiens E„. Par exemple dans le cas de la structure (7) 
le groupe est linéaire et s'écrit 

(16) a?'=a?+a, y'=eny-hè 

Un groupe intégrable Gn admet donc une représentation dans E„ 
où les vecteurs Xf, \j}a sont réguliers dans tous l'espace E„, donc les 
probabihtés P'y (s, 0 sont définies elles-mêmes dans tout l'espace En. 

Évidemment nous avons considéré comme groupes G« intégrables 
qui ne sont pas nilpotents, seulement les groupes ayant la struc
ture (10) qui dépend de n — 2 constantes arbitraires. Il y a aussi 
d'autres structures intégrables (non nilpotents) comme par exemple 
la structure (n) à laquelle on associe le covariant bilinéaire 
As4 = [ds2ds*], donc la structure 

(17) As1 = o, As9 = o, A«3 — [dsl ds*], A$* = [ds°- ds*]. 

En ce cas on peut prendre comme formes normalisées* 

!

ds* = dx, ds% = dy, ds? = x dx — x dy + dz, 

ds*=e-y dt + (1 — e-y ) dy, 
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de façon que le tableau des Xf est donné par les formules 

X}=i , X* = o, X5 = o, XI = o; 
Xï = o, X ! = i , X:, = o r X; = o; 

X? = ar, X] = - ^ , X ] = i , XÎ = o; 

X} = o, X$ = i — e-}, X* = o, X{ = e~r. 

Or il est facile à voir que le tableau des probabilités contient (n*) 
donc on ne peut pas associer au groupe G* avant la structure (i i) 
et (17) un processus probabilistique, donc il y a aussi des groupes 
intégrables non nilpotents auxquels on ne peut pas associer un pro
cessus probabilistique. 
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