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GEOMETRIE INTEGRALE

Par M. Marius I. STOKA.

—— O ———

A ma mére mon premier
prof de mathém

INTRODUCTION.

Le premier probléme de géométrie intégrale a été « le probléme de
I'aiguille » de Buffon qui, a juste titre, est considéré comme le fonda-
teur des probabilités géométriques et, par conséquent, de la géométrie
intégrale. La solution rigoureuse de ce probléme a été donnée en 1860,
par E. Barbier, dans le Journal de Liouville [1]. Dans ce Mémoire
l'auteur traite, outre le probléme de I'aiguille, diverses questions sur
la mesure des ensembles de droites dans le plan (sans introduire
explicitement la notion de mesure).

En 1868, le géométrie anglais M. W. Crofton publie un article dans
Philosophical Transaction [11] ou il démontre les élégants théorémes,
qui portent son nom, sur la mesure des couples de droites dans le
plan.

De cette date & I'année 1926, o1 parut le premier livre sur les proba-
bilités géométriques, une série d’articles de géométrie intégrale furent
publiés par Sylvester [41], E. Cartan [6], H. Lebesgue [16],
B. Hostinsky [15].

En 1926 parut 'Ouvrage de R. Deltheil, Probabilités géomélriques,
dans lequel I'auteur expose systématiquement les résultats obtenus
en géométrie intégrale jusqu’'a cette date, ainsi qu'une série de résul-
tats propres, parmi lesquels I'important théoréme de I'invariant
intégral d’'un groupe de Lie de transformations.

En 1935, W. Blaschke fonde 2 Hambourg une véritable école de
géométrie intégrale, qui, pendant les cinq années consacrées au cycle
Géométrie intégrale, publie plus de trente travaux, riotamment dans
la revue Hamburger Abhandlungen. De cette école firent partie
L. A. Santalo. S. S. Chern, H. Hadwiger, W. Maak, O. Varga,
B. Petkanschin, etc.
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La tradition de cette école a été continuée par L. A. Santalo et
par ses disciples.

Depuis 'année 1940, L. A. Santalo, S. S. Chern, J. Rey Pastor
et d’autres, ont publié une série de travaux importants dans lesquels
les problémes de géométrie intégrale sont traités par la méthode du
repére mobile de E. Cartan.

Dans le premier chapitre, nous nous occupons de la théorie des
« groupes mesurables » et nous donnons une série de théorémes dus
a R. Deltheil, S. S. Chern et l'auteur.

Le deuxiéme chapitre traite du probléme de la mesure des familles
de variétés dans un espace quelconque. Dans ce chapitre, nous nous
occupons également de la mesure cinématique de Poincaré.

Dans les IIIe, IVe et Ve chapitres, les résultats obtenus sont appli-
qués au plan, a I'espace euclidien ordinaire et aux espaces rieman-
niens, ceux a deux dimensions notamment.

CHAPITRE 1.

GROLPES MESURABI LS.

1. Invariants intégraux d'un groupe. — Soit X, un espace
a n dimensions de coordonnées x', ..., x" et dans cet espace, un groupe
de Lie de transformation défini par les équations

(1) V=St coat dy oah) (L=1, ....0),

oua', ..., a sont des parametres essentiels. La fonction F(z', ..., )
est une fonction invariante intégrale du groupe (1) si 'on a

) f Fa', oo amydat ...411"=f F(pt coopymdyro . dyn,
A by

pour chaque ensemble de points 1, de I’espace X, pour lequel I'inté-
grale a un sens. Tenant compte de (1), (2) s’écrit

N . Doyt ..., yn
j Fe!, . ..amdz ... rl.r"z—.f Fy', ...,y";——'-y—"-——‘y———) dat . odn,
. Q. Dty ooiiany

ol DD(& ; est le jacobien de la transformation (1). Cette relation, devant

étre satisfaite pour chaque ensemble de points pour lequel I'intégrale
a un sens, est équivalente a

D, o0 ,
(3) F(r, .. -L”)=mF(.)'a---,.}")-
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Si la transformation identique du groupe (1) correspond aux
valeurs a' =...= @ = o des parameétres, la relation (3) est vérifiée
pour ces mémes valeurs, et pour qu’elle le soit quels que soient les @
D)

il faut et il suffit que la fonctlon F(y) ne dépende pasdea', ..., a,

c’est-a-dire qu’on ait

, J : Diy)] _ _

(4) W[F(‘J)D(.L‘)]—O (h=1, ...,1).
En posant ;:' ) = A, la relation (4) devient

, \ OF dA

(”' ) AW -+ FW = 0.

De la régle de dérivation des déterminants, il résulte

PAY
dJat

(5) =ZA"‘ (th=1, ...,r),

=1

ol A}, représente le déterminant déduit de A par dérivation, par rapport
a a", de la colonne i. Si nous désignons par X,f=E, df, les trans-
formations infinitésimales du grodpe (1), les équations différentielles
de ce groupe sont

Us
:)—(7"“1(.7)?/,(“) (A=1, ..., r);

nous en déduisons
(D _ 4 (dy‘ I () ey
W(Tx/) = ox/ 7)277)_9"(“’ dx/ =i () —5r— dys dxi’

o,A(

et par suite: A} = ¢} (a) A (sans sommer par rapport a i), .

ou A" est le déterminant obtenu en remplacant dans A la colonne i
par la colonne s, c’est-d-dire A*= Ag;. Nous avons donc

()
A/l - c/1 ( ) y A7

d’ou en portant dans (5) :

n
A 9% ()
gt = Th(@) 8 X =02

=1
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(4") devient ainsi

(6) ) ¥ (y) eh(a >2 Eeln _,,

dat

et comme
IF(y) _ IF(y) ot _ IF(¥)
dalk gyt dak T dyl

#5 (@) £ (),
la relation (6) s’écrit

Zf}— B(NF()]=0 (h=1,...,7).

Les relations précédentes devant avoir lieu pour tout systéme

de valeurs des paramétres a’, et compte tenu de ce que, pour
@'=...=a"=o, on a of =34, il en résulte

n

2 B FO)] =

d’oit le théoréme dit & R. Deltheil ([12], [29]) :

Les fonclions invariantes intégrales d’un groupe de Lie de transfor-
mations sont les solutions du systéme d’équation aux dérivées partielles

2 - S @ F@] =0  (h=1, .00,

i=1
oit £, (x) sont les coefficienis des Iransformations infinitésimales du
groupe.

Si le groupe (1) admet deux fonctions invariantes intégrales
F,72 0, Fy52 0, On a

n n
dln F, dE‘, ; d1n Fs dEi/
gomky  %%a\ _ i oinly 05,1\
2( vl el Rl 2 n g T gxt )T O

1=1 i=1

d’ou, en posant ¢ =ln , &,, pr i = 0; 9 est donc une fonction inva-
riante du groupe (1). Si l’on tient compte de ce qu'un groupe n’admet
de fonctions invariantes que s’il est intransitif, on voit que [12] :

Si un groupe intransitif admet une fonction invariante intégrale F (z),
toutes les aulres fonctions invariantes intégrales du groupe sont de la
forme F\(x) = F(z) e?'", ol ¢(x) est une fonction invarianie du groupe.
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11 en résulte qu’un groupe transitif a, au plus, une fonction inva-
riante intégrale.

2. Groupes de Lie mesurables. — En géométrie intégrale, les
groupes admettant une fonction invariante intégrale unique présentent
un intérét particulier.

DEFINITION. — Nous appelons groupe de Lie mesurable un groupe
qui admel une fonction invarianie intégrale, définie a une constante
multiplicative prés.

Pour obtenir les conditions nécessaires et suffisantes de mesurabilité
d’un groupe de Lie [31], écrivons le systéme (7) sous la forme
,9lmF _ dE,

b gzt dat

(8)

Une condition nécessaire pour que le groupe (1) soit mesurable est
qu’il soit transitif. Supposons donc que

A=det|E;|#0 (& Jj=1,...,n);
des équations
; 98% o}
(9) E"dxl Eid‘z{‘,‘—cﬁkﬁ (hy kyl=1, ..., 1),

nous déduisons alors

dt,
o7 = E"()xl"'cluh El Eu (u=1, ..., n),
ol E“ est réciproque de 'élément £, du déterminant A, d’ou, d’aprés
7 O din A
AT

= 7

t ozl dxi

(10) a&;, ;0ln A

Py =E) = 97 + ok B 2,
et, en portant dans (8) :
g O AF dlnAF —d, iI.E;"
Ce dernier systéme étant considéré comme un systéme algébrique

linéaire par rapport aux variablesd—l:;—dvéif, la condition pour qu’il soit
compatible est

ci;vE&E{E'}E;’—'cfzaEfE;‘=o (e=n+1,...,9).
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En supposant cette relation satisfaite, on peut écrire

JIn AF

(11) 9

= du' E;E,u -‘;7
(11) est pour F un systéme aux différentielles totales complétement
intégrable.
Pour le voir dérivons les équations (8) par rapport a z/, multiplions
par %/ et sommons par rapport a j; nous obtenons
2 F  JEy OF

E dE E/ v/ — E il / g qlz
A ori l).L‘l hSk gpd r; k9wt gri T Sh gxrdp

d’ol, en échangeant h et k et soustrayant
JE L JE JF
(12) (z,'. Ry "a>_

PE RF N\ [, "B, 9E
— &, El. (l).t‘/ drt dxidel] < s r).xl = S xioxt F

En dérivant les relations (g) par rapport a z' et en sommant par
rapport a4 i nous obtenons

2Bt 2 &l 143
x/ ) —z iy =, 2L,
Rorldy — Chgetder — TR g

d’ol, en portant dans (12), et compte tenu de (8) et (9) :

E’( A )_
S8\ e — Teram ) = ©
et par suite, le groupe étant transitif,
»2F  F
dridrl . del drt’
(11) est donc complétement intégrable, et 1’'on a
InAF =g (&', ..., x") +c,

soit

F(e', ..., &) =k® (2, ..., "),

ol k est une constante, et ® une fonction uniquement déterminée.
Nous avons donc le théoréme : -

La condition nécessaire et suffisante pour que le groupe (1) soit mesu-
rable est qu’il soit transilif et que soient satisfaites les relations

! t !
el o zuzy gt B
13) ‘ Cuv 52 ¢/ S E —Cua § 3, Y

l(i,],u,v—l, eanyl=1, ..., r52a=n+1,...,r),
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oi1 ¢!, est le tenseur de structure du groupe, el oit ;% est le réciproque de

-t
.

Uélémenl =, du déterminant non nul de la malrice ||z,
Dans le cas ou le groupe (1) est simplement transitif, les rela-
tions (13) sont identiquement vérifiées, done :

Les groupes simplement transitifs sont mesurables.

En considérant les groupes transitifs G,.. (13) devient

(13") D=c¢&, & —cim=0 (I, J=1,....n),

ou ¢=c(j,k=1,...,n+1) est le vecteur de structure de
Vranceanu du groupe Gp.s.

Si le vecteur de structure est nul, la relation (13’) est vérifiée et
I'on a le théoréme :

Les groupes transilifs G,., d’un espace X,, dont le vecteur de struc-
ture de Vranceanu est nul, sont mesurables.

Si ¢z 0, auquel cas moyennant un changement de parameétres
a"= c¢{ a* nous pouvons supposer ¢,=3; ou s est un indice fixe,
nous avons & envisager les deux cas s=n +1 et sZn +1.

Dans le premier cas, nous avons ¢=24}"', donc D=—1 o,

et le groupe est non mesurable. Mais, en vertu de I'identité de Lie :

A
(14 exch,= o,

on a ¢}/’ =o, et le groupe G,,, admet le sous-groupe engendré par
les opérateurs X,, ..., X, qui est simplement transitif, donc mesu-
rable. N

Dans le deuxiéme cas on peut, sans restreindre, supposer s =1,
soit ¢,=d;. De (14) il résulte alors ¢\, = o, et G,., admet le sous-
groupe G, engendré par les' opérateurs X, ..., X,.,.

Dans ce cas, nous avons également

8 & ... &8
£ 2 n
D=E’+l§'=(—-—l)n+l 83 &3 s En
n t
13 E& n
Sn+1 n+1 e n+1

Si D = o, le groupe G, est mesurable.
Si D70, G, est non mesurable, mais son sous-groupe G, est
simplement transitif, donc mesurable et nous avons le théoréme [40] :

Un groupe transilif G,... a n variables est mesurable, ou bien il admet
au moins un sous-groupe G, mesurable.
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Supposons maintenant que le groupe de stabilité du groupe G, (1)
soit engendré par les opérateurs X,.,, ..., X,; nous avons alors
cig=o(i=1,...,n;2,3=n+1, ..., r) et nous pouvons prendre
pour opérateurs du groupe

d J ..
X, =d_‘1.5'/'.;+al/"xl_dtl‘[;+.“ (&, j,u=1,...,n),
(15) of
X,‘f=c;axl% +... (a=n—+1, ..., 1),

les termes non écrits étant d’ordre > 2 en a7 [42].

A Torigine, on a donc &, = ¢/, 24 = o, d’oll pour r'=...=a"=o0:
v B Ef Y E — Cla B B = —cllq.

Si donc les opérateurs du groupe transitif (1) sont écrits sous la
forme (15), une condition nécessaire de mesurabilité du groupe
est cix=o0@=1,...,n;0=n+1,...,r).

Cette condition est aussi suffisante.

Pour le montrer désignons par z*+!, ..., 2, r— n “variables secon-
daires (E. Cartan). G, défini par les opérateurs (15) laisse invariantes
les formes Pfaff :

dst=)\'dxt, ds?=)*dr'+ )‘g ded  (u,i=1,.,n;2, B=n+1,..,7),

ou A, A%, 7% dépendent de z', z* et ot D = det || = o; les ds* sont
donc des formes Pfaff indépendantes dans 'espace X,.

Les formes ds*, ds* satisfont les équations de structure
5 Ast = clt, dsv 8s! + clig [ dsv ds3],

| Asz= %, dsv 35!+ cip [ds" ds3] + cf. dsB s,

(16)

ol [ds’ds3] = ds’ ds*—ds% 6s, A étant V'opérateur d o — o d.
Les formes ds* et ds* sont déterminées par les équations (16),
abstraction faite d’une transformation de la forme

dsv = ¢, dsu, ds* = c% dst + cff ds3,

ou ¢y, ¢, c§ sont des constantes et ou det|c;, | o, det| | Ao

Les c;, supposées fonctions de a7, *, peuvent étre choisies de
maniére & ne pas dépendre des z* On a en effet
det,  def

Iy by ()c“
Asv = ¢}, Ast + <W — d—sﬁ) dst 8s! + Ds—g dsw ds],


file:///2enx'
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soit d’aprés (16) :

de},
(17) Asv = wy, dst s + (c;’ cl g+ d—s—:> | dsu ds=],
ol I'on a posé
de, _ de; )
Wy = Gl gea ¢, Cly.

A3 ne dépendra pas de z* si I'on peut déterminer ¢’ pour que

(18) ()—ci‘: =—c'c

Les conditions d’intégrabilité de ce systéme sont

adcl, d*ct, v dely

953053 2vras3 — B g5y’
soit d’aprés (18) :
¢ (chac/g+ch cla+cigcl,) =0,
et, compte tenu de ce que det|c)|= o,
(19) chaclg+cly, clo+clgel, =o.

Ces relations sont les identités de Lie ol il est tenu compte de
ce que ¢y =o. Le systéme (18) est donc completement intégrable.
Il en résulte que les ds', c’est-a-dire les c;,, ne dépendent que des x.
En posant D, =det|c,|, on a

(20) D=D,D,
et, en dérivant D, par rapport & s* et d’aprés (i8) :

()Dl = —cl D1

Js* uo

Si la relation ci, = o est satisfaite, D,= Cte, et (20) montre que D
ne dépend que des x* ([43], [45]).

L’intégrale
(21) D(z', ..., an)dx' ... dxn= [dst... dsn],
iA ko

Ax

du fait que les formes ds* sont invariantes par le groupe G,, est inva-
riante par ce méme groupe; D =det|A”| est fonction invariante
intégrale du groupe (15) et I'on a le théoréme (Chern [9]) :
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La condition nécessaire est suffisante pour que Uintégrale (21) soit
invariante par le groupe (15) est

Clia=0 (=1, ....n;a=n-+1L, ..., 1)

Un groupe transitif ne pouvant avoir qu'une fonction invariante
intégrale au plus, on en déduit :

La condition nécessaire et suffisante pour que le groupe transitif (15)
soit mesurable est ¢t = o.
Les identités de Lie donnent par addition

(22) acl,=o0 (R, l=1.. .,r),
d’ol, compte tenu de ce que cy3 = o, on déduit

(474 +CyC =0 c ca =0 c.cl oL
1 lm uv " x 6'.' 5 3cuﬁ —+ Cy cuﬁ =0,
et

B
(23) e=¢),+ &, c;:c,’a—i—céz

G,_, étant le groupe de stabilité de (15), et 3. ses constantes de
structure, supposons G,_, parfait. Nous avons alors ¢, = o, car dans le
cas contraire on pourrait supposer ¢, = 5%, on déduirait de (22) ¢§ =o,
et le groupe G,_, admettrait le sous-groupe défini par les opéra-
teurs X,.y, ..., X,_i, ce qui est absurde puisque G’ est parfait.
Le vecteur de structure du groupe G,_, est cgz et nous avons une

relation analogue a (22) pour le groupe G,_,, & savoir i

.Gl = o0
G,_, étant parfait, on a cfjx= o, et cette relation, portée dans (23)
et jointe a la relation c1=‘ o, montre que ¢/, = o, et que par suite
le groupe (15) est mesurable. D’ou le théoréme [45] :

Un groupe G, ayant comme groupe de stabilité un groupe parfait
est mesurable.

Supposons maintenant que le groupe G, (1) admette un sous-
groupe G. mesurable, défini par les opérateurs X,, ..., X,; on a donc

(2%) =0  (Pr.pr=1, ..., 850=8~+1, ..., ).
Posons
Aa=cl BE/BUE —cla B E  (I=1,..., 1),
£, —eh &, & (h=n+1,...,s).
Il résulte de (24) :

(25) A=A} As=cp BB BT —d b E
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Le groupe G, étant mesurable on a Aj = o, et pour que G, soit
mesurable, il faut que A, = o, A; = o, conditions qui, d’aprés (25),
se réduisent & A; = 0. On a donc le théoréme :

Si le groupe G,, défini par les opérateurs X, f =7} d% (h=1,...,1)

a un sous-groupe mesurable G.=[X,, ..., X.], la condition néces-
saire et suffisante pour qu’il soil mesurable est qu'on ait

o B e T — o =0

(g Joww=1, ...,n; =1, ...} p=1, ....816=8—+1, ..., ')

11 en résulte que si le groupe transitif G, est non mesurable, mais a
un sous-groupe G, mesurable, I'une au moins des inégalités A, o
est satisfaite.

DEFINITION.— Nous appelons base d’un groupe (ransitif G, défini
par les opérateurs X,f=72, %(h =1, ...,1r) le systtme de fonc-
lions 25 (@ = %1y ...y 24 €} 1, .., T1), supposées a déterminant non nul.

De cette définition résulte la propriété :

Un groupe transitif G a au moins deux bases.

Supposons en effet que la matrice ||Z) || admette un seul déter-
minant d’ordre n différent de zéro, par exemple A =det|c) |
@, j=1, .7.,n) et que tous les autres déterminants d’ordre n de
la matrice soient nuls. Nous avons donc

—

Ei I ¥
E} 3 13
“e .o s = 0’
Ehioe Ehoy ... ERe
Eher BRer oo Bla
d’ou il résulte
(26) Eypy (&) = 22 () B () (=1, ..., n—1).

En notant A, le déterminant déduit de A en y remplacant la ligne u
par la ligne n 41 de la matrice ||, s il résulte de la supposition
faite que A, = o (u = 1, ..., n— 1), et (26) donne 1A = o. Mais A = o,
donc **=o(u=1, ..., n—1), et par suite &, =o(i=1, ..., n),
ce qui est absurde puisque le groupe a r parameétres.
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Supposons que le groupe G, =[X;, ..., X,] ait deux sous-groupes
mesurables -

Ge=[Xa, .., No] et  Gi=[Xg,..., Xg,]

(a,,...,as, B],..., BIG{I,...,T'})

ayant une base commune.

Pour simplifier supposons que la base commune des deux sous-
groupes, soit X, ..., X,. Les invariants intégraux de G, et G, sont
les solutions des systémes d’équations aux dérivées partielles

dInF %y JdInF 9%,
Gs: & R T " et = o (&= Gwesy ooy @)
0%, dInF i
G:: 110—4):_11? '_‘.—5,';;—/1’ Eb drl =_7)?|l (B =B - Bo)-
Les groupes G, et G, étant mesurables et det|£ || =o, les deux

systémes ont une solution commune, et les deux invariants intégraux
sont égaux (').

Considérons maintenant un groupe G, admettant un sous-groupe G.,
et supposons G, et G, définis respectivement par les opérateurs
Xy oo X et X, ..., X.. Les fonctions invariantes intégrales de G,
et G, sont, respectivement, les solutions des systémes

Jd
G, : W[E’,((x)F(x)]:o (h=1,...,71),

G: LG @F@]=0 (=1,..., 9,

et il est évident que le deuxiéme systéme admet toutes les solutions
du premier. De 14 la proposition :

Les sous-groupes d’un groupe G, admettent les invariants intégraux
de G,.
Nous en déduisons les deux conséquences suivantes :

1. Si un groupe G, mesurable a un sous-groupe mesurable, les inva-
riants intégraux des deux groupes sont égaux.

2. Si un groupe G, a un sous-groupe transitif G. non mesurable,
le groupe G, est non mesurable.

(!) Nous dirons de deux invariants intégraux qu’ils sont égaux s’ils ne différent
que par un facteur constant.
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En effet, si le groupe G, était mesurable, il aurait un invariant
intégral qui, d’aprés ce qui précéde, serait aussi invariant intégral
pour G,. Mais G, étant transitif il serait mesurable, et cela est exclu.

Démontrons maintenant le théoréme suivant de non-mesura-
bilité [30] :

Soit G.=[X,, ..., X,] un groupe Iransitif non mesurable, pour
lequel

! wl Fje

l i Fu
Cup Snv1 51 S E —Ch, n+1 El Si # 0.

Si ce groupe a deux sous-groupes mesurables, définis par les opérateurs

GJT[Y,. e ey Xn—l- .\", A\zl, ey \'.3.__"],
Gl-— [X], “een x,,_,. x,,.;_], x.fil, ceen xfrj‘_n]
(&) eony Fopy Bry oo Bin€in+2,...,r})

el de bases respectives X, ..., X, et X,, ..., X\, X,+1, € si en oulre

ces deuxr sous-groupes n’ont aucune base commune, leurs invarianis
inlégraux sonl inégauc.

Désignons par F,, F. les fonctions invariantes intégrales de G, G..
et soient

N 1) 8 &8 ... 8
Elll 1 Efz—l L E'l:—i ! Eliz—-l Elzz—-l e Eﬁ—i ’
P A PSR T R 1 ¥

Les groupes G. et G, étant mesurables, on a

dlnF. __%u d;,, n L)E,l,
dxl TSigp TSt ozl .
Y o (u=1,..., n—1),
JInF, . Fu Eu %1 YSns
dri . CidrpiT Y oxl

Z* étant le réciproque de I'élément £y du déterminant A,, d’olt

Jln ot
(27) F, — (cu E" dE“ 'g dq'l 4 Tn+t 3R dEnH
' ot oxi i gzl "“ "ozl

On démontre aisément que
En
4 Eu — 128
tlu_ Elu —_ (_ l)u+u+ A Au’ .

o A est le déterminant formé avec les éléments &, ..., E, _,,
E‘;l+1! LR ] Elm Eian et de méme gi"Al = E?“ ..

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 165. 2
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Tenant compte de ces relations dans (27) on obtient

J 4
gooE o..ow %
dln& n N aee coe een P
___F‘l T 9, |,
dzi iV R 7 T R (;x—'ﬁ
2 JE .
Eavr ERer --- Bl '—Ed—’_;Tj
et d’aprés la formule (10) :
dln— =
’ F E’L l TV
(27 ) duat : Ile (cuv £l+1 =/ E" u n-1 EI )

Mais A, = o, I'un au moins des réciproques :* n’est donc pas nul;
F,
dln=!

il en résulte qu'une au moins des dérivées —07 est Z o, et que

‘par suite les invariants intégraux F, et F. sont inégaux.

Soit maintenant un groupe G,. = [X,,
sous-groupes simplement transitifs

..+, Xu.1] admettant deux

G;,——:[‘.,...,X,,] et GZE[(“..., \,,.__[, \,l_g_l];
F, et F. étant les invariants intégraux de G, G, (27) devient

t)lnF

A ..
e _En(c,E” Bl c,,.,,.)f (G, j,u=1,...,n).

Un réciproque %, au moins n’étant pas nul, il en résulte que si F,

et F, sont égaux on a ¢;&;, ¢ i —Cu=o, et que par suite G,., est
mesurable. La réciproque est immédiate, et Pon a le théoréme :

Si le groupe G, =[X,, ..., X,.1] de Uespace X, a deux sous-
groupes G, =[X,, ..., X,] et G, =[X,, ..., Xu-1, Xusi] simplement -
transitifs, la condilion nécessaire el suffisanle pour que le groupe G,
soit mesurable est que G, et G, aient des invarianits intégraux égauz.

GROUPES A UNE, DEUX OU TROIS VARIABLES. — Les groupes a une
variable se réduisent [17] au groupe des translations, au groupe affine
et au groupe projectif. Le groupe G, des translations 4 une variable
est simplement transitif, donc mesurable. Le groupe affine G,, ' =ar+b
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est défini par les opérateurs G.= [p, zp] (p = %); son systéme de
Deltheil associé

est incompatii)le; il a deux sous-groupes simplement transitifs,
Gi=[p], G| ==[zp] admettant les fonctions invariantes intégrales

respectives F(x) =1 et F(z) = ;;

Le groupe projectif z' = (Z“;"'Ib, est défini par les opérateurs

G.=[p, zp, ’p]. 11 admet comme sous-groupe le groupe affine G.
qui est non mesurable; G, est donc non mesurable. G, admet de
méme les sous-groupes G, et G, lesquels ont des fonctions inva-
riantes intégrales différentes. De 14 le résultat [32] :

Le seul groupe a une variable mesurable est le groupe des frans-
lations. Les groupes non mesurables a une variable ont au moins deux
sous-groupes mesurables a invariants intégrauxr différents.

Eu égard aux classifications de Lie [17] pour les groupes & deux
et trois variables on peut énoncer le théoréme :

Les groupes a deux et trois variables non mesurables, onf au moins
deux sous-groupes mesurables a invariants intégraux différents.

CHAPITRE 1I.

MESURES DES FAMILLES DE VARIETES.

1. Groupes d’invariance. — Soit, dans l'espace X, de coor-
données z', ..., %, une famille ¥, de variétés & p dimensions, ¥,
définie par les équations

(1) Fh(x!,....z" ol ...,07)=0 (A=1,..., n—p),

ou «', ..., a? sont des paramétres essentiels.

L’ensemble des transformations continues de coordennées de
I'espace X, laissant globalement invariante la famille #, forme
évidemment un groupe de Lie, que nous désignons par §.

Les transformations de g, telles que S, = %, pour tout ¥,e%,,
forment un groupe g, et ce groupe est un sous-groupe invariant [2]
de g, car si T est une transformation quelconque de g, on a comme
on le constate aussitdt T-'gT = g.
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Au groupe ¢ on peut attacher le groupe quotient G =% défini

par la propriété de laisser invariante la famille de variétés &, et de
ne contenir, en dehors de la transformation identique, aucune transfor-
mation laissant individuellement invariantes les différentes variétés v,
de #,. Nous appelons G le groupe maximal d’invariance de la famille 7,
el ses sous-groupes les groupes d’invariance de la méme famille.

Soit G,(x) un tel groupe d’invariance de :7,, défini par les équations
(2) yi=fi(e, .., a0l ... an) (i=1,...,n)',

ol a', ..., a" sont des paramétres essentiels. Nous avons, par un
choix convenable des variables

(3) Fr[fi(z,a),.... fr(z,a), B ..., 37} =Fr(z', ..., 2, a!, ..., at),
ol
(4) Bi=gh(a!, ..., a7, a', ..., a”) (h=1,...,q).

Au groupe G,(x) d’invariance de la famille F, les transforma-
tions (4) attachent une famille de transformations de 1’espace X, des
parametres de G.

En ce qui concerne cette famille de transformations nous démon-
trerons le théoréme suivant [27] : -

Les transformations (4) forment un groupe isomorphe au groupe G,
d’invariance de la famille de variétés .

Le groupe G-(z) ne contenant, en dehors de la transformation
identique, aucune transformation laissant séparément invariantes les
variétés de la famille F,, la famille de transformations (6) est a r para-
metres essentiels, nous désignerons cette famille par H, («).

Soient trois variétés ¥, V), V; € F, d’équations respectives

Vp: Fr(zl, ..., 370l ..., a7)=0,
‘v’p: F)‘(.Y',---s.}’”, pla"'qu)=07
Vy: Fr(xl, .., xn L, ¥ =0,

et trois transformations du groupe G, (z) :

Ta: &= fl(y' . ....0" a'?";a ar),
Ty : ypi= fi(z', ..., x", b, ..., b7),
Te: zt=fi(x',...,z" ¢, ..., ¢cr),

telles que .
(5) TaVp=),  ToVp=), TV, =Vj. -
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De ces relations il résulte T,T,= T., donc
(6) SiLf' (2, 8), ..., fr(e, b), @, ..., @] =ft(x, ..., 2", ¢y ..., ).
En écrivant explicitement les relations (5) nous obtenons

(5" Fr[fUy,a), ... fr(y, a) o ar]l=Fr iy, ... pm 3, ..., B7),
(") FRLF1(w, by oo fr(, b B0 B8] = F(2y oy 2, 1 o 4T,
(3" FAf1 (e, €)oo, frlw, e, 2ty ooy 2] = Fr(x, oo, 2,y ., YT).

La transformation identique I du groupe G, (x) étant supposée
obtenue pour a'=...=a" =o0, on a

Si(x'y oo, w0, ..., 0) =,
et, en faisant dans la relation 3) a'=...=a"=o,

Fr(e!, ..o, xm, 81, ..., 37) = Fh(u!, ..., 27, a!, ..., af),
d’ou
gh(aly ..., 29, 0,..., 0) = ak,

mation identique J et I'on a I J.
Des relations (5'), (5") et (5"”) il résulte

SE V)
4" ab=gh(B, ..., 87, a, ..., ar), " CE DE
&) BA= gt (Y ..o, 1, B, ..., b7, ATAEMATIQUES
(4"’) ak=gk(71:"'7‘f(]5 C', ...,C"),

" d’ou

(8)  gk[8' (Y, 8); -, £7(1, 8), @', .y @] =g4(Y', ooy Y7, €1 Y

En désignant par 7. 7, 7. les transformations (4), (4"), (4")
la relation (6) donne ‘

(7) TTa= T

la famille de transformation H,(«) forme donc un groupe.

De méme, des relations (6) et (6') il résulte que si I'on a
T, 14, Ty= 15, alors

7 Ty TaTa-
(7) et (7') montrent que les groupes G,(z) et H,(x) sont isomorphes.

Nous appellerons H,(x) le groupe ataché au groupe G, (z) relati-
vement & la famille #, de variétés 2, (1).
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La relation explicite entre les groupes G, (z) et H, () s’obtient de
la fagon suivante. Ecrivons leurs équations sous la forme
t=al B () al+ B, (&) akat +. . '

. (h, h=1, 1)
Br=av+ 4, (a) ak+1;, ()@t at+.. .

et portons ces relations dans (3); nous obtenons
(8) Fil w+&n(r)ar+Epie)ahart+. ..,
o+ 1y (%) @+ a4 (@) ahat+... = F7 (x, a),

puis par développement en série du premier membre,

JF7 (o, ) Fe
[;h( A ) )'__M]

ox?
%[ nes 4)F ‘f’a)+'“}:A‘“)d—P:T;£;i)‘
+ 2% (&) 6y (2) o S.;’(;;V“’ B () B () ()35;'(’).1“;:)
+ 1y, (2) 0 (2 )‘)2‘—5;,7‘5;’;—)] atat+...=o.

Compte tenu de

1 dE () JdE), ()
<x)—§[ () dA.r/ + % 5¢;./1z('/ !

la relation (18) devient

(9) Alah+ Al alab+...= o
ol :
. dF (x, a JF (1
A=) L0 D) (o ),
) ) [, - IF(, ,
2A;¢A= E/l,(‘t)a;‘ EL('F)_—(ﬁ”il %y ( )()F ('l': a)]
(2) -2 IF (£, o F:u,w
+51{(-r)(mL€,,( ) ( ! ) +my (2 )_).;._._
¢ d [ ) F? (&, JF )
+"‘5¢(°‘)M E/.‘c’)i——')‘?-i)-i—'q‘,((a)———d(;’a
d Jd D FI (. a) v AFt(r, a)]
+1"[(1)()er ;"") dar T () ———p

Pour que I'égalité (g) soit identiquement satisfaite il faut que
A, =0, A= o, .... Une condition nécessaire pour que le groupe G, (r)
soit groupe d’invariance de la famille F, est donc

OF" (, IF (r,
RO LR ST LIACLI
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Si cette relation est satisfaite on a A,, = o et, en vertu de l'iso-
morphisme des groupes H, (2) et G, (z) et des formes canoniques des

fonctions Zj;,(z), ..., les coefficients de la relation (q) sont nuls;
par suite :

Etant donnés deux groupes isomorphes G, (z) et H, (a), la condition

nécessaire ef suffisante pour que G, (x) soil groupe d’invariance de la
famille de variétés ¥, est que

(103 (@) OF (2, ) o (2) OF (e a) _
dut J

H, () est alors le groupe attaché au groupe d’invariance G, (z) rela-
tivement a la famille 7.

Voyons maintenant a quelles conditions le systéme (10) admet des
solutions acceptables [autres que F’ (x, x) = Cte]. Attachons-lui 4 cet
effet le systéme algébrique (aux inconnues z, et £,) :

(11) &, () s+ (2)t,=o.

Une condition nécessaire pour que le systéme (10) admette des
solutions acceptables est que le systéme (11) ait des solutions diffé-
rentes de la solution nulle puisque, dans le cas contraire, le systéme (10)
n’a que la solution

dF! (£, a) dF (x,2)
o =% e
ou
F'(w,2)=r¢ (¢! = Cte).

Si r <n + ¢, la condition ci-dessus est satisfaite. Si r>n + ¢,
elle équivaut au fait que la matrice

&L (@), <y EL (2D, b (@)s oer T () |
est de rang r,<n +g¢, et s’il en est ainsi le systéme (10)
a r, <n + q équations indépendantes.

Considérons donc le cas r < n 4 ¢ et posons

JF/ (&, a) .t)F."(.l‘,a).

X (F7) = & (0) ——=— + o (2) —5

Avec cette notation le systéme (10) s’écrit

Xu(Fr)=o,
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et de I'isomorphisme des groupes G, (z) et H,.(«) il résulte
Xa[Xa (F1) ] = X X (F1)] = ¢ X (FD)

qui exprime que (10) est un systéme jacobien. (10) admet donc [2]
n -+ g —r intégrales indépendantes

P2(x!, ...,z 0l ..., al) (a=1,...,n+q—r),
la solution générale étant
Fi(z, a) = ‘1’7‘[?' (2, 2), ..., g7H—" (2, @)].
On a donc le théoréme [35] :

Elant donnés deux groupes isomorphes G, () et H;-(oz), la condition
nécessaire et suffisante pour qu'il existe une famille ¥, de variélés V),
admettant G, (x) comme groupe d’invariance, est que la matrice

g, (2)evvny BR(D), ) (@), ooy ml(a) || (R=1,...,7),

soit de rang r; <n + q. Si celte condition est satisfaite, la famille F,
est définie par

q).'"[?l(.‘t' @), ooey @I (2, @) =0 (h=1,..., n—p),

ol o*(x,2)(@a=1, ..., n +q—r,) sonl les intégrales indépendantes
du systéme :

. OF (x, Yy o Fi. )
R I T

(), nj(a) étant les coefficients des transformations infinitésimales des
groupes G, (x) et H, («). H,.(2) est alors le groupe attaché au groupe
d’invariance G, (x) relativement a la famille F,.

Ce théoréme admet l'interprétation géométrique suivante :

Dans I'espace X,., de coordonnées

=z, Y= ¥ (i=1,..,n;v=1,...,9),
ol la famille 5, de variétés (22) est une variété ¥,,, a p + ¢ dimen-
sions, considérons la famille de transformations définie par les
équations

(12) ! Fi= fi(z', ..., 3, al, ..., a"),
12
1 = gv(gn+l, .., 30, al, ..., ar).
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En posant ¢}, (2) = &), (x), v+ (2) = n), (), les transformations infi-
nitésimales des familles (12) ont les expressions

Lnf= Z’h(z)ﬂ + 5= )();)'l’f‘*" = -/L(-z‘) df -+ "Ah(“)—f‘ =Xnf+Ynf,

Y, f étant les transformations infinitésimales du groupe H,(«). On a
donc

(Zili)y= (Xn+ Y5 -Xa+ Y0 = (X2 X2) + (N Vi) + (YaXe) + (Y2 Vo)
et comme
(XaX3)= thLXI, (leYk)=U{1,/\YI, X Y)= (Y2Xk) =0,

on a (Z,Z)) = ¢, Z;, et la famille de transformations (12) forme un
groupe, que nous désignerons par K,.

La variété ¥,,, d’équation
F.'A(z,...,z"+.'l)=o (h=1,..., n—p),
est invariante pour le groupe K, et, d’aprés (10), satisfait a
(e F(s)
93

(t=1,..., n+q).

11 en résulte que K, doit étre intransitif et que la matrice
14 (®)s o os B (2)s my (2), o ey ] (@) ||
‘doit étre de rang ‘r. < n + q. De la 'interprétation annoncée :

Etant donnés deur groupes isomorphes, G,(x) dans Uespace X,(x)
et H,(«) dans Uespace X,(2), la condition nécessaire el suffisante pour
que, dans Uespace X" (), il existe une famille F, de variétés 2, admet-
tant G, (x) comme groupe d’invariance, est que le groupe K, (x, ) (12)
de U'espace X, (z, @) soit iniransitif. Dans ce cas, la famille F, repré-
senle une variélé invarianie du groupe K, dans Uespace X, ,,.

2. Familles de variétés mesurables. — MESURE D’'UN ENSEMBLE
DE VARIETES [27]. — Le groupe H,(x) élant supposé mesurable, et
F(a', ..., a7) désignant sa fonclion invariante intégrale, nous appel-
lerons mesure de I’ensemble ¢\ de variétés ¥, de I'espace X, par rapport
au groupe G, (x) expression

p.Gr(a)=f [‘F(a',..., a7) dat. . .dad,
Q-
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ol1 &, est 'ensemble ponciuel correspondant dans Uespace X, des para-
métres, a Uensemble & des variétés *,. L’expression différentielle
F(#', ..., ) d2'...dat=F(2', ..., a7) [da'...dx7] sera dite la den-
sité de la famille de variétés.

Une famille de variétés pouvant avoir plusieurs groupes d’inva-
riance, elle pourra admettre plusieurs mesures différentes.

DEFINITION. — Nous dirons qu’une famille de variétés est mesurable
"si elle admel une mesure unique.

Une condition suffisante de mesurabilité est la suivante [30] :

Si le groupe attaché au groupe maximal d’invariance d’une famille
est mesurable, alors la famille est mesurable.

Le groupe H attaché au groupe maximal d’invariance G de la famille
étant mesurable, la famille admet en effet au moins une mesure p.
Si elle en admettait une autre ;' z ., il existerait un groupe H,,
attaché 4 un groupe d’invariance G, de la famille de variétés mesu-
rable et par rapport auquel la famille admettrait la mesure p'. Mais G,
étant groupe d’invariance, il est sous-groupe de G et, en raison de
I'isomorphisme, on aurait H, c H. En vertu de la proposition 1 de
la page 12, on a donc ' =p.

Si le groupe attaché au groupe maximal d’invariance est non mesu-
rable, la famille de variétés peut étre mesurable ou non.

Une condition de non-mesurabilité d’une famille de variétés est
donnée par le théoréme suivant :

Soit H, =[X,, ..., X,](X,,f_ & )f\’ le groupe attaché au groupe

mazimal d'invariance de la famille ,. Si ce groupe est non mesurable,
donc si

A 1 e T Ev "o __ . \ - . .
Cm'"l/ 1S4 Sa 5, — u l/+1 El\ Sap =0 (" U, ¢, wW=1I,...,¢; A“'?"'i f‘)

et s’il a deux”sous-groupes mesurables, définis par les opérateurs

H¢: )\” ceay X,’_], X,,, XG]’ seey Xa"_‘l
H(Z X,,...,X,,..h A\,H_], )s@,,...,Xp,_q
(21 0oey @egy Bay ooy Brp€lig+2, ..., 1)

de bases respectives (X, ..., X)), (X,, ..., X,_y, X,.1) el sans base
commune, alors la famille 5, de variétés est non mesurable.
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En effet, du théoréme de la page 12, il résulte que les groupes H,
et H, ont des invariants intégraux inégaux; la famille est donc non
mesurable.

Considérons maintenant dans l'espace X, une famille de variétés
dépendant d’un, de deux ou de trois parameétres.

Le groupe H, attaché au groupe maximal d’invariance d’une telle
famille est un groupe 4 une, deux ou trois variables. S’il est mesu-
rable, la famille de variétés est mesurable. S’il est non mesurable
mais transitif, du théoréme de la page 15, il résulte qu’il admet au
moins deux sous-groupes mesurables dont les invariants intégraux
sont différents et la famille est non mesurable. Comme il en est de
méme si H est intransitif, on a le théoréme :

La condition nécessaire et suffisanle pour qu’une famille de variélés
de l'espace X, dépendant d’un, de deux ou de trois paramélres soil mesu-
rable, esl que le groupe allaché au groupe mazimal d’invariance de la
famille soit mesurable.

DEFINITION. — Soil X, un espace @ n dimension et U, une variété
a p dimensions de cet espace. Nous appelons variétés G,-équivalenles
a la variété 2, Uensemble des variétés qui se déduisent de %, par des
Iransformalions du groupe G,.

Soit, dans l'espace X,, une famille F, d’hypersurfaces V,_,
d’équation

Fi(xt, ..., L% 2)=o.

G, étant le groupe maximal d’invariance de la famille F, et H,
e groupe attaché a G,, le systéme d’équations (10) devient
& (2) IF oF

')‘”1-«;—1,‘2”——:0 (i=1,...,n;h=1....,7).

(13) Jx

ou #(x) et n;(z) sont les coefficients des transformations infini-
tésimales des groupes G, et H, respectivement.

H, est'un groupe a une variable et pour que la famille F, soit
mesurable il faut que ce groupe soit mesurable, c’est-a-dire sdit le
groupe de translation; on a donc r =1 et 7, (2) = 1, et Péquation (13)
s’écrit

. dF JF
(13") E'(x);)F+Z=o.

Le systeme différentiel attaché & cette équation est

dx! duxr
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c’est-a-dire précisément le systéme différentiel du groupe Gi; si donc
les équations finies du groupe G, sont

yi=fr(xl, ..., 2", @) (E=1, ..., n),
la solution de 1’équation (15") est
Flf1 (21, ..., 2m, @), ..., fo(2), ..., 27, @)].

La famille &, s’obtient donc en appliquant les transformations
de G, aux variétés F(y', ..., y") = o. Il en résulte :

Les seules familles mesurables &, d’hypersurfaces d’un espace X,
sonl les familles G,-équivalentes & une hypersurface ¥V,_,, le groupe G
el U'hypersurface %, _, étanl arbilraires, ¥,_, n’élant pas une variélé
invariante du groupe G,.

3. La mesure des sous-familles de variétés. — Soit, dans
I'espace X, une famille ¥, de variétés ¥, d’équations

(1) Fi(z', ..., xn,al, ..., a7)=0 (=1, ..., n—p),
ot o', ..., a7 sont des parameétres essentiels.

DEFINITION. — Nous appelons sous-famille @ q, <q paramélres,
de la famille (1), la famille obtenue en remplagant dans (1) les para-
méfres (v =1, ..., q) par des fonclions

(14) abk =gk (r, ..., r7t) (h=1, ..., 9)

de q, nouveaux paraméires (essentiels).

A une sous-famille & ¢, paramétres de la famille (1) correspond
ainsi dans I'espace X, des parameétres de la famille (1), une variété
4 ¢, dimensions définie par les équations (14).

Soit T(x) une transformation du groupe maximal d’invariance G(x)
de la famille F, laissant globalement invariante la sous-famille ..
A la transformation T(zx) correspond, dans X,, une transforma-
tion T(a) transformant un point quelconque de la variété (14) en un
autre point de cette méme variété. Au groupe maximal d’invariance
de G, (x) la sous-famille ¥, correspond donc dans l'espace X,
un groupe H,(x) laissant invariante la variété (14). Il en résulte
que H, («) est un sous-groupe intransitif de H(x) attaché au groupe
maximal d’invariance G(x) de la famille 5,, la variété (16) étant
une de ses variétés invariantes. Le groupe H, («) induit sur sa variété
invariante (16) un groupe H, (7) transitif [2]. Pour que la famille ,,
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admette une mesure, il faut que le groupe H, () ou 'un de ses sous-
groupes soit mesurable. De 1a le théoréme [39] :

Etant donnée la famille 5, (1) de variélés ¥, une condilion néces-
saire pour qu’elle admetle des sous-familles mesurables d q, < q para-
mélres, est que le groupe H(x) aftaché a son groupe maximal d’inva-
riance soil intransilif, ou admette au moins un sous-groupe iniransilif,
et par V, (o) une de ses variélés invariantes définie par les équa-
tions (14), I'équation de la sous-famille ¥, soblien! en remplagant
dans (1) 2* par les valeurs (14), el la sous-famille est mesurable si le
groupe H, (v) induit par H, (z) sur la variété (14), ou Uun de ses sous-
groupes lest.

Soit H, () le groupe attaché au groupe G, (x) d’invariance de la
famille ¥, défini par les opérateurs

Y,,f:r,z% (h=1, ..., r;v=1, ..., q).
Ce groupe étant intransitif et admettant la variété (14) comme variété
invariante, on a rang || v} || = ¢..

Si ¢, =r, le groupe H, (z) induit par H, (») sur la variété (14) est
simplement transitif, donc mesurable.

Ainsi, étant donnée la famille 5, (1) de variétés, a chaque sous-
groupe H, (v) du groupe attaché a son groupe maximal d’invariance,
lel que rang || m} || = q., correspond une sous-famille ¥, mesurable.

Supposons maintenant que ¢, +1 =r. Le groupe H, (2) est un
groupe transitif 4 ¢, variables et ¢, + 1 paramétres; la propriété
démontrée 4 la page 7 montre que le groupe H, (r) est mesurable
ou admet au moins un sous-groupe mesurable; la sous-famille F,,
donc mesurable; d’oit le résultat :

Etant donnée la famille de variétés (1), a chaque sous-groupe intran-
sitif H,,..,(2) du groupe altaché a son groupe marimal d’invariance
de rang || v}, | = q,, correspond une sous-famille F, mesurable.

4. La mesure cinématique. — A propos de I’ensemble (C) des
courbes déduites d’une courbe plane donné C par les différents mouve-
ments euclidiens de son plan, H. Poincaré [19] a introduit une mesure,
dite mesure cinématique dans le plan, donnée par l'intégrale inva-

riante M = ﬂ “dx dy do étendue A la région de (C) envisagée, x, y étant

les composantes de la translation et ¢ la rotation définissant € a partir
de C.
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Cette notion a été généralisée en 1942 par S. S. Chern [9] qu,
en utilisant la méthode du repére mobile de E. Cartan, a introduit
la notion de mesure cinématique dans un espace euclidien E,. Nous
allons ici I'étendre a I'espace le plus général.

Considérons, dans l'espace X,, une variété a p dimensions 2,
un groupe G,, et la famille 2> de variétés G,-équivalentes a 7, : G, est
formé de toutes les transformations qui laissent globalement inva-
riante la famille ¥, et ), n’est pas invariante par G,, qui est par
suite le groupe maximal d’invariance de 2.

Soient

yi=fu(x, ooaxnat, . L, al) (t=1.. ., n)
les équations de G,, et
Fi(el, ...,a")=0 (h=1,. .,n—p)
celles de ,.

L’équation de la famille de variétés 2 est alors
{13) F'f' (e, a), ..o f2(1,2)]=o,

ol les r paramétres 2', ..., 2’ sont essentiels.

Le produit de deux transformations du groupe G, appartenant au
groupe, on a

SUSfr ), oL, fr(e, 2), @, ..., @)= (2. B),
ou
{10) Bh=gh(al, ..., @', ..., &) (th=1,...,1)

est le premier groupe paramétrique 7, de G,. En appliquant le groupe G,
4 la famille (15) on obtient

FI l‘f'(‘/('t’ a)’ a)’ .. 7f"(‘/.(‘t7 a)‘ a)] = Fl [f| (‘t‘ 7)‘ “"f”(‘ti Y)]?
ol
(17) Yh=ol(a', ..., @, 2, ..., 2')
est le deuxiéme groupe paramétrique ) ; le groupe attaché au groupe
maximal d’invariance G, de la famille de variétés 2 est donc =’.
Les groupes paramétriques d’'un groupe G, étant simplement tran-

sitif [2], *> est mesurable. S1 4'(a', ..., x’) est sa fonction invariante
intégrale, on peut donc énoncer :

La famille de variétés 0 est mesurable et admet la mesure
[W(z', oLt )dat, . dy,

qui ne dépend que du groupe G,.
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La fonction ¥'(«', ..., «’) se calcule de la facon suivante. Soient

vf’=8,"—%ci’,a‘+... (W hyI=1,....71)
(ou ¢}, sont les composantes du tenseur de structure du groupe G,),
les coefficients des transformations infinitésimales de =).;
(18) wk(a, da)= ¢} (a) dah
les formes de Pfaff invariantes du groupe =, (composantes relatives
de G)), et

(18 wk(a, day =144 (a)dah

celles du groupe w, (composantes absolues de G,); on a

(18") f(:z)v (1)—8 qh(a:)p (a):ﬁl‘.

&
les 11} étant les coefficients des transformations infinitésimales du
premier groupe paramétrique ,.

Le systéme (de Deltheil) qui détermine la fonction W (a) est

dIn¥ Iy

h - k

(19) Ean = T ek

. Les fonctions v{ satisfont les équations
! !

u dv‘ _ ,u dv/ =, -
b o A Jatt (2

d’aprés la formule (10) du chapitre I, on a

a4 oA

gat = YL g —

ou A=|detvi(2)| et ou ¢,=c;, est le vecteur de structure de
Vranceanu du groupe G,; ’équation (1g) devient alors

,l/)lnll.\
M S Jai . Ch
ou ~ \
, Jdin WA
(19") g =€k "H},

Les fonctions ), (z) satisfaisant aux équations de Maurer-Cartan :

() ‘l’h ()d-‘l‘

Jal e ko bidy,
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le systéme (19’) est compatible et par suite :

Ck /’6"(1 o)

Y (2) =2 |
Si A, = det|}(2)], la relation (18”) donne \, = -L-, d’out
(20) W (2)= A.eq (/' wh(x dz)‘

I

Les w* pouvant étre exprimées linéairement a I'aide des formes
indépendantes &*, posons

(21 wk (o, d2) =34 (a) Bl (a, da).
D’autre part, d et ¢ étant deux symboles de différention, tenons

compte des relations dw* (v, d2) = o, din* (2, 62) = o dans les équations
de structure de E. Cartan, nous en déduisons

(22) 30k (a, da) = — cl, &t (a, 82) B/ (a, da),

et de (21) il résulte
ank wh + 1k 3@k = o.

La relation (22) donne alors
[81{‘” + M el @l (a, 8a)] @™ (2, da) = o,
d’olt puisque les formes w" (z, dx) sont indépendantes,
anh, + M el ©l(a, 82) = o,
soit, en remplacant ¢ par d,
dib,+ M el ! (2, da) =o.

Multipliant par les compléments algébriques \} des éléments A%,
et sommant en k et m, la relation précédente devient

di,
A,

= ¢ wk (a, da),
ou \,=det|ai| et ¢, =c},. I en résulte |25] :
¢ wk(x
(23) A= ce e f e (¢ = Cte).

Si d’autre part on tient compte dans (21) des expressions des
formes w* et @' on obtient

24 (2) = A (2) ¢, (a),
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d’ou, en posant D(«) = det| ¢} (2)] :
(24) D (a) = Ay A,.

De (20), (23) et (24) on déduit ¥ (2) = ¢ D(a); I'invariant intégral
d’un groupe n’étant défini, qu'a une constante multiplicative prés,
on peut prendre ¢ =1 et par suite :

(25) Y (a) = D (a).
La mesure de la famille 2> de variétés est donc

(26) p.=[ID(1)dzi...da",

ou
pf:f[w‘. ..orl.

Cette mesure, qui comme nous l’avons dit ne dépend que du
groupe G,, est la mesure cinématique de G, ; nous avons donc le théo-
réme [36] :

Etant donné un groupe G, el une variété a p dimensions non inva-
riante du groupe, I'ensemble > des variétés G,-équivalentes a <,, est’
mesurable, et sa mesure est la mesure cinématique du groupe G, soit la
mesure du deuxiéme groupe paramélrique w,. de G,.

Ce résultat, appliqué au groupe des déplacements du plan eucli-
dien, donne la mesure cinématique de Poincaré précédemment
indiquée.

Déterminons maintenant la mesure du premier groupe paramé-
trique =,. Si ®(«', ..., 2’) est sa fonction invariante intégrale, on a
d’aprés (19') :

b étant les coefficients des transformations infinitésimales du

groupe p, et D, =det|p}|. La deuxiéme formule (18”) donne

dln%

g =
d’ol, en tenant compte de (18) et de (25) :
—l‘l.fu)k(a, da)

P(a)=W(a)e

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 165, 3
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Pour que les invariants intégraux des groupes =, et w,. soient
égaux (@ = W)il faut et il suffit que ¢ 0 (2, da) = o, soit, les formes w
étaient indépendantes, ¢, = o; de la le théoréme [25] :

La condition nécessaire et suffisante pour que les deux groupes para-

mélriqgues d’'un groupe de Lie aient le méme invariant intégral est
que c; = o.

CHAPITRE III.

GEOMETRIE INTEGRALE DANS LE PLAN.

1. Ensemble des points dans le plan. — Considérons la famille

de variétés constituée par I'’ensemble des points du plan. Ses équa-
tions sont

(1) r=a, y=a.

Prenons comme groupe d’invariance.de la famille le groupe des
mouvements euclidiens

(2) £=2"cosb —) sinb+a, y=2a sind+y cosh+f.
Son groupe attaché relativement a la famille (1) est
a,=a'’j cosh — a’, sinb + a, a>= a'; sinb + a, cost + 3,
dont les opérateurs sont

A f= i'[‘s Xof= of X".f:‘—-‘ Qa of —'i-/;'

—a

da, oa,’ da;, "' da,
Le systéme de Deltheil, qui est ici
o, OF L IE L OF
37‘—0, dag_ ) ‘1()(11 ‘da.z_ )

admet la solution F(a,, a)) =1.

La densité de I’ensemble des points du plan est donc dP = [da, da,]
ou, tenant compte de (1), dP = [dx dy].

Considérons maintenant une courbe convexe plane (I') douée d’une
tangente en chaque point. Rapportons la figure 4 un systéme d’axes
dont I'origine, O, est intérieure & (T). D’un point P(z, y) de la région
extérieure menons les tangentes PT, et PT, a la courbe et désignons
respectivement par £, v, et &, v.; ¢, et @, les coordonnées des
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points T,, T, et les angles des normales PT,, PT, avec Ozx. Les équa-
tions des droites PT, et PT, sont

(3) (wa—Ej)coso +(y—1y)sing, =0, (L£—E)cosg,+(y—ma)singa=o.

En différenciant les relations (3) et posant PT,={,, PT, =10,
on obtient sans peine les deux relations

cosgy du + singy dy = — ¢, dyy,
cos@adr + sinpa dy = — ta d s,

qui, multipliées extérieurement, et aprés avoir posé ¢,— o=
donnent
(4) dP =[dudy]= 22 [dod, 3]

sinw

A étant la région du plan extérieure a (') on déduit de (4) :

. 1 2z
(5) [’ S ap l [ d3, f doy = 2m,,
Jq Ul 2., o

formule due & W. Crofton [11].

En désignant par p, et o, les rayons de courbure de la courbe (I)
en T, et T, et par ds I’élément d’arc, on a

1 1
(l?l= ad&], d‘-?2= ;—!dsg;
(4) donne

sin w
i ia

p1pa dP = [ds; dss],

d’oit I'on déduit, L étant la longueur de (T) :

. PR L
Si w 1 1
(6) ./c;m G102 dP = —Z—f dS]f d$2= EL”

0 0

résultat da & Santal6 [26].

2. L’'ensemble des droites dans le plan, — Soit, dans le plan,
la famille aux paramétres u, v, des droites

(7 UL+ o) +1=o0,
dont le groupe maximal d’invariance est le groupe projectif

(8) '+ by +¢ _ ' by +cs
ax + byy +1° T aar + by +1
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En portant les expressions (8) dans (7) on obtient

Wx'+ ') +1=o0,
avec
) u,=a,u+agt'+a,, o — blu+b»v+b;_
C\u+c v +1 C U =+ Cyv +1

Le groupe (8') est non mesurable, et comme la famille (7) dépend
de deux paramétres, il résulte du théoréme de la page 23 qu’elle
est non mesurable.

Définissons alors la mesure de I’ensemble des droites du plan par
rapport au groupe des mouvements euclidiens (2).

Le groupe attaché a ce dernier relativement a la famille (7) est

,__ucosh—+¢-nb . st f + ¢cost
T Tau+jgo+1 T au—+fe+1
. . e 1 .
L’invariant intégral de ce groupe est F(u, v) = y d'ot la
(u?+ v2)*

densité de U'ensemble des droites G du plan, par rapport au groupe des
mouvements euclidiens :

du dv

(w24 02)?

Si 'on écrit I’équation de la droite sous forme normale

7") T CoSPH+ Yy SIy—p=o,
on a
CosQ sin ¢
U= — 9 v = I
P P

et la formule (g) devient
(9" dG =[dpdy).

D’une fagon générale, 4 toute expression des parametres u, v en
fonction de deux nouveaux paramétres, correspondra une nouvelle
expression de la densité dG. Ainsi, si (') est un arc de courbe continue
rectifiable donnée, s I’arc de son point courant P, 0 I'angle d’une
droite quelconque G issue de P avec la tangente en P & (T'), on trouve
sans peine pour la densité en G, I'expression

dG = | sinb | [ds db].

Cette derniére expression est particuliérement adaptée aux problémes
de mesure relatifs 4 I'ensemble des sécantes d’un arc de courbe.
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Ainsi, si n est le nombre (supposé fini) des points ou une droite G
coupe (I'), et si L est la longueur de (I') on a

I kr
f,zd(;:f dsf |smb|db=2L (Crofton [11]).
. [0

o

Si (T') est une courbe convexe fermée, n = 2, et par suite, p étant
la mesure de I’ensemble de ses sécantes :

y=fdG=L

3. Systémes de points et de droites. — COUPLES DE POINTS. —
Envisageons la famille de variétés dont les éléments sont les couples
de points P, (zi, yy), P.(x), y,). Ses équations sont (o;, ..., 3. étant
des parametres) :

(10) ry=aq, =g, Xe=ay,  yr= [

Le groupe maximal d’invariance de cette famille est le groupe
projectif. Son groupe attaché relativement a la famille (10) est non
mesurable, mais il admet deux sous-groupes mesurables de mesures
differentes, par exemple les groupes attachés au groupe affine uni-
modulaire et centro-affine, et I’on a vu qu’alors la famille (1) est non
mesurable.

Prenons comme groupe d’invariance le groupe des mouvements
euclidiens du plan; son groupe attaché relativement a la famille (10),
a quatre variables et trois paramétres, est intransitif; il admet donc
une infinité de fonctions invariantes intégrales.

On peut prendre comme densité de I’ensemble des couples de points
du plan I'expression, invariante vis-a-vis du groupe des mouvements
euclidiens :

[de sz] = [d.l‘j du’lﬁ d.L‘z dyi],

4 laquelle on peut donner la forme suivante, plus commode pour
certaines applications géométriques.

Soient p, ¢ les coordonnées normales de la droite (P,P.) et g, p,
les distances de Py, P, 4 la projection orthogonale de O sur (P,P,).

On troyve aisément
[dzidyr] = pldp ds] + [dp dei] — e1[d3 dan],
[Azsdys] = pldpde]+[dpdp.]— p2[de dps ],
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et par multiplication extérieure, compte tenu de I’expression
dG =[dp d¢] de I'ensemble des droites du plan

(11) [dP1dP:] = | pa—p1 | [d G dp, dp,].

Si Yon applique la formule précédente a la détermination de la
mesure I de I'ensemble des couples de points situés a I'intérieur ou
sur le contour d’une courbe convexe fermée limitant I'aire S, soit

I=fdP, dPy = f[pz—loi{dG(lpldpg,

on trouve, en calculant la deuxiéme des deux intégrales précédentes,
et désignant par o la longueur de la corde de (I') portée par la

droite G = P,P, :
l=%fc‘idG,

et comme la premiére intégrale a pour valeur S’ on a la formule [11] :

f 1 dG = 3S2.

a@Gnl’z@)

CouPLES DE DROITES. — Pour la famille constituée par les couples
de droites (Gy) et (G.), d’équations
(12) X COSP,+ ¥ sIND,— P, =0 (i=1,2)
tout comme pour les couples de points, le groupe maximal d’inva-
riance est le groupe projectif et la famille est non mesurable.

Relativement au groupe des mouvements euclidiens la famille (12)
a une infinité de mesures et 'on peut prendre pour densité :

[dG: dG,] = [dp, de dp, d3»],

expression a laquelle on peut aussi donner la forme suivante :

Soient P(z, y) le point d’intersection des droites (G)) et (G.),
et 9,, 0, les angles qu’elles forment avec Ox. On a

Pi= Z COsQ,+ ¥ s, = sinf,— y cosh, (t=1,2),
d’otr
[dp. de.] = sinb,[dxd 8,] — cosb,[dyd 8,],
et par suite, en introduisant dP = [dz dy] :

(13) [dGy dGy] = | sin (8;— 8,) | [P db, dbs].
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Appliquée a la mesure de ’ensemble des couples de droites coupant
chacune une courbe convexe fermée (I') de longueur L limitant
Paire S, la formule précédente donne

(14) p.=fdG| dG, = a'G,f dGy = Le.

aGnl’'=0) Aa(6:nl =@)

Si p, et . sont, respectivement, les mesures des couples précédents
se coupant & l'intérieur de (T') ou sur (I') et & son extérieur, on a

1§) " =f| sin (6;— Og) | P by dl0,

~ T
=fde f [ sin (6;— 0,) | dby by = 27,
0 0

et, « et 3 étant les angles des tangentes menées de P & (T') avec Oz,

p._,=fdpfﬁ fﬁ|sin(ﬁ,—ﬁg)|dﬁ, db,
x [+
.—_.-fdeﬁdﬂ,[felsin(O,——62)d09+£§sill(02—0,)dﬂg],
[ o

1

soit

(14") p.g=2f(w—sinw)dP,

» = —o étant I’angle des tangentes issues de P & (') et I'intégrale
étant étendue a l'extérieur de (I). De (14), (14'), (14") on déduit la
formule (Crofton) :

f(w—-sinw)dP: % — =S,

4. La mesure cinématique. — D’autres résultats géométriques
peuvent étre rattachés & la notion de mesure cinématique. L’ensemble
des figures (K) du plan euclidien congruentes & une figure donnée
est mesurable, sa mesure étant, comme on I'a vu, la mesure ciné-
matique du groupe des mouvements euclidiens

Ny

(z, y, composantes de translation; ¢, angle de rotation).
La forme différentielle dK = [dx dy do] est ce qu’on appelle la densité

cinématique dans le plan; on peut, avec L. A. Santald, lui donner
Pexpression suivante [20] :


file:///dPdtii
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Soient P(z, y) un point du plan, et (G) une droite issue de P faisant
Pangle ¢ avec Oz. En désignant par p la distance de l'origine a la
droite (G), par 6 I’angle de la normale & (G) avec Ox et par { la distance
de P a la projection orthogonale de O sur (G), on a

&£ =pcosh +¢sind,  y = psind —¢cosh,

d’ott [dx dy do] = [dp db dl], soit en introduisantla densité dG = [dp d¢]
de I’ensemble des droites G du plan
dK = [dG dt].
Supposons par exemple que (K) soit la famille des segments de

longueur ! du plan, et qu’on cherche la mesure de I’ensemble de ceux

de ces segments coupant une courbe convexe fermée (C) de longueur L
enfermant ’aire S.

La densité de (K) étant égale a la densité cinématique dans le plan,
la mesure cherchée est
w= f dG dt,

Iintégration étant étendue a l’ensemble des segments envisagés.
Si o est la longueur de la corde déterminée par G dans (C), on a

H:fdcfdmfdc(u-n=fadc;+fsz;
mais
14
fch:fc[dpd;p]:fcdp[dﬂ:zS et fldG=lL,
v

il en résulte la formule [20] :

p:ﬁs—l—l[‘.

5. L’ensemble de cercles du plan. — Considérons 1’ensemble
des cercles du plan, d’équation

(15) 224 y2— 202 —2WYy + u =o0.
Son groupe maximal d’invariance est celui des similitudes :
z=ax'—by'+c, y=bx'+ay—+d.

En appliquant ce groupe au cercle (15) celui-ci devient

24 yt—2v' ' —ow'y' +u' =o,
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ol
u' = a‘l—tl-bﬁ (e+d*+u—a2c0 —2dw),
v = m(—ac—bd+av+bw),
f = aTi-ﬁ(—ad+bc-—bv+aw),
ou

u=(a+ b) [’ + 2 (ac + bd)v' + 2 (ad — bc) W' + ¢+ d?},
v=av'— bw' + ¢,
w=bv'+ aw' + d.

Les coefficients ¢, des transformations infinitésimales de te groupe
sont

El= 2u, Ei= Ei=12v, ti= 2w,
Ezl:: E§= w, E§=17 E%=°
El=w, Ei=v, El=o, Ei=1.

En remplacant ces valeurs dans le systéme d’équations de Deltheil,
nous obtenons

OF _OF _ JF .o JF _ JF _
uE'l:-'- v -+ W 0 -+ =0, (v()v —V()—w—o,
L S S
Ju do ~ gu T ow = @

Ce systéme admet la solution

F(u, ¢, w) = a = —whye

I’ensemble des cercles est donc mesurable, et admet pour mesure
du a'u dw
v = T

Par le changement de parameétres,

I

@6 = =0
U — 02— w?

cette mesure devient
u((‘l):f do dB dy;
ad

d’ou le théoréme [27] :
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L’ensemble des cercles du plan
(z— B+ (y—1)2=1

est mesurable, sa mesure étant p(Q) = (Az) oit A, est 'ensemble de
points correspondant dans Uespace des paraméfres (x, 3, ) a Uen-
semble ¢t de cercles du plan.

6. L'ensemble des coniques du plan. — Nous considérerons
maintenant 'ensemble des coniques non dégénérées d’équation
(16) A LA 2Q 12 LY + Qoa )i+ 20,38 + 2Q3) + 1= 0,
ol
221 [22¢] as
A= ags Aaa Qa3 # o
Q13 0223 I

Son groupe maximal d’invariance est le groupe projectif

aj L'+ aly +al L+ ayy + a3
= — =)
adx’+ajy +1 atr’ +ady +1

ou det |a}|Z o (i, j =1, 2, 3; 2} =1). Le groupe attaché &ce dernier
par rapport a ’ensemble des coniques est

ook
, at'“/ Qhk 3
a‘ = ——— (a33= a:.‘_—_-l).
J ataka

3A3 Qhk

Ce groupe est mesurable, et admet I'invariant intégral F(a) = ﬁ
De la le théoréme [27] :

L’ensemble des coniques (16) est mesurable, sa mesure éfant

w(Q) _—_f day, ... day = day;
Ao

CHAPITRE IV,

GEOMETRIE INTEGRALE DANS L’ESPACE.

1. Ensemble des points de l'espace. — Soit un Espace E,,
de coordonnées cartésiennes orthogonales z, y, z. Considérons la
famille de variétés constituée par I'ensemble des points de E,. Les
équations de cette famille sont

(1) & = ay, Y = Qs, 3= as,



GEOMETRIE INTEGRALE. 39

ol a, @, a; sont des paramétres. Prenons comme groupe d’inva-
riance de la famille le groupe des transformations orthogonales de
I'espace

x=a & + oy +ouzd,
(2) Y =012+ By +Bs7,

=& + Ty +1:9.

ol @, B3, Y vérifient les conditions d’orthogonalité. Le groupe attaché
4 ce groupe d’invariance par rapport a la famille (1) a les équations

ay= o @y + 2@ + 3@’y + a,
@y = Bia) + B.ah + Byay + B,
a3= Y1 @) + Y2 @ + Y303+ Y.

et ses opérateurs sont

/)
Xf=3L =129,

X‘f=ad_di._a2..q_., Xsf= a‘ad;f_ df

— Ay 5)
das da, as day

a2 of
Xq;f—aga;;—a,%—;-

Le systéme de Deltheil relatif 4 ce groupe se réduit a

JdF JF JF

—_ =0 —_— =0 —_— =0
da1 ’ d(lg ’ das ’

et admet la solution F(a;, @, a,) =1.

La densité de ’ensemble des points de I’espace relativement au
groupe orthogonal est dP = [da, da das], ou en tenant compte de (1):

dP = ldr dy dz].

9. L’ensemble des droites de I'espace. — Considérons la famille
des droites de I'espace d’équations

3) z=az+p, y=bz+gq

Le groupe maximal d’invariance de cette famille est le groupe
projectif. Le groupe qui lui est attaché relativement 4 la famille (3)
est non mesurable et admet des sous-groupes a fonctions invariantes
intégrales différentes. Donc, I'ensemble des droites de I'espace est
non mesurable.

Nous définissons la mesure de I'ensemble des droites de l'espace
par rapport au groupe des transformations orthogonales (2).
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Le: groupe attaché au groupe (2) par rapport a la famille (3) admet
les transformations infinitésimales

Xy f= ’)—fa Xof= %a Xsf= ass df qu’

—p9f _of | of
X‘f—b()—a asy+ qu

X;f_abd—a + (1+ b?%) )b+aqdp+bq

st—(l+a!)——f+ab3‘£+ap7-+ Pj;

Le systéme de Deltheil relatif a ce groupe se réduit a

JF JOF _ oF  JF

dp=0’ ()q b%—a%

=0’
JF JF .
abd—a +(l+b2) d_b =—'4bI‘

et a la solution
1

F(a, b, p, q) = @xorn

La densité de Uensemble (3) des droiles de U'espace est par suite [12] :

_ dpdgdadb
(4) 4= e

Désignons par 0 I'angle formé par la droite (3) avec I’'axe Oz et par ¢
I’angle formé par la projection de celle-ci sur le plan x Oy avec ’axe Ozx.
Nous avons alors a=cosotgd, b =singtgl, et la densité dG
devient

4" dG = |sinf cosb | [dp dgq do db].
Compte tenu de ce que p et ¢ sont les coordonnées du point ou la

droite (3) coupe le plan 0y, et en posant d@2 = |sinf |[d¢ df], nous
écrirons 'expression de la densité dG sous la forme

(4" dG = | cosb | [dz dy dQ].

Nous déterminerons maintenant la mesure de ’ensemble des sécantes
d’un domaine plan d’aire S. La densité dG étant invariante vis-a-vis
des mouvements euclidiens de 1’espace, nous pouvons supposer que le
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dans lequel se trouve le domaine donné est le plan zOy. Nous avons

alors
p=fdG=”‘dxdyﬂ|bi..ecosou;de.

Mais ﬂ' drdy =S, et

27
ﬂ‘|ainﬂmse|(l? (l)=f d:pf | sinbcosb |l ==,
N 0

la mesure cherchée est donc p ==S. Il résulte [12] que la mesure
des sécanles d’'un domaine plan d’aire S est égale @ 1»S. Dans le cas
d’une surface fermée d’aire S, en désignant par n le nombre de points
d’intersection d’une droite quelconque avec la surface, on a

~ 13

/ ‘n dG =p.S. Si la surface est convexe, n = 2, et cette formule

o

nous donne [dG = ES :

La mesure de séantes d’une surface convexe d’aire S est égale a ; S.

3. L’ensemble des plans de l'espace. — Soit maintenant l’en-
semble des plans de I'espace d’équation

(5) ur +vy+1=o.

Le groupe maximal d’invariance est encore ici le groupe projectif;
le groupe attaché a celui-ci par rapport h la famille (5) étant non
mesurable et admettant des sous-groupes de mesures différentes,
I’ensemble est donc non mesurable.

La mesure de I'ensemble des plans sera alors envisagée par rapport
au groupe (2) des transformations orthogonales.

Le groupe attaché a (2) relativement a la famille (5) est défini par
les” opérateurs

Nf=ulf Xof=0Uf Nif=wUf
(Uf_u—f-i-v f—|~ pﬁ)’

X f 2 4 ,sf_u,g;’:—-wl)f Xﬁf="3£_“3{'

Le systéme de Deltheil se réduit aux équations

JF JF JF JF ()F
_— = iF, 4 d'—u ()0 =0,
JF JF

U— —w-— =0
v Ju !
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I gz
m' La densité de

I'ensemble des plans (5) relativement au groupe des transformations
orthogonales de I'espace est donc [12] :

_ _[dudvdw]
T (e eyt

et admet la solution F(u, v, w) =

(6) dE

En écrivant I’équation du plan sous la forme normale
(5") 2 smbcoss + ysmb ang + zcosh— p =o,
onadE =|sinf | [dp d¢ df] ou, Q ayant la signification du paragraphe
précédent
(6) dE = [dp dQ].

En appliquant ce dernier résultat 4 la mesure de 1’ensemble des
plans qui coupent un segment de droite de longueur ! (qu'on peut

supposer étre le segment [o, [] de I’axe Oz), on obtient pour la mesure
de cet ensemble

2T
u=f d?f
o 0

Ce dernier résultat s’étend a4 la mesure de I’ensemble des plans
coupant un arc de courbe rectifiable de longueur L, & condition de
compter n fois un plan coupant I'arc en n points, on a alors

XJ.:j.I!E=RL.

w0l 4

lcos®
smedﬂf dp ==l.
o

On a un résultat analogue en ce qui concerne la mesure de I’ensemble
des plans coupant une cloison de surface d’aire S. Si l'on affecte
chaque plan d’'un coefficient ? egal a la longueur de l’arc suivant
lequel il coupe la cloison, on a ([1], [12]) :

y=f>.d|z =Zs.
Et Minkowski a montré [18] que pour une surface fermée convexe,
@ est égale a lintégrale de la courbure moyenne de la surface
| 1 i) .
p= f <a + E—:;) do,p, et p, étant les deux rayons de courbure
principaux, et do I'élément d’aire.
4. Systémes de points. — Considérons la famille, aux para-

métres a,, b, ¢, constituée par les couples de points P,(zi, yi, z:),
P(x., y», 2))-
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Ses équations sont
(7) Ty= Q, .)/|=bl’ 3= C), La2= da, Y= bg, Za2= Ca.

_Son groupe maximal d’invariance est le groupe projectif et, comme
dans les exemples qui précédent et pour la méme raison, la famille (7)
est non mesurable.

Si I'on considére alors comme groupe d’invariance le groupe (2)

des mouvements euclidiens de I'espace, le groupe attaché relativement
a la famille (7) est

a =2,y + b, +a,c, Uy = 0y y + 2305 + 23 €Yy,
b] = s;ﬂﬂ -+ 31[/’| -+ :3;;(,"1, [)g: 3](!’; -+ p-_y b, + :3,;0’.2,
cr="d\+ 1201+, ey= Y1 @y + 7 b\y 4+ 73 Ch.

avec les opérateurs de définitions

‘1f=f;)7fx+dd_t;{’ \"lf=,;)_2,f,“",())7{’ ‘x‘=g;‘—'+t%,
xtj-= gl:))_~[;_fl —b.gé—’lc+ cu(%{_bzt%,
‘(;,f:a,:)—)'cf:_cl"))% 2%_02%,
X°f=b'g;7f[_a‘,;)—[{:+b"i£—“":{2'

Le systeme de Deltheil relatif 4 ce groupe se réduit a

JF JF JF .
(‘)‘E‘I::Os Tbg—o’ T()i—o (1‘17273);

et admet la solution F(ai, ..., ¢) =1. Il en résulte que la densité

des couples de points de I'espace, relative au groupe des transfor-

mations orthogonales, et

[dP, dP;| = [dx, dy  dz) dzs dy» dz,).

On peut donner une autre forme a cette densité. En désignant
par p, q les coordonnées du point ot la droite P, P. coupe le plan Oy,
par 9 l'angle formé par cette droite avec I'axe Oz, par ¢ I'angle de
la projection de P,P. sur le plan zOy avec I'axe Oz, par {, I, les
distances algébriques du pied de la normale issue de 9 4 la droite P, P,
aux points P, et P, et en exprimant les coordonnées des points P,
et P, au moyen des quantités précédentes, on trouve

[de) dy, dzy des Ay, dar] = (L—t2)? | sinb cos0| [dp db dp dg dt, dt:],
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et compte tenu de I’expression de la densité de ’ensemble des droites
de I'espace
[llP] dl,h] = (I] _— t_))“[dG dtl (1[2].

Si 'on envisage les couples de points P,, P, situés a 'intérieur d’une
surface convexe fermée (2) limitant le volume V ou sur () et si I'on
désigne par o la longueur de la corde déterminée par () sur la
droite G = P,P., a et b étant les valeurs de ¢ correspondant aux
extrémités de cette corde, on a pour la mesure I de I’ensemble des
couples (P,, P.) considérés

~ A0
I=j qu dPg:fdetzj (t1—-t3)2dt1

13
- ;fde [(b— t2)} — (@ — t)3] dts

=éj'(b_a)sdc=1[ ot dG.
Ya (6nZxg)

Comme on a aussi
1=j dP,J dPy= V2,

il en résulte la formule

f o dG = V2.

aGni=g)

5. La mesure cinématique. — Considérons dans I'espace E; une
figure (K) et I’'ensemble de ses congruentes. Cet ensemble est mesu-
rable et a pour mesure la mesure cinématique du groupe des trans-
formations orthogonales de I'espace, que nous appelons mesure
cinématique dans U'espace.

Désignons par x,, ., £, les coordonnées cartésiennes orthogonales
d’un point de E., et soient

x, =1, + (i,j=1,2,3),
ot 4/2) = d4, les équations du groupe orthogonal.
Les formes de Pfaff invariantes de ce groupe sont

w,=MMdy ({=1,2.3), 0, = )‘;‘ dt (I<j=1,2,3).

D’aprés la formule (26) du chapitre II, la densité cinématique
dans I'espace est

(8) dK = [0 03 w3y w15093].
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0, ¢, ¥ étant les angles d’Euler, les expressions des coefficients 2, sont

M= cosgros) —sinp sind cosh, X}= sin¢ cos¥ + cosg sin{ cosb,
A= sinY sinb
1l =—cos9 sindy — sing cosd cosl, A3 =—sing siny + cosg cos¢ cosh,
A= cos{ sinb,
A= sing sinb, A} =—cos9 sinb, A3 = cosb;
on a

[(1)1 wgwa] = I )\ij l[dd| du'lg dd:;] = [da, d¢z dﬁg],
soit a,, a., a;, étant regardés comme les coordonnées d’'un point P,
de l’espace
(9) [0 00;] = dP.

D’aprés les expressions des coefficients 2, en fonction des
angles d’Euler, on a [wjw;30::] =sinf[de df d}], ou, en posant
dQ = sinf) [do d0],

) [wpwigwey] = [dQ dL].
Compte tenu de (g) et (9'), (8) s’écrit [4] :

(10) dK = [dP do d¥).
Un calcul analogue, fait en prenant pour ensemble (K) I’ensemble -

des droites G de l'espace, remplacerait, comme on le verrait sans
peine [21], expression (10) de la densité cinématique de l'espace par

dh = [dG dt dy].
Des applications intéressantes de cette formule ont été faites par
L. A. Santal6 en [21].

6. L’'ensemble des sphéres, des quadriques et des cercles
de I'espace. — Considérons ’ensemble des sphéres de E,, d’équation
(x —a)+(y—0b)+ (z—c)?—R*=o.

Le groupe maximal d’invariance de cet ensemble est le groupe
des similitudes. Le groupe attaché a ce dernier relativement a I'en-
semble des sphéres est mesurable, avec la fonction invariante inté-

grale F (a, b, c, R) = Flf’ L’ensemble des sphéres de Uespace est donc

mesurable, el de mesure [33] :
Fa—f dadbdcdﬂ

MEMORIAL DES SC. MATH, — N° 164. 4
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Pour les sphéres dont le centre est & Iintérieur d’'un corps (K)
de volume V, et dont les rayons sont au moins égaux a r, la mesure est

~dR \
p.=fdadbdc , =1

Considérons de méme l'’ensemble des quadriques non dégénérées
d’équations
AL+ 2Q10 LY + A ) 4+ 2A13X3
+ 2033+ A3+ 20, + 203y + 2aA3u3+1=0,
ol A = det | a, | 7 o. Son groupe maximal d’invariance est le groupe

des transformations projectives de I'espace; le groupe attaché a
celui-ci par rapport a 'ensemble des quadriques est mesurable, sa fonc-

tion invariante intégrale étant F (a,)) = Ai L’ensemble des quadriques
de l'espace est donc mesurable, de mesure [33] :

fJ.(a) _f ({(l“ A" (la3;

Qo
Pour les cercles de I'espaces d’équations
(r—a)+(y—0b12+ (z—c)’— Ri=o,
(x—a)cocosinf—+(y—b)np -+ (z—c¢)cosh =o,

le groupe maximal d’invariance est le groupe des similitudes. Le groupe

attaché a ce groupe des similitudes relativement & I’ensemble des -
cercles est mesurable et admet la fonction invariante intégrale

F(a, b ¢ R,9,0) = "['{'Lﬂ- La densité de I’ensemble des cercles
est donc

dC=

‘ =t | [da db de dR dg a9].

Posant dP = [dadbdc], la densité dC devient

I
dC = g;[dPdRde]

et par suite [33] U'ensemble des cercles de Uespace est mesurable, sa mesure

étant
dP dR dQ
p(@) =
o M
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CHAPITRE V.

GEOMETRIE INTEGRALE DANS UN ESPACE RIEMANNIEN.

Soit V, un espace riemannien 4 n dimensions dont la métrique
est ds*= a,, dr'dx’, ou a,, sont des fonctions continues et dérivables
des variables z', ..., 2,

Considérons dans cet espace une famille ¥, de variétés 3 p dimen-
sions ¥, définie par les équations

Fr(x, ..., 2", o, ..., af) =o, (A=1, ..., n—p),

ou «', ..., a7 sont des paramétres essentiels.

Pour pouvoir poser des problémes de mesure pour les familles de
variété ¥,, il faut qu’il existe des mouvements de 1’espace V, laissent
globalement invariante la famille 7,, ce qui exige tout d’abord que
I'espace V, ait un groupe de mouvements.

Dans ce chapitre nous nous occuperons de la mesure des familles
de variétés d’un espace riemannien V., et tout particuliérement des
espaces a courbure constante qui admettent un G, comme groupe de
mouvements [2] et des surfaces de révolution pour lesquelles le groupe
des mouvements est un G,.

1. La mesure des ensembles de variétés d'un espace V.

a courbure constante positive. — Soit V. un espace riemannien
4 deux dimensions a courbure constante positive K = % dont la

métfique est
ds® = R[sin?2? (duxt)?+ (dx?)?],

et dont le groupe de mouvements sera désigné par Gi(z).
Considérons dans cet espace une famille #, de courbes d’équation

F(a', % a', ..., a7) =0,

ol a!, ..., a7 sont des paramétres essentiels, et soient G, (x) CG7(x)
le groupe maximal d’invariance de la famille #, et H,(«) le groupe
attaché & G, (z) relativement a la famille #,. Pour que la famille #,
admette une mesure il faut que le groupe H.() ou l'un de ses sous-
groupes soit mesurable. Une condition nécessaire pour que la famille #,
de courbes de I'espace V; admette une mesure est donc que ¢ < r <3.

Pour les familles & trois paramétres de courbes on a ¢ =r = 3;
les seules familles a trois paramétres de courbes susceptibles d’admettre
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une mesure sont donc celles qui ont comme groupe d’invariance
le groupe G7(x); ce groupe est par suite le groupe maximal d’invariance
et il en résulte’que la condition nécessaire et suffisante pour que la
famille de courbes &, soit mesurable et que le groupe H,(x) attaché
au groupe G, (x) relativement a la famille 7, soit mesurable.
Déterminons maintenant les familles ¥, de courbes mesurables
de 'espace V;. Nous supposerons pour simplifier K = 1, et que par
suite I'espace est applicable sur la sphére unité d’un espace euclidien E..

Les transformations infinitésimales du groupe G.(xr) sont, dans
ce cas [2] :

| < 9
X] =— ‘—d‘zl b
M ) d./. p dj
(1) Xy f =— sin z! cotgx? o +cusx'mq
. af . Jaf
3f = 1 2 _JL L,
X3f = cosx! cotgx g s o

Envisageons une famille 4 trois parametres courbes d’équation de
(2) ‘ Fr!, 22, a!, a2, a%) = o,

ol z', 2°, a* sont des paramétres essentiels. Le groupe H.(a) attaché
au groupe (1) relativement a la famille (2) est donc un groupe a trois
variables et trois parameétres, isomorphe au groupe (1). Pour que la
famille (2) soit mesurable il est nécessaire et suffisant que H,(«) soit
_mesurable, donc simplement transitif. '

En [37] nous avons montré que tout groupe a trois variables simple-
ment transitif, isomorphe au groupe (1), admet des transformations
infinitésimales qui, moyennant un changement de variables, peuvent
étre mises sous les formes

/ . of
A'J—_dT,’
. . af sina! Jf I
- 3 9 .
(3) Asf=— sina; cotga S T g el 5
df  cosa' Jdf . Jaf
= 3 0f | cose 9 .
A3 f=cosal cotga 9xt ¥ s 9ay T SN 5

En portant les expressions (1) et (3) dans les équations (x‘z) du
chapitre II, on obtient un systéme d’équations aux dérivées partielles
admettant la solution F = F (3, p), ou

X = sina? sin a3 cos.x? — sin a2 cos ® sin x? cos (x! — ') — cosx? sinx? sin(r! —a')

® = cos a3 cos x2+ sinad sinx? cos (x' — al).
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La famille de courbes envisagée a donc I’équation F (4, p) = o,
ou 4= F(). Son groupe maximal d’invariance est le groupe (1)
et le groupe attaché & ce dernier est le groupe (3). La fonction inva-
riante intégrale du groupe (3) est F (', 2%, «') =sina’. Il en
résulte [38] :

Les familles a trois paraméires mesurables de courbes d’un espace V,

a courbure constante positive, peuvent moyennant un changement de
variables éfre mises sous la forme

sina® sin2? cos 4 — sina? cosa® sin&? cos (£ — 2!) — cosa?sin £?sin (z! — '),

= F{cosa’ cosx?+ sinad sinx? cos (2'— 2')],

le groupe maximal d’invariance élant le groupe (1) de mouvements de
Uespace, et la mesure

Q) = sinad da! dad ad.
B (@) fa “

Dans le cas d’une famille &, 4 deux paramétres de courbes, nous
avons ¢ = 2 < r 3. Le groupe d’invariance de la famille doit avoir
deux ou trois paramétres. Mais le groupe (1) de mouvements d’un
espace Vi n’a aucun sous-groupe réel a deux parameétres [2], donc le
groupe d’invariance de la famille doit étre le groupe Gi(x) qui est,
dans ce cas, le groupe maximal d’invariance de la famille. La condition
nécessaire et suffisante pour que la famille ¥, de courbes soit mesu-
rable est que le groupe H,(z) attaché au groupe G{(x) relativement
4 la famille, soit mesurable. Le groupe est, par conséquent, un groupe
transitif a4 deux wvariables et & trois paramétres isomorphe au
groupe (1). En [37], nous avons démontré qu'un tel groupe peut
avoir les transformations infinitésimales

o
af=—4,
) Ayf=—sina! cotgagg&f_; + cosal %’
Agf=cosal co‘%“’% + sinat -}{—2-.

En portant les expressions (1) et (4) dans les équations (12) du
chapitre II, nous obtenons un systéme admettant la solution

F = F[cos(z'— a') sin? sina®~+ cosz? cosa?].

Il en résulte que la famille de courbes admet I’équation

F[cos(z!— a') sinz? sina?+ cosz? cosa?] = o,
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soit

(5) cos (! — al) sinz? sina? + cos 22 cosa?=k (k= Cte)
La représentation paramétrique de la sphére unité

(6) y'=cosz!sinx?, yi=sinx!sinz®,  y3=cosz?

montre que la famille de courbes (5) est identique & la famille de
cercles

cosal sina? y! + sina! sina?y?+ cosadyd =4k

de cette sphére.

La fonction invariante intégrale du groupe (4) est F(a', «;) = sina?,
d’ou le théoréme [38] :

Les familles a deux paraméires de courbes mesurables sur la sphére (6)
sont des familles a deux paramétres de cercles, le groupe maximal d’inva-
riance étant (1) et la mesure

(&) =f sina? da! dal.
Qo

Déterminons maintenant les familles mesurables ¥, 4 un para-
meétre. On a ici ¢ = 1 < r <3 et le groupe d’invariance de la famille
est 4 un ou trois parameétres. S’il est a4 trois paramétres c’est le
groupe G%(x). Le groupe H,(2), qui est 4 une variable et 4 trois para-
métres (groupe projectif de la droite) ne lui est pas isomorphe. G (z) ne
peut donc pas étre groupe d’invariance pour la famille #,.

Si le groupe maximal d’invariance de la famille est 4 un para-
métre G, (z), le groupe H, (2) attaché a G, (z) relativement a la famille
est simplement transitif, donc mesurable; la famille de courbes est
alors mesurable. .

Plagons-nous dans ce cas. La mesurabilité de la famille de courbes

F (21, x8, @) = o,

exige que son groupe maximal d’invariance soit un sous-groupe G (z)
a un paramétre du groupe (1). Le groupe attaché & G,(z) relati-
vement a la famille #, est un groupe a une variable, 4 un paramétre;
c’est donc la translation o’= a 4 a. L’équation (12) du chapitre II
devient

LOF _, OF JF
i R P

ol Xf=~¢ :—3{1 est la transformation infinitésimale du groupe G (z).
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Le systéme différentiel attaché a cette équestion est

et c’est la le systéme différentiel du groupe G ().

Si donc les équations finies du groupe G, (x) sont y: = fi(z', 2%, a)
(i = 1, 2), la famille 7, de courbes admet ’équation

FLf (2, ), f2 (2, 1) ] =0,

qui représente la famille des variétés G,-équivalentes & une courbe
arbitraire de ’espace V, non invariante par G, (x). Ainsi :

Les familles mesurables @ un parameélre de courbes d’un espace V,
4 courbure constante positive, sont les familles G,-équivalentes a une
courbe arbitraire de Uespace V, qui n’est pas variété invariante du
groupe G,, le groupe G, étant un sous-groupe a un paramétre du groupe
de mouvements de Uespace.

Nous avons démontré plus haut que I’ensemble des grands cercles
sur la sphére unité

{7 cosal sina?y!' —+ sina' sina?y2—+ cosa?yd=o0
est mesurable et a pour mesure

u (&) =f sina? da! das.
Ao

Cherchons les sous-familles 4 un paramétre de grands cercles sur la
sphére unité, mesurable. Le groupe attaché au groupe maximal
d’invariance de la famille (7) est le groupe (4) qui a la structure
(AA) = A, (AA) =A, (AA) = A,

Ce groupe n’a aucun sous-groupe réel a deux parameétres et admet
deux sous-groupes distinéts a un parameétre : H,= [A,], H = [A.].
Le groupe H, a comme variétés invariantes les droites «* = k (k = Cte).
Relativement au groupe H, on a donc la sous-famille & un parameétre
de grands cercles

7" cosal yl+ sinaly2+ cy®= o, (¢ = cotgk).
Pour H'; on obtient la sous-famille
(7") Vsin2a2 — A2yt ky* - cosayi=o0 (k= Cte).

Les seules sous-familles & un paramétre mesurables de grands cercles
sur la sphére unité sont donc [39] les familles 7) et (77).
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2. La mesure des ensembles de variétés d'un espace V.

a courbure constante négative. — Soit V. un espace riemannien
4 deux dimensions a courbure constante négative K =— Rl’ dont la
métrique est

dsy = (ﬁ)? [(de' )2+ (dx?)?],

et dont le groupe de mouvements sera noté par G (x).

Comme pour V!, pour qu'une famille & q paramétres de courbe
de V, admette une mesure, il faut que q < 3.

Considérons une famille &, de courbes d’égquation

(8) F(xl, 22, !, o, a}) = o,

ol a', a?, ' sont des paramétres essentiels.

Le groupe G;(r) admet les transformations infinitésimales [2] :

af ()f ()f
\,‘ —7;;) \_f—.l" -+ X d.’l'i

(9)
Nof = [y = (@2 v prm 2

Le groupe H(x) attaché a G;(r) relativement a la famille (8),
est donc un groupe a trois variables et trois paramétres, isomorphe
au groupe Gj(x).

Pour que la famille (8) soit mesurable il faut que le groupe H,(«)

soit simplement transitif. Un tel groupe a les transformations infini-
tésimales [37] :

oxs

Aaf—e_w[df ( 2)2())!—‘20‘2-(1_'7
(9"

et en portant les expressions (g) et (9’) dans les équations (12) du
chapitre II, on obtient le systéme

oOF _ ,OF OF
ozt ¢)7= da’
JF JF

[(z)2— (.z'-)?] —— +2x'x? Fring e“’b—a—‘; = o,



GEOMETRIE INTEGRALE. 53

qui admet la solution F = F <"2*‘f+ L el ’7~:H ) oll
A A2p2 41
1) 2\ 3
10 a = (B (22)e o x!e®
0 e A P Py T

La famille de courbes cherchées a donc I'équation

A2 Au
F 1 : =
( PR sz.?-i—l) o

Le groupe (9') admet la fonction invariante intégrale F(a', a2, a’) = 1,
il en résulte [38] :

Les familles a trois paramétres mesurables de courbes, d’un espace V;
a courbure constante négalive, ont pour équation

F()\Lp-+1’al_ A )=0,

X Ku41

oul A et p. ont des valeurs (10), la mesure étant

p(0) = [ dat du? ds.
La‘

Considérons maintenant une famille 5, & deux parametres de courbes
d’équation

(11) F(x', «?, a!, a2) = o.

On a ¢ = 2 < r £3; pour que la famille admette une mesure il faut
donc que son groupe d’invariance ait deux ou trois parametres. Si la
famille (11) a comme groupe maximal d’invariance un groupe & deux
parameétres, sous-groupe de (9), on peut supposer que ce groupe est
défini par les opérateurs [2] :

. af . J, J
(12) XIf:d—..i'—" k»f:-l"-d?fl-f—a‘!;}{-:-
Pour que la famille (11) soit mesurable il faut que le groupe H,(«)
a deux variables et deux paramétres, attaché au groupe (12) relati-
vement a la famille, soit mesurable, donc simplement transitif.
Ce groupe est défini par les opérateurs

a d J
(12") A,f: (7;—/1., Agf:tx‘T:;—i—u?;‘a—fE-
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En remplacgant les opérateurs (12) et (12') dans les équations (12)
du chapitre I, on obtient le systéme

OF , OF _ VOF L wOF L OF | OF
oz g % Zom T o d_oc'+ daz = @
Y| 2
qui admet la solution F = F ( ==, ).
a2 a?

. seg s . ’x . z'—al z? .
La famille de variétés cherchée a donc I'équation F ( et ;;) =o,

soit
(13) (x'—a')2+(z‘-’)2F<§;)=o.

Le groupe (12”) admet la fonction invariante intégrale F(a!, a*) =
la mesure de la famille (13) est donc

dal dz?
we= [

Si la famille (11) a comme groupe maximal d’invariance le
groupe G;(x), le groupe H,(x) attaché a ce groupe, est un groupe
isomorphe & trois variables. Pour que la famille soit mesurable il faut
que le groupe H,(2) soit mesurable donc transitif; le groupe Hi(a)
a donc les transformations infinitésimales

l .

A.f=(%£, Aof=a L’ai e,
Ayf= [(“1)’—(0!")“]% + Zalazg_f.

ot 2

Le systéme (12) du chapitre II devient

aF dF
ot T g =
OF  0F JF  JF
o TR Y TP e =0
dF JF oF, ,IdF
[(x')2— (22)2] I —+ 2.0 r? prcian [(at)2— (az’)”]o‘a———l +2ala? i =

et admet la solution F = F[ml L4 (@)= ia;f1+ (o)* (12)2] :

L’équation de la famille est donc

F [(x1)2+ (22)?— 2ol 2! + (a’)?+ (az)‘z]
aa? =0
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ou
(13) (ol —al) ()24 (22)2— ka22ut= o, (k= Cte),
sa mesure étant

Qs

La famille (13') s’obtient en prenant dans (13) :

&z r2\2 z

Les familles a deuxr paraméires mesurables de courbes d’un espace
riemannien V, a courbure constanie négative on{ donc pour équalion

(t—al)?+ (az)nz(‘f) =0
a? ’

leur mesure étant
dat da?
wO=) @

Pour F(f—:) = ( f;)— 1, la famille (13) devient la famille des

\ %

géodésiques de 'espace V; d’équation [44] :
(14) (21— al)?+ (2°)2= (a?)

11 en résulle que 'ensemble des géodésiques d’un espace riemannien V;
Q courbure conslante négative est mesurable.

Dans le cas des familles 4 un paramétre de courbes, nous obtenons,
de méme que dans le cas de I'espace V; :

Les familles mesurables a un paramélre de courbes d'un espace V;
a courbure constante négalive sont les familles G,-équivalentes G une
courbe arbitraire de Uespace V5 non invarianie par G, celui-ci élant
un sous-groupe du groupe de mouvemenis de Iespace.

Déterminons maintenant les sous-familles & un parameétre mesurable
de géodésique d’un espace V.

Le groupe attaché au groupe maximal d’invariance de I'ensemble
des géodésiques (14) est le groupe (12'). Ce groupe admet deux sous-
groupes 4 un parameétre distincts, H, = [A], et H, = [A.]. Le groupe H,
a comme variétés invariantes les droites a?= k (k = Cte). Pour ce
groupe nous avons donc les sous-familles mesurables & un paramétre
de géodésiques

(4 (@t—at)+ (a1)1= A
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De méme H) a pour variétés invariantes les droites 2’ = ka!
(k = Cte). Ce groupe a donc les sous-familles mesurables de géodé-
siques
(14") (xt—a')2+ (22)2— A (a')2=o0.

Les seules familles mesurables @ un paramélre de géodésiques d’un
espace V. a courbure conslante négative, sont donc les familles (14')y
et (14").

3. La mesure des familles de variétés sur une surface de
révolution. — Considérons une surface de révolution de métrique

(15) dst= (dx')’ + [e(x) dr’]’ (¢ = smul, shat)
Cette surface admet [2] comme groupe de mouvements le
groupe G, () :

(16) £ =r, = ualt+ a.

On a ici g < r<1; les seules familles de courbes susceptibles de
mesure sont les familles 7, 4 un paramétre, admettant le groupe (16)
comme groupe maximal d’invariance.

Le groupe attaché a (16) relativement a la famille 7, est un groupe
a une variable et 4 un parameétre, soit le groupe (mesurable) des
translations o'= a + a. Le systéme (12) du chapitre II devient

JF JF
YL -+ w = 0,

qui admet la solution F = F (z', 2’— 7). L’équation de la famille
cherchée est F (z', ’— a) = o, ou

r2=F(x') +a,
Il en résulte [38] :

Les familles mesurables de courbes sur la surface de révolution (15)
ont pour équation

(17) x2=F(x') + a,
leur groupe d’invariance est (16), et leur mesure
() = da.
L.
La famille des géodésiques de la surface (15), d’équations
o dx!
o= [ et

est non mesurable puisque 4 deux paramétres (z, 3).
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La sous-famille 4 un paramétre (3 = Cte) a une équation

(17" $2=_/‘L+“
29(5 +A)

de la forme (17), et est par suite mesurable.

4. Mesure de I'ensemble des géodésiques sur une surface. —
Soit un espace riemannien V. dont la métrique est

(18) ds?=ay (de')2+ 2a> det do’ +|ays (de)2.

En posant

‘ F(e, 22, 20 2't) = \ay (7)) + 2an 22+ ay (22)?
! o xt
| )

les équations des géodésiques de l’espace sont

(19)

d [ JF JF
(20) a\o7i )~ o =° (t=1, 2).
Introduisons les quantités
JF
(21) ‘=¢;—.le (t=1,2)

si 'on tire les x* des (21) : 2" = ¢,(¢', 2%, p1, p:), et si I'on introduit
la fonction d’Hamilton :

H(z!, 22 pyy p) == F (£, 2% 61, 92) + Pr1§1+ Page,
le systéme (20) définissant les géodésiques prend la forme (d’Hamilton)

dap, JH drt  0H

(22) dt =‘—()—;‘1 77=5E (l=l, ?.\,
Si
(23) r=ux'(x, 37 ), 2= x(a, B 1) (a, B'= Cte),

est la solution, si I’on tire p, et p. de (21) et (23) :
(24) pr=pi(e, B, 6), pr=p:( B. oy,
et si I'on considére la forme différentielle

(25) dG = [de' dp,] + [dat dp. ],
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celle-ci est invariante pour un changement des coordonnées sur la
surface et du paramétre { sur la géodésique ([3], [14]). L’intégrale

m(@) = fa G,

relative 4 un ensemble de géodésiques correspondant au domaine de
Tespace des paramétres, et qui n’est autre chose que 'invariant de
Poincaré des trajectoires de la dynamique, peut étre prise comme
mesure de cet ensemble.

On peut donner, avec L. A. Santal6 [26] (voir aussi [22], [23], [24])
une autre forme a la densité dG. Ecrivons, pour cela, la métrique de
P'espace sous la forme géodésique
(18') dst= dp*+ g% (p, §) db?;
nous avons ainsi

T r_de o A8
x‘=p, a:2=0, F = p--{—-g‘-’ﬂg (P='<Tt’e=_d_t)
et aussi

db
(26) th =g ZP

si V est I'angle de la géodésique G avec le rayon vecteur.
On déduit de 1a

oF ¢ 1
Pi= s = = =cosV,
P Ver+ gm0 (14 1g2V
== _ 8V __ gy,
O Ver+ g202 T+ tgeV
d’olr
dpi=—sinVaV, dps=28sinVdo+ % sinVdb+ gcosVav

do /]
et par suite I’expression de la densité dG en coordonnées géodésiques
(27) dG =— sinV[dp dV] + % sinV[db dp] + gcosV[dbdV].

L’invariance de la densité dG par changement du paramétre £,
c’est--dire par déplacement sur une géodésique, permet de

prendre V = g La formule (27) devient alors

(28) dG = 3_6; [db dp].
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Dans le cas des surfaces a courbure constante K, on a

29) _..’_ . o
(29) g-\/K sin y/Ke.

SiK =o0o0nag=p,etdG = [df dp]; la densité est celle de I'en-
semble des droites du plan.

Si K =1, (29) et (28) donnent dG = cosp [dU dp], ce qui est la
densité de I'ensemble des grands cercles d’une sphére obtenue au
paragraphe 1.

Si K = —1, les formules (29) et (28) donnent dG = chp [df dp}
densité qui, par un changement de variables, se réduit a celle des
géodésiques d’un espace V- obtenue au paragraphe 2 de ce chapitre,

Pour donner quelques applications, considérons sur la surface une
courbe fixe (I') formée d’un nombre fini d’arcs & tangente continue et
cherchons la mesure de I'ensemble des géodésiques coupant (T') [26].

Soit O l'origine des coordonnées géodésiques p, 6 sur la surface,
et P un point d’intersection de (I') avec une géodésique (G). V étant
I’angle du rayon vecteur OP et (G), = celui de OP et de (T), ds I'élé-
ment d’arc sur (I'), on adp = cost ds, gd0 = sintds,etsig =7 —V
est 'angle de (I') et de (G), (27) donne dG = | sing¢ | [do ds]. L dési-
gnant la longueur de la courbe (I') et n le nombre de points d’inter-
section d’une courbe (G) avec (I'), I'intégration de la relation précé-
dente dans les limites (o < o << 7, 0 <£ s < L), donne

(30) fn dG =2L.

Si (T') est une courbe fermée convexe, n = 2, f dG =L, etla mesure

de I'ensemble des géodésiques qui la coupent est égale 4 sa longueur.

Considérons maintenant sur la surface deux géodésiques (G}
et (G,) se coupant en un point P. », 6§ étant les coordonnées géodésiques
de P, et V,, V., les angles du rayon vecteur OP avec (G) et (G.) respec-~
tivement, on déduit de (27) :

dG,=—sinV,[dz dV,] + ”’)—f sinV,[dd de] + geosV,[dbdV,]  (i=1,2).
et, par produit extérieur
[dG] (ng] = gl ain(Vi— ‘rs) | [dp db dV, Wg],

soit, dP = g [dp df] étant I’élément d’aire sur la surface :
@31 [dGy dGa] = | sin (Vi — V2) | [dP AV, @Vs].
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Si (T',) est une courbe fermée limitant I'aire S,, 'intégration de (31)
pour toutes les positions du point P intérieures & (I';) donne

™ T
f G, dG, = [ dpf f | sin (Vi— Va) | dV, dV, = 258,
Pero .[‘0 ) 0

dpe

Si o est la corde déterminée sur (G,) par (I';) et si 'on a égard
4 (30) écrite pour n =1, on a

f dG, dG, = (lGif dG;:zf ¢ dGy,
rell, ainlz o rel, unloz 6

d’ou

5dGy = = 8S,.
~ Gnl"o;é,O

Si les géodésiques (G) d’une surface sont supposées orientées et si
Ton envisage sur chacune d’elles les arcs de méme orientation et de
longueur donnée [, la forme

(32) dK = | aGas),

ou s est 'abscisse de I'origine P d’un arc quelconque sur sa génératrice
support, invariante pour un changement de coordonnées sur la surface
et un glissement de I’arc sur la géodésique, peut étre regardée comme
une espéce de densité cinematique sur la surface, a partir de laquelle
la mesure de I’ensemble d’arcs géodésiques de longueur [ considérés

peut étre défini par lintégrale p = f dK.

L’expression (33) de dK, compte tenu de (18), (26), (27), et de
Yexpression dP = ¢ [dp df] de I’élément d’aire, peut s’écrire [26]
(32") dK = [dP dV].

Comme applications de la formule (32") considérons, sur la surface,

un domaine (D) d’aire S. La mesure des arcs de géodésique de
longueur I dont I'origine est intérieure a (D) est

> >
= [ dGds= ch=2f ¢ dG,
rebn rep PED

ou ¢ est la longueur de la portion de géodésique (G) intérieure a (D).
Tenant compte de (32°), on a

2T
w= deV:f dvf dP = 2785,
PED [] rPeb
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d’ou il résulte [26] :

f 6dG = = S.
PED

Soient maintenant sur la surface, deux points P, et P, qui déter-
minent la géodésique (G); d’aprés (32) et (32'), on a
33) [dPy aV,] = | dG ds, |.

Dans le systéme de coordonnées géodésiques d’origine P, I'élément
d’aire dP, a l'expression dP; = gp, (P;) [d (s:— $,) dV], et le produit
extérieur de cette forme et de (33) donne

[dP, dP,] = go, (Py)| dG ds, ds, |.

En faisant la convention s, s, et 0 £V <m, on peut considérer
la géodésique non orientée (G), et I'on a ainsi

(34) [dP1 dPg] = &p, (Pg) [dG d31 dSA_;.].

Pour les surfaces développables g = s,—s; et la formule (34) est
la formule (11) du chapitre IIIL

Pour les surfaces & courbure constante positive K = 1,
& = sin (s9— s4),

et la formule (34) devient

(34" [dPy dP2] = sin (ss— s1) [dG ds, dsa ].
Pour les surfaces 4 courbure constante négative K = 1,
& =sh(ss—s1),
et (34) donne
(34" [dPy dPy] = | sh(ss— ) | [dG ds; dis,].

Les formules (34') et (34") sont dues & M. Haimovici [14].
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