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LA REGULARITE MOYENNE

THEORIE METRIQUE

Par M. W. J. Trjitzinsky,
Urbana, IIl., U. S. A. ().

—— D —

1. Introduction. — Dans cet Ouvrage il s’agit d’un espace abstrait
muni d’'une mesure, sans aucune topologie, sauf dans la section 11.
La théorie présentée est essentiellement métrique et se rattache :
aux théorémes de couverture du genre de Vitali-Denjoy; aux consé-
quences différentielles pour les fonctions d’ensemble, qui s’ensuivent
des théorémes de couverture et qui correspondent aux résultats de
la théorie classique de Lebesgue; aux questions comme celle relati-
vement aux décompositions de fonctions complétement additives;
aux théorémes fondamentaux d’épaisseur; aux résultats du genre
de Lusin sur la mesurabilité de fonctions de point; enfin, aux questions
analogues au théoréme de Vitali-Carathéodory, dans la théorie
classique, sur l’approximation de fonctions f(xr) mesurables par
des suites monotones de fonctions semi-continues, avec un énoncé
convenable faisant intervenir les intégrales de ces fonctions lorsque f ()
est sommable.

Denjoy [1] a été le premier a établir, dans un espace abstrait, ce
qu'on peut considérer comme le vrai théoréme de couverture de

(!) Cet Ouvrage a été réalisé avec le concours de la National Science Foundation
Grant U. S. NSF-G 19 834.
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Vitali; nous l'appellerons le théoréme exact de Denjoy-Vitali En
développant les conséquences de ce théoréme, Denjoy a introduit
le caractére de parfaite régularité (D,), qui fait intervenir les ensembles
nommmeés noyaux et enveloppes. Plus tard Denjoy [2] a considéré un
caractére plus général. Enfin [3] cet auteur a adopté une notion trés
fructueuse [voir (OD), p. 69] pour remplacer le caractére de la parfaite
régularité, la notion de la moyenne régularité. L’auteur a inclus dans
un Ouvrage [4], (T), une étude sur théorémes de couverture dans
le genre du théoréme exact de Denjoy-Vitali. Ces théorémes sont
dans des conditions plus générales, mais les conclusions sont
seulement & e-prés; pourtant on a réussi 4 en obtenir des consé-
quences différentielles, de la sorte qu’on s’attend & en tirer un théoréme
du genre de Vitali. Dans (T), en développant les conséquences diffé-
rentielles des théorémes de couverture, 'auteur s’appuie sur la notion
ancienne de Denjoy (D,) de la parfaite régularité; ainsi dans (T)
on a fait usage de noyaux et d’enveloppes.

Dans I'Ouvrage actuel, dans les sections 2, 3 et 4, nous faisons une
étude approfondie de théorémes de couverture a s-prés, qui suffisent
pour en tirer les conséquences différentielles voulues. Les théorémes
de couverture sont 2.8, 3.3, 3.11, 4.4 et 4.5. Selon la définition 4.18,
au cas ol les deux familles d’ensembles P, G (hypothése 2.3) se
confondent, on dira que la famille G est réguliére, si les conditions
dans un au moins des théorémes de couverture sont remplies. Les
théorémes de couverture de Denjoy (D,) et de l'auteur, dans (T)
et dans I’'Ouvrage présent, ainsi que les notions correspondantes de
familles réguliéres sont, dans l'ordre de généralité croissante. Ce fait
découle, quand on considére les exemples donnés dans (T) ainsi que
les exemples (2.15), (3.9) [voir (1')-(12) de la section 3], 3.15 [voir
3.12), 3.12 a)], (4.17) [(4.8)], qui se rattachent respectivement aux
théorémes 2.8, 3.3, 3.11 et 4.5.

Les conséquences différentielles (5.1)-(5.14) s’appuient sur les
théorémes de couverture et elles ne dépendent ni de la parfaite régu-
larité de G, ni de la moyenne régularité.

La moyenne régularité de Denjoy ou bien quelques autres notions
analogues surviennent d’une fagon essentielle & partir de (5.15).
Dans (5.17) nous présentons certaines conditions suffisantes pour
qu'une famille G posséde la moyenne régularité; ces conditions ont
été suggérées par un exemple de Denjoy [(OD); p. 69] d’une famille
jouissant de cette propriété.

F = A (G) désignant 'ensemble des points indéfiniment couverts
par une famille G, au moins réguliére, et ¥ désignant une fonction,
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définie et finie pour les ensembles mesurables-® [mesure ® > o boré-
lienne] contenus dans F, on envisage le caractére C. A. (compléte
additivité) pour ¥ (5.5) et les dérivés extrémes (G)D, (G)D et la
dérivée (G) D [relatifement & G] (5.6) d’une fonction W'; & certaines
reprises W' est métriquement (absolument) continue (définition 5.g).
Les conséquences différentielles dans la section 6  sont formulées dans
les théorémes 6.1, 6.2, 6.3, 6.6, 6.7 et le corollaire 6.8; dans ces
énoncés G réguliére posséde la moyenne régularité et les fonctions W', ¥,
d’ensemble mesurable sont C. A. et métriquement continues (sur F);
le théoréme 6.6 est un théoréme d’épaisseur, qui s’appuie sur un
théoréme de couverture.

Dans la section 7 est introduite 'hypothése 7.2, relativement 4 une
famille G réguliére fixe et 4 une fonction W quelconque; cette hypo-
thése a quelque ressemblance & la notion de la moyenne régularité.
Le théoréme 7.3, analogue au théoréme 6. 1, est dans 'hypothése 7.2,
mais avec W, > o et C. A., possiblement sans continuité métrique;
si W C. A. est singuliére (7.1), on montre que (G)DW (x) =o sur une
plénitude de A (G) (théoréme 7.4). Enfin (théoréme 7.5), si G régu-
liére jouit de la moyenne régularité et I’hypothése 7.2 a lieu, toute
fonction W C. A. posséde la décomposition unique (7.5 a) de Lebesgue.

Dans la définition 8.1 nous introduisons une famille ¥ = { E } d’en~
sembles E simplement réquliére [comme dans (T)]. Dans I'énoncé (8. 2)
il s’agit d’un rapport entre la simple régularité, ainsi définie, et la
régularité selon la définition 4.18. Quelques développements dans (T)
étaient pour des familles & complétement réguliéres; la compléte
régularité est un caractére analogue a la parfaite régularité au sens
ancien. Une famille simplement régquliére 5 peut étre R. M., réguliére
au sens moyenne (essentiellement celui de Denjoy), d’accord avec la
définition 8.5; dans ce cas il ne faut pas présupposer que ¥ soit régu-
liére au sens de la définilion 4.18, e. g.'le théoréme fondamental de
couverture peut étre en défaut pour une telle ¥. Le résultat principal
dans la section 8 est le théoréme 8.9 d’épaisseur, relativement a une
famille 5 € R. M. (la partie nécessaire reste valide, si seulement & est
simplement réguliére).

L’hypothése 9.6 est que F est réguliére, avec la moyenne régularité,
ou bien est R. M. A (F) désignant l'ensemble indéfiniment couvert
par F, on envisage la classe K (¥) (définition 9.1) d’ensembles H,
CA(F) (F satisfaisant a I'hypothése 9.6), pour chacun desquels
une famille 5*, c&, existe telle que H = A (7*); ces ensembles
sont mesurables et satisfont &'(9.2). On introduit les familles (9.3 a)
K; (%), K5 (F), Kio(F), Koz (F), ...; on remarque qu'en général
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un ensemble de K;(%) ou de Kg(F) n'est pas dans K (%).
Si A[cA (%)] est un ensemble mesurable ou non, on envisage selon
la définition 9.4 les classes, sur A,

Ci(F), C(F), Co(F); Ci(F), Ci(F), Gu(¥F)

de fonctions f(z) de point x sur A. On trouve (9.5) que F€R. M.
équivaut a ce que F est simplement réguliére et que pour tout X,
CA (%), mesurable et :> o il correspond un O de K (¥), telle
que 05X, ®(0—X) <: On établit que relativement a tout
ensemble mesurable contenu dans A (%) la classe d’ensembles K (%)
posséde la propriété (9.7). A la suite des résultats prélimi-
naires (9.8)-(9.10) nous établissons le théoréme 9.11, au genre de
Lusin, ou il s’agit de conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une
fonction f (z) soit mesurable; ici interviennent un ensemble N e K; (%)
et la classe de fonctions C, (¥).

Dans [(D;); p. 353] Denjoy a donné un résultat [voir (9.13), (9.13 a)]
sous I'’hypothése de la parfaite régularité. Un énoncé analogue se
trouve dans le théoréme 9. 16 dans I'hypothése 9. 14 [e. g. en admettant
une faible restriction de la moyenne régularité, dont il s’agit dans
I'hypothése 9.6] : pour tout ensemble mesurable H, c A (¥), il existe
un Q de K (¥).tel que

®(H— HQ) = ®(Q — QH) =o.

Les énoncés (10.1), (10.2), lemme 10.3, (10.4), (10.5) sont relati-
vement aux classes de fonctions C, (¥), C7 (¥). Dans (10.6) il s’agit
d’une approximation d’une fonction f(x)>. o, finie et mesurable,
par une fonction de C7 (%); la méme sorte d’approximation, dans
Phypothése 9.6, est obtenue au théoréme 10.8, au cas ou f(z) (== o)
peut étre infinie. Il est montré (10.10) que

d(z) = min(a(z), b(x)) eCy (F),

sauf sur un ensemble mince, lorsque a (x) et b (x) sont dans C7 (F).
Le résultat principal de la section 10 est le théoréme 10.11, analogue
au théoréme de Vitali-Carathéodory de la théorie classique, dont il
s’agit dans le livre de S. Saks [5], [(S); p. 75]. Notre théoréme est dans
I’hypothése 9.6 (e. g. la moyenne régularité est admise) : toute fonc-
tion f(x), mesurable sur F = A (¥), posséde une approximation au
sens de (10.11 @)-(10.11 ¢) par deux suites monotones i, (x) € C7 (¥)
sur F—F,, s,(x)eCi(#) sur F—F, avec F, mince. Dans
(10.13)-(10.13 b) sont définies les classes de fonctions Cs (¥), C? (%)
et il est montré (théoréme 10.14) que, dans '’hypothése 9.6, toute
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fonction f(x) mesurable sur F vaut une h (r) de C: (¥) et une g (z)
de C; ( F), sauf sur un ensemble mince. Dans la section 11 sur divisions
alvéolaires interviennent des considérations métriques ainsi que
topologiques.

2. Préliminaires aux théorémes de couverture. — Soit U un
espace muni d’une mesure ® (E) > o, fonction d’ensemble borélienne,
assujettie aux caractéres de compléte additivité et de soustractivité.
®, (E) et @, (E) seront respectivement les mesures extérieure et infé-
rieure (d’'un ensemble quelconque E), définies selon [(T); (2.1)]; ces
mesures satisfont a [(T); (2.2)]. On dira [(D:); p. 320] qu'un point z
est indéfiniment couvert (au sens de la mesure-®) par une famille { e}
d’ensembles, s’il existe une suite e, (n = 1, 2, ...) dans cette famille
de sorte que

(2.1) endx, b, (en)—>o.

NoTATION 2.2. — Si § = | E} est une famille d’ensemble, A (%)
désignera Uensemble des points x (de U) indéfiniment couverts par F.
Si A est un ensemble particulier, ¥ (A) désignera la famille des E de
joints a A [ainsi A (F (A)) sera I'ensemble des points indéfiniment
couverts par les E de F jomnts a Al

HyroTHESE 2.3. — P = {» | est une famille d’ensemble » possi-
blement non-mesurables-®. Avec tout « est associé un ensemble mesu-
rable v = »; on écrit w = » (Y), v =7 (»). Soit G la famille des y

(les ensembles de P et de G sont en une correspondance biunivoque).

On admet que o < @ (+) <+, B, (D) <w (D =27), @, (A(G)> o.
NotaTioN 2.4. — Soit a > 1 une constante. Posons, pour Y€G :

(2.4a) 2() =D  [o'=w(y), P, joints d y; ®(1) <a®(1)]

[la réunion des w (y') de P, joints & v, tels que @ (y) < a @ (y)]; en plus

245)  @mM=X7 [, €6, jointsay; 2(y) <a® ()]

(2.4¢9) p(1) =A(P (1)) —APM) TS
(2.44d) P (1) =A(G(1)) —A(G()) Y-

Une fonction « (u) de u > o satisfait a 'hypothése [(T); 4.1], si
(2.5) a(u) >0 (u>o), a(u)yo (pour uyo)
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et si, étant donné un ¢> o, des n,>o(m=1, 3, ...), Yin—>0,
existent tels que

@

2.5a) o= 2 a(uyn) <e (dés que o< uyn<mn), Eut,n.é ¢. (D)

n,i=1 i
[(2.5a) a lieu si « (u) = O (u") avec ¢ > 1].

Hyporutsk 2.5%, — Etant donné : > o, on suppose que des 1, posilifs
el tendant vers zéro existent de sorte que

(2.5% @) G=2 ‘1>e<i.°(7?)><€,

dés que les y} (i=1, 2, ...), €G, sont disjoints pour tout n > o el
(2.5* b) () <Mn  (Ln=1,2...).

ReEMARQUE 2.5. — La condition
(2.5 a) e (p (1)) <2 (P(y))  (pour tout y de G),

la fonction «(...) satisfaisant & (2.5), (2.54d) [e.g. & I'hypo-
these [(T); 4.1]], entraine la propriété qui survient dans I'hypo-
thése 2.5%. La réciproque n’est pas vraie, comme on le verra moyen-
nant I'exemple & la fin de la section 3. Ainsi I’hypothése 2.5% est plus
générale que la condition (2.5 a) [avec (2.5), (2.5 a)].

REMARQUE 2.5”. — Dans les deux théorémes de couverture de
Pauteur, a savoir [(T); 5.2] et [(T); (6.1)], on peut remplacer la condi-
tion (2.5 a) [avec (2.5), (2.5 a)] par I'hypothése 2.5%. Dans le
théoréme [(T); (6.1)] p (Y) devient °(y) (2.4d). On peut vérifier
ce fait en examinant les développements dans [(T); sections 5 et 6];
les conclusions restent essentiellement les mémes. Dés lors nous suppo-
serons les deux théorémes [(T); 5.2] et [(T); (6.1)] généralisés de la fagon
indiquée.

HypoTHESE 2.6, — Admettons :

(2.6d) Thypothése 2.5% avec ¢°(...) (2.4d) au lieu de p(... )(2.4¢)
et, de plus, que

(2.6b6) ®,(w(y)) >0  [lorsque ®(y) > o].
On remarque que [(2.4¢), (2.4d)] :
(2.7) A(G)<A(P), (M£r(M); P (N<AG), p(Y)<A(P).
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En effet si z est indéfiniment couvert par G = { v}, il se trouve
des v, (de G), >z, avec ® (y,) — o; alors w, = w (y,) (de P)azx
et @, (w,) > o d’aprés (2.6 b), e. g. x sera aussi indéfiniment couvert
par P.

Nous allons démontrer 1’'énoncé suivant :

THEOREME 2.8. — Admelfons les hypothéses 2.3, 2.6 et les notations
précédentes. Soit b > a (> 1). Supposons que (2.4 b) :

(2.8) D (Q°(1)) <b2(y) (pour yeG);
(2.8 a) ®(A(P)—A(G)) =o,

Alors A(P), A(G) sont mesurables; de plus, a tout e¢>o
des v, (i =1, 2, ...), €G, disjoinis correspondent, tels que
(2.85) PAP)—AP)T) <&, oa I'=X v
(2.8¢) B(A(G)) —e < ®(T) < ®(A(G)) +e.

Le théoréme de couverture (6.1) [(T); p. 16] se rattache au cas
olt w(y)=17y pour tout v de G [donc P =G, A (P)=A(G)
Q° (v) et p°(y) de I'énoncé 2.8 sont respectivement les ensembles
désignés dans [(T); (6.1)] par L (7) et p (7). Le théoréme [(T); (6.1)]
s’applique. Ainsi A (G) est mesurable et, étant donné c> o, les
7. (€G) (i =1, 2, ...) disjoints existent de sorte que
(2.9) ®(A(G) —A(G)T) < <avecI‘=Zy,),

(2.9) P(A(G)) —e<P(I) <P(A(G)) +-.

D’aprés (2.8 a) A (P) sera mesurable. Posons
(2.90) H=A(P), H'=A(G), E=H-—H

Alors
H—HI = (H°— H°'T) + (E—ETI), ®(E—El)=0 [car ®(E) =o0].

Ainsi (2.8 b) est une conséquence de (2.9), ce qui vérifie le théoréme 2.8.

REMARQUE 2.10. — Au cas spécial ol o () =71 (.8 P=G) la
condition (2.8 a) devient superflue, et I'on voit que le théoréme 2.8
est alors équivalent au théoréme spécial de couverture [(T); (6.1)]
généralisé au sens de la remarque 2.5”. D’autre part, lorsque les
familles P et G ne sont pas identiques, le théoréme 2.8 parait étre
distinct du théoréme fondamental de couverture 5.2 dans [(T); p. 14
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et 15). Précisément, la condition (2.8 @) n’intervient pas au théo-
réme [(T); 5.2], tandis que dans I'énoncé actuel les deux conditions :

(2.10a) Hypothése 2.5* pour p°(...), ®, (Q0(y)) <P (Y),

sont moins restrictives que les conditions correspondantes

(2.105) Hypothése 2.5* pour p(...), . (2(7))<bP(Y),

qui surviennent dans [(T); 5.2], généralisé selon la remarque 2.5"
[car p° (Y) < p (1) et Q0 (y) £ 2 (y)]. 11 serait intéressant de donner
un exemple de familles P, G telles que les conditions du théoréme 2.8
soient satisfaites, tandis qu'un au moins des caractéres (2.10 b) soit
en défaut. Ci-aprés nous en présentons un exemple.

Soit U = U, le plan euclidien des points (x, y), la métrique ® étant
au sens de I'aire euclidienne. Prenons G = { v | selon [(T); section 10].
Avec o<Ty <1, Co>1I, To— Co et x, 4+ ¢, dans lintervalle (o, 1)
[dans (T) c’était segment] de I'axe Oz, définissons I’ensemble v, de G
correspondant ainsi :

Zog— Co(I— YN L& ZL Lo+ €o(1— Y)Y, oLy Ll

(2.11) [dans (T) :0o Ly L1l
Zo=2(T0);  Co=¢(Yo);
@.11 @) V0=V(T0)=-;'[—l+\/l+8(.‘o];
Yo rectangle ro= 7 (Y,) = | xo— coéxéx,-’. cio<yLil;
2¢
(Q.Ilb) q)(yo)=]yo|=vo_:l, 1r0_-ro __—_IYOIG'

G consiste de tous les v, formés selon (2.11), (2.11 a@) avec
z(y), c=c(y), v=v()  (poury, ¢, Vo).

Le recouvrement étant au sens de l’aire, notons que | y | - o équi-
vaut & ¢— o. On obtient

(2.11¢) A(G)=D (=2ﬂ’>’ —fo<a<no<yLi] (=)

[dans (T) le segment o<x <1 est inclus dans S]. Pour l’en-
semble p° (y,) (2.4 d), qui correspond a I'ensemble désigné dans [(T);
(10.:1-3)] par p (Yo.), on déduit

@.11d) (1) =7(Te) —Yo (2.112), |p(Te)|=2a([ve])=]T0 %
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cela étant vrai pour tous les y de G; « (...) satisfait & (2.5), (2.5 @),
D’aprés la remarque 2.5, la premiére condition (2.10 a) aura lieu.
Quant a °(7) (2.4 b), selon [(T); p. 28 et 2¢] il vient

@.116)  @(y)cS,  |(1)e<b|y| (pourtout T€G)

desque b>¢ =@ +2qa)q[2g=1+V5l;onab>a(>1)
Définissons les triangles

N

Tg%o<xéé;o<c<w}, T,;{ éw<1;o<c<x—-x}

et la fonction

Y

(2.12) h(z,c) = xTc; (dans T,), = (x—z')%c% (dans Tq);

on aura

2.12a) c<h(x,c) <z (dans T), c<h(x,c)<i1—az (dans Ty).
Les ® = » (y) d’'une famille P (2.3) seront donnés par

(2.128) o={z@)—h@@), c)Lz<z)+h(@®), c(Y); 0o <y<Li},

ol x (), ¢ () sont les nombres qui correspondent 4 I'ensemble y (de G)
envisagé; w est un rectangle tel que

(2.12¢) y<w=w(y)<<AG) (=8) (2.110).
En effet on vérifie que pour tous les y de G :

(1) o< & (Y) —h(x(¥), e(v)) <z(¥) —e(1);

(2% z(y) +e(y) <z(¥) +h(2(y); e(1)) <1

Au cas (0 <)z (Y) é% on aurd (z (v), ¢ (Y)) €T, et (1°) s’ensuivra
de (2.12 a) (pour T,); (2°) découle de (2.12 a) et du fait que
z(y) + h(z(y), c(Y)) <22(y) <1
Pour . < x (+) (< 1) on obtient (& (7), ¢ () € Ta; (2*) suit de (2.12 a)
(pour Tg), tandis que (1°) résulte de (2.12 a) et parce que

x(y) —h(x(Y), c(x)) >22(y) —1>0.
On obtient

@nd)  jemi=tmdm [sm<]

=a6—2s'Fm [sm=1]s
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donc [c(y) > o0 avec |v]] :

@.12¢) Lo | [evac* @] >0 (avee |1

En tenant compte de (2.12 ¢), (2.11 d) il se voit que 1'hypothése 2.6
est satisfaite. A (P) désignant I'ensemble indéfiniment couvert
par P={w}, d’aprés (2.12¢) on a A(P)<LA(G); mais (2.7)
A(G) <A P), donc A(P)=A(G) et la condition (2.8 a) du théo-
réme 2.8 est remplie. Parmi les o' [= ' (¥')€P] qui interviennent
dans la réunion pour 2(y) (2.44a) il y a w(y); ainsi 2 (y) > o (y)
et 2.124d) :

lo()] _ 2
e le> 7= =77

2

= Zra—em)'Fm  [smxi]

(10)

m % (1)e* (1) [w(*r) < é]’

Or, selon [(T); p. 29], 4c() =[t+yviF8c®] IvI>=2l7h
donc (1) :

@13) prleml> e v [losqueo<am <L),

>Vaa—e @)1y [lorsque ] <2 <1].

Par conséquent, aucune constante finie b (> a) n’existe telle que la
seconde inégalité (2.10 b) soit satisfaite pour fous les v de G; en effet,

6(0 <i< 5) étant aussi petit qu’on veut, on obtient

(2.13 a) l%lll_x;omlﬂ(y) o=+

pour tous les y (de G) pour lesquels 6 <z (y) < 1 —3d.
Quant 4 p(Y) (2.4¢), on observe [(2.11d), (2.7)] que

M =r()—1=Le(y)
[r()=f{z@)—c(LzLa(y)+ec(¥);o<y<L1l];

d’autre part, si (i, y,) est un point de S —r(y)[e.g. sio <y <1
eto <z, <z(y)—c(y)oubienz(y) +c(y) <z <1],lesw=uw(y)
qui contiennent (z., y:) deviennent disjoints de r(y) (donc de Y),
dés que la mesure |w(y)| est suffisamment petite; on note
que |w(Y)|—o entraine |y|-—>o, ce qui équivaut & c(y) —>o, et
Ton fait usage de (2.12 b), ot h(x (7), c(Y)) (2.12) tend vers zéro
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avec ¢ (7). Conséquemment p (v) = p° (¥); on n’a pas encore mis la
premiére propriété (2.10 b) en défaut. Pourtant, modifions I’exemple
actuel en ajoutant & tout o = w () (2.12 b) un ensemble :

@.14) { e(y) mesurable, e(y)cS (2.11¢), e(y) joint & tous les v de G,

le(r)[>o0  (avec|y[)

[par exemple, e () peut étre I'intervalle linéaire (o <z < 1; §y = 1)].
2° (1), 2° (y) ne sont pas changés; on a encore (2.12¢) et (2.12¢€) :

lomIlevadm +lemi] >0 (avec|1)).

Donc A(P) =A(G)=S. () > w(y) et w(y) contient le w (y)
originel, d’olt (2.13 a) est encore vérifie. p(y) étant I'ensemble des
points étrangers 4 v, indéfiniment couverts par les «' de P, joints a v,
et tout o' étant joint & tout v, il résultera que

(2.14 a) e()=AP)—y=85—r.
On a mis I'’hypothése 2.5* pour p(...) en défaut.

(2.15) En tenant compte des développements (2.11)~(2.14 a), on
conclut que I'exemple « modifié » de familles G = {1 |, P = { w} salis-
fait a toutes les conditions du théoréme de couverture 2.8, tandis que
les deux caractéres (2.10 b) (dont il s’agit dans le théoréme de couver-
ture [(T); 5.2]) sont en défaut. Par conséquent, le théoréme 2.8 est
essentiellement différent du théoréme exact de Denjoy-Vitali (D,) (si P est
distincte de G), ainsi que du théoréme [(T); 5.2] de 'aufeur.

3. Théorémes de couverture. — Dans la section présente nous
admettons U’hypothése 2.3 et les notations 2.2, 2.4. Introduisons
I'hypothése suivante :

HypoTHESE 3.1. — Supposons que p (...) (2.4 ¢) satisfait a
3.1a) Hypothése 2.5*.
Q () étant défini selon (2.4 a), admetfons que

(3.18) dbc( > 9(7,,)> 0. (pour N->w),

n>N

dés que les y,(n =1, 2, ...) de la famille G sont disjoints. De plus
supposons que

3.1¢) P, (w(y)) >0 [avec @ (y)].
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Les conditions (3.1 b), (3.1 ¢) remplacent I'inégalité
(1% . (2(y)) (2.4a) <b®(Y),
qui intervient dans le théoréme de couverture 5.2 [(T); p. 14 et 15],
si les familles P, G sont distinctes [dans la démonstration du théo-
réme 5.2 de (T) la propriété (3.1 ¢) s’ensuit de (1°) et du fait que
w ()=

D’aprés (3.1¢) :
(3.2) A(G) < A(P).

Nous allons démontrer le théoréme suivant de couverture.

TuEOREME 3.3. — Dans les hypothéses 2.3, 3.1 on conclut ainsi.
(3.3a) H° = A(G), H= A (P) sont mesurables, de la méme mesure.
Etant donné :> o, il erxiste une suite au plus dénombrable de
T.(i=1, 2, ...) disjoints, €G, de sorte que

(3.35) ®(H—HT) <« (avec[‘=27/>,
(3.3¢) ®(H) —e < P(I') < D(HY) +¢.

Les développements (1°)-(3:°) dans [(T); p. 6-10] ne font pas inter-
venir la condition ® (2 (7)) < b® (y), qui nous manque a présent.
Donc, comme 2 la suite de [(T); (20°), p. 8], il existe une suite au plus
dénombrable de y, (i =1, 2, ...) disjoints, €G, construits selon
[(T); (8°)-(19%)], tels que [en raison de (3.1 a) (hypothése 2.5%)] :

(10) Be(8) =s<w, o 0= Ne(v),

Les v, avec ®@(y) <=, ont le méme ensemble de recouvrement
indéfini que la famille de tous les y. Selon 'hypothése 3.1 un n=n(g)>o
existe tel que

tD(Zp(y,)) ¢ [dés que les yv,, €G, sont disjoints et ® (y,) < n].

1

On peut choisir les v, [qui interviennent dans (1,)] de mesure infé-
rieure A v. Alors dans (1,) s est inférieure a <. Posons [(T); (24°)] :

(20) R=H—HI, R=H—H( +6)=R—R6.
Donc R =R’ + Rb et (1) :
(3o) @, (R) —¢ < ®(R').
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Les développements a la suite de (26°) jusqu’a (\31“) [(T); p. 9 et 10]
montrent que

(40) R<oy= (1) (2.4a)

n<N
quel que soit I'entier N (> o). D’aprés (3.1 b) et (4o) :
(3.4) liqun d.(Q,) =0 et @ (R') = o;

de plus (3,) :
(3.4a) P (R) <e (20);

ici 'ensemble R (2,) peut dépendre de ¢.

(3.5) Les ensembles H°[= A (G)], H[= A (P)] sont mesurables,
H° <H (3.2), ® (H) = @ (H).

Cet énoncé est identique a [(T); (4.3)]. On remarque que le raison-
nement qui méne a la constatation [(T); (4.3)] fait intervenir les inéga-
lités[@. (» (7)) <] e (2(1)) <@ (7)[(T); (3. 3)] seulement pour démontrer
que H° < H. Dans le cas présent cette inclusion est déja vérifiée
dans (3. 2) [comme une conséquence de (3. 1 ¢)]. Dans [(T); (3%, p. 11] s,

sera ®, (29 G ")> d’aprés I'hypothése 2.5* on aura ¢ __23” <e,

S, — o, et ainsi de suite. La démonstration dans [(T); p. 10-13] s’ap-
plique, avec les modifications indiquées, ce qui vérifie (3.5), e. g. (3.3 ).
L’ensemble R = H — HT étant mesurable, (3.3 b) résulte de (3.4 a).

Dans [(T); (1°), p. 13] s sera (D‘(EP(Y’))=®('”); dans [(T);
(4%, p. 13] s, vaudra ®(29(y’,‘> et I'on aura s, <<:, en tant

que @ (y}) <nn Enfin on vérifie (3.3 ¢) en suivant le raisonnement
dans [(T); p. 13 et 14], avec les modifications indiquées et en notant
que I'’hypothése @, (2 (y)) < b ® (7) n’y intervient pas. Le théoréme 3.3
est établi.

Pour voir que le théoréme 3.3 de couverture est plus général que
celui dans (T), & savoir [(T); théoréme 5. 2], il suffira d’établir, moyen-
nant un exemple, que les conditions du théoréme 3.3 puissent toutes
étre réalisées, avec

I
(3.6) mgxwfbe(ﬂ(*{)) =+ .

Mais d’abord examinons quelques fagons de réalisation de la condi-

tion (3.1 b).
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Soit Q* (v) un ensemble défini pour tout y de G et construit selon.
une loi convenable, tet que v = Q* (v) < Q (v). Par exemple on pourrait
choisir
3.7) Q" () =Q°(y) (2.46); oubien 0"(y) =2 (Y),
avec

B7a) QM =7 [o'=w(y), P, joints ay; B(y) <ad(y)]

On vérifie les inclusions
(3.70) Q(r)£e(y), Q(r)<Le(1)-

La premiére est immédiate. Quant 4 la seconde, soit x un point
sur £° (v); il existe un 7' de G tel que

zey, Tv#o, 2()<a®(v);
pour le o' = w (y), qui correspond dans P, on aura
zew(y), o)y#o;

donc z€R (y) (2.4 a). Supposons que les conditions suivantes ont
lieu.

Hvrpotuitse 3.8. — Il existe une constante b (> a > 1) felle que
(3.8a) D.(Q'(7)) <6P(Y), Pe(z(n,N)) <b®(yn) (n>N),
avec

(3.88)  t(n, N)=0(1) — (1) % 2= 2,2'(1),
>N

{ Y1, Vo »..} étant une suite quelconque d’ensembles disjoints de G.
(3.8") Dans U'hypothése 3.8 la propriété (3.1 b) s’ensuil.
En effet, notons que Qy = Qy (4,) [car * (7,) = 2 (7,)]; en posant

Ty=0x—0f [=Z 2 (1a) — Qﬁ],

n>N
on obtient
Ty X, (2(1n) —2(1a) 2) = Y5 (n, N);
n>N n >N
d'ot (3.84a) :

@, (Ty) [< > @(y,.)] >0  (pour N->w)
n<N
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[en tant que la série 2(11 . (D) <=} converge] ; en outre,
d’aprés la premiére inégalité (3.8 a), on obtient aussi
®. (Qg) [< bz¢(yl.)]+o (pour N —o0).
n >N
Enfin
Qy="Ty+ 2,  Pc(Q) [£ Pe(Ty) + Pe(2)] >0,

ce qui vérifie (3.8"). Donnons maintenant un exemple.

Dans le plan euclidien U = U. reprenons la famille G, dont les
ensembles + sont définis selon (2.11), (2.11 b); on obtient (2.115)-(2.11€):

1) PW=rm—y @) ={eq) —e) Lr =) +e@); o<y L1}
(2") [V [=a(Y]) =Y (2.4d);
(3" [20(y) < b[y| (2.4b) [avecund>a(>1)].

Spécifions la famille P = {w }, ol ® = w (7), en posant
) eMmM=r sia(M#s  w(r)donné par (2.120) si &(1) = ;

e.g.
o (1) ={§ ——h(é, C(Y))éxé—;-+h'(-;s c(w)); 0<J’é1;;

iei h(é, ¢()) =2 " ¢ () @.12). On vérifie (3.1¢). Dautre part
0 (7) (2.4 c) dans le cas présent est identique avec p° (v); donc (2') :
(5" le() [=e(lyD=IxI"

e. g. (3.1 a) aura lieu, en tant que « (1) = u’ satisfait a (2.5), (2.5 a)
et la remarque 2.5 s’applique. Or

®) e =Y [w=wE);erEo v <aly[];

 (7) > o (y). D’aprés une remarque a la suite de (2.10) 2¢(y) > | 7.
Ainsi (4') :

2

Trlem> prlemi= > s 2 =1

par 1A

. 1 1
lim —|Q =+ ® [avecw =—]*
S ATl el M=

MEMORIAL DES SO. MATH. — K° 157, 2
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a fortiori (3.6) est vérifié. En tenant compte de (6'), (4') il vient
2(y) =A(y) +B(1),,
(7 A =27’ [w(v');éé;ﬁ#o;IT’I<a|*rI],
B(y) = Do’ [w’= w(¥);2(Y)=3; () 1#0; [Y|<aly I]-

En raison de (3") :
(8) AMm<en(y), [A([)Ie<&i{y] (pourtout yeG).
Selon [(T); p. 28] l'inégalité |y’ | < a|y| entraine que
(9) c(r)<e(r)ga (2g=1+5).
1.

En examinant B () (7'), on note que pour x (y) = 3¢

o'=w(Y) =“w— %{éf%c%(ﬁr'); o <J’é!};
d’autre part  est joint a v, dont la partie de la frontiére en commun ,
avec le segment [o, 1] est le segment

s(v) =[z(1) —e(v); z(v) +c(M)],

par conséquent s (y) est joint au segment

’ ‘I “%‘17 ’ 1 _%‘%' ’
()= l3 -t 22w ()]

(qui est la partie de la frontiére de ' = w (") commune avec [o, 1]).
D’aprés (9') :

o (1) <o (y) = [i — qo\e(¥), % +qo\/0('r)], 9= %qa-
Tous les o' qui interviennent dans B (y) (7') sont contenus dans le
1
rectangle Hx——%léqo C);o<y<r } Or [(T); p. 29] ¢ (7) est

inférieur a ;q |7, donc
(10) B <RM={|e=}<amlrFio<rzil

ol ¢, (> o) est une constante. Pour quelques-uns des y, B (y) peut
étre vide.



LA REGULARITE MOYENNE DANS LA THEORIE METRIQUE. 17

Soient v, (n = 1, 2, . ..) des ensembles disjoints de G; la série 2 F Ynl
converge. Posons

Ny =.Max | yy| (alors 7y | o pour N —>).
n>N
Il résulte que

l .
B(Tn)<RN=Hx_";‘I<qi"I;? 0<)’é1= (pour n > N);

%
ZB(Yn) <Ry, ZB(Y,.) <2¢1my.
n>N n>N e
Ainsi
(11') th ZB(“) =0
n>N 3

En outre, d’aprés (7), (8" :

(=) | Y eam 2A<m+23m>l

n>N e rR>N n>N
~
=8 e+ | B | <61l + EB(ml
n>N n>N e n>N n>N e

Par conséquent (11'), (3.1 b) est vérifié.

(3.9) Les développements (1')-(12") fournissent un exemple de familles
G = {~ |, P = { v, pour lesquelles toufes les conditions du théoréme 3.3
sont satisfaites [avec ®.(p (Y)) % o], tandis qu’aucune constante
b (> a> 1), telle que @. (2 () < b @ () (pour lous les v de G), n’exisle.

Dans beaucoup d’applications des théorémes de couverture du
genre de Vitali, e. g. de Denjoy-Vitali [(D,), (D), (D,)] et de auteur
[(T); sections 5 et 6; théorémes 2.8 et 3.3], les deux familles d’en-
sembles G =1y}, P ={w] se confondent; c'est-d-dire, w (y) =¥
pour tout y de G. Il convient d’introduire :

DEFINITION 3.10. — Au cas de P = G, on dira que la famille G = { v}
est réguliére, si (avec les notations 2.2 et 2.4) :

0 P(y) <+, P, (D)< (D=2Y);
(3.10a) L’hypothese 2.5* a lieu pour p(Y) = A(G(Y)) —A(G(Y)) v;

(3.100) lim ‘Pe(ZQ(yn)) =0

n>N
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[01'1 2y =2«..f’ Y, €G:yvZo0; 2 (Y) <a®(y)], avecun a > I]
dés que {v,!(n =1, 2, ...) est une suite quelconque de 7, €G,
disjoints.

Le cas d’intérét est seulement celui ot A (G) n’est pas mince-®.
En posant au théoréme 3.3, P = G, on obtient :

TutoriME 3.11. — Si la famille G = {~ | est réguliére (défi-
nition 3.10) on conclut ainsi. A (G) est mesurable. Etant donné c > o,
il existe une suile dénombrable de ~,(j =1, 2, ...), €G, disjoints,
tels que

(3.11a) ®(A(G)—A(G)T) <¢, ou 1‘=2~{,,
(3.116) ®(A(G)) —e < ®(I) < P(A(G)) +-.

Une sous-famille d’'une famille réguliére possede ce caractére.
Done, pour un < fixe, la famille G () (des <’ de G joints & y), sera
réguliére, d’ou (d’aprés le théoréme) p (Y) sera mesurable, de sorte
que dans (3.10 a) on peut remplacer ®. par ®.

Le théoréme de couverture dans (T) qui correspond au théoréme 3.11
est [(T); (6.1)]; dans celui-ci il s’agit d’une famille G réguliére aw
sens de [(T); (6.A)-(6.D)]. On verra que le théoréme actuel va au-deld
du théoréme [(T); (6.1)], si 'on montre que la propriété de régularité
au sens de la définition 3.10 est plus générale que le caractere de
régularité au sens de [(T); (6.A)-(6.D)]. On vérifie tout de suite
que la régularité selon (T) entraine la régularité au sens nouveau

[car, avec 7, (€G) disjoints, la série 2@(7,,) converge et 252 (tn)
n>N
[< bz tb(-;,,)] —o pour N — o, si la régularité est au sens ancien ]
n>N

Il devient essentiel donc de donner un exemple d’une famille G qui

est réguliére au sens nouveau, mais ne I’est pas selon [(T); (6.A)-(6.D)].
Encore une fois soit U = U. le plan euclidien. Choisissons les y

de G comme il suit :

(3.12) Pour x # %et o <z <1 les v qui correspondent sont définis

selon (2.11)~(2.11 b); * = x(Y) sera le milieu du segment [x(~) —c(Y),
z (Y) + ¢ (y)] formant l'intersection avec I'axe x de la frontiére de v;
¢ (Y) > o et ce segment est contenu dans I'intervalle (o, 1); pour un
tel z fixe il y a une infinité de v, avec x (Y) = x et ¢ (Y) prenant toutes
les valeurs indiquées.
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3.124a) Pour w=§ soit v de la forme v=w+e[w=w(y),
e=e()] o

—hLx <

1
x*
w(y):{% £+h;o<yé1}: . 0<h<(§)

et e (Y) est le segment (linéaire)

e(Y)=l§—h“éwé§+hd;y=1},

0 < a2 < 1 étant un nombre fixe;onao <h < h* < % En laissant h

varier dans l'intervalle indiqué, on obtient une infinité de y situés
dans le rectangle S{o <z <1; o<yLi}]. On dira que le

. 1
nombre x () associé avec un tel y vaut 5

Pour la famille G construite selon (3.12),(3.12a) onaurao < |y| <1,
D=3, |[D|=1; A(G) = S. Considérons p (y) (3.104a) pour un 7y

avec z (V) Z %; il s’ensuit immédiatement que p (7) contient r (v) — 71,
our (y)estle rectangle {x (Y) —c(y) Lz =x (1) + c();0 <y=1};
si (%o, Yo) est un point dans S —r (y), c’est que x (v) + ¢ (¥) <z < 1
ou bien o <z, <z (V) —c (); si Y2 (x, yo) et |7 |—>o0, on voit

qu’éventuellement ' se trouve a I'extérieur de r (v) [car c()—o,

h (y")— o, selon le cas, 'lorsque |v"|—o, tandis que le segment
[z () —c ) z() + ()] ou bien le segment [z(y)—h (),

() +h@E)] avec x(Y') = %, contient toujours le point xo]; e. 8.

pour |y"| suffisamment petite v/, contenant (x, y.,), sera disjoint
de v [y <r ()], donc (x,, y,) n’est pas indéfiniment couvert par les v’
de G joints & y. Par 1a (2.11 D) :

(1) e =rM—1, eMI=I1k s @@,

Envisageons un y avec = (y) = %; Y =w + ¢, ou w et v sont donnés

selon (3.124a) avec un certain h(o <h; i< é) Soit R (h) le
rectangle

(21) . R(h)={-;——-h“_4_wé%+h“;o<yéx}-



20 M. W. J. TRJITZINSKY.

R(#)>y. Si un point (x,, y,) est dans R (h)— 7, tous les Y’
avec z (Y)) = x, seront de la forme (3.12) (pour x = x,) et seront
joints & Iensemble e () (3.12 a) (qui fait partie de y); donc (o, yo)
est indéfiniement couvert par les 7" (de G) joints & G, d’oit R (h) — v
est contenu dans p (). Aucun point de S — R (k) n’est indéfiniment
couvert par G (y) [pour des raisons de la sorte intervenant plus haut
relativement & S —r (y)]. Or |y | = 2 h; ainsi,

p()=R(A)—1 (21), |p(Y)|=2(h*— k) <ol—%|y]

(1) le(y) | >k]|y|* (une constante k>o0) si z(y)= %

(3.13) Pour la famille G = {1 } [(3.12), (3.12 @)] on conclut qu’aucune
fonction o (u), qui satisfait a (2.5), (2.5 a), n’existe de sorte que

(3.13a) le(x)|<a(ly|)  (pour tout y de G);

e. g. pour cette famille G la condition (2.5"a), (2.5), (2.5 a)
(remarque 2.5") ne peut étre satisfaite.

En effet, si a (u) satisfaisant & (2.5) était une fonction telle que (3.134)
ait lieu pour fout Y de G, d’aprés (3,) il s’ensuivrait que nécessai-
rement o (u) > ku*(u> o), un o <a < 1); si, de plus, (2.5a)
avait lieu, on aurait ceci : étant donné un ¢ > o, des n, = n,(¢) > o
existent, tels que n,—o et

(41) ¢=Za(u1,n)<e (dés que o < uy,n<<mMn) et Zui,nél;

n,i 3

on peut supposer que 7m,<" 1; ainsi on aurait

(51) kz Zugn <t  [pour tout choix (4:) des uy, ,]-
n
Soit 3 un nombre tel que 1 < f8 éé et posons
v =iﬁ;, Ui n= '%i—ﬂ, v, = (3\;’5)“;
1=1
alors o <u;,, <w, et Zui,n =N, (< 1), tandis que
:
Zuﬁ,l: v’,,z 08 = (ear af £1),

13

ce qui contredit (5.), e. g. (4:). L’énoncé (3.13), (3.13 a) est vériﬁé.
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Etant donné un ¢ > o, prenons des nombres =, n=1, 2, ...)
tels que

(64) I>MN, >0 (M,—>0); k’Zn‘}:<s (avec k' =1+ 21—2),
n

Soient les Y7, €G, des ensembles quelconques tels que

(71) Yi(i=1, 2, ...) pour n fixe sont disjoints, | Y7 < ae

Pour un n fixe les z (v;) [(3.12), (3.12 @)] sont tous distincts de ,:-,

ou bien un seul z (Y¥) = é; d’aprés (1), (34) :
o= | DerD | £ X 1o 1+ 3t [0 (Yom) |
13 LAV (n)

= Z [Y2 17 =+ Byin) 20=%] Y3 12,

LAYV (n)

olt Oy(y = 1, 8i v (n) existe, et dy,y = o au cas contraire,

Or Y |yi <1, don

13
sn< Z [YE ] vi ]+ 2t < nnz [ Y]+ 2t—amf < K'nd.
1£V(n) [

Ainsi (6,) :
29(77) =2 sn<< k'2ﬂ5< 2

(81) o =2

On voit que (6,), (7.), (8,) signifient que la famille G [(3.12), (3.12 a)]
satisfait a Uhypothése 2.5*% [e. g. & (3.10 a)].

Soit v un ensemble de G avec x (y) = %a dot y=w + e (3.12q).
R (k) étant le rectangle (2.), si (x,, yo) est un point de R (h) —1,

I . o s
tous les y' avec z (7') = z, auront x (y) £ ; et ils seront tous joints

4 ¢, donc 4 v; parmi ces y' ceux pour lesquels || < a| 7| seront
dans Q (y); donc L (y) > R (h) —v; mais Q(y) contient aussi v,
d’ou (y)> R (h). Or |y|= 2 h. Par conséquent

! ! ! am gt—a L ®©
o780l RGN = peht= 2 >

pour x(y) = %et |7{— 0. On conclut ainsi.
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(3.14) Pour la famille G [(3.12), (3.120)] :

1
7]

max 12(Y) le=+ o,
G

e. g. aucune constante b n’existe telle que |2 (Y)|e < b|y| pour fous
les v de G.

Pour démontrer le caractére (3. 1o b) considérons un y avec z (y) # %
On peut écrire

Q(y) =A(Y) +B(1),
(91) A=Y [w(y’);éé;v’v;éo;H’I<al1rl],
B(Y) =27 [w(*r’) = %; Yy#o;|Y|<aly IJ-
Or les v, qui interviennent dans A (y), sont donnés selon (3.12),

e. g. selon (2.11)-(2.11 b). Comme dans les développements (7'), (8"),
(3"), présentés plus haut, il vient

(104) Am<e(y), [AME<éiy] (mb>a)
sy - I P

pour le y considéré [:c GE= E]; ici
20 () =Z‘f' Yy#o;[YI<elr]),

I

ou fous les v/ [méme ceux avec z(y') = 5] sont définis selon (3.12).

DansB (y) |y | =2h' et,entantque|Y'| < a|y|, onaurah’ < ;—l |1
Tous les y' qui surviennent dans B (y) sont parmi les y' [(3.12 a),

ou k' remplace h] avec h' < §|Y |; par conséquent
@) B <R(Zr) =i —alrkzo =l valrio<y <l

(@ =2"%a*. Si {v,}(j =1, 2, ...) est une suite quelconque d’en-
sembles disjoints dans G (donc 2 | 7~ | étant convergente), prenons

Ientier N > n’, o n’ est I'indice de y, pour lequel x(y.) = é, 'l
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y en a (autrement posons n' = o). Ainsi tous les v, (n > N) auront

x (1n) Z é Posons ny = ngf [yn|; d’aprés (11,) :

B(r) <By=R(§n) @>N), P B(m) <Ry
n>N
done

(121) Jim | 3B (1)

n>N

Zlim |Ry|=1lim2a =o.
=iy [ Ryl N (s

4

Selon (g:), (10)) :

\
Yot | Z XA () e | BB () [ <5 Yl val+ | DB () |
n>N ¢ n>N n>N n>N n>N

La série Z v, étant convergente, d’aprés (12;) on conclut que la
famille G [(3.12), (3.12 a)] posséde la propriélé (3.10 b).

En tenant compte de la conclusion & la suite de (8)), de (3.14)
et de (3.13) on est amené 4 1'énoncé suivant :

(3.15) La famille d’ensembles G = | y |, fournie par (3.12) (3.12 a)
est réquliére au sens de la définition 3.10 et ne Uest pas au sens ancien
[(T); (6.A)-(6.D)], ni au sens de Denjoy (D.); plus précisément, pour
cet exemple les deux caractéres [(T); (6.B)], [(T); (6.C)] sont en défaut
[limportance de la régularité d’'une famille G reste dans la validité
pour une telle famille du théoréme de couverture 3.1:1]. Dans cet
exemple @ (p (7)) > o pour tout 7 de G. Notons encore que pour ceile
famille G linégalité (3.11 a) (du théoréme 3.11) ne peut pas éire
remplacée par Uégalité

D (A(G) —A(G)T) =o.

4. Théorémes de couverture (suite). — Dans la section présente
nous examinons la possibilité d'un théoréme de couverture, avec les
conclusions du théoréme 3.3, lorsque Uhypothése (3.1 b) n’est pas
nécessairement salisfaite, 'hypothése (3.1 a) (e. g. 2.5%) étant toujours
admise; de plus (3.1 ¢) sera aussi admise [®. (» (7)) > o avec @ ()],
de sorte que

(4.1) A(G) ZA(P).

Démontrons d’abord I'énoncé.
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(4.2) @. est une mesure extérieure « réguliére » au sens de [(S; p. 50)],
e. g. tout ensemble X est contenu dans un ensemble Y mesurable-®
de sorte que @, (X) = @ (Y).
En effet
@ (X) = min ®(Z) (pour Z mesurables >X).

Soit Y,, mesurable et contenant X, un ensemble tel que

[®:(X) <] P (Ya) < Pe(X) + % (entier n > o).

Posons Y, =Y, ... Y,; Y, est mesurable, Y, |; Y,0>Y,>X.
On obtient

Be(X) < B(Yy) £ @ (Ya) < Le(X) + -
En laissant n — o il vient
Q. (X) =®(Y), ou Y=IlimY),.
Selon [(S); p. 51], @, étant une mesure extérieure réguliére, on aura

(4.2a) @, (lim X,,) = lim ®, (X,)

pour toute suite non décroissante d’ensembles X, (n =1, 2, ...).

Reprenons les développements [(T); p. 6-10] avec des modifications
provenant du fait qu’a présent aucune fonction «(...) ne survient
et que la condition ®, (2 (v)) < b ® (y) n’a pas lieu; ces conditions
sont remplacées par (2.5%), (3.1 c) et par des conditions introduites
plus loin (théoréme 4.5). En particulier dans les formules [(T); (8°),
(10, (12°), (16"), (20°), (22°)] @, et s sont respectivement remplacés par

() ®o(8a) [en=29(7';>], s = (6) [6=Zp<m]

[H=A(P)]. [(T); (25°)] devient

(2) ®e(R)L®(R)+s, R=H—HI, R =H—H(+0), r—_-ZT,,
1

ou (d’aprés I'hypothése 2.5) on peut supposer que les 1, €(G) disjoints
soient choisis de sorte que s < e Omettons [(T); (26°)]. Soit N un
entier positif. Le texte 4 la suite de [(T); (26°)] reste valide, sans
changement, jusqu'a [(T); (3:°)]. Ainsi

(30) R'c >0 (1n).

n>N
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Posons
N+p
(4.3) X,(N) =R’ 2 2(1.).
t=N-1
On obtient (3,) :
(4.3a) X,(N)41 R (pour p - »);
de plus (4.2 4d) :
(4.30) D, (Xp(N)) 4@ (R)  (pour p—> ).
D’aprés (4.3) il vient
N+p
(4.3¢) tbe(xp(N))écbe( > nmo)-
I=N+1

On est amené a la conclusion suivante :

(4.4) Admettons les hypothéses 2.5%, (3.1c). Remplagons Ihypo-
thése (3. 1 b) par la suivante, qui est moins forte :

N+p

(4.4a) li;n <I>e< Z Q(y,)>=o (pour tout 0 < p <+ ),

I1=N+1

dés que les v, de G sont disjoints. Si la convergence dans (4.3 b) est
uniforme relativement a N, il résulfe que

(4-48) ®.(R)<: R=A(P)—A(P)T, TI=Xmn

pour un choix convenable des v, (€ G) disjoints, dépendant de e.
En effet, étant donné un > o, on déduit

(11) D, (R') — @ (Xp(N)) <& [(pour tout p > p(B)],

ou p (§) est indépendant de N. Donc (4.3 ¢) :

+p (&)
D (R) <E+ 0| 9(7:))-

1=N+1

D’aprés (4.4 a), pour N — oo, il en découle que ®. (R') < ¢; R’ est
indépendant de ¢, donc @ (R’) = o. En tenant compte de (2o) on
vérifie (4.4).

On est mené a un théoréme de couverture, avec les conclusions comme
au théoréme 3.3, lorsque les hypothéses de I'énoncé (4.4) sont satisfailes
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Il ne serait pas difficile de trouver un exemple de familles G, P, pour
lesquelles I'hypothése 2.5*, et les conditions (3.1¢), (4.4 a) sont
remplies, tandis que la condition (3.1 b) est en défaut; pourtant,
avec la relation (3.1 b) absente, il parait éire assez difficile de s’ assurer
de Uuniformité de la convergence dans (4.3 b). Par conséquent nous
procéderons d’une fagon différente.

THEOREME 4.5. — Admetions les hypothéses 2.3, 2.5%, (3.1c¢)
[®c (@ (7)) > o avec ® (Y)] et la suivante. Soif < > o quelconque; envi-
sageons les suites de v, (n = 1, 2, ...), €G, disjoints et choisis selon
[(T); p. 6-10], avec les modifications indiquées a la suite de (4.2 a)

el avec s = @, (0) (1,) < %; on admet qu’en correspondance avec les
ensembles H(N) (N =1, 2, ...), H(N) << Qy, existent tels que
A(P) —6 —T.A(P) < H(N),

lim @ (H(N) <2 o T=Dm 0=t

Alors A(G) <A (P); A(G), A (P) sont mesurables, de la méme
mesure; les , peuvent éfre choisis de sorle que

(4.56) ¢<A(P)—A(P)27,)<s;
ea©) —s<e(Fr) <@+

(4.5a)

D’abord on remarque que ’ensemble au premier membre de I'inclu-
sion (4.5 a) est identique avec R’ (2,); de plus (3,) :

(4.6) R< Y0 (1) = 0y
n>\N

Par conséquent linclusion dans (4.5 a) certainement aura lieu
pour H(N) = Q. SiT’on avait la condition (3.1 b), e.g. silim ®,(2\)=o,
N

le cas serait celui déja envisagé au théoréme 3.3. Pour démontrer
le théoréme notons d’abord que (4.5 a) entraine

(4:7) ®o(R) < -

En tant que s = @, (0) <§ (ce qui est possible d’aprés 2.5%),
et raison de (2,) et de (4.7) il vient

(4.7a) ®.(R) Z®(R)+s<: o R=A(P)—T.A(P).
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La mesurabilité des ensembles A (G), A (P), R et toutes les autres
conclusions du théoréme s’ensuivent moyennant des adaptations
convenables des procédés dans [(T); p. 11-14] [voir le texte & la suite
de (3.5), qui s’applique pour achever la démonstration du théo-
réme 3.3; ces développements restent valides méme avec le rempla-

cement de la condition (3.1 b) par I'hypothése présente (4.5 a)].
Le théoréme est ainsi vérifié.

ExemPLE 4.8. — Soif une constante a >-1. Pour tout couple de
nombres réels « < 3, qui se trouvent sur le segment linéaire [o, 1],
envisageons tous les ensembles f(linéaires) fermés, épais, discontinus
(totalement), ayant «,  pour les extrémités, a (f) = o, b(f) =5,
ni o ni 3 n’éfant isolés dans f, tels que

(4.8a) % &°(f) < | f| (mesure euclidienne de f) < 6°(f),

o ¢ (f) = b (f) —a(f) est le diamétre de f; de plus, en posant
(1) [a(f), ()] —f=}:u" (les intervalles u, disjoints),
on suppose que

(4.85) |u,,|<\/§3(f)-

La famille d’ensembles <, G = { -}, est formée des f, que nous venons
de spécifier, ainsi que des ensembles f¢, ol f° est le f correspondant,
dépourvu des deux extrémités, e. g f'=f—a(f);—{b(f)}
Prenons P = |w! (hypothése 2.3) identique avec G= {7 }; » =w()=1.

On remarque que

(20 a(f)=a(f), b()=0b(), dou 8(f)=3(f);
—

B (@), b(UM) —fi=Nua [lesuade (0, |unl </ T3

Si h est un ensemble jouissant des propriétés de f, sauf pour (4.8 b)
[e. g. si h est fermé, épais, discontinu, o< a(h) <b(h) L1, é ()<L ki,
tandis qu’en posant [a(h), b(h)]—h = Z v, (les intervalles v,
disjoints) on a | v.| é\/ ga (k) pour quelques n], alors on pourra

ajouter a4 h un nombre fini de points y, situés dans Zvn de sorte
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que, f désignant ’ensemble ainsi obtenu, on aura toutes les conditions
de I'exemple satisfaites [avec 6 (f) = o (h), |f| = |h|]. D’une fagon
plus générale, étant donné un =» > o quelconque, on peut choisir

les v, dans Z"" de sorte que f (= h —I—qu) est dans G et, en méme
temps,

(40) I un|<n'

Si @ < § sont donnés sur [o, 1], ainsi qu'un » < o et un nombre p
tel que

SB—arzps(B—ar,  p<y,

des ensembles f de G, avec a(f) = , b (f) = B, existent jouissant
des propriétés de I'’exemple, ainsi que les suivantes :

(") [fl=w lua| <n [unde (19)];

Iensemble correspondant f° (dans G) satisfera aussi & (5°), les u,
pouvant étre définis selon (3°). Pour montrer I'existence des f satis-
faisant aux conditions spécifiées, on peut d’abord choisir un p parfait,
totalement discontinu, d’extrémités «, (3, tel que | p | = = (une telle
construction est connue); puis on peut ajouter & p un nombre fini
de points, situés dans les contigus de p, de sorte que, en désignant
par f I'ensemble nouveau, f satisfait a toutes les conditions voulues.

On voit que

(4.9) A (G) (= l’ensemble indéfiniment couvert par G) = [o, 1].

Selon (4.8a) |y |— o entraine ¢ (Y) — o; donc le recouvrement
indéfini est au sens diamétral.

Envisageons un v de G particulier; y est un f ou bien un f°; dans
les cas respectifs :

) [a@), bMI—1=Dun (), 5(N) —1= un,
les u, étant des intervalles disjoints. Il vient (2.4 a) :
(7) 2 (1) =2T' [YeG:Yy#o; |Y|<alr]]

D’aprés (4.8 a) :

Ivl<a(), em<Lalyl;
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donc

(8% 8(y) < \/g 3(Y) entraine |Y|<a|Y|

Les intervalles u, étant définis selon (6°), envisageons un u, = (a., b)

particulier; a,, b, appartiennent & y. Considérons fous les y' (de G),
chacun étant un f, tels que

(9)  a()=an, b()=bs dou lulZ|Y|Z|ualt;

si x est un point quelconque dans u, on peut toujours trouver un
tel 7/ contenant x; donc la réunion des y' dont il s’agit dans (¢°) vaut
le segment #,; pour un tel ¥, d’aprés (4.8 b) et (6") :

o(y)—!unlq/—om, doir (8%) |y [<alvl;

en outre v’ est joint & y (par a, et b,), ainsi ces 7' sont parmi les 7' qui
surviennent dans (7°). Par conséquent L (y) contient u, (6°) pour n=1,
2 ...; puisque a > 1, (y) contient y aussi. On déduit que
(10%) { a(y)a[a(y), 6(v)]  (siyestunf),

2(1)3(a(y), 6(y))  (siyestun fo).

Si G' est la sous-famille de G formée de tous les v de G qui sont les f
(e. g. contiennent leurs deux extrémités), on observe que G’ couvre
indéfiniment, au sens diamétral, le segment [o, 1], A (G') =[o, 1].
(4.10) G (et en effet G) ne couvre pas [o, 1] au sens classique du théo-
réme de Vitali.

En effet soient x un point quelconque sur [o, 1] et v" (€G’) une
suite d’ensembles contenant x de mesure tendant vers zero donc (4.9)
de diamétre tendant vers zéro; selon (4.8 a) on aura

(11°) rp= gl(—-l—)[éo(y'l)]»o (pour n—>x®);

ici r, est le « paramétre de régularité » de y*; (11°) veut dire que la
borne inférieure de la suite | r, } n’est pas posmve, donc aucun point
de [o, 1] n’est couvert par G’ au sens classique de Vitali; (4.10) est
vérifié.

Soit un o < sé%. Choisissons un v, de G' d’extrémités o, 1, tel

que | 71| = 1 —¢ [cela est d’accord avec (4.8 a)]; posons

(129) [o, 1] — Y1 =Z U1, n, (les intervalles uy, 5, disjoints);
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on a (4.8b) |u,,,]| <\/§; en tenant compte de la constatation
en rapport avec (5°) on fait en sorte que

(130) |t | < 55

D’aprés (10°) (7)) =[o, 1]. Soient
(14%) ay,n, < by n, (les extrémités de uy,n,).
On choisit les -, ,, ainsi :

Y1,n,€ G — G’ (e. g. les vy, 1, sont des fv),

150
( ) { a(Yl»"x) = Q1,04 b (Tls"l) = blr"x;

N . e s e
en posant u,,,, — Yi,n, =z Uy, n,n, (des intervalles disjoints uy,,,,n,),
ny

‘moyennant la remarque (5°) on réalise

1 . a
(160) l U1, ny,ny | = ; l amsi que (i'slb) | Ui, ny,ny I < ‘/;I Ui, n, |]'

En raison de (10°) :
(179) Q (Y1,n,) D Us, ny3

Y15 Yon (L =1, 2, ...) sont disjoints. Ensuite choisissons les v, n,
de sorte que

(18%)  Y1,n,n,€G — G, a (1, ny,n,) = @1 ngngy b (11,n,n) = b1, nyy

(e. g. les extrémités de vy .., sont celles de u,,,,,,); en posant

Ui, ny,ng— 1,1y, ng=2 Ui, ny, ng, ny (ll . disjoints),
g

on ait

(l9o) l U3, nyyng,ny ! é '21_.; <ain5i que | u, l <\/C_;| Uy, ny,ny l>'
Alors (10% :

(20°) Q (1, n4, 13) D Us,myy nye

'{1, T1,ny (Il, =1, 2, .. -), Yi,ny,ng (n|, nNs =1, 2, . ..) sont disjoints-
Ayant obtenu, de cette maniére, les ensembles

(21°) Y5 Yiyny Yingne  ccey Yhngng...,np
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pour un k > o, avec

(220) Ut,ny e 1,04 000mg =2u1."n LI ESY (u--- distints)l

Rkt
Yi,n4.. ;e (U f?) ayant les mémes extrémités que uy,n,, .. ,n0
I Uty ngyeany Rpgy | < 2—]‘—77

on choisit les yi,,,, ..,n,,, ainsi :

(230) { Ty o0k € G—-G
[ (y... posséde les mémes extrémités que uy,n,,...,nz4,)}
en posant
-
Ui, ny, oynpsy— Y104, ,nk+,=z Ut ny, ooy ngtey
Rk+3
on a

l U, ny, .. ,nH,.,‘é o—k—3,
On obtient ainsi une suite dénombrable

(4.11) ‘ { Y1 Y25 oy Yoy )= { Y1y Yt,ng Yt,ngng «+ oy Yhngny o iy « }
) | (les n, parcourant les valeurs 1, 2, ...)

d’ensembles disjoints de .G (v, un f, les autres des f°). En tant que
| Y1 | =1—2¢, celte suite couvre A (G) = [o, 1] @ e-prés :

o, 11— n

Montrons que cette suife ne couvre pas [o, 1], sauf pour un ensemble
mince. En tenant compte des définitions successives des u,,,, (12°),
Uy, n,,n, [2 12 suite de (15°)], u,, n,, r,, n, [2 12 suite de (18°)], etc., on obtient
en succession, avec ¢ = [o, 1] :

—~
S—T1= 2 Iul’"n S—T1— E IY""'= 2 I(“L"n"?h":) = E'ua,n,,n,,
ny ny ny

(4.11 @) <e.

ny, ng
~
T—T1— 2 IY';":—S' YL'ln'ls:s" (u11"b"!_ Y‘y"u'ls) = 2 J U, ng, ny, ngy
ny ny, Ng Ny, ng Ny, gy Ny

et en général :

~ ﬁ ‘
, = U—Yl"“z‘Tl,n;"---_ 2 Thny o g = Z Ut ngy . s Rppa
(24°) n. P

Ny ee s Nfgy
(k=o0,1,...; §6=05—1,).


file:///aleurs

32 M. W. J. TRJITZINSKY.

Or Yi,n,. .,», (j 1) a les extrémités de u,n,

. .n, et, d’aprés (4.8 a),
‘Yi,n,,...,nlléllh ny....n,|’s done, en posant ’

(259 Ak—Z 2 Tonp.on, (K>0), dod H=c—1i—Ar (k>o),

J=1 ny.

on obtient [(229), (24Y)] :

lAl‘léz 2 Iuln‘,.,nllézf—’—‘ z Iu‘ Ny, o0y

]=1 ny. ,n

= E 2=t L, ], on ;= E Ut gy eeanys
=1

Ny, e o1y
il vient
h=c—y1; 4=8 (J=23...);
lhl=1—|nl=¢ |§|<|b|=e (>

Par conséquent

' &
|Ak[< F—__
j=1

(k=1,2,...)

Nie

et (24 :
(26 |S|=1—|v|—|Ar|=c—|Ae|>Z  (k=1,2,...)

On a 9 >d>8>...; les &(k>o0) sont ouverts; on
déduit (4.11) :

8 =lim 3/1—“-71"2 Yi,n,.. »"L=G_.ZY’I
(4.12) A=t nx, cany n=1

[avec (26°), o < ; Z|8|<e].

Ainsi la suite { .} (4.11) couvre [o, 1] @ -prés, mais elle ne couvre
pas [o, 1] sauf pour un ensemble mince.

Dans (4.11) les Y1, Y1,n,, ...n, (k =1, 2, ...) étaient numérotés comme
une suite simple {y;, 1>, ... }. Pour tout entier N> 1 il existe un
nombre A'=2y>1 tel quaucun des ¥, ., ., (k2 2') n’est parmi
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les v; (j £N), e. 8. les Yy, n,,. ,n (K2 1') sont tous parmi les y,(n > N).
Donc d’aprés (10°) et (24°) :

(27°) o= 2(1)> Y, Z O CTraeim)

n>N kSN ny,.
SRR T
EXMN ny,..,n, kx\

La suite d’ensembles 6 étant décroissante, d; — 3, en raison de (4.12)
il vient
(289) Q338 [yl (3|

Les @y(N =1, 2, ...) constituent une suite non croissante, donc
(4.13) li;n[ﬂuhélﬂé—;--

Notons la propriété suivante :
(4.14) Si yeG (exemple 4.8), pour U'ensemble p () (2.4 ¢),

p(1) =A(G() —1A(GH)),

on aura
p(Y)=o0 (siyestun f), p(x)={a()}+{b(1)} (siy est un f0);
(4.14 a) le(¥)|=o (pour tous les v de G).

En effet, si y est un f[y contient ses extrémités a (y), b(y)] et = est
un point sur ¢ — vy, x sera a distance positive de y; si v*» de G
(n=1,2,...) contiennent x et | y*|—o [e. g. d (%) = o], les y” seront °
disjoints de y dés que n surpasse un entier suffisamment grand;
ainsi — v ne contient aucun point indéfiniment couvert par la
famille G (y) d’ensembles de G joints & y; dans ce cas p (y) est vide.
Envisageons un y qui est un f°, donc v ne contient pas les points a (y),
b(Y). Si x sur o—v est & distance positive de y on raisonne comme
plus haut et I'on conclut que = est étranger a p (). Si « (sur o —7)
est & distance zéro de Y, c’est que x est une extrémité de vy. Soit par
exemple, £ = a (y). Choisissons une suite de v"(n =1, 2, ...) tels que

(29°) yrestun f;  a(y?) =a(y); b(y"){a(y) (pour n—>w);
(30%) y" est joint & y.

La possibilité d’un tel choix se voit en notant que, si des y(n) satisfont
4 (29%), on pourra trouver un point x, de Y avec a (y) <z, < b (y (n))

[on se rappelle que a (y) n’est pas isolé dans y]; soit y* 'ensemble y (n)
MEMORIAL DES SO. MATH, — N° 157, 3
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augmenté par x,; alors y" satisfait a (29°) et & (30°), avec b(y")=a(y(n));
de plus y~, étant un f, contient son extrémité gauche z =a(y)
et |v"|— o; donc x, éiranger a v, est indéfiniment couvert par la
famille G(y) d’ensembles de G joints & v, e. g. a(y) €p (7). De méme
pour le cas de x = b (Y), ce qui vérifie (4.14), (4.14 a).

Pour la suite (4.11) on obtient

R:S:[O,I]—F (4.12), R’=R—e,
4.15 . . ~ ..
(3.15) ol 1=2‘Yn, 9=29(Y»);
1

ici 6 est un ensemble dénombrable formé des extrémités des ensembles
Ying..on, (J21); o0 a [(4.12), (24°)] :
(4.15a) o< <|R|=|R|=|3|<¢; RcRch (k=o,1,...).
Donc en raison de (28°) :
(4.158)  R'cR(cdr)cQy [N=A(N);N=1,2,...].
Nous allons montrer que
(4.15¢) |Qyle£ (1+2¢)e (N=1,2,...), c=2a.

Q (y) étant défini dans (7°), on note (4.8 a) que
@ lyl alvlzas().
Done | Y| < a]|y| entraine
@) R <an(), () <ed(n), c=yza;

si en plus.y' est joint & y, tout point de y’ sera & distance inférieure
4 cd(Y) de I'ensemble y; tous ces y', ainsi que L (y), sont inclus dans
Uintervalle

(32°) o (1) = (a(r) —¢8(y), &(y) +cd(Y))-

En tenant compte de (22°), (23°) il vient
Ung oo nee S ULy o P (Tng . ik CO(Tnge,n) € oo e €O (Y1, 0);
done (32°) :

Q (Y’ln‘b"'luk+l) P (Y‘n Ry, .. !nk+l) cy (.“’nl) (k é o)'
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Par conséquent (4.11) :

o,—ZQ(m 2 Z . ,m)ch(m)

n=2° =1 ny,. ny—1

Or

o (tn) | £+ 2¢) 8(y,n,) = (i + 2¢) | dy,n, |;

d’olt (12%

lox] <0 <10 (ran) | <+ 20) Nty n|
ny n

E Iui,n,

ny

= (1+ 2¢) =(1+2¢)|[o, 1]—yi| = (1+ 2¢)¢

pour N =1, 2, ..., ce qui démontre (4.15 c).
En raison de (4.15 a) :

(4.16) 1—e<l27n
1

€
Z1—2.
2

Nous résumons les développements (4.8)-(4.16) comme il suit :
(4.17) Envisageons la famille G ={y} de 'exemple 4.8, P = G.
Soit = > o. Considérons une suite y,(n =1, 2, ...) disjoints, y,€G,
dont il s’agit dans (4.11). Cefte suite n’est pas necessalrement formée
d’accord avec [(T); p. 6-10]. On a A (G) =[o, 1]. G ne couvre pas [o, 1]
au sens classique de Vitali. La suite { vy, couvre [o, 1] a s-prés, mais ne

couvre pas [o, 1] sauf pour un ensemble mince. Posons I‘=2-y,.,
0 =Zp(y,,) (2.4¢); 6 est un ensemble dénombrable [voir le texte
qui précéde (4.15a)];

=[o,1]—T, R'=R—0;
on a

§é|n'|=|n|<e; RcRc@y (279 (N=1,2,...).

On voit en particulier que R est confenu dans Qy(N =1, 2, .-..),
malgré le fait que la suite { v, } n’est pas construite selon [(T); p- 6-10]
hleN],;éo et, en effet,

<|R|=|R|<lim| 0yl (1+20)¢ (o= yaa).

wl"‘



36 M. W. J. TRJITZINSKY.

Toutes les conclusions du théoréme 4.5 [ou H(N)=Qyet g dans (4.5 a)

est remplacé par (14 2¢) s] seront vraies pour la suite {y.}. En effet,
la premiére partie de (4.5 b) provient de (4.15 a) et la seconde partie
de (4.5 b) a lieu en raison des inégalités 1—: < |I‘|é1—§ (4.16)

et puisque |A(G) |=1. Enfin on note que le théoréme 3.3 ne s’applique
pas au cas actuel, puisque (3. 1b) est en défaut au moins pour la suite { v, }
considérée.

DEFINITION 4.18. — Soit P = G. On dira que G est une famille
réguliére lorsque les conditions de la définition 3.10 sont remplies,
ou bien, d’'une fagon plus générale, lorsque G est telle que 'un au
moins des théorémes de couvertures précédents ait lieu (encore au
cas oll P = G). Pourtant la définition de régularité selon la défini-
tion 3. 10 est plus utile, parce que son application ne fait pas intervenir
la formation de la suite {y.}.

5. La moyenne régularité de Denjoy. — Désormais nous procédons
toujours avec la famille G = {y}[= P] réguliére au sens indiqué plus
haut. Ci-aprés les résultats (5.1)-(5.14) sont identiques (sauf pour
Iemploi du caractére de régularité au sens plus général qu’avant)
avec les constatations qui se trouvent dans (T) 4 partir de (6.3)
jusqu’a (9.2) (sauf pour [(T); (8.3)] et pour [(T); (8.4)]. Il n’y a rien
a changer dans les démonstrations (mais on fait usage des théorémes
nouveaux de couverture). Ces résultats étaient établis pour la premiére
fois par Denjoy [dans (D,)], sous I'’hypothése de régularité au sens
de Denjoy. Ensuite nous abordons I’étude de questions qui outre
la régularité exigent I'emploi d’un autre caractére; dans (D)) [et les
nombreuses Notes aux Comptes rendus de I’Académie des Sciences
en rapport avec (D;)] c’était la propriété de la « parfaite régularité »
au sens de Denjoy; dans notre Ouvrage (T) c’était la propriété de la
« parfaite régularité » & notre sens [plus générale que celle survenant
dans (D))].

Pourtant Denjoy a introduit dans (D) une notion trés remarquable
de « moyenne réqularité » qui sert pour remplacer le caractére de la
« parfaite régularité ». La forme de la moyenne régularité, que Denjoy
a finalement adoptée, se trouve dans [(OD); p. 6g] [Observations.. .,
a la fin de (D})]. A la suite de (5.15)-(5.15, II) nous faisons usage de
cette notion de moyenne régularité dans sa forme finale donnée
par Denjoy.
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(5.1) Toule sous-famille G* d’une famille réquliére G est réguliére
[bien entendu A(G*) < A(G) et le cas d’intérét est ou ®(A(G*)) > o].
(5.2) Soient G réguliere, une constante o< 0 <1, EcA(G),
®.(E) > 0. Si ®.(EY) <0 ®(y) pour tout y de G, ®.(E) < 6 ® (A (G)).

On définit les épaisseurs exirémes d’'un ensemble mesurable
EcA = A(G) au point M de A (relativement 4 une famille réguliére) :

(8.3) ép. inf. n(E, M)=li_m¢q)((EY;), ép. sup. 7 (E, M) =Tim...

pour 7 (de G)>M et @ (y) - o. L’épaisseur (exacte) est

1 (E, M) =n(E, M) =7(E, M) au cas ot M =7.

(5.4) Si G est réguliére, n (A, M) =1 sur une plénitude de A=A (G).
Envisageons W (E) fonction d’ensemble mesurable-®, EcA = A (G),

G réguliére, ¥ (E) étant un nombre réel et fini pour tout tel ensemble E;
on dira que

(8.5) YeC. A, e. g. ¥ est complétement additive,

au cas ol ‘P’(Z En> =2‘I" (E.), dés que les E,, cA, sont disjoints,

les ¥" (E,) sont déterminés etZl Y (E,) | < oo, W possédant, en outre,

de la soustractivité. Dans 1’Ouvrage actuel une relation ¥eC. A.
sur un ensemble mesurable Hc A (G) aura la signification, un peu
plus restrictive, d’accord avec [(S); p. 8]. Ainsi les ensembles mesu-
rables (— ®) formant une famille complétement additive, C. A. sur H
voudra dire que W' est définie et finie pour tout X, cH, mesurable

et que 11»“(2X,,> =211J' (Xr) des que X, cH, mesurables sont
disjoints.

“;‘{‘Y*)) (1€ G) on définit

les nombres dérivés supérieur, inférieur, moyen (limite quelconque),
la dérivée (unique, s’il y en a) :

DErFINITION 5.6. — Au moyen du rapport

(3.6a) (G)D¥(M), (G)DW¥ (M), (G)D,¥(M), (G)DW(M)

de W au point M de A = A (G).
(5.7) Les dérivés extrémes et la dérivée unique, si elle existe, (5.6 a)
sont mesurables.
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(5.8) Soit W (E)[E c A =A(G)] complétement additive (done bornée);
supposons que G est réguliére. On conclut que les ensembles '

E+>={(G)DY (M) =+w}, E_o={(G)D¥(M)=—o}
sont minces-® (e. g. de mesure-® zéro).

DEFINITION 5.9. — W (E), définie et finie pour tout ensemble mesu-
rable E (cA), est dite méfriqguement continue (locution de Denjoy),
si ¥ (E) — o avec @ (E) [alors, étant donné ¢ > o, il existe un 9 (¢),
de sorte que | W (E) | <: dés que ®(E) < d(.)(E, cA, mesurable);
W (E) = o dés que @ (E) = o].

(5.10) G étant réguliére et W étant C. A. et méiriquement continue,
aucun couple de nombres A < B n’existe tel que

(G)DY¥ (M) < A <B < (G)DW(M) partout sur A(G).

Dans (D) Denjoy fait usage d’ensembles noyauxr et d’ensembles
enveloppes au cas oit G est réguliére au sens de Denjoy; les mémes
sortes d’ensembles sont introduites dans [(T); p. 22 et 23] en rapport
avec la régularité plus générale, celle au sens de [(T); (6.A-D)].
A présent noyaux et enveloppes sont entendus relativement & la notion
de régularité selon la nouvelle définition 4.18.

DEFINITION 5.11. — Si G = { v} est réguliére et Fc A (G), F sera
un noyau lorsque

(B.11a) ®[A(G(F)) —F]=o0, G(F) étant la famille des y de G
joints a F, on dira que O[cA(G)] est une enveloppe, si A (G) — O
est un noyau.

On note que G(F) étant réguliere comme G l'est, A (G (F)) sera
mesurable en raison des théorémes fondamentaux de couverture; en
raison de (5.11 a) il s’ensuit que tout noyau F est nécessairement
mesurable, d’ou les enveloppes sont aussi mesurables.

(5.12) La somme (le produit) finie de noyaux (d’enveloppes) et le
produit non vide (la somme) au plus dénombrable de noyaux (d’enve-
loppes) sont des noyaux (des enveloppes). F et O étant respecti-
vement un noyau et une.enveloppe, F — FO sera un noyau et O — OF
sera une enveloppe.

Voici un théoréme d’épaisseur pour les noyaux.

(5.13) Si F est un noyau, relativement a une famille G réguliére,
on aura

7n(F, M) =1 sur une plénitude de F,

n(F, M) =0 sur une plénitude de O = A(G) —F
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[n(...) est I'épaisseur relativement a GJ.

(5.14) G étant réguliere et ¥ étant une fonction d’ensemble E c A(G),
complétement additive et métriquement continue, les inégalités,
valides sur un noyau F,

(G)DY(M) <A, (G)D¥(M)>B
entrainent dans les cas respectifs :
V(F)<A®(F), W(F)xB®(F).

(5.15) DEFINITION DE LA MOYENNE REGULARITE DE DENJoY. — On
admet d’abord, comme dans I'hypothése 2.3, que la famille G = { v}
jouit des propriétés :

(3.15a) o< ®(y) <o, ®(D) <o <D=Zy), ®,(A(G)) > o

[éventuellement ®. (A (G)) =P (A (G))]. G (= P) posséde la moyenne
régularité dans les conditions suivantes :

Etant donné un &> o, quel que soit E, cA (G), mesurable, on
peut réduire G (E)(=1la famille des y de G joints 4 E) 4 une
famille G’ (E) de sorte que

(3.15, 1) EA(G(E) —G'(E)) =o

[e. g. pour tout point M de E les y de G (E) — G’ (E) contenant M
ont @ (y) > c(M, E) (indépendant de y)> o];

B.15, 1) (' (E)) <¢, od ¢ (E)=A(G'(E)) —E.

La notation pour p'(E) dans (5.15, II) est justifié¢e & cause de
Tinclusion E c A (G’ (E)), valide pour les raisons suivantes. Si M est un
point de E[cA (G)], s'il existe une suite de y,(n =1, 2, ...)cG(E),
Y»®M, @ (yn) — o. Si aucune infinité de ces y, n’appartenait & G’ (E),
on aurait M (de E) dans A(G(E) — G' (E)), ce qui serait contraire
4 (5.15, I); donc une infinité de v, est dans G’ (E) et Me A(G’' (E)),
d’'ot EcA (G (E)).

Une famille G (= P), satisfaisant a4 (.15 a), est dite réguliére
(simplement) au sens de Denjoy [voir (D,)] si

Bagy (PE =0  [eG o) =AGM) —AGM
B B(0(1) <BB(Y)  (1<a<b).

Dans les « Observations » [(OD); p. 69] il a été affirmé, sans démons-
tration, que la régularité au sens de (5.16) de G, jointe a la moyenne
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régularité, entraine la validité des théorémes des Notes (C. R. Acad. Sc.,
t. 231, 1950, p. 1013; t. 232, 1951, p. 195). Nous allons vérifier que
ces constatations restent vraies si 'on remplace la régularité (simple)
de Denjoy (5.16) par la régularité au sens de ’Ouvrage actuel, en
admettant toujours la moyenne régularité [définition (5.15)].

Avec G réguliére, soit au sens (5. 16) de Denjoy, soit au sens de I’Quvrage
actuel (définition 4.18), p’' (E) dans (5.15, 1I) sera mesurable (d’aprés
un théoréme de couverture) et 1’on pourra y écrire ® (. . .) pour @ (...).

Dans [(OD); p. 69] V'exemple suivant a été considéré. L’espace U
est 'axe Oz, ® est la mesure euclidienne de Borel, la famille G = { v}
est formée de tous les intervalles joints au segment s =[o, 1]. On
a A(G) =s, Si E(cs) est mesurable et est partout dense sur s, on
trouve une suite au plus dénombrable de y,.€ G(E) (e. g. y. est un

intervalle joint & E; n =1, 2, ...) disjoints, tels que Ecz'yn

et 2 [Yn| <|E|+ . La famille G’ (E) peut étre choisie comme la

famille de tous les intervalles, joints 4 E, et chacun contenu dans
un quelconque des y,. Pour les ensembles E de la sorte spécifiée, les
caractéres (5.15, I), (5.15, II) sont vérifiés.

Nous remarquons que les considérations de I’exemple de Denjoy
[(OD); p. 69] s’étendent sans difficulté, avec les mémes conclusions,
a tous les ensembles E, s, mesurables. En faisant usage de cet
exemple comme un modéle, nous sommes amenés aux conditions
suffisantes de la régularité moyenne.

(5.17) Soit G = {y} une famille régulié¢re [donc G satisfait & (5.15 a)].
Pour que G posséde la régularité moyenne il suffit que, pour tout 3> o
el pour tout ensemble mesurable E, c A (G), on ait :

(.17, I) la famille G (E) contient une suite, au plus dénombrable,
de vy, (n=1, 2, ...) disjoints, tels que

(10) Ec e, D P(ra) <P(E) +;

(®.17, II) il existe un nombre c (x, E, @), indépendant de y et positif
pour tout x sur E, tel que
(20) ®(Y)>c(x, E, ) (dés que z€E, ynz et yeG(E)—G'(E)),

ol
(30) G/ (E) = ¥, Gu(E),
n=1
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G, (E) élant la famille de tous les ensembles de G (E) contenus dans ¥»
[nécessairement y,€ G, (E)].

En tant que G est réguliére, toute sous-famille G* de G sera régu-
liere et les ensembles A (G), A (G*) seront mesurables. Soit z un point
sur E[cA(G)]; il existe une suite 1/ (j =1, 2, ...) d’ensembles de G
tels que y/3x, ®(y/) — o; nécessairement y/ € G (E); il existe un
entier j, > o tel que ® (v/) < c(x, E, <) (pour j > j,); en raison de (2,)
les y/(j>~j,) ne peuvent pas étre dans G(E)— G’ (E), donc
v/ €G (E) (j> jo) et  sera un point de A (G’ (E)); d’ou

(3.18) EcA (G (E))

[comme une conséquence de (5.17, II)]. Donc pour 'ensemble p’ (E)
[dans (5.15, II)] on déduit

(1) ¢'(E) =A(G(E)) —E, ®((E)) =P (A(G'(E))) — P (E).

Or, D' (E) désignant la réunion des y de G’ (E), il vient
A(G'(E)) e D' (E) = X1

[car les y d’une famille G, (E) sont contenus tous dans y,, qui aussi
appartient a G, (E)]. Par 1a (1) :

P(A(G'(E))) £ X, @ (1n) < P(E) +¢

et, d’aprés (1°), ® (' (E)) < ce qui vérifie (5.15, 1I). La pro-
priété (5.15, I) aura lieu en vertu de [(5. 17, II), (2)]. L’énoncé (5.17)
est démontiré.

REMARQUE 5.19. — Admetions (5.17, 1). Pour que le caractére (5.17,1T)
ait lieu, la propriété suivante suffit. Avec fout y de G est associé un
nombre c (y; x), positif pour tout x sur v A (G), de sorte que, v, étant
un ensemble particulier quelconque de G et x étant sur v, A (G), les
relations

(a) Y(de G)sz, Y—1yY0#0
entrainent
(b) D(yY)>c(yo;2) >0  [c(yo; ) indépendant de ¥].

En effet soit ze E[c A (G)]; de linclusion (1) il suit qu'un entier
n' =n'(E, ¢) > o existe tel que xev,,A(G). Soit ¥ un ensemble
quelconque comme dans (2,) : vz, yeG(E)— G'(E); v étant
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étranger a G'(E) [=ZG§,(E)], v ne peut pas étre entiérement

contenu dans y,; d’olt Y — vy~ Zo; d’aprés (a), (b) (avec yo=17n')
il s’ensuit que
e(¥) > e (vnix) = c (2, Bye) >0

c’est-a-dire la propriété (5.17, II) a lieu; la conclusion de la remarque
est vérifice.

6. Conséquences difiérentielles. — Nous allons démontrer
I’énoncé suivant analogue & un théoréme fondamental de Lebesgue.

THEOREME 6.1. — Soit G = | v} une famille réguliére avec la pro-
priété de moyenne régularité. Admettons que W > o est C. A. (complé-
tement additive) et métriquement continue (définition 5.9). Alors l'iné-
galité

(G)D¥(z)>a [ou (G) D¥ (2) < a] sur un ensemble H,

(6.1a)

cA = A(G), mesurable
entraine
(6.18) Y(H)>a®(H) [ou W(H)<a®(H)]

Soit 0 > o. Selon (5.15) il existe une famille G'(H) = G3(H) [ < G(H)]
telle que

(10) HA(G(H) —G'(H)) =o;
(\20) P(p'(H)) <8 avecp'(H)=0—H, 0 =A(G'(H)),
e. g, avec HcO, on a ®(H) > ®(0) —9d. D’aprés la continuité

métrique de W, pour tout ¢> o il existe un d(¢) > 0,9 (s) | o
avec ¢, de sorte que

(30) ®(E)<3(3) (E,cA, mesurable) entraine W(E) <s;
d_, désignant la fonction inverse de 8 (¢), on aura
(40) W(E) < d-4(¢€) [dés que @ (E) < ¢ (E mesurable, cA)].

Dans (1,), (2,) prenons d = 6 (¢). En tant que ® (0 — H) < 3 (¢),
selon (3,) on obtient ® (0 — H) <¢, e. g.

(50) Y(H)>¥(0)—c.
Démontrons que
(60) (G)D¥z = (G'(H))DW¥(z) sur H.
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Evidemment (G) D ¥' = (G (H)) D ¥ sur H. De plus les 1 de G (H)

étrangers & G’ (H) ne couvrent indéfiniment aucun point de H [voir (1,)];
(6.) s’ensuif,

Soit 7 la famille des y de G’ (H) tels que
(70) U (y)>a®(y)
[on peut supposer que a > o, car autrement la conclusion (6.1 b),

pour le premier cas, est immédiate]. F est réguliére. Si z est un point
de H, on a

—y

.
Iim d>g; =Il>a [yeG (H), yaxz, ®(y) arbitrairement petit].

On peut trouver une suite de y/, tels que

veGH) (j=1,2,..), Ysz, ®(v/)>o, W(y)>a®(y)-

Les v/ seront dans ¥ et ’on voit que le point x est indéfiniment
couvert par ¥ ; ainsi

(80) HcA(F)=AcO.

La famille ¥ étant réguliére (dans notre sens), d’aprés le théoréme
de couverture on conclut comme il suit. Si¢ > o est donné, il existe
une suite de v, (n =1, 2, ...), €%, disjoinis, tels que

\
(90) o(A—aY )<t
(100) o(a)—t<@(Pr) <@A)+E

11 vient

_¢<A2‘ru)<—(b(A)+E, o(Pm)—em) <

donc
) (TN ) <o(m)— o)+ e <t

D’aprés (4,) et (11,) :

(120) ‘I"(Zvn—— AE*{») < o_4(28).
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Or y, étant dans %, on a (7)) W (yn) > a ® (y.); d’od (13,) :
o(x3) = o(Sr) ¥ B3
>V () =024 (28) > a P (xn) — 84 (28),
Ainsi [(5,), (80)s (105)] :

W (H) >W(A)—35W<Azyn) —

>a®(FPtn) — ¢ — 2168 >aBA) —t] — 3 — 5,68
> a[®(H) —E] — & — 54 (26).

La conclusion du théoréme découle, quand on laisse ¢ — o, ;> o.

REMARQUE 6.1'. — Dans le théoréme 6.1 on peut remplacer (6.1 a)
par
(6.1'a) (G)D¥(z)>a [ou (G)DW¥(z)<La]

’ sur un H, cA(G), mesurable,

ce qui méne encore a la conclusion (6.1 b). On peut démontrer ce fait
en remplagant a dans (7,) par b, < a; alors dans les inégalités a la
suite de (12,) a est remplacé par b; enfin on laisses | o,% | o, b 1 g,
obtenant la conclusion (6.1 b).

THEOREME 6.2. — Si la famille réguliére G jouit de la moyenne
régularité et W est une fonction C. A. ef métriquement continue, alors
la dérivée (G) D W existe et est finie sur une plénitude de A = A (G),

11 suffit de prouver cet énoncé dans le cas W . o. Si le théoréme est

en défaut, on aura (G) D ¥ (x) > (G) D W («) sur un ensemble E (ci)
de mesure positive [notons que les dérivés sont mesurables d’aprés 5.7)].
En employant un raisonnement bien connu, [(S); p. 115] on introduit
I'ensemble

— kA A
(1°) E»,k={weE;(G)D\Ir> —;:—'>;>(G)Q\If}

pour les entiers positifs h, k; E =2Eh,k; pour un couple d’en-

h, k
tiers h,, k,, on aura

(29) ®(H) >0, ot H=E;,.
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Soit un ¢ > o. Selon (5.15) il existe une famille G' (H) [c G (H)]
telle que

(3°) HA(G(H) — G'(H)) = o,
(4°) ®(0—H)<e o O=A(G(H)).

Soit # la famille des y de G’ (H) pour lesquels

(59) ¥y = Rae.
0
Comme dans (6,) :
(6%) (G)D¥(2)=(G'(H))D¥(x) sur H.
D’apres la définition des Ej ,

}L0+I

- h
(7°) (6)D¥ > = >k—:>(G)gw sur H.

Si x est un point de H, en raison de (6°) et de (7°) on voit qu’il
existe une suite v/ (j=1, 2, ...):

YeG(H), vz, B>, W(r)<FEE(m);
nécessairement v/ €&, donc
(8%) HcA(F) [cO]

En outre F[cG (H)cG (H)cG] est réguliere, le théoréme de
couverture s'applique; ainsi, si ;> o est donné, on peut trouver
des y.(n=1, 2, ...), € F, disjoints tels que
) 2(a(F) =3P 1) <k,

(100) @(A(g))—z<¢(2m)<®(A(3‘))+E-

Or [(8), (4] :
B(A(F)) £ ®(0) < D(H) +c.

Y- étant dans %, selon (5°) il vient W(y.) < % ®(y.); donc, en tenant
0
compte de (10°), on déduit

@) ¥(n) =S ra <2 R = 20 Fm)

<Mre@E) +i< RLEM@ e+l
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Faisons emploi de la premiére inégalité (7°). Le théoréme 6.1
s’applique, menant 4 la conclusion

(129) ¥ (H) > ""““

@ (H).

EntantqueHcA(F)et H—HI CA(F) — A (%) Yy, = Q,ouT =Dtn
on obtient W(H — HI') Z W (Q); selon (g°) ®(Q) <:, donc
(139) W(H—HI') << 8-, (F) [voir (40)].

Par conséquent [(13°), (129)] :

u"(27n> ;_W<H27n> — W (H) — ‘l"(H—— HZY,.)

,lo+l

> W (H) =0 (5) > 25 @ (H) — 0 (8),

ce qui, joint & (11°), donne

’lo+l

@ (H) — 1 (8) < 22 [®(H) + ¢+ &,

En faisantf et ¢ tendre vers zéro, il résulte
(ho+1) D (H) ke ®(H), o ®(H)>o.
Il'y a une impossibilité. Conséquemment la dérivée (unique) (G) DW

existe sur une plénitude de A(G). A cause de (5.8) (G) DV est finie
sur une plénitude de A(G). Le théoréme 6.2 est vérifié.

(6.3) Soit G réguliére avec la propriété de moyenne régularité;
¥.(n=1, 2, ...), ¥complétement additives et métriquement continues
dans A(G); admettons que W, 4 ¥ (ou bien W, | W). Alors

lim (G) D¥, () = (G) DY (x) sur une plénitude de A(G).

Considérons le cas ¥, 4 W. En posant, comme dans [(S); p. 116]
dans un cas analogue du théoréme classique, 6, = ¥ — W, on note
que 9, | et qu’il suffit d’obtenir

(6.4) I(x)=1im (G)DO,(r) =0 sur une plénitude de A (G).

Selon (5.7) les (G) D6, (z) sont mesurables, donc I (x) Pest.
Soit E[cA(G)] I'ensemble ou I(x) > o; E est mesurable. On
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a E =Z Ei(k> 1), ol E; est I'ensemble des points de A (G)
oit 1(#)> - Ainsi pour un k (> o) :

® (H) > o, H=Eko={meA(G); I(z)> IH
[

De plus

— 1 1
(G) D8, (z) o > o oW H.

En raison du théoréme 6.1 :

I

8o (H) > ko+1

® (H) (n=1,2,...).

Il y a contradiction pour n -> oo, car ® (H) > o et lim 6, (H) = o,
ce qui démontre I’énoncé (6.3).

Soit H un ensemble mesurable, HcA (G); X, cA(G), désignant
un ensemble mesurable, posons (comme dans [(S); p. 117]) :

(6.5) Ly (X) = ® (HX);

Ly (X) comme fonction d’ensemble mesurable X est C. A. et est
métriquement continue dans A (G). On a

(6.5a) Ly(X) =ﬁcn(w)d¢($), cn("’):{ :) Zl;: I:’(G)__H_

Démontrons le résultat suivant relativement & I'épaisseur.

TarorEME 6.6. — Si G est réguliére ef jouit de la moyenne régularité,
pour tout ensemble H, cA (G), mesurable on aura

(6.6a)  (G)DLu (#)[=n(G, H, 2)
= P’épaisseur, relativement a G, de H au point z]
= cq (x) sur une plénitude de A (G).

D’aprés la moyenne régularité (5.15) et puisque toute famille
(infinie) contenue dans une famille avec la propriété de moyenne
régularité jouit du méme caractére, on peut construire une suite de

famille G, (H) (n = 1, 2, ...), chacune possédant la moyenne régu-
larité, de sorte que

(1) [G2]1G(H)>G, (H)>G,y(H)> ... >Gp(H)>G)pr1(H)>...;
(21) 0¢5035...50,50,14>..., avec Op=A(G,(H));
(3)  A@G)>0n5H, ®0,—H)<>-
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G (H) est la famille des y de G joints 4 H; G} (H) est une réduction,
d’accord avec (5.15), de G (H), avec ¢ = 1; ainsi

HA(G (H) — G (H)) =0, ®(0;—H)<1.

Puis on fait 4 G, (H) jouer le rdle de G; les y de G, (H) sont joints
a H; G, (H) est une réduction de G, (H) avec s = ~ :

5 .
HAG,(H)—Gy(H) =0, ®(0,—H)< ;-

1
n’
la construction des G (H) se fait en succession, de sorte qu’on
vérifie (1:)-(3.) [(2.) s’ensuivant de (1,)] ainsi que les relations

En général, G, (H) sera une réduction de G\,—, (H) (n>. 2) avec e =

(4) HAG,(H)—Gpra(H) =0 [n=o0,1, ...; Go(H) =G (H).

Les familles G, (H) sont réguliéres (étant contenues dans G régu-
liére); donc d’aprés le théoréme de couverture les O, sont mesurables.
A la fonction Lo, (X) (6.5) d’ensemble mesurable X le théoréme 6.2
s’applique, d’ou la dérivée (unique) (G) D Lo, (x) existe sur une pléni-
tude de O,. Cette dérivée étant I'épaisseur = (G, (H), O., x), relati-
vement 4 G, (H), d’ensemble O, = A (G}, (H)) au point z, il s’ensuit
d’aprés (5.4) et puisque G, (H) est réguliére que

(54) (GL(H)) D Lo, () =1 sur une plénitude n, de O,.

En conséquence du raisonnement survenant dans (6,), en posant
® (0, X) = ¥, (X), on obtient successivement

(G) D¥',, = (G (H)) DY, = (G, (H)) D¥, = (G, (H)) D¥, = ...
partout sur v, H (car Hc 0,,); en particulier, on peut remplacer (5,) par

(6) (G)DLo,(x)=1 surm,H, donc sur nH ('q =[ 'qn> 5

nH est une plénitude de H. Les Lo, (X) [X mesurable c A(G)] sont C.A.
et métriquement continues dans A (G). Puisque O, | HO,, = H°(oH)
on a Lo, (X){| L (X). En raison dela seconde relation (3,)
® (H°—H)=o0, dou

¥, (X) = Lo,(X) { Lu(X)=¥(z) dans A(G);
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¥ (X) est C.A. et métriquement continue dans A (G). L’énoncé (6.3)
s’applique de sorte que

li;n (G)D Lo, (x) = (G)D Ly(«) sur une plénitude ¢ de A(G).

Par conséquent en tenant compte de (6,) on déduit
(71) (G)D Lu(x) =1=cu(x) sur noH (une plénitude de H);
e. g. on a vérifié que I'épaisseur, relativement a G, de I'ensemble mesu-
rable H vaut 1 sur une plénitude de H. Conséquemment
(81) (G)D Lg(#) =1 sur une plénitude & de Q = A(G) — H.

En procédant maintenant d’une fagon bien connue, on note que
Ln (X) 4+ Ly (X) = @ (X) pour tout X mesurable contenu dans A (G);

selon le théoréme 6.2 les dérivées (G) D Ly (x), (G) DLg(x) existent
a la fois sur une méme plénitude A de A (G); ainsi

(G)DLy(x) + (G)DLu(x) =1 sur A

et, d’aprés (8,) :
(G)D Ly(2) = o sur m3 (une plénitude de Q).
En tenant compte de (7;) on voit que le théoréme 6.6 est vérifié.
Nous laissons de c6té la question si, au cas de H (c A G) possiblement

non mesurable, en posant Ly (X) = ®. (HX) [pour X variable mesu-
rable, X cA (G)], on ait

(G)DLn(«x) = cu(«) sur une plénitude de H.
On sait (4.2) que ®. est une mesure extérieure « réguliére », de sorte
qu'il existe un ensemble R mesurable, tel que HCRcA(G) et
que ®, (H) = @ (R); pourtant cette égalité n’implique nécessairement

pas la relation @, (HX) = ® (RX) pour tout X[cA(G)] mesurable.
Voici un théoréme sur dérivation.

TuEOREME 6.7. — G étant réguliére avec moyenne régularité, si la
fonction f (z) de point x est sommable-® sur A (G), il s'ensuit que

(6.7a) (G) DY (2) = f(x) sur une plénitude de A(G),

W (X) désignant Uintégrale indéfinie j ’ f@d® @) [X, cAG),
X
variable, mesurable].

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 157, 4
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11 suffit de donner la démonstration, en suivant les lignes
données dans [(S); p. 118], pour le cas f> o. Lorsque f(x) = ca (2),
fonction caractéristique d’un ensemble mesurable H{cA (G)], on
a¥W(X)=®HX)=Ls(X) (6.5) et la conclusion (6.7 a) s’ensuit
d’apreés le théoréme 6. 6. Si f est « simple » [(S); p. 7] mesurable, e. g. si
pour un N fini,

N
f@ =900,

i=1

[des constantes ¢; o, des O, mesurables, disjoints; ZQ,- = A(G)] ’

la conclusion du théoréme sera immédiate. Enfin, si f> o est
sommable-®, quelconque, il existe une suite f, (z) (> o) de fonctions
simples, finies, mesurables, telles que f. 4 f sur A (G). Posons

Wa(X) = [ fa(2)d®(2)  [X, cA(G), variable, mesurable].
X
On a W,4W; ¥ et les ¥, sont C. A. et métriquement continues
dans A (G). En vertu de 6.3,
lim (G)D¥', =lim f, = f = (G) D¥ sur une plénitude de A(G),

ce qui établit le théoréme.:

CoroLLAIRE 6.8. — Soit G réguliére possédant la moyenne régularité.
SiW (X)est C.A. et métriquement continue dans A(G), la dérivée (G) DV (=)
sera sommable sur A (G) et l'on aura

6.8 a) ¥(X)= [(G) D¥(z) d®(x) [pour tout X, cA(G), mesurable].
Jx

Nous tenons compte du théoreme de Lebesgue sur décomposition
de fonctions C. A. (complétement additives) d’ensemble mesu-
rable [(S); p. 33], qui s’applique dans notre cas. Dans le présent cas W
est métriquement continue (e. g. absolument continue), donc la compo-
sante singuliére est absente et I'on a

¥(X)= ‘/‘x &(z)d®(z)  [pour tout X, cA(G), mesurable],

ol g (x) est sommable-® sur A (G). En vertu du théoréme 6.7 :
(G)DY¥'(z) = g(x)  sur une plénitude de A(G),

d’oit la conclusion (6.8 a).
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7. Décomposition de fonctions complétement additives. —
Une fonction ¥ C. A. complétement additive dans A (G) sera dite
singuliére, s'il existe un ensemble E, [ € A (G)], avec ® (E,) = o, tel que

(7.1) T (X) =Y (EX) [pour tout X mesurable, XcA(G)].

Au cas classique [(S); p. r19] la dérivée « générale » [au sens de
(S); p. 106] d’une fonction C. A. singuliére est zéro sur une plénitude
de TI'espace considéré. Dans les conditions de 1’'Ouvrage actuel (la
famille G étant réguliére et jouissant de la moyenne régularité) on
ne peut pas s’attendre a la validité de ce théoréme sur les fonctions C. A.

singuliéres. Il faut quelques conditions supplémentaires. Ainsi intro-
duisons :

HyporHEsE 7.2. — Soit G = {y] une famille réguliére. Etant
donné une fonction ¥, > o, C. A. dans A (G), un ensemble E, cA (G),
mesurable-® et un ¢ > o, W et E d’ailleurs quelconques, on suppose
qu’il existe un ensemble H mesurable, tel que

(1) EcHcA(G)

et une famille G' (H)c G (H) [G (H) est la famille des Y de G joints
a H], de sorte que

(29) H.A(G(H) — G'(H)) = o;
(39 Y(O—E)<e [0=A(GH)];
(4°) les y [de G'(H)]cO.

On constate que
(7.2a) EcHcO =A(G' (H))cA(G).
Les conditions de cette hypothése ressemblent 4 la moyenne régu-

larité. Voici un analogue au théoréme 6.1 (remarque 6.1'), sans
que ¥ soit nécessairement métriquement continue.

TuEOREME 7.3. — Soit G = { v} assujettie aux conditions de I’hypo-
thése 7.2. Supposons que W o est C. A. Alors 'inégalité

(7.3 a) (G)D¥(z)>a [ou (G)DV¥(z) < al,
valide sur un ensemble E, cA (G), mesurable, implique
(7.38) Y(E)> a®(E) [ou ¥ (E) £ a®(E)]

Soit ¢ > o, On trouve un H mesurable, tel que
(10) EcHcA(G),
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pour lequel il existe une famille G' (H), c G (H), telle que

(20) H.A (G (H) — G/ (H)) = o;
(30) ¥(E)>W¥(0)—e¢ O=A(G'(H)).

On a HcOcA (G). Or par la vertu de (2¢) ¢
(G)DVY (z) = (G'(H)) DY (z) sur H,

pour les raisons survenant dans (6.6,). Désignons par F la famille
des v de G' (H) tels que

(40) () > (a— )21

il suffit de supposer que o < ¢ < a. G étant réguliére, # I'est. Dans
la premiére condition (7.3 a), si x est sur E,

(G'(H)) D¥W(z)>a>a—:-;
il existe une suite de y/, tels que
Y eG(H), +visz, @(W)—=>o, W(Y)>(a—)P();
ainsiy’€F et xe A (F), e. g.
(80) EcA(%)cO.

En raison du théoréme de couverture pour %, étant donné unf > o,
des Y, (n =1, 2, ...), € 7, disjoints existent de sorte que, en parti-
culier,

(60) o(Fr) >0 -t

Les y. étant dans #, donc dans G’ (H), d’aprés (4°) et (4o) :
(70) 1m0,  W(ya) > (a—¢) @ (1n)-

En raison de (30), (70), (60) :

U (E) > ¥ (0) —EéW(EYn) —e= E‘P‘(Yn) —€
> (a—e) D@ (1n) —e>(a—2) [BA(F)) —E]—=
Mais (5,) A (%) contient E, donc
W(E) > (a—¢) [P(E)—E]—s.

Laissons ¢ — o, £ — o; la premiére conclusion (7.3 b) en découle;
le procédé est de la méme sorte pour démontrer la seconde.
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THEOREME 7.4. — Admettons I'hypothése 7.2. Si ¥ C. A. est singu-
.li¢re dans A (G), on a (G) D¥ (z) == o sur une plénitude de A (G).

11 suffit de considérer le cas de W' non négative, C. A., singuliére.
Soit E, I'ensemble mince-® survenant dans (7.1). Par conséquent
¥ (X (A (G) — Ey)) = o pour tout X mesurable, X c A(G). Selon (5.8)
le dérivé (G) D¥ () est fini sur une plénitude de A(G); de plus (5.7)
ce dérivé est mesurable. Si la conclusion au théoréme est en défaut,
T’ensemble

E={zeA(G); (G) D¥(z) >0}

sera épais-®. Posons

E,.={xeA(G)_E.,; (G) DY () >%} (R=1,2,...);

E —EE, =2E,, est épais, donc pour un n, > o,

®(En) >0, En=|azeA(G)— Ko (G)DY () > i%-
{ no

En vertu du théoréme 7.3 (pour E,, et avec a = 7:—0> :
¥ (E,) ;nl(I)(E),,o> o.
0

Mais E,, est disjoint de E, et pour la fonction singuliére ¥ on
devrait avoir W' (E,) = o. Le théoréme 7.4 est vérifié.

TutoriME 7.5. — Soit G réguliére, avec la propriété de moyenne
régularité. Admeltons I'hypothésé 7. 2. Toute fonction W' C. A. dans A (G)
posséde une décomposition unique

1.5a) ¥ (X) =j;(G) DY () d® (z) + S (X)

[tout ensemble X, <A (G), mesurable], oit S est une fonction C. A.,
singuliére dans A (G).

On sait [(S); chap. I] queW =A 4 S, ou S est singuliére-®
[dans A (G)] et A est absolument continue, e. g. métriquement continue,

tandis qu’il existe une fonction g () sommable-® sur A (G) de sorte
que

v (X) = fx g(z)d®(z) [X, cA(G), mesurable — ®].
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D’aprés les théorémes 6.7 et 7.4 :
(G) D¥ = (G)DA + (G)DS =¢

sur une plénitude de A (G), ce qui méne a la conclusion dans le théo-
réme 7.5.

11 serait d’intérét d’étudier des fagons de la réalisation des conditions
de hypothése 7.2. A présent nous laissons cette question de coté.

8. Théoréme fondamental d’épaisseur. — Avec la notion
présente de la régularité d’une famille G = { y} nous reprenons la
définition 11.5 dans (T).

DeErFiNiTION 8.1. — Une famille F = {E} d’ensembles E est
simplement réquliére, si les E sont épais-® de mesure finie et si

(8.1a) 9:2%, FicFic...,
1

tandis que :

(8.1 b) Si#, est une sous-famille quelconque de Fv,’ensemble S (%)
(= réunion des E de F\) est mesurable-®, de mesure finie.

Tous les énoncés dans [(T); section 11] resteront valides. En parti-
culier les résultats (8.2)-(8.4) ci-aprés auront lieu [S (...) désignant
toujours la réunion des ensembles de la famille...].

(8.2) Supposons qu’a tout ensemble E d’une famille F il correspond
une famille réguliére Ge = {y], avec YCE et A (Gg) = E, tandis

que la famille G* =2 Gg (E décrivant la famille #) est réguliére.

Alors S (¥) est mesurable-® et o < @ (S (¥)) < + oo[cet énoncé est
une conséquence du théoréeme de couverture].

(8.3) Soit F =2 F,, Fic #,c..., chaque famille #, satisfaisant
1

aux conditions de (8.2). Alors # est simplement réquliére.

(8.4) Supposons que F est simplement réquliére, formée d’une
famille #, (8.1 a) [donc @ (S (¥)) < + ©]. Alors A (F) est mesu-
rable. Si W est une fonction réelle finie d’ensemble E de &, les
dérivés (F) DW (x), () DW () seront mesurables-® sur A (%),

Dans la suite toute famille ¥ simplement réguliére sera formée d’'une
seule famille F, (8.1 a).

Dans (T) & certaines reprises usage est fait du caractére de compléte
régularité [(T); définition' 12. 8], qui est pareil a la propriété de « parfaite
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régularité » (dans la forme faisant intervenir les noyaux et les enve-
loppes). Dans le reste de I’'0Ouvrage actuel nous remplacons cette
propriété essentiellement par la moyenne régularité de Denjoy comme
il suit.

DeriniTION 8.5. — On dira qu’une famille ¥ = { E} est R. M,,
réguliére au sens moyenne, si & est simplement réguliére [définition 8.1,
® (S(F)) < oc] et si & tout ensemble X, cA (F), mesurable et a
tout ¢ > o il correspond une famille ¥ (X), ¢ F (X) [= la famille
des E de 7 joints & X], telle que

(1%) X.AF X)—F (X)) =o0;
(29) P(O0—-X)<e ou O=A(F (X)).

Si # est simplement réguliére (définition 8.1), A (F) est mesurable,
® (A (%)) < + 0 (8.4). Si, en plus, ® (A (F)).> o, on peut introduire
les épaisseurs, relativement & ¥, extrémes et exactes,

(8.6) (A TX, 2), (F)aX, 2), (F)nX, =)

d’un ensemble mesurable X au point z; ce sont respectivement les
dérivés extrémes et la dérivée unique (si elle existe) :

(8.6 a) (F)D¥ (), (F)D¥(x), (F)DV¥(x)

de la fonction ¥ (E) = ® (XE); les épaisseurs (8.6) sont mesurables
d’aprés (8.4) : elles peuvent étre définies seulement. dans A ().

On dira qu’il y a, pour une famille ¥, un théoréme d’épaisseur,
si X étant un ensemble mesurable quelconque on a

1 sur une plénitude de XA (¥F),

@7 &)X, 2)= { o sur une plénitude de A (%) — XA (F).

Notons que selon le théoréme 6.6 il y a un théoréme d’épaisseur
si ¥ = G est réguliére (définition 4.18) et posséde la moyenne régu-
larité (définition 5.15); ce théoréme tient au théoréme de couverture.
Pourtant 4 présent nous procédons avec le théoréme de couverture’
possiblement manquant.

NoTATION 8.8. — Avec o < a <1, 0 <98 <1 et X désignant un
ensemble mesurable, possiblement sans inclusion XcF = A (%),
écrivons

5(X)= Y E, la réunion étant étendue aux E de F
ssay | ®=2F
pour lesquels @ (XE) > a®(E) et ®(E) <3;

(8.8b) Vo = Vo (X) =H¢¢'5(X), v(X) = 2 va (X).

e>0 1<
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On note que nécessairement v, (X), v (X) sont contenus dans F
Nous vérifions que les énoncés [(T); (12.4)-(12.4 d")] restent vrais
dans Uhypothése seule que & soit simplement réguliére. Les voici avec
de légéres modifications :

@8.I) o4 ( ZA) > 20“’5 (A), si les ensembles A, ZA (réunions
possiblement indénombrables) sont mesurables.

B.II) 041,51 (X)Doas X)sio<a; La<1,01250>o0et X;0X
sont mesurables.

8.IIT) v,(X) (avec X mesurable, est contenu dans l’ensemble
ol (F)7n (X, ) > a; va(X) contient I'ensemble (F) n (X, *) > a.

(8.1V) Lorsque X est mesurable et le théoréme d’épaisseur a lieu,
on a
va(X) + Noy= XF + Nj,,
ol
NocXF, N,cF—XF, @&(Ng)=®(N,) =o.

ConprTION (8.8). — X étant mesurable, pour tout o < a <1 omna

va(X) + Ng=XF + N,  NgcXF,
N,cF —XF, ®(Ng) =®(N,)=o.

(8.V) (8.8) entraine v (X) + N, = XF -+ N; (8.8 b), ou
NicXF, NycF—XF, @&(N;)=®(Ny)=o.

(8.VI) (8.8') entraine (¥) n (X, ) = o sur une plénitude de F — XF.
Les énoncés (8.I)-(8.IV) sont assez évidents; (8.V) et (8.VI)
sont démontrés de la méme maniére que les résultats analogues
[(T); (12.4d)-(12.4d")].
Le théoréme fondamental d’épaisseur [(T); 12.9] prend la forme
suivante :

TutoriME 8.9. — Soit ¥ = { E} R.M. (définition 8.5); ® (S(¥)) < co.
Pour que le théoréme d’épaisseur (8.7), relativement a ¥, soit valide il
faut et il suffit que pour tout o << « < 1, pour loute suite 3, (> o) | o
et pour loufe suite de X, mesurables, avec X, { Xo, ® (Xo) = o, on ait

8.9a) li:n D (04,3, (X)) =o.

Celte condition esl nécessaire, avec le caractére de la R. M. pour ¥
remplacé par la condition seule que F soit simplemenl réguliére (défi-
nition 8.1).
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La nécessité découle, lorsque F est seulement simplement réguliére
[avec @ (S (%)) finie], en procédant avec peu de changements, comme
dans la démonstration correspondante dans [(T); p. 45 et 46], en
tenant compte de (8.1)-(8.VI). Il est 4 noter que les ensembles mesu-

rables X et X, [dans (8.9 a)] ne sont pas nécessairement contenus
dans F = A (%).

La suffisance. — Nous procédons avec ¥ R. M. Soit X un ensemble
mesurable avec ® (XF) > o. Posons

(10) X(a)={zeX; (F)In(X, z) <1—al, ol o< a<I.

Selon (8.6 a) les épaisseurs extrémes sont mesurables (sur F);
donc I'ensemble X (a) (CF) I'est. Lorsque a | o, X (a) 4 X!; X! est
I’ensemble des points de X ot (F)n (X, x) < 1; d’ou XF—X! est
I'ensemble des points de X ou (F)n (X, ) = 1. Le théoréme est
vérifié, si I'on établit que
(8.10) ®(X(a2))=0  (pourtouto<a<I).

Posons Z = A (F) — X («) et soit F,(Z) une réduction de F(Z)
(la famille des E de # joints & Z) de sorte que
(20) L.A[F(LZ)—F(L)]=o0;
(30) ®(Wi—12) <1, ol Wi=A(F(Z)),
ce qui est possible en tant que ¥ est R. M. (définition 8.5). La condi-
tion (2,) entraine W;>Z; réciproquement, Iinclusion W;>Z

implique (20); ainsi (20) équivaut a la relation W,D>Z. Soit
#F,(Z)[c ¥, (Z)] une réduction de F, (Z) telle que

(50) (W, —Z)< 2y o Wi=A(F,(@)
on 2 W,oW.>Z. En succession on construit une suite infinie de

familles :
(60) F(L)>F (L)>F4(L)>...>2Fp(Z)>...,

ou ', (Z) est une réduction de #,_,(Z)[n=1, 3, ...; F,(Z)=F (Z)]
de sorte que
(70) ZA[F, (L) — Fn(L)]=0;

(80) ‘I)(Wn—Z)<i, avec Wn=A(Fn(1));
(90) Wn3Z; WidWed....
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Les W, sont mesurables (8.4). Il se voit que
(100) LA[F(Z)—F,(L)]=0;
donc la réduction 5, (Z) de F,_, (Z) (n > 1) est une réduction de ¥ (Z),
avec ¢ = ;)I- D’aprés (8,) et (go) :
(110) WidZ+1Zy, ou ®(Zy))=o.

Pour le complément Y, de W, on a (8,) :

(120) Y. =A(F)—A(F (L)) =A(F —F,(Z))
et (llo) H
(130) Yr 4 X(a)—1Z (Zo mince);

e. 8. X (o) =2 Y, + Z,. Ainsi ® (X («)) = o, si tous les Y, sont
minces. Soit Y un ensemble de la forme

(8.11) Y=AF—F (1)) [Z=A(F)—X(a)],

oir F'(Z) (c¥) est une réduction de 5 (Z), telle que

(8.11a) Z.A[F(L)—.(F'(L)] = o,

e. g. telle que W =A (% (Z))DZ; on a

(8.116) Y =A(F)— WcX(a).

Les Y, dans (13,) sont de la forme de Y. Donc le théoréme est vérifié,
si 'on monire que tout ensemble Y, safisfaisant ¢ (8.11), (8.11 a),
est mince.

Pour I'ensemble Y (8.11) on peut écrire

(140) Y=A(F*), F'={E'}=F—F'(L).
Introduisons la famille

(150) Fe={EeF; ®(X(2)E) <(1—a)P(E); EX(a)5#0};

F* = % (X (2)). Si zeX () (10), on pourra trouver une suite infinie
de E, (€F), avec

im®(E) =0, ®(X(@)E)LOXE)<(1—a)®(E,) (p=1,2,...);
donc z est indéfiniment couvert par F* et [(8.11 b), (140)] :
(165) Y = A(F*) cX (a) cA(F2).
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Par conséquent
(170) Y =A(F*), Fre=gF*Fo={E"}.
*2 est la famille de fous les E* de  tels que
(18) E*Yi£o, @(X(2)E")<(1—a)®(E*) [E*étrangera &' (Z)].
Désignons par &, la famille
Fn={E"}, oules E* (pour r fixe, sont tous les E* de F** (18,),

(190) avec P (Er) < %

A cause de (17,), Y =A(F,). En posant

(200) tn=5(Fa) = D, (F)En (nfixe), Xn=1a—Y,

il vient y137v.>... et v,O>Y et

(210) x,.q,xo.—.f"[x. =H~{.,_- Y.

Si xeX,, z€y, (n=1, 2, ...) et = est étranger a Y. Pour tout
entier n > o,  est dans un E” de F,CcF**; on a (190) ® (E®) » o;
donc z€A (F*%) — Y et (17) :

(220) XocA(F*)—Y =0 (Yensemble vide).

Les X, sont mesurables. Par la raison de (21,), (22,) la condition (8.ga) .
du théoréme donne

(8.12) limtlft(c;'m 1)((X,.)) =o0 (8.8a).

'n

Tout E” (pour n fixe) qui intervient dans y»(20,) est contenu dans y,;
E» = E*X, + E*Y; E» satisfait a la seconde relation (18,), d’ol

@ (EnY) = & (ErX (a)) < (1— «) @ (Er);
par la
(230) @ (ErX,) = ® (Er) — ® (EnY) > a® (En).

On a YCYa =2 (%) E», ot les E* (pour n fixe) sont certains
ensembles tels que [(190), (230)] :

Ere#, ¢(En)<—:;, ® (EnX,) > a® (Er).
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D’autre part (8.8 a) o, 1(Xs) est la réunion de fous les E de &
pour lesquels "

®(E) < %, ® (EX,) > a® (E).

Les E” qui interviennent dans la réunion d’ensembles pour y, sont
parmi les ensembles survenant dans (8.8 a) pour o, 1(Xs). Donc
7

Yco, 1(X) et, d’aprés (8.12), @ (Y) = o. Enfin, en tenant compte

de la constatation en italique & la suite de (8.11 b), on voit que le
théoréme 8.9 est vérifié.

9. Théoréme dans le genre de Lusin sur mesurabilité. — En
examinant d’un peu plus prés les sortes d’ensembles qui surviennent
dans la définition de la « moyenne régularité » de Denjoy, soit comme
dans (5.15)~(5.15, II), soit comme dans la définition 8.5 [le carac-
tére R. M., qui présuppose la simple régularité selon la définition 8.1],
on est mené & envisager :

DEFINITION 9.1. — Soit = { E | une famille, avec ®, (S (%)) < o,
satisfaisant a une des deur hypothéses suivantes :
(9.A) & est réguliére au sens de la définition 4.18;
(9.B) & est simplement réguliére (définition 8.1).

Alors on envisage la classe. K () d’ensembles H, c® (%), pour
chacun desquels une famille 5*, c &, existe de sorte que H = A (F*),

Si HEK (), e. g. H = A (5%) pour une famille 5* c &, il se
voit que les E de 5* disjoints de H ne couvrent indéfiniment aucun
point; dans un tel cas on dira que la famille F* est essentiellement
contenue dans & (H) (la famille des E de F joints 4 H) et I'on écrira

(9.1 F*=g' (H)c*F (H).

Dans le sens d’inclusion c* essentielle, * est une réduction
de 7 (H).
(9.2) L’ensemble vide et F = A(#) sont dans K (%). Tout H
de K () est mesurable. Les compléments, relativement & F, les
réunions finies et les produits finis d’ensembles dans K (¥) sont
dans K (5).

La mesurabilité s’ensuit par le théoréme de couverture, au cas
de (9.A), et d’aprés (8.4) au cas de (9.B). Si H, €K (%), de sorte
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que H=A(F'(H)) pour une famille #'(H)c* #(H), posons Q=F—H
et notons que

F=A(F)=A(F(H))+A[F —F (H)];

ainsi Q —A(F' (Q)), oit F'(Q)= F— F'(H) est une famille c* F(Q),
d’ou Q est dans K(¥). Si H =A(@F (H))({ =1, 2) sont des
ensembles dans K (%), on observe que

A(F'(Hy)) + A(F' (Hy)) = A[F'(H') + F'(Ha) ],

ce qui se vérifie aisément; donc H, + H, = A[F" (H; + H,)]
o ¥ (H, + H,) =5"(H,)) + 5" (H-) est une réduction (au sens
de c*) de ¥ (H, + H.), e. g. H, 4+ H; €K (5). Cela s’étend 4 une
réunion finie d’ensembles de K (). Le résultat analogue pour un
produit fini d’ensembles de K (F) s’obtient par les complémentaires.
L’énoncé (9.2) est prouveé.

DEFINITION 9.3. — Les produits et les sommes ci-aprés d’ensembles
étant au plus dénombrablement infinis, les notations

(9.3a) Ke(F), Ko(F), Kio(F), hos(F),

désigneront respectivement les produits d’ensembles de K (F), les
sommes d’ensembles de K (%), les sommes d’ensembles de K;(F),
les produits d’ensembles de Ky (%), ....

En général les ensembles de K; (%) et de Ko, (%) ne sont pas
dans K (%). Les ensembles (9.3 a) sont tous mesurables.

DErINITION 9.4. — Soit A un ensemble, mesurable ou non,
AcF= A(%). 1l s’agit de fonctions f(x) réelles de point z sur A.
On dira que f est sur A dans une des classes C; (%), C; (%), si pour
toul nombre réel c les ensembles

9.4a) Hf={zeA; f(x)xc}, H:={zeA; f(x) Lc}

sont de la forme
9.4b % Hf = A.P, P:eK(F) [pour C¥(F)];
©-4%) | H; =A.P;, PzeK(#) [pour G5(F)];

La classe Co (%) est Uintersection de Cf (¥) el C5(F) (sur len-
semble A considéré). Nous désignerons par Ci (¥), sur un ensemble
A CF, la classe de fonctions f (z) telles que pour tout nombre ¢ (9.4 a) :

Hi = A.P} [avec PfeKs(F)];

®-49) %feC;(ﬁ) sur A, si H-=A.P;, ou P;eKj(%).
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Si, comme dans la définition 8.5, il s’agit d’une famille #, d’un
ensemble X, A (%), mesurable et d’une réduction de la famille # (X)
(d’ensembles de F joints & X) 4 une famille ' (X)c # (X), on aura

(1°) AA[F(X) — F (X)] =o.

Par un raisonnement de la sorte survenant a la suite de (5.15, II)
il s’ensuit que

(2°) 0 =A(F(X))>X.

Les ensembles de &' (X) sont joints & X, donc ils sont joints
4 0 (>X); d’ott ils forment une famille #' (0)c # (0); par conséquent
Pensemble O dans (2°), ainsi que dans (8.5, 2°), est dans la classe K (F).
Nous avons remarqué que (1°) entraine (2°). Réciproquement, étant
donné un ensemble X, cF, si pour une famille ' (X) contenue
dans 7' (X) I'inclusion (2°) est valide, on aura

X.A[F (X) — F'(X)] = X.[A(F (X)) — A(F (X))]
=X.[A(F(X))—O0]=o0 (car 0>X).

Ainsi on voit qu'une relation comme (1°) équivaut a linclusion (2°).
On conclut comme il suit.

(9.5) Dire qu’'une famille ¥ est R. M. d’accord avec la définition 8.5
équivaut a ceci. F est simplement réguliére [définition 8.1, @ (S(%)) <o0];
a tout ensemble X, CA(F), mesurable et a tout ¢ > o il correspond
un ensemble O de la classe K (F), telle que

(9.5a) 05X, ®(0—X)<e.

On peut faire une constatation pareille a (9.5), (9.5 @) au cas ou ¥

satisfait 4 (9.A) et & I'hypothése de la moyenne régularité selon la
définition 5.15.

HyroTtHESE 9.6. — Dés lors nous procédons dans une des deut
conditions suivantes [avec ® (S (F)) < 0].

(9.6 A) 7 réguliére (définition 4.18) posséde la moyenne régularité
(définition 5.15);

(9.6B) ¥ est R. M. (définition 8.5).

Les développements (20)-(11,) & la suite de (8.10) s’appliquent
pour un ensemble mesurable quelconque Z, cA(F); les W, qui
surviennent sont de la classe K (). En tenant compte de (8.11,)
et du fait que les compléments d’ensembles dans K (¥) appartiennent
a K (%), on conclut ainsi.
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(9.7) Dans Phypothése 9.6, pour tout ensemble mesurable X,
CF = A (%), et tout ¢ > o deux ensembles Z, Y, existent tels que

(9-7a) ZeK(¥F), YeK(F), £5X5Y, ®(Z—Y)<e;

de plus des Z,, Y,(n =1, 2, ...) existent de sorte que
Z,€K(%), Y,eK(F), Z,5X>Y,,

9.75
9-76) Znl, Yab, X=]]za—x0=3 Ya+Xs,

ot X°(cF —X), X, (cX) sont des ensembles minces.

L’énoncé (9.7 b) découle aisément de (9.7 a), en tant que les
produits finis et les sommes finies d’ensembles de K (¥) sont
dans K (¥). Tout ensemble mesurable X (cF) est un ensemble
de K; () diminué d’un ensemble mince, ainsi qu’il est un ensemble
de K, (%) augmenté d’un ensemble mince,

(9.8) Si f(x) est constante sur un H de K (%), f (z) sera C, () sur H.

En effet, si f(z) = a sur H, en posant
Hf ={xeH; f(z)>c}, H:={zreH; f(z)<Lc},
on obtient
Hf=H (cLa), Hi=o0 (c>a),
H;=H (¢x>a), H:=0 (c<a),

e. g. ce sont des ensembles K () pour toutes les valeurs de c; (9.8) en
résulte.

(9.9) Si A et B disjoints sont dans K (%) et si f(x) est C, (F) sur A
et est Co (%) sur B, alors feC, (¥) sur A 4 B.

Les ensembles

i={zeA; f(@)xc}, B={zeB;f(z)xc)
sont dans K (¥). Pour l'ensemble ¥y = {zx€A 4+ B; f(r)>c} on
ay=a+p, doit yeK (¥). De méme on montre que

Y=[z€A+B; f(z)Lcl={zreA; f(z)Lc)+ {reB; f(z) Lc};

les deux ensembles au troisiéme membre sont dans K (), donc y
Pest. La conclusion dans (9.9) en découle.

Supposons qu'une suite de f,(x), définie sur un ensemble N,
y converge vers une f (z) finie; on dira que la convergence est sup.-
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uniforme [inf.-uniforme] si des constantes &,, > o, —- o existent de
sorte que, sur N,

ful@)>f(@) =@ [f(@) +ea>fa(@)]

pour n =1, 2, .... La convergence uniforme équivaut & ce que la
convergence est simultanément sup.-uniforme et inf.-uniforme.

9.10) SiNeK;(F)et f.e€Ct(F)[CT (F)]sur N et si les f, convergent
sur N sup.-uniformément [inf.-uniformément] vers une fonction f, on aura

feCi(F) surN  [C7(F) sur N].

Siles f»€C, (F) sur N et f, — f uniformément sur N, on aura fe€C, (¥).
Considérons le cas f.€Ci(F) et posons f(x) =fnr () + r. (),

ou r, (z) <ée, sur N (e. g. f»> f— ¢,). En suivant le procédé utilisé

pour établir le lemme 17.2 dans [(T); p. 88 et 89g] et en écrivant

Hif={zeN; f(z) > c}, H;.={zeN; fa(®) >c—cn},
il vient Hf = H{..Hf,., .... D’aprés la définition 9.4 :
H.r'z-,c = NP-I‘E.,CJ P-r'z',c €K; (%),

d’'ot H;.eKj;(F). Par conséquent H; est dans Kj(¥); cela
étant pour tout ¢ réel, feC} () sur N. Si f,€C;(F) sur N et la
convergence est inf.-uniforme, on envisage les ensembles

H; ={zeN; f(z)<Lec}, Hz.={zeN; fo(z)Lc+e,}

on obtient H; = H;..H;....; les H; . sont dans K; (%), ainsi
que Hg, d’ou feC; (F) sur N dans ce cas. Le reste de I'énoncé (9. 10)
s’ensuit immédiatement.

Nous sommes préts maintenant d’établir le théoréme ci-aprés, qui
ressemble d’assez loin 4 un théoréme bien connu de Lusin.

THEOREME 9.11. — Admetlons pour la famille & Uhypothése 9.6.
Pour qu’une fonction f (z), finie sur un ensemble mesurable H, c A(F),
soit mesurable il faut et il suffit que pour tout ¢ > o il existe un ensemble N
de sorte que
9.110) {NeKa(:Tf) NcH, ®(H—N) <g,

f(x)eCy(F) surN
[voir les définitions 9.3, g.4].

Neécessité. — Supposons que f (finie) est mesurable sur H. Consi-
dérons le cas de f simple, f= {¢;, H,, ...; ¢;, Hy }, ol les H, sont



LA REGULARITE MOYENNE DANS LA THEORIE METRIQUE. 65

q9

disjoints (mesurables), H =Z H,. D’aprés (9.7) des ensembles N,
1

existent, tels que

(10) NeK(®), NcH, @H-N)< .

On aura

(20) N=Ni+...+N,cH, NeK(¥), ®H—N)<e.

Les N, [dans K (¥)] sont disjoints, de plus f est constante sur
chacun’ d’eux, e. g. (9.8) f(x)eCy(F) sur N,(v =1, ..., ); en
raison de (9.9), f(x)€C, (¥F) sur N [donc f(x)eC, (¥) aussi]. Au
cas général f(z) = lim f, (xr) sur H, ol f,(x) est finie, simple et
mesurable sur H. D’aprés ce qui précéde des N, existent tels que

€
oVv+1 ’

NyeK (%), NycH, q’(H'—NV)<
So(2)€Co(F) surN,.

(30)

Selon le théoréme de Egoroff [(S); p. 18] il existe un ensemble Q
mesurable, QcH, ®(H— Q) < 5, tel que f, (x) > f(x) uniformément
sur Q. Encore d’aprés (9.7) on peut trouver un N’, tel que

(4o) NeK(#), NcQ @@Q-N)<g
Ainsi N'cH, ® (H—N’) <—2§, On observe que
N=NN;N;...€Ks(F), NcN (cQcH),

So(#z)=f(z) uniformément sur N.

En tant que H—N=(H—N)+> H—N,), i vient

(30)) ® (H—N) < ¢. Notons que f, (x) est C, (¥) sur N,, donc I'est
sur N. L’énoncé (9.10) s’applique & N et a f, car C, () cC,(¥). Par
conséquent feC, (¥) sur N. La nécessité est élablie.

Suffisance. — Admettons que pour tout ¢ > o il existe un N e K;(¥),

NcH, ®(H—N) <¢, tel que f(xr) est C,(¥) sur N. Alors
pour v =1, 2, ..., on peut trouver un N, tel que

(1) NyeKs(¥), NycH, @H—N)< feCi(F) surN,.

MEMORIAL DES 8C. MATH, — N® 157, 1]
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D’aprés (9.4¢) tous les ensembles {xeN,; f(x)>c}] seront
dans K3 (). 11 vient

(27) H =2 Ny+ Ho, Ho=H —Z N, mince
v=1

Envisageons les ensembles
E.={zeH; f(z) >c}, E; ={zeNy; f(z) >c},

El={zeH); f(#)>c], E=E? +ZE3.
1

Les E? sont dans Kj;(¥); sauf pour un sous-ensemble mince,
E¢ est dans K;3;(%) donc E° est mesurable, D’autre part on vérifie
que E. = E. Puisque E. est mesurable pour tout ¢, la fonction f (z)
est mesurable sur H, ce qui établit la suffisance.

REMARQUE 9.12. — Si, avec I’hypothése 9.6 admise, tout ensemble
de K; (%) est dans K (F), d’aprés (9.2) tous les ensembles de K (F)
seront dans K (¥); la réciproque est vraie. Dans ce cas K (¥) sera
une famille « complétement additive » (au sens de [(S); p. 7D).
D’aprés (9.7 b) il s’ensuivra que f(x) est mesurable sur un ensemble
mesurable H[cA (F)] équivaut & ceci : il existe un ensemble
mince H,cH, tel que H—H,cK () et f est C, (F) sur H— H,.
Par conséquent, dans ce cas spécial le théoréme 9.11 est sans intérét.

Avec la famille G = { y | parfaitement réguliére au sens originel-
lement donné par Denjoy (D)), cet auteur a démontré [(D,); p. 353]
que pour tout ensemble H, cA = A (G), mesurable il existe une
famille g (H), cG, de sorte que, en posant

(9-13) w(H) = A(g(H)),
il vient que
9.13a) ®(H—How(H)) =®(w(H) —w(H)H) =o0.

Ce résultat s’appuie sur certaines inclusions [(D:); p. 349; 4°] qui
font intervenir un ensemble-noyau et un ensemble-enveloppe.

La question s’éléve si une constatation analogue a (9.13), (9.13 a)
puisse étre formulée, lorsque au lieu de la parfaite régularité (au sens
ancien) on admet I'hypothése 9.6, e. g. essentiellement la moyenne
régularité. La réponse est affirmative au moins si I'on ajoute I'hypo-
thése suivante, qui est assez peu restrictive,
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HypoTHESE 9. 14. — Admellons U'hypothése 9.6, par exemple (9.6 B).
Si Y quelconque est de la classe K (%) (définition 9.1), e. g. s'il existe
une famille ' (Y)[cF (Y)] telle que Y = A (F' (Y)), envisageons la
famille h* des E de 7' (Y) joints @ A —Y[A = A ()]; on suppose
que U'ensemble A (h*) est de mesure zéro.

Voici un énoncé analogue a la proposition [(D,); p. 349; 4°].

(9.15) Dans I’hypothése 9. 14, soient Y, Z des ensembles dans K (%), '
tels que YCZ; ainsi des familles 5 (Y)c 5’ (Z) existent de sorte
que

Y=A(F(Y)), Z=A(F(L)).

Désignons par g la famille des E de &' (Y), disjoints de A —Z,
et par h la famille des E de ' (Y) joints 4 A —Z. Alors
9.15a) Y—A(R)=A(g)cY et D(A(R)) =o0.

En effet, selon la définition de h et de g,
Y—AR)=A(F' (Y)—h)=A(8);

en outre, gc ' (Y), dot A (g)cA(F (Y)) =Y. Or A—ZcA—Y,
donc tout ensemble E joint & A —Z est joint & A —Y; par 14 hc h*,
h* désignant la famille dont il s’agit & ’hypothése 9.14; A (h*) est
mince, d’ou A (h) mesurable V'est; (9.15), (9.15 a) est vérifié.

THEOREME 9.16. — Admettons I’hypothése 9.14. Si H, cA= A (5),
est mesurable, il existe une famille g (H), c &, telle que H est identique
avec A (g (H)), sauf possiblement pour des ensembles minces.

En tenant compte de (9.7)-(9.7 b) on peut trouver des ensembles Y,,
Z, et des familles ' (Y,), F' (Z.) tels que

Y.eK(F), Z,eK(F); Y.=A(F (Ya)), Ln=A(F"(Zn));
Y,cHcZ,; Y., AH—H, Z,|H~+ Hy;
HocH, HocA—H; ®H)=®(H)=0; F(Y,)cF (Za)
Introduisons les familles d’ensembles E :
gn={EeF (Yp); E.(A—1Z,) =0},
hn=F"(Y,) —gn={EeF (Yo); E.(A—1Z,) #o}.
D’aprés (9.15), (9.15a) :
(1°) Yo— A(kn) =2(8r)CYa, ® (A (k) =o.
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Posons [comme dans un endroit analogue dans (D,)] :

(2°) & (H) =Zgu=é’1+"-+é’p+9m Pp=zgn*
n=1 n>p
Alors pour la réunion finie au troisiéme membre :
(39 A(g(H)) =A(g1)+...+A(gp) +A(pp)-

Introduisons la famille
Q(A—1Z,)={EeF;E.(A—Z;) =0}

(les E de ¥ disjoints de A—Z,). Pour n>p, A—Z,>A—Z,; les E dis-
joints de A—Z, seront disjoints de A—Z,, d’ott Q(A—Z,) cQ(A—Z,)
(n> p). Or, pour n>p:

gn="F (Yn)Q(A —Z,)cQ(A—1Zz)cQ(A—1))

et (2°) p, € Q(A—Z,). Tout E de la famille p, étant disjoint de A —Z,
et A(p,) étant contenu dans A = A(F), il en résulte que A(p,)CZ,.
Ainsi [(3%), (19]:

AlgH)cYs+. .+ Yo+ Z,=1).

De plus (1°) :

p 4
A(g(H))2A(g1) + -+ Algp) = N[ Ya— B (ha) 13 Yp— D, A(ha).

n=1

Conséquemment en laissant p — « et en tenant compte des relations
imites pour les Y, et les Z,, il vient

H —H°—}:A(hn)cA(g(H))cH+ H,

1
ou les ensembles H°, H,, A(h,) (1°) sont minces. Le théoréme est établi.

REMARQUE 9.17. — Le théoréme 9. 16 revient & ce que, dans I’hypo-
thése 9.14, fout ensemble mesurable H, contenu dans A (), est iden-
tique avec un ensemble de la classe K (F), sauf pour des ensembles
minces; e. g. il existe un Q€K (F) tel que

®(H—HQ) =®(Q—QH) =o.

10. Théoréme de la sorte de Vitali-Garathéodory. — Dans
la section présente on admet I'hypothése 9.6.

(10.1) Si,QeK (%), la fonction caractéristique c (x) = cq (x) est C, (F)
(définition 9.4) sur F = A (%).



LA REGULARITE MOYENNE DANS LA THEORIE METRIQUE. 69

En effet, F — Q€K (%) et ¢ (z) est constante sur Q et sur F — Q,
donc (9.8) ¢ (z) est C, (F) sur Q et sur F—Q, ce qui d’apreés (9.9)
méne 4 la conclusion dans (10.1).

(10.2) Sig(@) ={ay, H, ...; ay, H, ] est simple sur F, avec les H,
(disjoints) dans K (F) et F =H, +...+ H,, alors ¢ (z) est de la
classe C, (%) sur F.

D’aprés (9.8) ¢ (z), constante sur Hj, est C, (¥) sur H Siv> 1,
supposons qu’on a établi que

g(z)eCy(F) sur Hy+...+ H; (un 1Lk < V).
On a Hy ...+ HieK (%); ¢ (x)€Co (F) sur Hi,y [en effet ¢ (x)

est constante sur Hi.]. En raison de (9.9) ¢ (x) sera C, (%)
sur H; 4-...4 Hiya. Ainsi (10.2) est démontré.

Lemme 10.3. — Si ¢, (2)€C; (F) sur un AcF(n=1, 2, ...)
et q.(x) 1 q(x) sur A, on aura q (x)€C; (¥F) sur A.
Notons la relation

H;={xeA;q(x)éc}=l__[An, Ap={zeA;q(z)Lcl.

n=1
Iei A, =A.P;, P:;.€K;(F), don

H;=A.P;, Pr=][Pencke(®),

e. 8., d’aprés la définition 9.4, g€ C; (¥F) sur A. Si ¢, (x)€C, (%), la
conclusion sera la méme.

(10.4) Soient X, €K () (=1, 2, ...), »,Xa =X, B, des cons-
tantes positives. Alors la fonction '

1 sur X,,

(10.4a)  g(@) =D \Buca(a), ol cn(@) ={ o sur F—X,;

sera Cj (%) sur F.

Posons ¢.(x) =B:¢: (@) +. ..+ Bnca(x); d’aprés (10.1) g, (x) € Co(F)
sur F. Les ensembles

H1=X1—X1X2, H2= Xz—X1X2, H3=X1Xv, H;=F—(X1+Xg)
sont disjoints, appartiennent & K (¥) et leur réunion est F. Pour g. (z)

on a
g2 (2) = { B1, Hi; B2, He; 1+ Ba, Hs; 0, Hi .
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En raison de (10.2) ¢- (z)€C, () sur F. En succession il vient
que toutes les g, (x) sont simples, de la forme

gn(x) = {1, Hps509, Hupos oo am,, Hom, |, a,=ap,

ot les H,; (j<m,), pour n fixe, sont disjoints, H,, €K (%)
et Z H,,, = F. Ainsi ¢, (x) € C, (¥) sur F pour tout n. Or ¢, (z) 4 ¢(x)
7

et G (F)cC7(F); d’'ol, en vertu du lemme (10.3), ¢ (x) est C;(F)
sur F, L’énoncé (10.4), (10.4 a) est vérifié.

(10.5) Si sur un ensemble A, CF, a (x) est C; (F) et b (x) est C7 (F),
on aura a(x) + b (x)eC; (¥F) sur A.
Pour démontrer posons (¢ étant un nombre réel quelconque) :

(1) Hi={zeA;a(@)+bx)<c), d(z)=c—b(2);

d (x) sera dans C}.(¥) sur A. On a

r ={ze€A;a(z)>d(z)}= 2 ZAm,n-Dm,n;

(20) m=—w n=t

YA m ={zeA; 2L,
Am,,,_lxeA,a(w)>;}’ Dm,n—lxeA,d(m)<;},

A —A,,. est 'ensemble des points de A pour lesquels a (z) < '—;—1;
donc A — A, =A.A"", Am"e€K; (¥); A — Dn, est len-

semble| z€ A; d(x)é%l;,d’ou A —D,., = A.Dmn, DmreK; (7).

Le complément relativement & F d’un ensemble K; (%) est un K, (%);
ainsi
Apn=A.(F—Amn); F—AmrneKq(F);
de plus '
Dpmn=A.(F—Dmn); F—DmnreKqs(F).

Le produit de deux ensembles K () est un K (%), de 14, le produit
d'un K, (F) par un K, (%) est un K, (%); par conséquent A, ,.Dp,»
est I'intersection de A avec un K, (%); d’aprés (2,) on aura T' = A.T*,
ot I'* est un K, (%). Enfin (1,) :

H;=A—T=A—Al*=A.(F—TI*%, F—T*eK;(¥),

cela étant pour tout c réel, il vient que a (x) +b (x) est dans C7 (%)
sur A, ce qui établit (10.5).
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(10.6) Soit f(x), > o, finie et mesurable sur F [= A (¥)]. Pour
toul ¢ > o il existe une fonction h(z) telle que, sur F :

(10.6a) h(2)€Ci(F), h(z)>f (@), fF(h—f)dq><s.

En procédant un peu comme dans [(S); p. 73 et 74], posons .
(19) Hi={zeF; (k—1)n<Lf(z) <<hkn} (k=1,2,...),
ol o<n<e[1+@®(F)]*'. Les H; mesurables sont disjoints
et F=H, + H. 4.... Selon (9.7) des X; existent tels que

(29) XieK(F), XidoHy OXi—H)< Tk

Désignons par ¢; () la fonction caractéristique de X; et envisageons

la fonction

(3%) k() =2kw(m) (définie sur F).
k=1

Par la raison de (10.4), (10.4a) h(x)eC;(F) sur F, de
plus h (x) > f(x). On obtient (pareillement & [(S); p. 74] :

fF k (z) d® (2) =‘§kn fF ok (2) A (z) =2/in¢(xk)
= (k—1) n® (Hp) + Jn® (He) + > kn® (Xe— He);
par conséquent [(1%), (2°)] :
£h<w>d¢ (w>éfFf<x>dd><x>+nd> (F) +n <jF'f<w>d¢>(x>+e-

L’énoncé (10.6) est vérifié.

ReMARQUE 10.7. — Si dans (10.6) f(x) est bornée sur F (plutot
que finie) la conclusion (10.6 a) aura lieu avec une h(x)€Co (F)
sur F. En effet dans ce cas h (), donnée par (3°), est une somme
finie; h (z) sera de la forme de g, (x), qui intervient dans la démons-
tration de (10.4), (10.4 a); par conséquent h (z)€C, (%) sur F.

Tutoritme 10.8. — Admetions Uhypothése 9.6. Soit f(x), > o,
mesurable sur F [= A (¥)], possiblement infinie. Pour tout ¢ >.o il
existe une fonction h(x) de sorte que, sur F :

(10.82) h(2)eCi (F), h(2)>f(@) fF (h (2) — f (2)) d® (@) <,
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[ici on pose h(x) —f(x) = o pour les % pour lesquels h () = o©
et f(x) = oo].

En suivant en partie les développements utilisés dans [(S); p. 74]
pour un but analogue, nous procédons comme il suit. Pour tout
entier n > o posons

f(x) sur [zeF; f(z) £n],

(11) Sn($)={n sur [ze€F; f(z) > nl;

on a
(21) (@A (@), f@) =D fal@),
Jn(Z) =80 (2) — $p1 () > 0, so(x) =o.

Toute s, (x) est finie, en effet bornée, sur F et satisfait aux condi-
tions de la remarque 10.7. Ainsi il existe une h, (z), telle que, sur F,

(31) ho(2)€Co(F);  hn(2)> fr(®) >0,

f (Bn () — fr (%)) d (x) < ;‘;
E

Pour la fonction h (x) =2h,, (x) on aura h{(x) > f(x), qui est la
seconde relation (10.8 a). En tant que h, (x) — f» (*) > o, il vient (3,) :

() — dd = N hn —frn dd €;
Le@—f@ ae@ =3 [ (@) —fu)ae @ <

n=1

€. g. la troisi¢éme relation (10.8 a) est vérifiée. La classe C, (%) est
contenue dans C7 (%), donc d’aprés (3;) et (10.5) on déduit que
h, (x) + h> (x)€C; (F) sur F. Supposons que pour un k> 2 on
a h (@) +...+ h(x)eC] (F); alors d’aprés (3,) (pour n =k + 1)
et (10.5) :

(h1(2) +...+ g (x)) + hira () €C7 (F) sur F.

toutes les sommes h; () +...4+ h, () (n = 1, 2, ...) représentent
des fonctions dans C7 (¥) sur F. Puisque h, () +...+ h, (x) } h(2),
d’aprés le lemme 10.3 il en résulte que h(x)eC; () sur F, ce qui
achéve la preuve du théoréme 10.8.

(10.9) Soient feCy (%) sur AeK; () et feC; (F) sur BeK; (F),
A et B étant disjoints. Alors feC7 (F) sur A + B.
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Notons d’abord que H =HF"’ Q =IIF”’ entrainent
1 1

(10.9 a) | H+Q= II (Fy+ Fm),

v,m=1

Soit C la notation pour le complément d’un ensemble. On obtient

C (H+ Q) = (CH) (CQ) = <ECFV> (ZCF"L> =\ (CF,) (CFm)

=c] [ercry) (Fm)) = ] | (CF,+ Fm),
ce qui vérifie (10.9 a); (10.9 a) se voit aussi directement. Posons
e={zeA;f(a)<Lc}, B={zeB;f(a)<c), y=I2zeA+B; f(x)<c}.
Ora=Aa f=Bg, ol «etfsont K; iﬂ-’); par conséquent « et 3
sont dans K;(%). Ainsi ¢ =] [F., B=]]F" les F,, F~ étant
dans K (¥). D’aprés (10.9a) a+B =7 est lintersection des

(Fo+F7)(v,m=1, 3, ...); F, + FreK (9); d'ot o« + BeKs ();

cela étant pour tout c réel, la conclusion dans (10.9) en découle [A 4 B
sera un K; (%)].

(10.10) Soient a(x) et b(x) dans C7;(F) sur F [=A(F)];
d () = min (a (z), b(x)) sur F. On aura d(x)€C; (¥) sur F, sauf
sur un ensemble mince.

Posons

A={zeF;b(z)>a(x)}, B={zeF;a(z)>b(z)}=F—A.
Alors |

, _ a(z) sur A,
a9 d(w)—{b(x) sur B.

D’aprés (9.7)-(9.7 b), des ensembles A,, B, (n = 1, 2, ...) existent,
de sorte que

A, et B,eK (F); A,cA, B,cB;
- Az4, Bat; A=ZA,,+A0; B=2B,.+Bo;

A=A —ZA,, et By=8B —EB,, minces.
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En raison de (10.9) et (1') :
(3) d(x)eCy (F) sur A,+B, [eK (F)].

Pour n = 1, 2, ... définissons une fonction

d(z) sur A,+ B,,

I dn —
@) )=k, sur Co=F — Ap—Bn,

ol k, = inf (Cn) d(z). La cbnstante k, sur I'ensemble C, de K (%)
est (9.8) une fonction C, (¥) sur C,. Ainsi par la vertu de (3'), (4'),
(10.9) d. (x) appartient a C; (F) sur (A, + B,) + C., =F. De plus

(') dn(x) £d(x) sur F; limd,(z) =d (x) sur F— Ay— By;

puisque k, 4 et selon (4'), (2') on obtient

d(z) sur F— A,—B,,
lim &k, sur Ay+ By;

(®) 4n(2) 4D (@)= |
D (z) <d (z) sur F. En raison du lemme 10.3 D (x)eC7 (%) sur F.
La conclusion dans I'énoncé (10.10) en découle au sens qu’il existe une
fonction D (x), < d (), de la classe C; (F) sur F, telle que D (z) = d (z).
sur F—C,, C, élant mince et D (x) valant sur C, une constante (qui
peut étre - oo).

Nous sommes préts maintenant d’aborder la démonstration du
théoréme suivant qui est dans le genre d’un théoréme de Vitali-
Carathéodory [(S); p. 75]

TuforEME 10.11. — Admettons Uhypothése 9.6. Soit f (x) mesurable
sur F[= A (%)]. On peut trouver alors deux suites de fonctions { i, (z) },
{s.(x)} et un ensemble mince ¥, de sorle que

in(2)€Cy (F) sur F —F,; sp(2)eCi (F) sur F—F,;
Wna) | s 2 f o <in o,
(10.11 b) lims,(2) =limi,(z) = f(z) sur F,

sauf sur un ensemble mince; si f(x) est intégrable sur un E, cF,

(10.11¢) /I;f(x) de (x)=li;njE‘s,,(z') do (z) = li;nfx'i,,(x) db (z).

On peut choisir toute i, (x)[s. (x)] bornée inférieurement [supérieu-
rement].
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En supposant d’abord que f () > o, par la raison du théoréme 10.8
on peut construire des fonctions h, (z) telles que, sur F,

(@) hn(2)€C7(#F),  hn(@)>f(2), lim f (hn(@) — f (2)) d (%) = o.
F
Posons
(as) in(z) =min[hy(2), ..., kp(2)], d’ou in(z) .
On observe que i, () = h, (r)€C; (¥) sur F et, d’aprés (10.10) :
(a;) i>(x) =min (i (x), k- (2)) €C7 (F) sur F —F>, @ (F,;) = o;

il existe une D, (x) €C7 (¥) sur F, D, (z) < i, (z) sur F, D> (x) = i, (2)
sur F — F.. Démontrons par induction que, pour tout k> 2 :

(@) { i () = min (iA:, (z), hi ())€C7 (F) sur F —Fy, P (Fp) = o,
FroFi—; 7} () = min (Ds— (x), Ay (x)) €C7 (F) sur F —Fy;
une Dy (z) de C7 (%) sur F existe, telle que
Di(z) < i} () £ ix(x) sur F, Di(z) =it (z) sur F —Fg
Pour k = 2 (a)) a lieu, d’aprés (as), avec
F;=o0 (Pensemble vide), D, (z) =i (2) [=hi(2)], i3 (%) = iz (x).

Admettons (a;) pour un k> 2. En raison de (10.10) et puisque
D; (z) et hi., (x) sont dans C7 (F) sur F,

(as) it41 = min (Dg(2), hrw1 () €C7 (F) sur F —Fpy,

olt Fr., est un ensemble mince qu’on peut choisir de sorte que Fi.1 > Fi;
selon la remarque en italique a la suite de (6') la relation (a;) peut
étre réalisée au sens qu'il existe une Dy (z), €C7(F) sur F,
Dit (&) < i}y, @) sur F, Doy (@) = ik (@) sur F— Fria. Or (@) ¢

ik () = min (ix(2), ki1 (2)) 77, () (a5) sur F,
car i, (z) > Dy (z) sur F [voir (a:) pour k]. On a
(ae) ipe1 (2) = i34y () sur {x€F; i (x) =Di(x)} = Py;

I’ensemble P; inclut F — F; [car d’aprés (a.) (pour k) Dy (z) = ix (2)
sur F — F;], d’ott Py>F — Fy,.. De (a) (sur F — Fi.:) et de (as) il
vient que i (@)€C; (F) sur F — Fiiy. Enfin Dy, (x) = irr: (@)
sur F — Fy., [car sur cet ensemble D;.. = iy et (@) (i, = ).
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Ainsi I'énoncé (a.) est valide pour fout k> 2, avec F, = 0, Dy = i, = hy,
i =i

Revenons a (a:), (@), la fonction f(z) étant non négative. On a
h, (*) > i, (*) > f (x); par conséquent [avec i, (x) {]:

(ar) lim f (in () — f (2)) d® (2) = o,
F
lim (£, () — f(2)) = lim i, () — f () > 0;

selon un lemme de Fatou :
o =1lim [ (in(2) =/ (2)) d® (2) > [ (lim i (2) —f (2)) 42 (@) (= 0)
F F

[ici on pose lim i, (x) — f (z) = o aux points ol f(x) = + 0]; néces-
sairement

(as) limi, (z) =f () sur F—I,, ® (I)) =o.

Si f (z) est intégrable sur un E, cF, mesurable, la relation (10.11 ¢)
s’ensuivra pour f(x)>o et pour les i,; cela reste vrai méme

si f fd® = + oo (car i,> f> o), Ainsi, au cas f(x) > o le théoréme
E
est vérifié pour les i, (x), avec F, =ZF,, mince.
1

f(x) étant encore > o, posons (comme dans [(S); p. 75], F ()= f—(2),
F (x) = + oo, ol1 f () = o. En tenant compte de la partie du théoréme
déja établie, il existe une suite de fonctions { I, (x) }, telles que

(61) In(2)eCi(F) sur F—Fo, @(F) =0, I(2)}; F@)<h@®);
(b2) limI,(z) =F(2) sur F—1Io, o @ (I°) =o;

b F ao =1 I, ao .
(%) L ¥ @ at @) =tim [ 1a (@) d (2)
Envisageons les fonctions (chacune bornée et > o) :

@) 5u(2)= 15 [oﬁ I-n-ET)én], =n [01‘1 -Iﬁ>n],
On obtient [(b.)-(d3)] :

) @15 sa@Lf(@); limsn(@)=f(2) surF—D [&(0)=o];

(b0) lim j; sn(z) A (z) = j; f(2)d®(z) (pour tout E, cF, mesurable),
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Démontrons que foute fonction s (x) = s, (z), de la sorte spécifiée
plus haut, est dans C} (%) sur F — H°, oit H® est un ensemble mince.

Ainsi soit 8 (> o) une constante finie; envisageons une fonction
(¢s) &(*)>0 surF; g(x)eCi(F) sur F—H,; @ (Ho) =o;

posons

(e) s(w)=5%z) surgxeF;ix)ép}, s(z)=p sur{xeF;‘?(l—5>B}

[EZI:T) = - oolorsque g (z) = o]. La deuxiéme relation (c,) veut dire
qu’il existe une G (r) > o, telle que

(es) G (z)eC7 (F) sur F, G () =g (x) sur F — Hy;

on obtient

(@) j $(2) =6 (a) sur {zeF—H; G- (2) <B},
' | s(z) =P sur {zeF —Hy; G (z) > B;

(cs) Ht={xeF;G—i(x)éc}=§xeF;G(x)éH

{ cy’
ou ¢ réel est quelconque; puisque G (r) > o, on peut prendre ¢ o
et I'on pose% =+ oo'pour ¢ = o. En tant que G (z) est C7 (F) sur F,
I’ensemble au troisitme membre dans (c,) est un Kj; (%),
d’ott ¢ (x) = G (x) €C} (F) sur F. Désignons par ¢g (z) la fonction
qui vaut ¢ (z) sur | z€F; q () < B} et vaut Bsur {z€F;q (@) > B };

on voit que s (x) = qg (x) sur F — H,. Posons Q¢ = {zx€F; gg (x) >c}.
Puisque o < qg () <3 sur F, on a

tr=o0 (pour ¢>f3), t=F (pourc<Lo).

Pour o < c¢ < (3 il vient
Qi={z€eF; ¢ () >c|=HteK; (¥);

Par conséquent gg (z)€C; (9) sur F et s (x)€Ci (F) sur F—H,,
avec ® (H,) = o; fous les s, (x) (b:) sont C7 (¥) sur F—H’, ou H
mince peut ére choisi indépendant de n. En tenant compte de ce fait,
ainsi que de (b.) et de (b.), la vérité du théoréme s’ensuit pour les s, (z),
au cas f(x) > o.
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Le théoréme étant vérifié pour f(x) > o (sur F), admettons main-
tenant que f(x) puisse étre de signe variable; f=f —f", f' > o,
" > o. On trouve des fonctions

U, sy relativement 3 f7, iy, Sy relativement a f”,

qui satisfont aux conditions du théoréme. Soit E (cF) un ensemble
mesurable sur lequel f est intégrable, e. g.

(dy) fEfdcb =fEf'dq> —waq)

a une valeur déterminée (une au moins des intégrales au second membre
est finie). Le théoréme dans sa forme générale est vérifié en posant

(ds) su (@) =5, () = (2),  a(®) =0, (2) — i (2).

On remarque que toute s, (z) [i» (x)] est bornée sur F supérieurement
[inférieurement]; de plus
(ds) sn(x)eCf(F) et in(z)eC7 (F) (sauf sur un ensemble mince).

Pour démontrer la relation (d;) pour i, (z), par exemple, notons que
des fonctions L, (z), U, (z) existent, telles que

Li¥eC7 (F) surF, U, (x)eCi (F) sur F;

Ln(z) = &, (z) et Un(x) = s, () sur F—F,, ® (F,) =o.

En tant que — U, (x)eC~ () sur F, I’énoncé (10.5) s’applique
a L,(@)— U, (). On voit que L, (x)— U, (x) est C; (F) sur F;
d’autre part, i, (z) (d>) vaut L,, (x) — U, (z) sur F, sauf sur un ensemble
mince, e.g. i, (x) a la propriété {d;). Tous les autres caracteres

dans (10.11 @)-(10.11 ¢) s’ensuivent sans difficulté. Le théoréme 10.11
est complétement démontré.

(10.12) En admettant Uhypothése 9.6, considérons une suite
{h,(x)}(n =1, 2, ...) de fonctions lelles que

(1) hn(z)eCt(F) sur F;  limh,(x) =k (x) ‘existe sur F.
Alors h (x) posséde la propriété
{es2) {xeF; h(x) >cleKss (F) (pour tout ¢ réel).

Si dans (e;) Ct (%) est remplacée par C; (¥), on aura
(es) {xeF; A (x) <cleKi (F).
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En effet I'existence de lim h, (x) = h (z) entraine une relation
bien connue :

e={2€F;h (@ >c|=3 P Huk, Hag=EnsEnisie.
k=1 n=1

ot Eng =§xeF; b @xc+ 1| Si les b, @€Ci (%) sur F, on
aura E.; €K; (%), dot H,;€K; (F) et H.e€Kis (F). Au cas
ou h, (x)€C; (F) sur F, il vient — h, ()€ C} (), — h. (x) > —h (x)
sur F et, d’aprés (e,) déja démontrée, { xeF; —h(x) > —c!e€ Kag,
ce qui est la conclusion (e;).

Revenons maintenant au théoréme 10.11 au cas général, ou f(z),
mesurable sur F, est possiblement de signe variable. Choisissons
I’ensemble mince F, (cF), indépendant de n, de sorte que a la fois
les relations (10.11 a) aient lieu, tandis que (10.11 b),

(f1) lims, (z) =limi,(z) =f(x) sur F—F,.

En raison de (9.7) (pour l'ensemble mesurable X = F —F,) on
peut trouver une suite d’ensembles X, (n =1, 2, ...), tels que

o X,€K (), X,cF—F,, x,,¢2xn=F—Fo,
2 1

FODFQ, [} (Fo) = 0.

Posons
{in(2) sur Xp [eK(F)],

hy (.’L‘) = ‘l 0 sur F —X, [ €K (3—)]'

Puisque X,cF —F'cF—F,, il découle [(10.11 a), (9.8)] :
fs) hp(2)eC7 (F) sur Xp, ho(z)€Cy (F) sur F—X,.

Parce que C, (¥)cC; (%), en raison de (10.9) les relations (f))
entrainent h, (x)cC7 (¥) sur F; de plus
(fs) hn(xz) =0 sur FO et ko (2) > Apgq(2) >... sur F,
olt n’ (> 1) est un entier fini dépendant de z. Donc lim h, (z) = h (z)
existe sur F. Par la vertu de (10.12), h () posséde la propriété (es);
d’autre part, h (x) =f (x) sur F —F°. De la méme fagon en utilisant

les s, (z) on démontre I'existence d’une g (z), avec le caractére (e.),
telle que g (x) = f (z) sur F —F°.
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11 nous convient d’introduire les définitions :

(10.13) C; (%) est la classe de fonctions h (x), définies sur F, telles
que

(10.13a) H:;={ze€F;h(x) <c}e€Kss (pour tout c réel);

C% (%) est la classe de h (z), sur F, telles que
(10.130) Hf={zeF; h(z) > c} €Kqs.

Les caractéres (10.13 a), (10.13 b) équivalent respectivement aux
propriétés (e)), (e;) (car le complément d’'un Kgs est un Ks;). Pour
les fonctions h (), g (x), dont il s’agit 4 la suite de (f1), on a h(z) € C; (%)
sur F, g (x)€C; (F) sur F. On est amené au résultat suivant, consé-
quence du théoréme 10.11.

TutorkME 10.14. — Dans Uhypothése 9.6, une fonction f (x) mesu-
rable sur F étant donnée, deux fonctions

h(2)eCi(F) surF, g(z)eC; (F) sur F
existent telles que f(x) = h(x) = g(z) sur F, sauf sur un ensemble mince.

11. Sur les divisions alvéolaires. — Nous allons vérifier la
constatation suivante :

(11.1) Soit G = { v} une famille réguliére (définition 4.18) jouissant
de la moyenne régularité (définition 5.15). Alors la mesure @ (H) de
tout ensemble H de K (F) (définition 9.1) provient des mesures des vy
moyennant deux passages a la limite, tandis que la mesure ® (H) de
tout ensemble mesurable H, <A(G), est calculable & partir des mesures
des v moyennant frois passages a la limite.

SiHeK (%), e. g. ¢'il existe une famille G* C G telle que H = A (G*),
on note que G* est réguliére et posséde la moyenne régularité. Prenons
une suite de nombres 6, > o(k =1, 2, ...), & | o. D’aprés le théo-
réme de couverture, pour tout k il existe une suite de 4 (j = 1, 2, ...)
disjoints, tels que [en tant que H = A (G¥)] :

(10) 1, €6 ¢(H)—-3/c<‘1’<2¥';><¢(ﬂ)+ak.
J
Donce

() @ (H) = lim @ (215)
/
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ce qui vérifie (11.1) pour H de K (¥), méme sans 'hypothése de la
moyenne régularité. Si H, <A (G), est mesurable (et la moyenne
régularité de G est admise), 'énoncé (9.7) s’applique parce que G
satisfait 4 (9.6 A); donc (9.7 b) des Y, de K (F) (n = 1, ...) existent

tels que Y,cH, Y, 4, H=YY, + H,, ot H,cH et ® (H,) = o.
Par conséquent

(30) @ (H) =lim ® (Y,,);

Y, étant dans K (), @ (Y,) est calculable & partir des ® (y) par deux
passages a la limite, d’olt I'énoncé (11.1) est vérifié.

Denjoy [(D:); p. 291 et 295] a envisagé dans un espace abstrait des
« divisions alvéolaires » d’'un ensemble A [une division alvéolaire est
un réseau, e. g. une suite illimitée de grilles de rangs k =1, 2, ...;
les alvéoles de méme rang k constituent les mailles de la grille de rang k],
La sorte de division alvéolaire qu’on emploie et les hypothéses, relati-
vement a une telle division, qu’on introduit, dépendent, bien entendu.
des problémes qu’on a en vue (voir par exemple [(T); sections 18 et 19]).

Les conditions [(D:); p. 291] d’une division alvéolaire [dans un
espace muni d'une mesure borélienne ®] d’un ensemble A sont les
suivantes :

(11.2) (1°) les alvéoles 0* de rang k sont disjoints, A =29‘ (k inva-

riant); (2") chaque 0* est la réunion (possiblement illimitée) de certains
alvéoles ¢+ (de rang k + 1); pour k > 1 chaque 0 est dans une 0¢-';
(3") lim ®(8%) = o (pour k — o0).

(11.3) Si G = | 7| est réguliére (définition 4.18)ef ¢ > o est donné,
on peut trouver un ensemble R, c A (G), fel que ® (R) < :¢[< ® (A (G))],
de sorte qu’une division alvéolaire, au sens de (11.2), de l'ensemble
A" = A (G) — R peut étre oblenue a parlir des v.

Etant donné un c > o, d’aprés le théoréme de couverture (approxi-
matif) une suite de y! (i = 1, 2, ...), digjoinis pour k invariant, existe,
tels que

(1) 7eG; PR —A@OTH< o Th=Nyh, @) <g-
I3

Posons
(RE=A(G)—A(G)TH, p=Ri+Ri+.., 3=A(G) —p,

k . — gk — gl o2 k
l % =“{,k 3; Bri= 3!,,1,,.. Vi T %y Fy e Oy

MEMORIAL DES SC. MATH, — Ne 167. (]

(21)
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pour tous les iy, i, ..., i; positifs. Désignons par B,,, . ,. et B.,.. 4
respectivement les 3¢ épais et les 3* minces. En posant

(3) ﬁo=i Y B

k=1 q4 .., qq

il vient @ (3,) = o; de plus pc A (G) et (1,) @ (p) < = Formons les 0%
comme il suit :
'I)‘k= ‘{Ik A ot A'=38—f

() ' | [donc A'=A(G) —R, R=p+ By c A (G), P (R) < ¢}];

04 =0 ..., =mnin, ... n& (pour tous les i, is, ..., iy positifs pour
lesquels 9% £ o). Or [(21), (3)] :
ellf,ln L lBan'g,- N i sz.,i,, o Bo (Y,l‘ + Y:, +..+ Y,‘k);
Brn e SBoYy, - 10 SR (Y), 1+ 1H),
ainsi

G0 . B o POh L) =P(Bh ) >0 8 =o.

0f ., est vide, dés que B! ., est vide ou bien est mince,
e. g tout 9% qui existe est épais. On a 0}, ,. ., Cyy (v=1,...,k).
Done si 87;,,;, » (% 0) est une autre 6% il existe un v (<Z k) tel
que p, 7 pv; les deux 04 seront contenus respectivement dans les

deux ensembles v;, v,, disjoints; ainsi les 0‘ de rang k invariant

sont disjoints. Or [(4.), (21)] :

A'=A(G) _Zm-— Bo=A (G)Hw— Bo.
A

Si zcA’, on aura r€ Zy{‘ k=1,2,...), dotzey (v =1,12,..)

et, en particulier (pour un k > o quelconque)

zeylyi...vh, parla zetf, . (épais);
par suite
(64) A'c 2 ﬂ,’f(,...,,?k (k invariant).

Py - pk
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Si x appartient au second membre dans (6,), e. g. si z€6f, . ,, pour
quelques p, (j=1, 2, ..., k) > o, d’aprés (4,) on aura x€A’; ainsi

(71) DI
Py ees Pk

Par conséquent le caractére (11.2, (1°)], avec A’ (4:1) pour A, est vérifié.
En tenant compte de [11.2, (1°)] pour A’, il vient

ek — ek+1 .
PP Pk = P13 P2s o 1 Pl 17
i

en outre, si k> 1 :

k — k-1 k k-1 .
OPIH- WPk 0}’1:-..,)”1—: 'qpkc oﬁn-- »Phk—1)

ainsi la propriété [11.2, (2°)] a lieu. D’aprés (4:) et (14) :
® (0 ,4) <@ (nh) < ® (vh) < 73

par conséquent le caractére [11.2, (3°)] est vérifié. On voit maintenant’
que la constatation (11.3) est vraie, avec une division alvéolaire (4:), oit
toutes les alvéoles qui existent sont épaisses. Dans[(Ds); p. 291] M. Denjoy
envisage une famille G = { v} pour laquelle le théoréme exact de
couverture de Denjoy-Vitali s’applique; dans ce cas un résultat comme
Iénoncé (11.3) est obtenu avec R mince.

Hvypotuiise 11.4. — Soit U un espace qui possiblement n’est pas
muni d’une mesure. A étant un ensemble dans l, envisageons une
division alvéolaire de A jouissant des caractéres :

[(11.2), (1%); (11.2), (2°)], chaque 0¢ étant une réunion illimitée
de certains alvéoles de rang k -+ 1;
(3°) si 0% (k = 1, 2, ...) est une suite décroissante, II 6% est un point
unique de A.

La propriété [11.4, (3°)] est suggérée par la condition : « si la suite 0%

décroit, H 6% est vide ou élément unique de A », donnée par Denjoy

dans [(D)); p. 295]; pourtant nous supposons que H 0% (6% étant une
suite décroissante) n’est jamais vide.
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En admettant ’hypothése 11.4, supposons qu'un procédé déferminé
de numération est établi de sorte que

12 1 1 2 k k+1
(I ) 60=A =Zeh! elx =Z 01,,!,7 LERE} elu ceeslh =Zelu corths fk1y LR
iy i3

R+t

ol les i, parcourent tous les entiers positifs. Les alvéoles dans chaque
réunion (1") sont disjointes. Soit (ji, j», ...) une suite illimitée quel-
conque d’entiers positifs; on aura

r 1 2 k
(2") 8,28,,2-.-30,5. .n2-.0.

La suite d’alvéoles 0f ., étant décroissante, d’aprés [(11.4), (3°)]
leur produit est un point unique z de A. Réciproquement, si z
est un point de A, on trouve lalvéole unique 0/ de rang 1 qui

contient x; puis dans la décomposition 6}, =26,"h ,, on trouve l'alvéole
unique 9, ,, de rang 2 contenant z; dans la décomposition de 6,,,,, il
y a un alvéole unique 07, , de rang 3 qui contient z, et ainsi de
suite; on obtient une suite décroissante d’alvéoles (2') dont le produit
(qui est un point unique) est précisément x. Ainsi on a établi une
correspondance entre les points x de A et les suites illimitées (ji, jo, - - .)
d’entiers positifs. Si deux suites (i, i5, ...), (ji, j», . ..) sont distinctes,
c’est que pour un indice k (> |) minimal i, > ji; des points z et y
sont définis par ces deux suites; si k = 1, x et y se trouvent dans les
alvéoles 0, et ), disjointes; si k > 1, on aura

k k
xeeln corTk—as Iky yeeiu---:ik—-nfk’

les deux alvéoles qui surviennent ici sont disjoints. Ainsi z 2 y.
On voit que la correspondance entre les points de A et les suites
illimitées d’entiers positifs est biunivoque. Introduisons :

DerFiNiTION 11.5. — Admettons 'hypothése 11.4 et une numération
d’alvéoles de la division alvéolaire selon (1’). On a la correspondance,
spécifiée plus haut, entre les points x de A et les suites (i) = (i1, &, .. .)
illimitées d’entiers positifs. Si z et y sont deux points distincts de A
et (j) = (ji, jo» - - .) est la suite qui correspond & y, posons

(11.5a) d(x,y)= flc [ot k(1) est Vindice minimal tel que k3 jk];

de plus pour x dans A posons
(11.55) ' d(z, x)=o.
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On note que pour z, y de A distincts les deux suites (i), (j), qui
correspondent, sont distinctes, de sorte que I'indice minimal fini k
existe tel que i; = ji. Six = y, on aura (i) = (j) et I'on peut regarder k
comme - oo, ce qui serait d’accord avec la définition (11.5 b).
Si x(€A) est fixe et y(€A) 3£ z, les suites correspondantes étant @
et (j), dire que d(z, y) - o équivaut a (j) — (i) au sens que

()= (81, Oy oo vy Thety Jhy Jhtty - --) (J&5# i, tandis que &k — ).
Pour z, y dans A on a les propriétés :

(11.6) g "d(z, y) (finie) >0  si xFy;
' d(z,y)=o équivawt dz=y; d(z,y)=d(y,2).

Soient z, y, z des points distincts dans A, avec les suites correspon-
dantes (i), (j), (n). Alors pour un k>o et un v>o, on a

(1)) e~ (G by ..), Yoo (Tay oeey Tty Jhy Jhats +ov) (Je#Z )

(21) B (Thy ey Ty My Rygy «p0) (nv# i)
il vient
(3 d@ =71 d@a)=1

y et z étant distincts, il existe un entier a > 1 tel que d(y, 2) = i
Sia>k, on aura (3)) :

d(y, 5) =" <1 =d(z,y)<d(=,y)+d(z, 2).

Aucas ol 1 ZLa<k:
3~ (Gyee ey Tamty Nay Rty ---)y |, Ra 7 ia}

en tenant compte de (2,) on voit que nécessairement « = v; donc (3,) :

L=l=d(e 5 zd(a p) +d(a, 2

Ainsi d (z, y) salisfait a Uinégalité triangulaire. On conclut comme
il suit :
(11.7) Dans Uhypothése 11.4, et avec une numération déterminée
selon (1') admise, I'ensemble A est un espace métrique, muni d’une distance
qui peut étre définie selon la définition 11.5 el qui salisfait a U'inégalité
triangulaire.
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On remarque que, pour z, y, z dans A, deux des trois distances
d(z, y), d (z, 2), d (y, z) sont égales et valent au moins 'autre. On note
que, ¢ (...) désignant le diamétre de (...) :

(11.8) 3 (0. .n) = 5=+

En effet, si z, y sont deux points distincts dans une 6; ., on
aura

X ~ (ih ey l’[, jk+1, j’k.‘_g, .o .), yN (iiy crey ik, i1y Ni42y o -);
soit v I'indice minimal des entiers distincts dans ces suites; v>~ k 41
1 1
etd(x’y)_ ;ék-i-l
(11.8) s’ensuilt.

; on obtient d (z, y) = A—_'H » lorsque ji41 7 Mivas

(11.9) L’espace A est séparable.

Envisageons la suite n = {2}, 1, k et les i, étant variables, ot

k . . ... .
Tyt ™ (T1y e ony Thmty Ty Tky Thy +00)3

il vient x! . €0} . .; on a associé avec toute alvéole un point
unique de n; v est dénombrable. Si y ~ (ji, j», ...) est un point quel-
conque de A, on aura

v
yeolnh, oy (V =1,2.. .);

0;,...,,, contient le point zj,.. , de n; d’aprés (11.8) :

1
v-+1

d(.?” w}‘h---:l") ‘é a(ﬂ;h---)lv) = (V =1I,2,.. ’)‘

Par conséquent n est partout dense sur A, ce qui vérifie (11.9).
Envisageons une suite de Cauchy :

(1v) zned (n=1,2,...), zres (83,18, ...);
(2°) d(an, xm)<e (désque n> N, m>N), avec N =N(¢).

On dira que pour un k donné la suite d’entiers if(n=1, 2, ...)
se slabilise, s’il existe un entier n; (> 1), qu’on prend minimal, tel que
(3% =t (v=o,1,2,...).

La suite if(n>.1) se stabilise, sinon il existe une suite infinie
d’entiers 1 <a(1, 1) <a(r 2)<...<a(1, j)<..., tels que

= 2O B B 0 W
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Il s’ensuit que

(4°) d(x2Wh—t gat )y =1 (j=1,2,...);
en tant que « (1, j) > oo, il y a contradiction a (2°) pour ¢ < 1; d’oit
la suile i} se stabilise, de sorte qu'un n, (> 1) minimal existe satis-
faisant a (3°; k= 1). Supposons que pour un k> 1 les k—1
suites ij (¢ =1, 2, ..., k—1) se stabilisent, e. g. que les entiers
ng(@=r1, ..., k—1) existent tels que iy = ils+¥ (v =0, 1,2, ...) (3.
Posons n'=max (n, ..., ly—); alors iy =i +*(g=1, ..., k—1; v=0, I, ...).
Si la suite i} (n =1, 2, ...) ne se stabilise pas, il en sera de méme

pour la suite i} (n=n', n' +1, ...). On peut trouver une suite infinie
d’entiers

(5°) ek, 1) <a(k 2)<...<a(k,j)<...,
de sorte que
i’,:'=...=iz(k’n"l;éiz(k’”=...=iz(k'z)'d;ﬁ i%(k,z)__;“_

0 (ky3) —1 2 (k3 .
=Lk( ) #lk( )=..

.

par 14 [puisque i} =i7*+", g<k, vX>o0] :

(6% d(anbk =1, k) = 2 (f=1,2,...).

Les a (k, j) (4°) tendant vers + oo avec j, il se voit que (5°) présente
une contradiction a (2°) pour ¢ < % Par conséquent la suite i} (n > n'),

et donc la suite i} (n > 1), se stabilise. Par induction il s’ensuit que
toutes les suites i} (n =1, 2, ...) se stabilisent, e. g. (3) a lieu
pour k =1, 2, .... Posons

(7% PR O/ N/ LA - R B

11 vient
f=i (g=1,..., k),

dés que n> nj=max (m, ..., Nx); par suite
. o] o o] o] U
aneo (8080 oy R They Theay oo ) (pour 7> n}).

Ainsi d (z, z7) < ﬁ-’: (xny), k=1,2, ..., dott limd (z, &) =o,

e. g la suite @)(n=1, 2, ...) (1°) de Cauchy converge vers le
point z (6°). On a établi la propriété suivante :
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(11.10) L’espace A est complet.

A présent nous laissons de c6té I’étude plus approfondie de. la
division alvéolaire selon ’hypothése 11.4 et des applications possibles
de I'espace correspondant A.
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