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DEFINITION
DES FONCTIONS EULERIENNES

PAR DES

EQUATIONS FONCTIONNELLES

Par M. Jean ANASTASSIADIS.

Professeur a la Faculté des Sciences de I’Université de Thessaloniki.

CHAPITRE 1.

FONCTIONS CONVEXES, SEMI-MONOTONES ET SEMI-CONVEXES.

1. Fonctions convexes et concaves d’une variable.

1.1, Soit f(x) une. fonction réelle et finie d’'une variable réelle,
définie dans 'intervalle ouvert & = (a, b). On dit que f () est convexe
(resp. concave) dans cet intervalle 1° si elle est bornée supérieurement
(resp. inférieurement) dans un seul intervalle partiel J, C J et 29 si, ,,
Z, étant deux points de 7, on a

(1.1) f<x1+'”3>_/_f(x1)+f(~l‘z)
2 — 2

[resp.

(1.2) f(“‘f-;a"z) _éf(wl)-;-f(wz)]_

Il est évident que si f(z) est convexe dans J, — f(z) est concave
dans cet intervalle.
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1.2. On reconnait qu’'une condition nécessaire et suffisante pour
que f(x) soit convexe dans J = (a, b) est

(1.3) (1—=9)f(z1) + I fx2) > f(1—= T)z1+ T xs),

pour chaque J tel que
o< I <,

ou x,, x, sont deux points quelconques de J.

Supposons que (1.3) soit remplie; si pour un seul couple de z;, x.€J
I’égalité a lieu dans (1.3) au moins pour un J € (o, 1), 'égalité existe
pour chaque S€(o, 1), c’est-a-dire pour tout z€[x;, x:], on a

(1.4) F(@) = f(21) + (& — ) LEEZS 0D,

Lg— Ly !
f(x) est donc une fonction linéaire.

En langage géométrique, cela veut dire que, si I'arc de la courbe
y = [(x) (x€ ) est convexe, l'arc de la courbe entre les deux points P,
P, n’a jamais de points au-dessus du segment P, P,; la condjtion
nécessaire et suffisante afin que l'arc P, P, de la courbe ait avec
le segment P; P, un point intérieur commun (c’est-a-dire un point
commun qui se trouve entre P,, P.) est que 'arc de la courbe P, P,
s’identifie avec le segment P, P..

1.3. 11 résulte aisément que la condition nécessaire et suffisante
pour que f(x) soit convexe dans J est que la fonction

(1.5) o(y) = LE+X) —Ff(r)

7 (¥ #0)

soit croissante dans J, quand les points x, x 4 y sont dans J.

1.4. Une autre condition nécessaire et suffisante pour que f(x)
soit convexe dans J est la condition

xy f(zy) 1
x> f(x)) 1
xs f(zs) 1

oll &, T, &, (xy < & < x,) sont trois points de J.

(1.6) >o,

1.5, 11 résulte de (1.1) en posant x, =x—h, 2, =z + h,
(1.7) 2f(x) £ f(x—h)+ f(z+h) (z—h,z+hed),
ou bien

(1.8) Af=flz+h)+f(z—h)—2f(x)>0 (r—h,z+hel).
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D’autre part on reconnait sans peine que la condition (1.7) ou
la condition (1.8) est suffisante pour que f(z) soit convexe dans J.

1.6. On peut démontrer facilement que, si f (z) est convexe dans J,
pour tout groupe x,, %», ..., & de k> 2 points distincts de I
et tout groupe 1y, A, ..., M de k nombres réels tels que A, > o
i=1,2 ...,ket

At hot... 4+ =1,
on a '

1.9) SOuzr - Rao ...+ Mewg) £ Mg f(21) 4. .o e f(2k).
Cette condition est évidemment suffisante.

1.7. On peut prouver maintenant la proposition suivante :

Si f (z) est convere dans J = (a, b), elle admet a chaque point x,€
des dérivées a droite fq (x) el @ gauche f.(x,) finies et U'on a toujours

(1.10) S (@) £ fa(@0)-
Si, en effet, re s et £ > x,, d’aprés 1.3 la fonction

(1.11) a(a.)=f(-”)—f(xo)

X — Ty
est croissante. D’autre part site€J, ; < x,, on a

(1.12) L) —flzy) _ [(2) =F(z),

E—ao z— 2z

donc o (z) est bornée inférieurement et admet une limite finie & droite;
par conséquent, il existe f; (x.) et elle est finie. Il résulte de (1.12) que

S&) —f(20) .
Y P < fa(xo).

On démontre de méme qu’il existe la dérivée & gauche f, (v,) et
elle est finie. Enfin on reconnait aisément qu’on a

Se(@0) £ fa (o).

1.8. On sait que I'existence des dérivées finies 4 droite et 4 gauche
au point x, a comme conséquence la continuité de la fonction convexe f (x)
a ce point; donc, de (1.3) résulte la continuité de f(x) dans J, tandis
que seulement de (1.1) elle ne résulte pas.
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1.g. On tire de (1.8), grice a la continuité de f (z), I'inégalité
8 (@5 by iy = LETIN S [ fE =) 5
o 1

(4.13)

(h(, h» > o, .L'+hs;, .Z'—'hleJ)-

On peut conclure sans peine de (1.:3) I'inégalité

(1- 14) f(xi) '—‘f(-l";) ~ f(w2) _f('l'l)
Zy— =

Z3 Lr— Ly

(0> 23, L2 > 01, T3DTy, B> T).

Enfin on peut démontrer aisément I'inégalité intégrale

(1.15) M@+ fals o [ S de.

1.10. Puisqu'une fonction convexe f(x) a des dérivées a droite
et a4 gauche finies 4 chaque point de &, il résulte de la proposition
bien connue de Denjoy [15] (V), que f (x) est dérivable dans &, excepté
aux points d'un ensemble dénombrable au plus ().

De cette proposition résulte le théoréme suivant :

La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction finie f(x)
soit convexe dans J est que :

1° f(x) soit conlinue dans J et admette une dérivée en tout point de
lensemble E = J — A, ot A est un ensemble dénombrable au plus et

20 f’ (x) soit croissante dans E.

Réciproquement, si ¢ (x) est croissante dans J = (a, b), donc inté-
grable au sens de Riemann dans cet infervalle, la fonction

(1.16) f(2) =fx<p(t) de

est convexe dans J.
On a, en effet,

S(z+h)+ f(x—h)—2f(z)
x+h x—h x
=f qa(t)dt—hf 9 (&) dt—zf 9 () dr)

r+h x—h h
=f e(2) dt-o—f q:(t)dt:f [p(x+7)—9(z—1t)]dt>o.

() Les numéros dans les crochets renvoient 4 la bibliographie, qui se trouve
a la fin du volume.

(?) Pour une démonstration directe de ce théoréme, voir par exemple :
P. MonTEL [30].
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1.11. Soit f(xr) une fonction continue dans J, qui admet une
dérivée finie a4 droite en chaque point de & excepté aux points
d’un ensemble A dénombrable au plus; on sait que la condition néces-
saire et suffisante pour qu’une telle fonction soit croissante dans &
est que fy(®)>o0 dans J—A. 1l résulte de cette propriété que la
condition nécessaire et suffisante, afin qu'une fonction f(x) conlinue
el deux fois dérivable dans J soit convexe dans J, est que

(1.17) S (#)=>o0
pour lout point x€J.

1.12. Si f(x) est convexe dans J, cf (x) est convexe dans cet infervalle
quand ¢ > o et concave dans J quand ¢ < o.

Il résulte aussi de la définition de la convexité d’une fonction
que, si f, (), f- (x) sont deux fonctions convexes dans I, f: (x) +f (x)
est aussi convexe dans J.

Si f (z) est concave et positive dans J, } est convexe dans cet intervalle.
On a, en effet,

2f(Z2) > f@+h)+flz—h)x2/f(z+h)flx—h) (x—h,z+hed)

donc

T 1 _ \/f(x+h)f(z—h)4£f(x+h)+f(x—h).
f@) = yfae+r fa—h SfE+h)f(z—h) T2 f(z+h) f(z—h)

On en tire

2 - I + I ,
S(2) = f(e+h) ~ flz—h)
LI
f(=)

On peut démontrer sans peine les propositions suivantes :

ce qui démontre la convexité dans J de

a. Soit f(x) une fonction convexe et strictement monotone dans I'in-
tervalle ouvert J = (a, b), et f~ (x) la fonction inverse de f (x), qui est
définie dans Uintervalle f (). Si f (x) est décroissante (resp. croissante)
dans J, f~' (x) est convexe (resp. concave) dans f (J).

b. Soit J = (a, b) o1 a > o; si f(;l?) est convexe dans J, il en est

de méme de x f(x) et réciproquement.

c. Soient f(z) et g (x) deur fonctions positives convexes dans I'in-
tervalle 5 = (a, b); s’il existe un nombre ce s tel que dans chacun
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des infervailes (a, c] et [c, b), f (x) et g (x) sont toules les deux ou bien
croissantes ou bien décroissantes, le produit f () g(x) est convexe dans J.

d. Si f(x) est une fonction convexe dans J, g (x) une fonction convexe
(resp. concave) et croissante (resp. décroissanie) dans un inlervalle
contenant f (9), la fonction composée g (f (x)) est convexe (resp. concave)
dans J.

1.13. Soit
fi(x)7 fz(w), ety fn(x)7

une suite de fonctions définies dans le méme intervalle J, conver-
gente vers une fonction f(z). Si f.(x)(n =1, 2, ...) sont loules
convexes dans J, f(x) est aussi convexe dans J.

On tire, en effet, de l'inégalité
(A=) fa(@1) + T fo(@) 2 fo((1— F) 21+ T23),

la relation
(1—=9) f(@1) + F f(2) > f((1— F) 21+ Imn),

ce qui démontre la convexité de f(x) dans J.

Soit { f.(x)} une famille de fonctions définies et convexes dans
le méme intervalle, bornées dans leur ensemble, en nombre fini ou
infini.

La fonction

J(x) =sup fa(2),

égale a la borne supérieure des valeurs des fonctions pour chaque
valeur de z, est une fonction convexe.

Puisqu’'une fonction convexe dans J est continue dans J, il
résulte de ce qui précéde que, la limite d’une suite convergente de
fonctions convexes dans J est une fonction continue dans cet intervalle;
aussi, 1a borne supérieure d’'une famille de fonctions convexes dans J,
bornées dans leur ensemble, est une fonction continue dans cet
intervalle.

2. Fonctions logarithmiquement convexes.,

2.1. Soit f(z) une fonction réelle d’une variable réelle définie,
finie et positive dans l'intervalle J = (a, b). On dit que f(x) est loga-
rithmiquement convexe dans J, si la fonction logf(x) est convexe
dans cet intervalle; si log f (z) est concave dans J, on dit que f (x)
est logarithmiquement concave dans cet intervalle.
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Il résulte aussitot de la définition qu’une fonction logarithmi-
quement convexe dans J est convexe dans J; on a, en effet, de la
convexité logarithmique

(2.1) 2logf<m) 4!0gf(x1)+logf(.z',) (21, x2€J)

ou bien

f('z'+x2)4\/f(a: )f(wz)éf(z')_;f(xz),

ce qui démontre la convexité de f(x) dans J.

Il résulte aussi de la définition qu’une fonction concave dans J est
logarithmiquement concave dans cet intervalle. On tire, en effet, de

(B2 S LS | Ty (e,

2
Y'inégalité
2 logf(m) > log f(x) + log f(2>).

2.2. On doit & P. Montel [30] la proposition remarquable suivante :

La condition nécessaire et suffisante pour que f(x) soit logarithmi-
quement convexe dans J est que e** f(x) soit convexe dans J quelle que
soit la valeur de la constante a.

Il est presque évident que la condition est nécessaire, parce que si
log f (x) est convexe dans J, log f(x) + ax est aussi convexe dans cet
intervalle, quelle que soit la valeur de la constante a; donc log[e®* f(z)]
et, par conséquent, d’aprés 2.1, e**f(r) est convexe dans J.

La condition est suffisante. On a, en effet, de la convexité de es* f(x)
dans J,

2 e2¥ f(x) L ealx+h) f(x + h) + eal@—h) f(x —h) (z+h,x—he))
ou
(2.2) el f(g+h)—2eatf(z)+ f(x—h)>o0

quelle que soit la valeur de la constante a.

Mais, puisque f(z) est une fonctlon positive, quand Z est négatif
ou nul, le trinome

(2.3) L2f(x+h)—2ZLf(x)+f(x—h)
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est positif. D’autre part, grace a (2.2), quand Z est positif, le trinome
est positif ou nul. Donc, le trinome (2.3) est positif ou nul pour
chaque valeur de Z et, par conséquent,

f(x)—fle+h)f(e—h)ZLo
ou bien
2log f(x) £ log f(x+ h) +log f(x — k),

ce qui démontre que f(r) est logarithmiquement convexe dans J (*).

2.3. On doit aussi & P. Montel [30] la proposition suivante :

La condilion nécessaire et suffisante, afin que f(x) soit logarithmi-
quement convexe dans J, est que [f (x)]™ soil convexe dans J, quel que
soit le nombre m positif et voisin de zéro.

Si, en effet, log f (x) est une fonction convexe dans J, mlog f (x)
est convexe dans cet intervalle quand m > o; donc, log[f(x)]” et,
par conséquent, d’aprés 2.1, [f(x)]™ est convexe dans J.

Réciproquement, si [f(x)]” est convexe dans J,

[ f( z-)]m —1

m

est aussi convexe dans cet intervalle, donc, sa limite, quand m— o,
log f (x) est convexe dans J.

2.4. Une condition suffisante, pour que f(x) soif logarithmiquement

1 . o
convexe dans J, est que —— soil concave dans cef infervalle.

fix)
Si, en effet, 7(175 est concave dans J, d’aprés 2.1, logf(—lz) y est
concave; c'est-a-dire que — log f (x) est concave dans cet intervalle,
log f (x) est donc convexe dans J.

2.5. Le produit d’un nombre fint de fonctions logarithmiquement
convexes dans un intervalle est une fonction logarithmiquement convexe
dans cet intervalle.

Soient fi(x), f>(®), ..., fi(x), k fonctions logarithmiquement
convexes dans J; on a

2log fi(z) = log fi(xr —h) +log filx+ L) (I=1,2,..,k;z—h,x+hed)

(*) Cette démonstration ne suppose rien sur la dérivabilité de la fonction f(x);
mais on peut obtenir aussitot cette condition en supposant que f(x) est deux fois
dérivable et en utilisant le théoréme 1.11.
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en ajoutant ces relations (i = 1, 2, ..., k), on trouve
|1

3 x & ;
2210gf,(a:) = 2logl_[f,(.r) éZ[logﬁ(z——h) +log fi(z +R))

=1 =1
k k
= log] [z — 1) +10g] [ itz + ),
=1 i=1

ce qui démontre la proposition.

2.6. On peut aussi démontrer que la somme d’un nombre fini de
fonctions logarithmiquement convexes dans J est aussi une fonction
logarithmiquement convexe dans cet intervalle.

Soient, en effet, f,(z), f> (@), ..., [+ (x), k fonctions logarithmiquement
convexes dans J; d’aprés 2.2,

ear fi(x), es*fi(x), ..., € fi(r)

sont convexes dans cet intervalle quelle que soit la valeur de la cons-
tante a; mais, d’aprés 1.12, leur somme

e[ fi(z) + fr(x) +...+ fi(z)]

y est une fonction convexe quelle que soit la valeur de la constante a;
donc, d’aprés 2.9,

Si(e) + fo(x) +...+ fi(x)

est logarithmiquement convexe dans & (*).

2.7. Il est évident que, si f () est logarithmiquement convexe dans J
et si ¢ est un nombre réel 7 o, les fonctions f (x + c) et f (cx) sont loga-
rithmiquement convexes dans les inlervalles correspondants.

2.8. Il résulte des propositions 1. 13, grace a la proposition 2. 2, que,
la limite d’une suite convergente des fonctions logarithmiquement tonvexes
dans J, est aussi une fonction logarithmiquement convexe dans cel
intervalle, si celte fonclion est positive; de méme, la plus grande limite
& une famille de fonctions logarithmiquement convexes dans , en nombre
fini ou infini, est aussi une fonction logarithmiquement convere dans
cet intervalle.

2.9. On doit & E. Artin [9] la remarque intéressante suivante :
Soit f (t, x) une fonction définie et positive quand f€[a, b] et x€[7, 7];

(*) Dans cette démonstration nous n’avons rien supposé sur la dérivabilité de f, (x).
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supposons que, pour chaque valeur de #, la fonction f (f, x) soit loga-
rithmiquement convexe en x dans [, n]. On forme la fonction

Fa(z) = h[f(a, &)+ f(a+h, &)+ ...+ f(@+(n—1)k, 2)]
@-4) { <n=1,2,...;lz=b_a)-

n

F, (z), étant la somme d’un nombre fini de fonctions logarithmi-
quement convexes dans [f, n], est une fonction logarithmiquement
convexe dans cet intervalle, d’aprés 2.6; donc, grace a 2.8,

b
lim F,(z) =f S, z)de
n>w '

est une fonction logarithmiquement convexe dans [Z, 7].
Si la limite b de l'intégrale augmente indéfiniment et s’il existe
Tintégrale

(2.5) S o a,

cette intégrale est aussi logarithmiquement convexe dans [, v].
En effet, I'intégrale (2.5) est la limite d’intégrales dont la limite
supérieure est finie; mais chacune d’elles est logarithmiquement
convexe, comme nous venons de le voir; donc, d’aprés 2.8, la limite,
c’est-a-dire l'intégrale (2.5), est une fonction de x logarithmiquement
convexe dans [&, 7].

En particulier, si 'on considére I'intégrale
b
(2.6) f o(t)e=—1dt  (9(t)> o, quand ¢e[a, b]),

on parvient au théoréme suivant :

Si ¢ () est une fonction continue et positive dans [a, b}, Uintégrale (2.6)
est une fonction de x logarithmiquement convexe dans chaque intervalle
oit lintégrale (2.6) existe; b peut étre fini ou infini.

3. Fonctions semi-monotones.

3.1. Ondit[2] que ’ensemble linéaire D est de différence » (w > o) si,
quand ze€D, ou bien £ + w€D ou bien £ — w€D. Ainsi 'intervalle

fermé J =[a, b] est un ensemble de différence », pour chaque w = b—a

;
de méme, I’ensemble de deux nombres a, a + » est un ensemble de
différence w.
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3.2. Une fonction réelle f(x), définie dans I'ensemble D de diffé-
rence o, est dite semi-croissante w dans D [2], si

(3.1) flr+w)x f(x) (r, r+weD).

On définit de méme une fonction semi-décroissante » dans D.

Pour une fonction f (x) semi-croissante » (resp. semi-décroissante w)
dans D, le quotient

(3.2) e’f(x)=f(""‘___“rlﬂ (%, z+ weD)

w
est > o (resp. < o).
3.3. Il est évident, si 'ensemble D est I'intervalle J, qu'une fonc-
tion croissante dans J est aussi semi-croissante » dans J, pour
chaque o < b—:—a; la réciproque n’a pas lieu en général. Une fonction

semi-croissante » a seulement « une tension générale croissante ». Mais,
si la fonction f(x) est semi-croissante  pour chaque » <3 (3 trés
petit, mais fixe), elle est croissante. On peut donc déduire les propriétés
des fonctions croissantes de eelles des fonctions semi-croissantes w,
en supposant w —-o.

Mémes remarques pour les fonctions semi-décroissantes w.

3.4. On peut démontrer aisément les théorémes suivants :

a. La somme d’un nombre fini de fonctions semi-croissantes w (resp.
semi-décroissantes ») dans D est une fonction semi-croissante w (resp.
semi-décroissante w) dans cet ensemble.

On tire, en effet, de
Si(z+o0)> fi(x) (i=1,2,...,h;z,z+weD)
I'inégalité
fHiz+w)+. i+ o) fi(z)+. ..+ fi(z).
b. Le produit d’'un nombre fini de fonctions semi-croissanles w (resp.

semi-décroissantes ) ef positives dans D est une fonction semi-crois-
sanfe o (resp. semi-décroissanie w) dans cet ensemble.

La démonstration est immédiate.

c. Si les fonctions f.(x)(n=1,2,...) sont semi-croissanies
(resp. semi-décroissantes ») dans D et si

lim f,(x) = f(z),
ny o

la fonction f (x) est aussi semi-croissante w (resp. semi-décroissante w)
dans D.

MEMORIAL DES SC. MATH, — N° 156. 2
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On a, en effet,
Ja(z+w)—fu(x)>o0

pour chaque x €D fixe (x + w€D) et pour n naturel quelconque; donc
flx+w)— f(r)y>o.

Cette inégalité, étant valable pour x€D quelconque (r 4 » €D),
démontre le théoréme.

3.5. Soit f(x) une fonction quelconque définie dans I’ensemble D
de différence w; on appelle semi-dérivée » de f(x) au point x, le quotient

(8.3) ﬁf(x0)=f(z"+w(3—f(x°);

si z,€D, mais 2, + » n’appartient pas 4 D, on dit que f(x) n’a pas
de semi-dérivée w au point x,.

11 résulte immédiatement de cette définition que la condition néces-
saire et suffisante pour que f(x) soit semi-croissante w (resp. semi-
décroissante w) dans D, est que la semi-dérivée w soit > o (resp. < o)
dans D (c’est-a-dire a chaque point x€D pour qui x + weD).

Pour que f (x) soit siriclement semi-croissante w (resp. semi-décrois-
sante w) dans D, il faut et il suffit que A f(x) soit > o (resp. < o)
dans D.

3.6. La semi-dérivée » de f(x) d’ordre n se définit par la relation
(3.4) K7z = 3("3 F())-

Ainsi la semi-dérivée o seconde est

(3.5) é= f(.t+2w)—2£5x+w)+/(z) (2, o+, z+20eD).

4. Fonctions semi-convexes.

4.1. On dit [2] qu’'une fonction réelle f(x), définie dans I'intervalle
J =|[a, b], est semi-convere w dans J (w > o fixe), si

(4.1) f(.l‘+w)é%[f(.l‘)+f(.l‘+2w)] (z, x +20€d).

Il est évident qu’une fonction convexe dans J est aussi semi-

b—a -
convexe » dans J, pour chaque w = ——; la réciproque n’a pas
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lieu en général. Mais, si f(x) est semi-convexe w dans J, pour

chaque » <

a .

» elle est convexe dans cet intervalle. On peut donc
déduire les propriétés des fonctions convexes de celles des fonctions
semi-convexes,

On dit qu’une fonction réelle f (x), définie dans I'intervalle J = [a, b],
est semi-concave » dans J (» > o fixe), si

(%.2) f(x+w);%[f(x)+f(x+zw)] (x, z+2we€d).

Puisque, f(z) étant semi-concave w dans J, — f(x) est semi-
convexe o dans cet intervalle, 4 chaque propriété concernant les
fonctions semi-convexes w dans un intervalle correspond une propriété
concernant les fonctions semi-concaves » dans cet intervalle. Il suffit,
donec, d’examiner les fonctions semi-convexes w dans un intervalle.

4.2, On peut démontrer sans peine les propositions suivantes :

a. La somme d’'un nombre fini de fonctions semi-convexes w dans J
est aussi une fonction semi-convere w dans J.

La démonstration est immédiate.

b. Soient f,(x) et f>(x) deux fonctions semi-converes « et posilives
dans J =[a, b}; s’il existe un nombre c€J tel que, dans chacun des
intervalles [a, c] et [c, b], f.(x) et - (x) sont foutes les deux ou bien semi-

croissantes o ou bien semi-décroissantes w, le produit f, (x) > (x) est
semi-convexe dans J.

Démontrons le.théoréme dans le cas oit ¢ = b; dans le casou a=c <b
il en résulte immédiatement.

On a
fil@+w) £ 2 [fi(2) + fi(z +20)]

(2, £ +2wed);

fl@+w) s [fi(@)+fr(z+20)]
donc, f, (x) et f» (x) étant positives dans J,

(4.3) filz + ) fo(z + w) < % [fi(z) fo(x) + fi(x) fo(r+2w)
+ fo(®) fi(x +20) + fi(x+20) fr (z+20)].

Les fonctions f; (z), f- (z) étant toutes les deux semi-croissantes w
ou semi-décroissantes » dans J, on a

[fi(z +20) — fi(@)] [fa(z +20) — fi(@)] >0,
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ou bien
7 Vi@ L@ + i@ f(@ +20) + f1(@) fi@+20) + fi (@ + 20) (2 +20)]
=5 LA@) (@) + fi (2 +20) /o (2 +20))
on a, donc, grice & (4.3)
fi(2 4+ 0) fo( 3+ 0) < Z[fi1(2) f(2) + fi (2 +20) fo(z +20)].

¢. Si les fonctions f, (x) (n = 1, 2, ...) sont semi-converes w dans J
et si

Jim fu(2) = f(2),

la fonction f (x) est aussi semi-convere » dans J.

On a, en effet, pour chaque z€J (z +20€J) et pour n naturel
quelconque,

Fal@ 4 0) = L [fal@) + fu(e +20)] Z o5
donc,
flz+wv)=z -;: [f(z)+f(z+2w)].

Puisque x € 7 est quelconque (z + 2w € J), le théoréme est démontré.

d. La condition nécessaire et suffisante pour que f(x) soit semi-
convere w dans J, est que la semi-dérivée w de f (x) dans J soif semi-
croissante w dans J.

La condition est nécessaire. Soit, en effet, f(x) une fonction semi-
convexe » dans J; on a, pour z, £ 4+ 2w e J,

f(@+ ) 2 2 [f(@)+ f(z+20)]

ou
Sz +0)—f(x) _f(z+20) —flz+ w),
w - w
donc,
(4.4) Af(z) =Af(z+w).

La condition est suffisante, puisque, de (4.4), il résulte immédia-
tement la semi-convexité w de f(z) dans J.
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e. La condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction f(x)
soit semi-convere w dans J, est que la semi-dérivée w seconde de f (x)
soit > o.

Le fait que cette condition soit suffisante résulte immédiatement
de (3.5). La condition est aussi nécessaire parce que de

f(@+w) 2 2[f(@) + f(@ +20)],
résulte

fleroro)—2f(z+ o) + /(@) _R 4y 0.

4.3. On dit qu’une fonction réelle f(x), définie dans Il'inter-
valle J =[a, b], est semi-bornée inférieurement » dans J, s’il y a
un sous-intervalle o, = [z,, x, + w]CJ, tel que, pour ze€J; quel-
conque, on ait

(4.5) f@)Lf(zw) (rrwed);

on dirait alors que f(x) prend son semi-minimum o a J,.

Si 7, =[a, a + »] ou [b — w, b], I'inégalité (4.5) est remplacée par
f@)<f(z+w) ou flz)<f(e—w).

On définit, de méme, une fonction semi-bornée supérieurement
dans J.

Nous allons démontrer le théoréme suivant :

Une fonction f(x) semi-convexre w el semi-bornée inférieurement o
dans J, ou bien est semi-monotone » dans J, ou bien elle se compose de
deux branches de la fagon suivante : si elle prend son semi-minimum o a
Uintervalle [x,, *, + o], elle est semi-décroissanie « dans Uinter-
valle [a, x, + w] ef semi-croissanfe w dans Uintervalle [x,, b].

1° Si f (z) prend son semi-minimum o dans 'intervalle J'=[a, a + o},
on a pour z€J’ quelconque (z 4+ weJ)

(4.6) f(z) L f(x+w) (2, z+20€d).

Mais, f () étant semi-convexe » dans J, on a
(4.7) f(.p+w)'é§[j(x)+f(x+zw)] (zyx+20€d)

et, compte tenu de (4.6),
f(@)£f(z+20) (zed)
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et de (4.7)
f@+w) 22 [f(@)+ fl@+2m)]| £f(z+20) (2ed);

on en tire, par récurrence,

flx+now) L flxr+ (n+1)0) [~ naturel, zeJ', z + (n +1)weJ].

On en déduit, pour x€J quelconque, (z + w € )

S(z) £ f(x+ o),

ce qui démontre que f(x) est semi-croissante w dans J.

20 Supposons maintenant que la fonction f(r) prenne son semi-
minimum o dans lintervalle " =[b—w, b]. On a alors, pour
chaque reJ" (x —we€ ),

(4.8) f(B)<f(z—w) (zed).
Mais, f(x) étant semi-convexe w dans &, on a
(h9)  fl@a—w) 2 [f(@)+fla—20)] (2,2—20€d)
et, en tenant compte de (4.8),
f(@) £f(z—20) (z€I).
On tire de (4.9)
f(x—w)<f(z—20) (zed)
et, par récurrence,
J(x—now)L f(z—(n+1)w) [~ naturel, zeJ”, r — (n +1)w e J].
On en déduit, pour x€J quelconque (x + w € ),
J(#) > f(2 + w),

ce qui démontre la semi-décroissance w de f(xr) dans J.

30 Siles cas 1° et 2 n’ont pas lieu, soit J, = [x,, , + o] l'intervalle
dans lequel f(x) prend son semi-minimum o : Alors f(x) est semi-
convexe w dans [a, x, +®] et prend son semi-minimum ®
dans [z, %, + ]. f(x) est donc (cas 2°) semi-décroissante w dans
[a, x, + »]. De méme (cas 1°), f(x) est semi-croissante w dans [z, b] (*).

(°) P. Montel [31] a trouvé récemment quelques propriétés remarquables de ces
fonctions, qu’il préfére d’appeler périodiquement monotones (resp. périodiquement
convexes ou concaves). Voir aussi [7].
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CHAPITRE II.

LA FoNcTION T (x).

5. Définitions formelles de la fonction I (x).

5.1. Si v et n sont deux nombres naturels, il existe évidemment
la relation .

!
(3.1) (v—1)!= n. 'l.,[ﬂ+ln+2”.n+v‘]’

(Y)n+1 n n n

ol nous avons posé, pour abréger,
(5.2) (ayn=a(a+1)... (a+n—1), (a)=1.

La relation (5.1) a lieu quel que soit le nombre naturel n; si donc
on suppose v fixe et n tendant vers I'infini, on a

lim
n> =

n+1n4+2 n4+v ;
n n n -

et I'on parvient a la formule

(5.3) (v—1)!= lim 227,

n>w (V)n+1

5.2. Nous allons démontrer que le second membre de (5.3) est
une fonction de v, définie pour chaque valeur de v > o (%).
Posons, en effet,
: n! nx
(8.4) I‘n(-”)=m’
ou z est une variable qui prend des valeurs positives.
On tire de (5.4)

n!nm (Iogn—l— — —-) 1
(‘l')n+1

(3.5) To(z) =

v= 1l+-—

Démontrons d’abord que la limite

. 1 I
lim <1+—+...+——logn\)
n>w 2 n
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existe. Posons

, 1 I . " 1
C,,=1+5+...+;—logn, C,,=1+%+...+;—log(n+1);
on en tire
(5.6) C,—Ch= log<1+ %) > o,
donc
3.7) lim (C,—C}) =o0.
n>wx

Mais on sait que

1

1 1
<log(1+ Z) <-’; (rn>1),

n—+1
donc
, , 1
C,,—-C,l+1=log(l+—l’;)——n+l >0
" v Iy 1
—Ch+Gh_y = log<1+ n) - <o
On en tire
¢\ >C>0>..., Gl

donc, grice a (5.7), il existe

lim €, = lim C", = C.
N> n> o

Ce nombre, qui s’appelle la constante d’Euler, est positif et 'on a[37]
="t _ 1
(5.8) C-—‘/o‘ ll__:;;—‘ t’e"‘dt.

Nous allons maintenant démontrer que I', (x) tend uniformément,
pour n -> o et > o, vers une fonction, qui sera désignée par I (z).
Pour cela, il faut démontrer que le produit infini

x

«®
e
-
=1 -
n n

converge uniformément, pour x > o; il suffit alors de démontrer
que la série

®

(5.9) 2 {log<l+ %) —_ %}

n=1



DEFINITION DES FONCTIONS EULERIENNES. 19

converge absolument et uniformément pour 2 > o. Pour le démontrer,
soit R un nombre positif et prenons le nombre naturel n > 2 R;
donc, pour chaque n >N et o<z <R, on a

(5.10)

Mais on tire de

V'inégalité

x &x z? R?
log<l+;>——‘4————w—<—_— (rn>N),

on conclut la convergence absolue et uniforme de la série (5.9).
On a donc défini la fonction

. nrn!
(8.11) I'(x) =nl;“:° o

pour les valeurs positives de z.

11 résulte d’une fagon pareille, en faisant de modifications évidentes
a la démonstration, que le produit (5.5) converge dans linter-
valle (— k, — k + 1), o1 k est un nombre naturel quelconque.

T'(z) est donc définie — et la formule (5.11) est valable — pour toutes
les valeurs réelles de x, sauf pour les valeurs o, —1, — 2, ....

5.3. On tire de (5.5) que

kd

" LII e’ .

(8.12) F(z)=¢e * =3
n:]l—f—"’z‘

on appelle formule de Weierstrass cette formule.

De (5.12) on peut trouver aisément la formule suivante due &
Euler :

o o= () (27

n=1
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On a, en 'eﬁet,

1 . (1+1+ .+l—logm)x . m x __'E
——=uz| lim e m lim I (1+~—>e "
L'(xz) m> m->w n

B 1 1 m x
14+ . +——logm)xr —_-
=z lim e( 2 m > I I{<1+ f)e ”}]
m-» o n
- n=1 -
1

= .z'mli_;nm ln—wfI (1 + —)] = .z'"}gnﬁ[ 1
et [T (=2 () ]

d’olt 'on tire la formule (5.13).

5.4. On peut déduire de (5.11) une équation fonctionnelle fonda-

mentale pour la fonction I'(x).

Posons & (5.4) x + 1 4 la place de z; on a
nv+ip!
P&+ = o)

d’autre part, on tire de (5.2)

(5.14) (a+l)n=:;(a)n+a,
done,
I‘,,(w+1)=x%:t—; =2T,( )x+’:z+1’
on en tire
(3.15) F(z+1)=2T ().

5.5. En posant & (5.5) z =1, on a

Tn() = 75
d’olt I'on tire
(5.16) r()=r
De (5.15) et (5.16) on tire
(8.17) I'(z+n)=(2)aT ()

et, pour r =1,

(3.18) F'(r+1)=n!.
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De la formule (5.11) on déduit aussitét que I (x) est positive
pour x > o,

5.6. Nous allons démontrer que la fonction I (¥) a des dérivées
d’ordre quelconque.
Puisque T (x) > o, pour x > o, log I' () existe et I'on tire de (5.12)

(8.19) logl'(x) = — Cur — logx +Z<§ —-log(l -+ %))

n=i

Pour démontrer que log I (x) est une fonction dérivable pour > o,
il suffit de démontrer la convergence uniforme pour x > o de la série
formée par les dérivées de termes de (5.19) :

I - I I 1 - x
(8.20) _C_5+2(Z—x+n> =—C—+ Xy
n=1

n=1

Mais, puisque x > o,
_r <Z.
n(x—+n) " n?’

donc, quand x se trouve dans l'intervalle (o, k], ol k est un nombre
positif fixe mais quelconque, on a

x k
Aiam Sm (e<E=h

Les termes, donc, de la série qui figure dans le second membre
de (5.20) sont plus petits de termes correspondants de la série conver-

gente
1
k 2 n’

n=1
Nous avons donc démontré qu’on a

. d ) I'(x) _ 1 o /1 I
(8.21) a;logl‘(x): T(z) ——C_E+Z<Z_w+n)

quand z € (o, k]. Mais, k étant positif quelconque, la formule (5.21)
est valable pour tout xz > o.

Formons maintenant la série de dérivées de termes de la série
qui figure au troisiétme membre de (5.21); on a

@«
1 V% 1
I?  ad (X 4 N)?
n=1

(3.22)
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Puisque, pour £ > o, on a
I I
(x+n)y < n?’

la série (5.22) converge uniformément pour z > o et I'on a

dx _;{_.51‘(.1:)_1

n-

(5.23) dlogl'(z) d I'(x) 1 Z

On peut tirer de cette formule, la formule générale

(3.24) -t (”“) E(—‘)"ﬁ"__‘_)_! (v 2).

a1 \T() @)y

Citons en passant que la formule (5. 23) montre que la fonction %
est croissante pour x > o, car la dérivée de cette fonction est positive
pour x > o.

5.7. De (5.23) on tire aussitdt que, pour x > o, on a
d‘)
d—x—z (logI‘(w)) > o.

Donc, grace a 1.11, logI'(x) est convexe pour x> o, c’est-a-
dire I (z) est logarithmiquement convexe pour x > o.

5.8. On peut démontrer [4] que la fonction

(3.25) 9(z) = (%)’tr(x)
est décroissante pour x > o.
On a, en effet,
(5.26) ?(2)= ()" (@) — I (2) logal]

= (%)xl‘(x) [I—’% ;logw]-

On peut écrire (5.21) sous la forme

n

I'(x) I . 1 1
34 e —— —_——
(3.27) I'(z) ¢ z +,,];":, (m w+m)
m=1
et, puisque
1 o
T =‘/0‘ e—t(x+m) dg (m=1,2,...; 2>0),
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on a, compte tenu de (5.8),

(5.28) Fr((:))=.-c-jo“e—xrdt+umf Z(e—m‘ e—(m+2)t) d

n->»

m=1

. * e—l __— eg—xl — e—(n+1) [ e——(:c+n+i) ¢
=—C+ lim
n>wo 1—e !

e—t at ®1— e
—f K e )dt — lim 1—e™ —-(n+1)t dt.
T 1—e! nrwd, 1—e€¢

Mais, si o<t <1,

1—e %t

1—e!

est une fonction bornée de ¢ qui tend vers 1, quand {—>o; si {1,

1— et 1

1—et 1—e!

Donc, on peut trouver un nombre .K, qui ne dépend pas de 7, tel
que, pour chaque o < f < oo,

1— e % .

1—e! <K

et I'on a
1 —e— K
f — e—(""“)t dt < ]\ e—(n+1) tdt = .
p 1—e™! n+1
Donc,
lim :_e__e—-(n+l)tdt_o

newd, 1—e!

et I'on tire de (5.28)

r'(=z) et et
(5.29) l‘(x) f (T —-— -I—_-'—e—-___l)dt.
D’autre part
© gl __ e—lx
5.30 logz = —dt;
(8.30) 8 [ 7

on trouve alors de (5.29) et (5.30)

I'(x) _ . L
m—IOg +————- f e%"<l__e__, )dt+zj; el df.
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Mais on reconnait aisément que, pour chaque { > o,

donc,

(8.31) %%—logw+2l-x=—ffe—xt( ! I _l)dt<o (x> o).

el
o I—e t 2

On a, & plus forte raison,

(3.32) lr,((j)) —logz <o (z > o).

Puisque, grace 4 5.5, T' (z) est positive, pour > o, on tire des (5. 26)
et (5.32)

(z)<o (r>o0),
c’est-a-dire ¢ (r) est décroissante pour z > o.

6. La fonction u(x).

6.1. La fonction ((x) introduite d’abord par Plana [34], et aprés
lui par Binet [11], est définie par la relation

(6.1) p(x):log[‘(x)—(x-—%) Iog.z+z—--;-log(21:).
On voit aussitdét que u (z) vérifie I’équation fonctionnelle
(6.2) p.(.z)—p(x+1)=(.z‘+%) log(1+;£>—1.

D’autre part, la fonction p. (x) est décroissante pour x > o, car on a

l\l
W(r)= l_((.f_)) —logx——<w~ é) EI -+ I
_ (=)
=T —logx-;—;—
et, grace a (5.31),
ui(z) <o,

pour x > o; p () est donc décroissante pour z > o.
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6.2. Posons [9] pour abréger
(6.3) g(x)=<x+§>log(1+%>—s;

I'équation (6.2) devient

(6.4) w(z+1) = p(z) — ().
Démontrons d’abord que la série

(6.5) E@+g(x+D+...+g(z+n)+...

est convergente pour x > o.
On a, en effet,

(6.6) élog:i§=%+%s+'%s+..., lyl<
et, en posant

(6.7) ry= 2x1+1’

on tire

(6.8) g(2) - -

= 32z 1) + 5(22 + 1)t e

qui, grace a (6.6), est valable pour x > o. D’autre part, de (6.8) on tire

I I 1

°o<s(7) < 3(2x +1) + 3(2x + 1)t + 3(2& +1) Hee
= ! ! = ! = '
T 3xr+1) 1 T r2z(z—+1) 12z 12(x+1)
(2 +1)

Les membres de la série (6.5) étant tous positifs, pour £ > o, il
suffit pour la démonstration de sa convergence pour £ > o, la démons-
tration de la convergence pour x > o de la série

Z [12(z1+ r) 12(.Z'-‘i n+1)];

n=0

. ,. 1
mais cette série est convergente et a pour somme Ty

6.3. Nous avons démontré dans 6.1 que p (r) est décroissante
pour > o; donc u.(x) + k, ol k est une constante, est aussi décrois-
sante pour x > o.
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Nous allons trouver une fonction v (x) qui vérifie les conditions
suivantes :
I. Elle est décroissante pour x > o;
ILyv@+1)=v @) —g();
Ly =g@) + 9@ +...+ 9@ +... ().
On tire de I'équation
(6.9) v(z+1)=v(r)—g(x),
comme -on le reconnait aisément,
(6.10) v(r+n)=v(z)—gz)—g(x+1)—...—g(x+n—1).
Mais v (r) étant supposée décroissante pour z > o, on tire de

nn+zZLn+1 (n naturel, ze (o, 1])
la double inégalité

V(M) =Y(1)— g(1)—-— g (R — 1) 2Y(2)— §(2) — §(x + 1) —...— g (z-+n—1)
2v(1)—g(1)—...—g(n) =v(n+1).

La différence entre le premier et le troisiéeme membre de cette
relation est
v(n) —v(n+1)=g(n);
mais
N+
2

g(n)=log<1+ %) —1I

tend vers zéro quand n — =. Donc, grice a la condition III,
(6.11) vz)=g(x)+g(r+1)+...+g(x2+n)+...,

cette série étant convergente pour = > o, d’apres 6. 2.

Nous avons démontré (6.11) quand z€(o, 1]. Pour les autres
valeurs de x > o il résulte (6.11) aussitdt de I’équation (6.g).

6.4. On reconnait aussitdt que si I'on demande une autre fonc-
tion v, (x) décroissante pour x > o, qui vérifie 1’équation fonc-
tionnelle (6.9) et dont

vi(r) = k,
on trouve

(6.12) vi(x) = A —v(1)+ v(2).

() Cette série est convergente d’aprés 6. 2.
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Ainsi la fonction p(x) vérifie ces conditions et l'on a, grace
a(6.2),
p.(1)=x—§]og(2n)=k;
on trouve donc

(6.13) p(z) =1— %log(zn)—v(l)+v(x),

ou v (x) est la fonction (6.11).
6.5. Nous avons démontré dans 6.2 que

(6.14) g(.v)+g(z+1)+...+g(x+n)+...<l—;x— (x> o),

donc, grace a (6.11),
1
(6.15) o<v(.z:)<m.
On peut donc écrire
(6.16) v(w)=-3l-2(%) [o< 3 (2) <1].
On peut donner & v (z) une autre forme; remplagons les valeurs
de g (x + n), tirées de (6.8), a (6.11); on trouve

o -,

1 ~ 1
(6.17) '(x)_22p+12(2x+2n+1)11'.
p=0 n=~0

7. Définition fonctionnelle de T (x). La proposition de Bohr-
Mollerup.

7.1. Les définitions données a la fonction I'(z) sont purement
formelles. La fonction I'(x) est définie par une relation, comme,
par exemple, (5.11). On peut définir I () comme une intégrale,
comme nous allons le voir dans le paragraphe 10. Weierstrass a donné
une définition de I (x) basée a la recherche d’une fonction entiére
quand on donne ses racines. D’autre part Hoélder [22] a démontré
que I' (x) ne vérifie aucune équation différentielle algébrique (*).

On a demandé depuis longtemps de trouver une définition plus
fonctionnelle pour cette remarquable fonction. Mais I'équation fonc-
tionnelle '

(7.1) T'(x+1)=uxTI(x)

(*) Une autre démonstration de ce fait a été donnée par A. Ostrowski [33].
MEMORIAL DES 80, MATH, — N° 156. 3



28 J. ANASTASSIADIS.

ne suffit pas & définir la fonction T (), car si p(x) est une
fonction périodique quelconque admettant la période 1, la fonc-
tion {(x) =T (z) p (x) vérifie évidemment I’équation (7.r1).

Si T'on part donc de I'équation fonctionnelle fondamentale (7. 1),
on doit trouver une propriété complémentaire, telle que cette propriété
avec (7.1) puisse définir I' (x). Cette propriété est la convexité loga-
rithmique de T (x), propriété qui a été établie a 5.7.

7.2. On peut, en effet, démontrer la proposition suivante de Bohr-
Mollerup [12] (") :

La fonction T (x) est la seule fonction qui est définie et positive
pour x > o et qui vérifie les conditions suivantes :

LT@4+1)=2TI(x);
IL. elle est logarithmiquement convexe pour x > o;
IIIL T (1) = 1.

Soit f(x) une fonction quelconque qui vérifie les conditions de la
proposition; si n est un nombre naturel > 2 et o < x 1, on tire
des conditions I et III :

. { fl@+ ) = @ f(@),
7 U f)=(n—n!.

La fonction f(z), d’aprés la condition II, est supposée logarithmi-
quement convexe pour x > o; donc, d’aprés 2.2, e** f(x) est convexe
pour z > o quelle que soit la valeur de la constante a. En considérant
donc les quatre nombres

n—i<nn+xLn+1 (lnnaturel§2,o<:'cél),
on a, d’aprés 1.3,

ean—) f(n —1)— ear f(n) _ ea(n+x) f(n 4+ x) — ean f(n)

—1 x

= ea(n+1) f(n +1)— ean f(n)
I

ou bien, compte tenu des (7.2),

z(n—1)!+(n—r1)! —re—2(n—2)!

zein!—x(n—1)!+(n—1)!
ea.l‘(x)n *

e (),

< flx)<

(°) Voir aussi le trés remarquable travail de ARTIN [9], dont beaucoup de
résultats se trouvent dans ce livre.
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Cette inégalité, étant valable quel que soit n, reste valable si
I'on remplace n par n +1 dans le premier membre; on trouve alors

zn!+n!—xe—a(n—1)!

rern!—x(n—1)!+ (n—1)!
et () pit

eax ('z')n

Zflr) <

Cette inégalité est valable quelle que soit la valeur de la constante a,

donc elle est valable pour a =— log n; on a alors
n!nx n!'n* x+n
< f(xr) Z —
() n+1 fe) (L)n+1 1

d’ou I'on tire
(7.3) Sf(x) =lim

n>ew (-l')n-i-l

n! nx

=TI (x) (z e (o, 1]).

Nous avons vérifié que f(x) =TI (¥) quand ze€(o, 1]. Pour les
autres valeurs de x,(7.3) résulte de 1’équation fonctionnelle (7.1)
qui est vérifiée par f(z) et T ().

7.3. 11 résulte de la démonstration qu’il n’est pas nécessaire de
supposer que f(x) soit logarithmiquement convexe dans tout le
domaine x> o; il suffit qu’elle soit logarithmiquement convexe
dans le domaine x > J1t, ou IR est une constante positive, qui peut
étre aussi grande qu’on veut. On parvient donc au théoréme suivant.:

La fonction T (x) est la seule fonction définie el positive pour x > o
qui vérifie les conditions suivantes :

LT@x+1)==xT (z);
IL. elle est logarithmiquement convexe pour x > IN, oit I est une

constante posilive, qui peut éfre aussi grande qu’on veut;
IIL. T (1) = 1.

8. Autre définition fonctionnelle de T (r).

8.1. Au paragraphe 5.8 nous avons démontré que la fonction

@-1) ?0) = (&)@

est décroissante pour x > o.
Nous allons démontrer maintenant le théoréme suivant [4] :

Une fonction f (z) définie et positive pour x > o, se confond avec T (),
si f(x) vérifie les conditions suivantes :

L f@+ 1) =2zf(@);
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IL. (%)r f(x) est décroissante ('°) pour x> IR, ot IN est une cons-

tante positive aussi grande qu’on veut (*');
IIL. f(1) = 1.

On tire des conditions I et III les relations (7. 2); si n est un nombre
naturel > Jit et o <2 < 1, on tire de

nn—+xrLn+1i,

grice a la condition II :

(%)nf(n) > (ni‘r)n_‘—lf(n-f-x)é ( i >n+1f(n+x),

n—+1

ou, compte tenu des (7.2),

(3) =0 (75) T @er@ s (755) T

ou bien

(n—1)! (n+ x)n+e
et nn (-Z')IL

en! (n + x)n+x
et (n+ 1)+ (x),

>f(2)>

Cette inégalité étant valable quel que soit le nombre naturel n (> J1t),
reste valable si I'on remplace, dans le premier membre, n — 1 par n;
on a alors

Fu(@) S f(2) > fu(x) e (

n<+aa n+a—+1
s —— 9
n—+a—+1

ol nous avons posé

Jo(z) =

n! (n 4z + 1)ttt
.
er (n -+ I)Il+1 (x)"_'_l

n+x n+‘.r+1
n+x—+1

est toujours plus petit que £ et tend vers (1, quand n — oc; on a donc

Mais

(8.2) J) = lim fo ().

(**) Pour la fonction f (x) rien n’est supposé.

(") Dans la suite nous désignerons par ot une lelle constante, c’est d-dire une
constante positive, qui peut étre aussi grande qu’on veul.
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D’autre part, on a

[ n!lnc 1 (n+.z‘+l)"+-’"+1]

"I:n‘»f'l (1‘) = lim (-'E)n+1 ev nt‘(n +l)n+i

n>x
! pe
. n.nv
= lim lim (

n>w (L)n+1n>w

n—+x~+1\v,. n-+x+1\n+t 1
lim (| ————8 — —
n n>w n-+1 . 8x

=1‘(z‘).l.e-1‘;l_;=l‘(w).

Nous avons démontré que,
(8.3) f(z) =T (x)

quand z€ (o, 1]. Pour les autres valeurs de x> o, (8.3) résulte de
I'équation fonctionnelle
flz+1)=2zf(x)

qui est vérifiée par f(z) et T (z).

9. Les valeurs de I' (r) pour les grandes valeurs de z.

9.1. Nous allons utiliser les résultats précédents pour estimer I (z)
pour les grandes valeurs de x.
Considérons la fonction
x

9.1) 2(z)=a (%)

1
—_V (.%‘),

x

ou v (z) est la fonction rencontrée dans 6.3 et a une constante. On a

x+1)1‘+‘ I
e Vo +1

ev(x+1)

q:(.z'+1)=a(
et, grace a (6.9),

(9.2) q;(.z‘+1)=a(

x+1>w+i 1 v(x)—(:c+1>iog(i+-i—)+i
e 2 x

e Vz +1

Z\Y 1
=xal| — —evi® =20 (2).
(6> N ¢ (2)

En prenant
(9.3) a = el—vit),
on a
(9.4) (1) =1.

D’autre part

(i)‘r? (z) = e=v(1) gvix) L
z vz
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est une fonction décroissante, pour x > o, car, d’'une part, v(x) est
une fonction décroissante, pour x > o, donc, €’(*) est aussi une telle
1
vz

Donc, la fonction ¢ (x), définie par (9.1), est une fonction définie
et positive pour x > o, qui vérifie les conditions suivantes :

Loe@+1)=1x9(@);
IL. (J—i)x ¢ (r) est une fonction décroissante pour z > o;
IIL. o (1) = 1.

fonction et, d’autre part, est une fonction décroissante, pour 2 > o.

D’aprés, donc, le théoréme 8.1 :

(9.5) e(z) =T (z)
et I'on a
(9.6) I'(z)=a (g)x ev(m)ﬁ (a =er—v1),
En utilisant la formule (6.16), on a
z i)
9.7) F(x):a(—?) ﬁe’” [o< I (x) <1],

et, en posant x = n, on trouve

1

a2 ()

— (e =g 1n
F'(n)y=(rn—1)!=a o ¢

et, en multipliant par n,
nt J(n)

(9.8) nl=an *ene®"  [o< I (n)<1].

Auparagraphe 10. 3 [formule (10. 16)] nous calculerons la constante a.

10. Propriétés de la fonction T (x).

10.1. Considérons la fonction
10.1 £x) = me-'tt“‘—'lalt z>0);
(10.1) 9 () f (z>0)

il faut démontrer d’abord 1’existence de cette intégrale, pour = > o.
Considérons les deux intégrales

3

1
(10.2) f e—ttre—1 dt, f e—ttr—1 dt,
13 1
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ou ¢ est un nombre positif < 1 et ! un nombre positif trés grand.
On a, pour { > o,
e—tr—1 < gx—1,

1 1
P | ex
e—ltx—1 dt < T 1dt = — — — <
€ e x x

Nous avons, par conséquent, quel que soit : positif et < 1, une
borne supérieure pour la premiére intégrale des (10.2). D’autre part
cette intégrale croit quand ¢ décroit et, par conséquent, il existe
Pintégrale

donc,

8=

1
f e—tte—dy (z >o0).
0
En ce qui concerne la seconde intégrale, puisque

1
< (t>0),

on a

n!

—i - e &
e l< tn—x+1

Si, donc, on prend le nombre naturel n > x + 1, on a

l
f e—ttx—1 gt <
1

n'
—x

n

n r_ e
— est donc, pour z fixe, une borne supérieure pour la seconde

intégrale des (10.2). Mais, puisque quand ! croit, cette intégrale
croit aussi, il existe I'intégrale

fw e—ttx—1dt (x> o).
1

Il existe, par conséquent, I'intégrale (10.1), pour = > o.

10.2. Considérons I'intégrale
l

f etz de
€

et intégrons par parties; on a

; !
f e ltrdt = e teX —e— x4+ 2 e—tyx—1 d.
€

e



34 J. ANASTASSIADIS.
Mais, on reconnait aisément que, si e —o et l - o0, on a
e — e—llr> o0,

on parvient, donc, a la formule

£ £
f eltrdt=x f e~ttx—1 dt
0 0

ou bien, compte tenu de (10.1),
(10.3) g(e+1)=29(2).
D’autre part on peut sans peine démontrer que, la fonction .
(10.4) o(x) = (%)m ?(2)
est décroissante pour x > . On a, en effet,

@)= (£)1¢ @) —7(2) loga]

f e—{tr—1logt dt — logx f e—lx—1 dtJ
LY 0

x [ e
) f et |ogt dt — logz f e—tgr—1 clt]
[ Yo “o

f e—ttx—1logt dt — loga:f‘°° e—tpe—1 dtJ (x> o).
Ve e

Mais

e e
f e—ttx—1logtdt < f e—tte—\ dt,
0 0

parce que o <te, et
f °°e—ttﬂvr“—i logt dt > f °=e—tw—l dt,
e e
parce que e < { < co. Donc,
o' (2) < (%)x[l—logx]jo‘ee—'tr—l de+ (g)x[l—logx]fne—ltx—l loge de.
e

En prenant, par exemple, £ > 3, on a
(10.5) ¢ (z) <o,

parce que les intégrales sont positives.
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Enfin, on reconnait-aussitét que
(10.6) 1) = we—‘dt::.
s =

Donc, la fonction ¢ () est définie et positive pour x > o et satisfait
les conditions suivantes :

Lo@+1)=1x9¢(@);
IL. (%)1 ¢ (x) est décroissante quand x> om;
III. ¢ (1) = 1.
D’apres le théoréme 8.1, on a
¢ (z) =T (z).

On parvient, donc, & la formule
10. r =" —tpx—1 d.
(10.7) @=["e

10.3. Considérons la fonction

(10.8) 9(1):g‘;pxr(%>r(”;‘)...r<5_+—1‘::),

ol p est un nombre naturel et a, une constante. Cette fonction est
logarithmiquement convexe, car xlog p est une fonction linéaire
et chacune des autres fonctions est une fonction logarithmiquement
convexe, d’aprés 5.7, 2.5 et 2.7. D’autre part

I LT+ z—+2 -+ p
r—+1)= — Nil(—)[‘( )I‘(—-)
¥ aI'P P p p

=z x+1r<x"")r(x+2)...r(f)=x z);
a pP > > ? 9 (2);

enfin, on tire de (10.8), pour z = 1,

p(1) = aippr(%) I‘(%)...r(%).
Si I'on prend

(10.9) ap=pr(%>r(%>...r(§),

on a

(10.10) (1) =1.
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Donc, d’aprés la proposition de Bohr-Mollerup (§7.2), on a

¢(x) =T (=),
c’est-a-dire
1 x z+1 fe+p—1
10. T = rf=)r{—)...r{ ———)-
14 P
On peut calculer a,; on tire de (10.9), grace a (5.11)
1 2 p
. n'nP n'n” n! n?
(10.12) a,p=p’}|—;n” (L) (2) . (L)
P/n+1 \P/n+1 P/ n+
p+1
=p lim (nyrn’ pretP

n> o (np +p)!

Mais, on a évidemment

oepim ot (o= 5) () (- )

Puisque I'expression entre le crochet tend vers 1, quand n— oo,
on a
(rp+p)! _
n> (@p) ! (np)’
et I'on tire de (10.12)

1
(10.13) a,=p lim 2D2PY
ny> o r—1

Si maintenant on y remplace n! et (np)! par les formules (9.8),
ona

» J(n) _ unp)
a,=\par—tlim e V" 1"
P )
n->
ou bien
(10.14) a,=/par.

En égalant maintenant (10.9) et (10.14) et en prenant p = 2, on a

ay=2T (i) ra) =ya,

donc

(10.15) a=\/—2_I‘(%) r Q).
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Nous allons voir au paragraphe 10.6 [formule (10.33)]
que l‘(é) = \/7; on a, donc,

(10.16) a=\2x
et de (10.14)

p_~—_!
(10.17) a,= Ve (27) 2

On parvient, donc, & la formule de multiplication de Gauss [19] :

p—1

o s ()R (B = e e,

2
1
2

En particulier pour p = a2 on a la formule de Legendre [28] :

(10.19) r(g)r(%) = nglf'(x).
10.4. La formule (9.8) devient, grice a (10.16),
el 2w
(10.20) n'=\ann %enel?n [o< 3 (n) <1].

D’autre part, d’aprés (9.3), on a
v(1)=1—loga

et, en tenant compte de (10.16),
(10.21) y1)=1— %log (27).

En posant cette valeur 4 (6.13), on trouve
(10.22) w(z) =v(x).
On a donc, grice a (6.1), (6.11) et (6.17),

(10.23) u(2) =logl'(x) — (x — %) logz +  — ilog(zn)

=2g(x+n) =22p+1 2 (2 +2n+1)2P
n=0 p=1 n=o0
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10.5. Nous allons démontrer maintenant la proposition suivante :

Une fonction périodiqgue o (xr) admettant la période 1, positive
pour o L x < 1, qui posséde une dérivée seconde continue dans cet
intervalle et qui vérifie I'équation fonctionnelle

(10.24) 9(§> 9<”'2“‘> —co(#) (c=Cte)
est une constante,
Appelons
a2
(10.25) g (r) = o= (log 9 (2));

g () admet 1 comme période et vérifie ’équation fonctionnelle

(10.26) %[g(—i—) +g(x_;l)] = ().

Mais, puisque g (x) est continue dans l'intervalle [o, 1], elle y est
bornée :

lg(x)| <K  (z€lo, 1]);
de la périodicité de g (z), il résulte que
(10.27) lg(x)| <K

est valable pour chaque x. De (10.25) on tire
K
|8 (2) | < 3 (K+K) = 2
donc, si K est une borne supérieure pour | g () |, % en est une autre;

on peut, par conséquent, construire une borne supérieure aussi petite
qu'on veut. On a, donc,
g(z)=o0
et, de (10.25),
log 9 () = axz + b.

Mais, puisque ¢ (x) admet la période 1, on a
a(z+1)+b=azx+b,

ce qui donne a = o.

On a finalement
log ¢ () = b,
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ou
9(2) =Cte ('*).
10.6. Nous avons défini, au paragraphe 5.2, la fonction I'(x) pour
toutes les valeurs réelles de x, sauf pour les valeurs o, —1, —2, .
Considérons maintenant la fonction

(10.28) ?(x) =T(x) I (1—x) sinnz,
ol nous supposons que z n’est pas un nombre entier. On a

e(x+1)=T(x+1)I'(—x)sinz(xr+1)
T'(1—

=.Z'|.‘(.Z’)—?‘L+z‘2 (_ Sil’lﬂl') = ?(‘z‘)’

c’est-a-dire ¢ (z) admet la période 1.
D’autre part de (10.19) on a, si I'on pose 1 —z & la place de z,

r(”;“) F(l— %) =2 a1 I (1— ).
On a, donc,

?(£>9(.z'+1) =F<£)I‘<1—£) sinx—"vl‘(Jﬁ_'_l>I‘(l—-x>cosE
2 . 2 2 2 2 2 2 2

=zl (2)T(1— z) sinrz =9 (x).

¢ (x) vérifie alors I'équation fonctionnelle
10.29) 9(%) 9(“”?‘) =n9(r).

Enfin, ¢ (x) posséde des dérivées d’ordre quelconque, car I'(z)
et sinz en possedent.

Nous pouvons encore écrire ¢ (x) sous la forme suivante :

_I(z—+1)
=T

e ()

I'(1— x) sintz

=I'(z+1)T(1—x) [1:-— ma  mat ]

3T YT

On sait que la série du troisiéme membre converge, pour chaque z.
Donc le troisitme membre de cette égalité a un sens, aussi pour £ = o;
il représente, donc, une fonction qui admet des dérivées d’ordre quel-

(1?) Cette méthode de démonstration est due a Herglotz. Voir ARTIN [9], p. 25.
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conque. Il est, par conséquent, naturel de donner la valeur = a ¢ (z),
pour x = o, c’est-a-dire
(10.30) ¢(0) =r~.

Mais, puisque ¢ (x) admet la période 1, on définit ¢ (x) pour chaque x
entier par la valeur w. Ainsi, ¢ (r) est définie pour chaque z, elle

est continue et admet des dérivées d’ordre quelconque.
Donc, d’aprés le théoréme 10.5,

(10.31) 3(x) =T (xr) I (1— x) sintz = Cte.

De (10.31) on tire, pour x = o, grace a (10.30), que la constante
est T et I'on a

(10,32) C(z)T(1—z) =

sintz
qui est due & Euler et qui s’appelle quelquefois relation des compléments.

Pour ¢ = >, (10.32) donne
(10.33) r({) = /7
11. Autre définition fonctionnelle de T (z).

11.1. Soit f(x) une fonction quelconque; posons
(11.1) f(x)

T = 7 ().
Si f(x) vérifie une des équations fonctionnelles suivantes :
(11.2) Sflx+1)==zf(x),
pt
11.3 ZN (ZH) | p(Frp=r) _ R ’
o A A A = e
T

(11.4) f@) fa—2)= =7
@ (x) vérifie respectivement une des équations fonctionnelles suivantes :
(11.5) e(x+1)=9(x),
11.6 z THIN L (EZFP T
(19 qP(10)‘1’( p ) ( P ) # @),
(11.7) e(z)p(1—x) =1.

En particulier, si f(z) vérifie la relation de Legendre
z Zz+1 V=
(11.8) f(;)f(——z—) = V= f@),
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9 (r) vérifie I’équation

(11.9) 2(2) (2 = v (.

Supposons que f(x), donc ¢(z), soit continue pour z>>o et
que f (x) yérifie 'équation (11.2), c’est-a-dire que ¢ (x) est une fonc-
tion périodique admettant 1 comme période. Si f(x) est positive
pour x > o, il en est de méme de ¢ (z), pour x > o, donc,

&(x) =loge(x)

est une fonction continue pour x> o. Les équations correspondantes
de (11.6), (11.7) et (11.8) sont

(11.10) g(%>+g(x;l>+...+g<£¥) =g (z),

(1t.11) g =—gi1—ur)=—g(—x),
(11.12) g(%'\) +g(-t;0—l) = g(x).

/

Supposons encore que f(x), donc ¢ (x), admette une dérivée du
second ordre continue. D’aprés le théoréme 10.5, si ¢ (x) vérifie
I’équation (11.9), elle est constante. On peut trouver cette constante
si 'on pose a (11.g9) x = 1; on trouve

o{x) =1
et, d’aprés (11.1),
(11.13) f(z) =T (2).

On parvient, donc, au théoréme suivant :

La fonction T () est la seule fonction positive, pour x >> o, qui admet
une dérivée seconde continue el qui vérifie les équations fonctionnelles (11.2)
et (11.8). '

E. Artin, A qui I'on doit ce théoréme, a examiné ([9], p. 32-35) les
cas dans lesquels on peut éliminer la supposition de dérivabilité
de f(x). Nous envoyons le lecteur intéressé au Mémoire d’Artin.

12. Quelques généralisations.

12.1. Soit [3] f(x) une fonction définie et positive pour x> o
qui vérifie I'équation fonctionnelle
z(Z+ay)...(x+ ap)

(z+by)...(x+ by)

12.1) f(z+1)= Jf(=) (@, bi> o).
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Si n est un nombre naturel, on tire de cette relation

P

(.z"),,l—](z'+a,),‘

(12.2)  flz+n)= —= f(@) =oa(2) f(2),

I](.t+b,),,

(=1

P
n!l I(ai-+-1),,

(12.3) Sa+n) = —=— f(1) m0a (1) f(2).

On remarque aussitdt que si
pP>g—I1 ou p=g-—I et bi+...+ by >ay+...+ ap,

on a
12. f(n) f(n+1)
(126 Fon—) =y
pour n suffisamment grand.
En posant, en effet, a (12.4) les valeurs tirées de (12.3), on a

_(a+n—1)...(ap+n—1) (ay+n)...(ap+n)
(n—1) (b,+n——1)...(b,,+n—1)én(b1+n)...(b,,+n)’

on en tire
(12.5) (—q+p+D)nPH74-(by+...+bg—a,—...—ap) nPHi~14. .. >o.

Pour n suffisamment grand, le polynome du premier membre a
le signe du premier terme. Donc, I'inégalité (12.4) est vraie, si p+1>¢;
sipt+ri=gqet b +...4+b>a+...+ a, linégalité est aussi
vraie. Sip+1=gqetbh +...4 b; = a; +...+ a,, il faut examiner
les coefficients suivants. -

On remarque aussi que, si
rpr<g—I1 ou p=gqg—1 et b+...+by< ar+...+ ap

on a

fn) fn+n)
(12.6) F—D="Fmy
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12.2. Nous allons démontrer maintenant le théoréme suivant :

Si f (x) est une fonction définie et positive pour x > o qui :
I. vérifie léquation fonctionnelle (12.1);
IL. est logarithmiquement convexe pour x > o ('%);

L p>q—1 ou p=q—1 e b+...+b,>a +...+a,;
on a

_ Moy r(x+ay)...I'(z+ay,)

f(@) = 1mx+b0f“r(z+bﬂp

A,

ou
CE(b)...T(by) by...b
k= l‘(a:)...l‘(a!:,) a,...a’:,f(l)'

11 suffit de démontrer le théoréme quand z € (o, 1]. Pour les autres
valeurs de z il résulte le théoréme de (12.1).

Grace a4 la condition II pour les quatre nombres

n—1<nn+xLn+1 (n>M ~+1, re (o, 1]),

on a

log f(n—1) —log f(n) _logf(n+2)—logf(n) _logf(1+n)—logf(n)
—1 - x - I

ou, compte tenu des (12.2),

f) 17 f(n) L+ f(»)
e Rl G == [Nt

Cette inégalité, étant valable quel que soit n > Jlt 4 1, reste
valable, si dans le premier membre, on remplace n — 1 par n; on
trouve alors

f(n+1)]* f(n+1) S(r+0)T* f(n)
(12.8) [ 7o) ] [ erm | ) ]

D’autre part, on reconnait aisément qu’on a

S() _ fuir+1) x+n (x4+a;+n)..(r+ap+n) (bi+n)..(bg+n) |
o (x)  Gppa(x) n (a1+ n)..(ap+n) (£+ b1+ n)..(x+bg+n)’

si, donc, on pose

f(n+1) “’f(n+;)=
[ S(n) _l Gnt1 () Fn(2),

() Voir la note (') du paragraphe 8.1.
MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 156. 4
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on tire de (12.8)

Fn(r) éf(x) <F,(x) [

P q
x+n] 4+ a,+n bi+n

n a+n x4+ b,+n
(=1 =1

Mais I'expression, qui se trouve dans le crochet du troisiéme membre,
tend vers 1, quand n — oo; on a, donc,

f(x) =1lim F,(z),
N> o

ou bien, compte tenu de (12.2) et (12.3)

T (aj+n)...(ap+n)l* n!
/(=) _"h—;n”: [n (bl“'")-"(b:"‘ n)] (%) n+1
! (‘t+bx)lz+l £ (ai+l)n f(l)}

(br+1)n, i (z+ a;)n41

Mais on peut écrire F, (r) comme il suit :

n! pr+a lq—l n! nb

(‘l' -+ az)n+1 . (bz)n+l
1=

(Z)n+1 1 n ! natb, P nl nas

(z + bz)n+1 (@) n+1
=1 =1

[nv(a,—*— n).. (ap+n)]*h;...b
ne (by+ n)...(bg+ n)

n!nt ;2

Fn (.’L‘)'=

L f(x).
P

a...a

Puisque I’expression, qui se trouve dans le crochet du second membre,
tend vers 1 quand n — oo, on a

. _ _ Tl (x+a)...T(zx+ap)
Ji‘LF"(x) =/(=z) = C(x~+by)...T (z+ by) Eok,

ol
T(6:)...T(b,) bi...
= Fay T aray’ @

k

12.3. On peut démontrer de la méme fagon la proposition suivante :
Si f (x) est une fonction définie et positive pour x > o qui :
1. vérifie I'équation fonctionnelle (12.1);
I1. est logarithmiquement concave pour x > JR;
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III. p<q—1 ou Pp=¢q¢g—1 e b+...+b<a+...+a5
on a aussi

_I'(or(x+a)..I' (x+ap),
flz) = U(z+by)...I'(x+ by) k,
oll
_T(b))...T(by) by...b,
k= F(a)... T (a,) a,...apf(')'

12.4. Nous avons supposé que a,, b, > o; si a, b, sont de signes
quelconques, le domaine de définition de f (x) est
xz >N,
ou
N=max(|a|, ..., @], [B1], .., | Bg]) +1,

dans lequel f(x) est supposée positive.
Si
p>qg—1 ou p=gq—I et bi+...+bg>a1+...+ap,

on a
S(N+n) 4f(N+n+1)
S(N+n—1)= f(N+n)

pour n suffisamment grand. En effet, I'équation correspondante
a (12.5) se réduit a celle-ci, si I'on remplace n par n + N.

Les formules (12.2) et (12.3) deviennent, si nous supposons x > o,

(x+ N),,ﬁ(w+N +a,)n
(12.9) f(x+N+n)= = f(@+Ny=op(x+N) f(z+N),
H(z+ N+b)n
=1 )
(1+NY, H(x +N+a)n
(12.10) f(1+N+n)= =1 S(1+N)=o,(1+N) f(1+N).

ﬁ(l +N=+b))n

=1
Donc, pour les quatre nombres

Na+n—1<N+n<N+n+z2ZN+n-+1
(N+a>M+1 (1), xe (o, 1]),

(**) Nous supposons que f(x) est logarithmiquement convexe dans le
domaine z > Jn, ol M > N.
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on a
log f(N+ n—1)—log f(N + n) _ log f(N+ n+ x) —log f(N + n)
—1 - x
_log f(N+n+1)—logf(N+n)
= 1
ou bien
J(N+n) 1= f(N+ n) J(N+n+1)]* f(N+n)
[f(N+ Il—l)] o, (N + &) <f(N+2z)= [ S(N+ n) ] on(N+x)
En remplacant dans le premier membre n — 1 par n et en posant
_[Sf(N+rn+1)]* f(N+n—+1)
(12.11) dn(x) = [ TN+ ) ] o (NE 2
on trouve, comme précédemment,
(12.12) f(N+ux) = li;n b (2).
Mais
— » —
(N + n)II(N “+ a,+ n)
ql (.’l‘) _ i=1 (N+l)n
e [ (2 + N)nts
l](N+b,+ n)
| i=1
H(N+al+ l)n]:[($+ N 4+ b)) n+1
=1 f(l—i-N)
l[(N +b,+ I)nl_[(.l‘+N “+ @) ntt
n! nxe+N d nl nv+N+a, nl nN+o,
( +N)pw il (»L‘+N+c¢x)n+1[[1 (N +b1) nt1t
- n!nN i n! ne+N+b, 4 n! pN+a
(N)n+l (x + N+ 6,) nt1 [! (N + a)nst
(N+a,+n)...(N+a +n) n7*
x [(N"' I INFbF ) (Nr by ) ,7»‘:1]
(N+b,)...(N+b,)
X NNFa)(Nray/0+N:
On a donc

_TI(N+2)T(N+z2+ay)...T(N+2z4ap) ,,
N +2) = = Nroxty T(NTox by M
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ol

. T(Na4+b)...L(N+b,)  (N-+b&)...(N=+b,)
k_l‘(N)F(N+a1)...l‘§N-|1a,,) N(N+a1) (N+; )f(l""‘N)

Nous avons supposé x > o; en posant a (12.13)
r+N=2x, donc #'>N,
on a finalement

N _ D@ T (2 +a))...T('+ap),,
) = =Ty, |(x+bq)p‘

12.5. Nous allons examiner maintenant un cas particulier.
Soit f(x) une fonction définie et positive pour = > o, qui' vérifie
I'équation fonctionnelle

(12.113) flx+1)=

f(x)  (¥y>o0).

.L‘—l—y

On a g=1; puisque b, =y > o, la solution logarithmiquement
convexe de (12.13) est la fonction

(12.14) F(@) = s P ) 7 s
Si I'on prend
S = —’
on a
12.15) f(z) = '—F((—‘?i% (#>0,y>o0).

12.6. Un autre cas particulier est le suivant :
Soit f(x) une fonction qui vérifie I'équation fonctionnelle

z(x — a—b)

onap=1, =2 donc p _—;q——x; d’autre part, a, =—a— b,
b, + b, =— a—b, donc a = b, + b>. Le polynome (12.5) devient
alors

onab —ab(1+ a—+ b).

Si ab > o (resp. al; < o), il faut que f(x) soit logarithmiquement
convexe (resp. concave). On a, donc, plusieurs cas & distinguer :
19 @ < o, b < o; la solution logarithmiquement convexe de (12.16)

est 5
r(z)l(z—a—
f(‘”)—r(a;—-a)l‘(w b)]c

(% >o0),
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ou
==I‘(—a)l‘(—b) ab

A r(—a—>»b) —a——bf(l)'

20 ¢ >0, b>o0; on a alors N=a + b+ 1 et la solution loga-
rithmiquement convexe de (12.16) est

f() = EE.;')—IS): l‘—(.:’-——— i; A ('>a+b+1),

ol
o= ') (b) a(a+1)b(b~+1)
T T(a+b) (a+b)(a+b+1)

fla+b+2).

30 a, b de signes contraires; on a, en supposant, par exemple,
a>o0,a>|b|, N=a -+ 1 et la solution logarithmiquement concave
de (12.16) est la fonction

’ ! —b
Jr= B e (s,

ou
. Fa—b) (a—b)(a—b+1) .
A—F(“)F(l—b) a(a+1)(1—b) Sfla+2).

f(x) est, & un facteur constant prés, la fonction de Gauss [19]

_ ab a(a+1)b(b+1)
f(z)_1+l—-§+ 1.2.2 (2 +1)

12.7. Nous allons chercher maintenant la solution logarithmi-
quement convexe de I'équation fonctionnelle
(12.17) fx+w)=xtf(x) [f(w)=1, f(x)>o0 pour £ >0, w >0, k> 0]
On en tire, en prenant o < Lo :

(12.18) f(z+ no)= [w" (%)n]kf(x)
et pour x = o :
(12.19) J(n+1)w) = wnk(n!)k,

Pour les quatre nombres
(n—nNo<nono+zrZL(n+1w (n naturel, z € (o, w]),
on a, puisque f(z) est supposée logarithmiquement convexe,
log f((n —1)w) — log f(nw) _ log f(nw + z) —log f(nw)

—w £

_Nogf((n+1)w) —log f(rw)
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ou, compte tenu de (12.18) et (12.19)

toglo (n — )t _'° o} [ (5),] 7| _ log(wn)r

w - X w

ou bien

x k& x k
[w(n —1)]® (n—1)! Zf(z) < (wn)® (n—1)!

G N B

Cette inégalité étant valable quel que soit le nombre naturel n,
reste valable si au premier membre on remplace n — 1 par n; on
trouve alors

-

ful@) 21(@) 2futa) (T ”‘”)‘

oll nous avons posé

e [
Donc,
(12.20) f(x) =7}i_;¥:°fn(.v) _ [r(%)]kwk(g—i)

12.8. On peut généraliser ce résultat en demandant la solution
logarithmiquement convexe ou concave de I’équation fonctionnelle

_fx(z+a)... (z+ap) 8
(12.21) fz+w)= NEET (x+bq’), }f(a:),

ol
f(z) >o, pour x> o, w>o0, f(v)=1, k>o, a, b, > o.
On tire de (12.21)

k

py (p+1—q) % I
(12.22) f(z+nw) = f(x)

I1(=*
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et, pour x = o,

P
wn (p+1—q) n!]:[(w +

(12.23) Sl(rn+1)w) = 1=1

[1(25%),

=1

a1>
n

On remarque aussitét que, si
pP>q—1 ou p=gqg—I1 et bi+...+by> a1 +...+ap,

on a

f(rw) _ fl(r+1)w)
Fin—nw) =~ flnw)

pour n suffisamment grand. Au contraire, si
p<qg—1 ou pP=g—I1 et b4+ by < ..+ ap

on a

f(rw)  fUrn+1w)
Fn—nw) =" f(rw)

pour n suffisamment grand.
Nous pouvons maintenant démontrer, de la méme fagon comme le
théoréme 12.2, la proposition suivante :
Si f(x) est une fonction définie et positive pour x > o qui :
I. vérifie U'équation fonctionnelle (12.21);
II. est logarithmiquement convexe (resp. concave) pour n > JR;

III. p>q—i1(resp.p<q—1)oup =q—relb+...4+b;>a +...+a,
(resp. bi+...+ b, <ai+...4 a));
on a

Fay— l(g) p<x+al) _.I‘<x-:)ap> kw“p-—rr+1)(%_1‘)c,

f()r(557)

olt
p<91)p<£z> by b )
(,_ w w w w
o p(ﬂ>p(&)ﬂ...ﬁ
w w w w



DEFINITION DES FONCTIONS EULERIENNES. 51

CHAPITRE III

LA roncTIiON B (2, P).

13. Définition fonctionnelle de la fonction B (z, y).

13.1. Nous avons démontré au paragraphe 12.5 que, si f(z) est

une fonclion définie et positive pour x > o qui vérifie les conditions
suivantes :

Lf@e+)=-5/@ @>o);

x—+y
IL elle est logarithmiquement convexe pour x > JW;

L f(1) = )l,;
alors

_L(=) I,
IO =Txy
Cette fonction est étudiée d’abord par Euler et est désignée par
Binet [11] par B (z, y); on a alors

N = L2 ()
(13]) B(I’})—W—T——}T (-l'>0,y>0).
Si I'on remplace x par y et y par x, on a
(13.2) B(z,5) =B(y, 2).

13.2. Nous allons démontrer que B (z, y), considérée comme fonc~
tion de x par exemple, est une fonction décroissante pour x > o. On a,
en effet,

T(x+y)I'(2) —T(x) T (x+ 1)
P(z+3)

By (2, 5) = I'(y).

Mais, comme nous avons remarqué a la fin du paragraphe 5.6,
I'(z)
I'(z)

Donc

est une fonction croissante pour x > o.

I (z) '(z+y)
F(z) T(z+y)

<o (y>o),

ce qui démontre, puisque I' ({) > o pour ¢ > o,
B (z, ¥) <o.

pour y > o.
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13.3. On voit aussitdt, grice & I'équation fondamentale (5.15)
de T (z), que B (z, y) vérifie les équations fonctionnelles suivantes :
(13.3)  Blr+1,3)=5=B@y)  (2>0 y>0),

zy
(r+y) (x+y+1)

(13.4) B(z+1, y+1)= B(z,y) (#>o0,y>0).

13.4. Nous allons démontrer maintenant que nous pouvons
remplacer dans ’énoncé du théoréme 13.:1 la propriété de convexité
logarithmique par la propriété de décroissance, c’est-a-dire nous
allons prouver le théoréme suivant [5] :

Une fonction f(x) définie et positive pour x> o est identique
aB(zx, y) si: '
£

Lf@+)="—f@ @>o;
II. f(x) est décroissante pour x > IN;

1L f(1) = %

On tire, en effet, de la condition I,

(13.5) Sf(x+n)= (x(ﬁ);)nf(x) (r naturel, z€(o, 1])

et, pour x = 1, compte tenu de III,

(13.6) f(rn+1)= (n naturel).

n!
(¥)n+a
Mais, f(x) étant supposée décroissante pour x > IJNt, on a
S =f(rn-z)>f(n+1) (n>M, ze(o, 1)),
ou bien, compte tenu de (13.5) et (13.6),

(n—r1)! < (Z)n
N T A2+

n!
J(z) > P’
d’olr I'on a
(n—)!'(z+¥)n
) (2)n

n!(Z+3)n

=/ By P

Cette inégalité étant valable quel que soit n, reste valable si I'on
remplace au premier membre n par n 4 1; on trouve alors

21 (&4 PInss
(}’)n+1 ("l")n+i

R (Z+ Y1 ZT+n

=f(@) > DNntt (B)pat T+y+n
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Quand n — oo,
Zz+n

—— 5,
T4+y+n
et I'on a
L n!nr r n'n
im ——— 2T
(&) =lim n! (L~ Y)n+i - n->"°lo (Z)n+1 n!ﬂ (Y)n+1 - T'(z)T(y) =B(z, y).
n>w (P)n+1(Z)n+1 lim n! ne+r T(x+y) ’

ny>wo (L =+ ¥)n+1

13.5. On peut représenter B (x, y) par une intégrale. Considérons,
en effet, I'intégrale

(13.9) [z, 3) =f1t1'—1(l—t))—' dt

4 qui Legendre [28] a donné le nom de l'intégrale eulérienne de
premiére espéce.
Nous allons démontrer d’abord que cette intégrale existe pour > o,
y > o. 1l suffit pour le vérifier de démontrer I'existence des deux
intégrales
1

(13.8) f tx—1(1—t))—1 dt,

0

tr—1(1— ¢) —1de.

bﬂla\)
-

Mais, quand o < té%,
(=1 (1 — )1 < =1 (1 — £)—1 < 2621
et, quand %ét <1,
el (1— <t (1— Pt << 2 (1 —¢) L

Donc les intégrales (13.8), qui sont positives, existent, s’ils existent
les intégrales

1

2 1
f tr—idt, f (1—¢)2—tdt;
0 1

mais, on sait (§ 10.1) que ces intégrales existent.
Remplagons maintenant & (13.7) x par x 4 1; on a

S(x+1,9) =‘[o‘1t-'f(1—t)’*1dt=[‘(l—t)w+)*l(l—_—t:—t)xdt:
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considérons l'intégrale

1—7 ¢ \a
N — —_f
I_£ (1— £)=+) (l_t) de

et intégrons par parties; on a

(1—e)) em™— ) (1—mn)* =N t \*~1 dif
1= (1 — T+ [ —
~f a—om (:5)

r+y T+ 1—¢ (1-——1)—*
=7
e —ma—mr =z f $5-1 (1 — 621 dlt.
£y r—+ )

En faisant maintenant tendre ¢ et n vers zéro, on a

x

flarn =1

[z, 0);

f (z, y) vérifie donc la condition I du théoréme 13.4. D’autre part
lintégrale (13.7) est évidemment une fonction décroissante de =,
pour x > o, puisque o < { < 1; la condition II du théoréme est donc
vérifiée. Enfin, en remplacant dans (13.7) = par 1, on a

1
s = [ a—tpma= 2,
1]

c’est-d-dire la condition III est aussi vraie. D’aprés le théoréme 13.4,
on a

Sz, ) =B(z,x);

on parvient, donc, a la formule

1
13. Bz, y)= [ tx—t(1—¢t))—1dt.
(13.9) @)= [ ==ta—p)

13.6. On peut généraliser les résultats du paragraphe 13.4, en
considérant I’équation fonctionnelle

(13107 Sa+i= ZET g s,

olt
Sf(x) >0 pour z > o, a;, b,> o, oLl x LIl

On tire de cette relation, n désignant un nombre naturel,

R



DEFINITION DES FONCTIONS EULERIENNES. 55

or, en tenant compte de
(13.12) (a+1)p= —;;(a),....,,

on trouve, pour x =1,

_’I!(ﬂ|)n+1...((l _1),,4.1 b|...b
(13.13)  f(n+1= (61)”1.._([’””)"“, a,...a,,: 7Q1).

On vérifie sans peine que, si

A+ ap < by b,

on a

(13.34) Erp (o f',l;'.'?i;«'f;,ff";; 8 oy,

pour n suffisamment grand, tandis que, si
Ay 1 > by L+ by,

on a

(13.15) (.L'+n.)(1‘+a,+n)...(.1'+a,,_|+n)>I’

(x+bi+n)...(x+ b,+n)

v

pour n suffisamment grand.

13.7. Nous allons démontrer maintenant le théoréme suivant :
Si f(x) est une fonction définie et positive pour x > o qui :
I. vérifie I'équation fonctionnelle (13.10);
I1. est décroissante (resp. croissante) pour x > Jli;
IIL. et a4...4a,<bi+...4 b, (resp. ai+...4+ ap—1>b, +...+ b,);
alors
fla) = 'o)U(r+a))...0(r+a,_

1)A
P'(z—+b)...T(x+bp) !

ou

_ T(b)...T(by) bi...b
A= I‘(a.)...l‘(a,,i,) a,...a,,p_if(x)'

En supposant f(x) décroissante et en prenant, n > Jit et assez
grand — tel que (13.14) soit vérifiée — on tire de

Sy fn+rx) > f(n+1)  (o<axL1),
grace aux (13.11) et (13.13), la relation

p—1 p—1 p—1
(n—t)!]—[ Elt—, (a)n (x) ,,I—_[(x “+ &)n n 'I[ ai, (@) n+1
= > —= J@) > —=———— f0)

P
H 1% b)n E(x+bx dn l—l bil (&) n+a

=1 =1
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ou

P
n—[)' (al)n b (x+b,)n
(£)n [I a,(az'—+—a,)nl:[l . - J(®

p—1 P
>f(.l‘) ~ (x) (@) n+i II b, (x =+ bl)n f(l)

al (-l'+ a)n (bz)n+l
1=

Cette relation étant valable quel que soit n, reste valable si I'on
remplace au premier membre n par n 4 1; on trouve ainsi

(13.16) fu(2) > f(e) > fulr) EEPITE AL BB B 1),

ol

Pt ?
_ n! (al)n-f-l b, (& + bt)n+l
f” (x) = () n1 ]:[1 a, (L + a;) 4y ]-—!: (b:) n+1 f(l)

Mais, lorsque n — =, on a

(g+n) (x+a+n)... (r+ap =+ n)
(£+b+n)...(x+by+n)

—>1

et T'on a, comme on le vérifie aisément,

. .T _
(13.17) f(¢)=’}ﬂfn(x)= F(-I':‘I(“l(‘i";:;l) = (Jii-;pﬂ;p 1)k

ol
T (by)...T(b,) b,...by, 7.

k=
I‘(a,) I‘(a,,_,) ay...ap—y

13.8. Comme nous avons vu au paragraphe 13.6, la solution
cherchée de I'équation fonctionnelle (13.10) est croissante ou décrois-
sante suivant que le polynome

(¢+n)(x+a+n)...(r+a,_1+n)—(r+b+n)...(r+bp+n)
est positif ou négatif pour n suffisamment grand; mais en posant
r+n=2x

cela revient a dire que le polynome
(13.18) (@' +ar).. (' +ap_y) — (&'+ by) ... (&' + bp)

est positif ou négatif pour z’' suffisamment grand. Or, ce polynome
peut s’écrire

(e1— Y1) &P+ (6>— Y2) P~ ...+ (Cpo1— Yp—1) &' — Yp,
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ou ¢, v, sont les fonctions symétriques fondamentales des polynomes

(' +a) .. (2 +ap—y) et (£'+b)... (' +bp).

13.9. On peut examiner le cas ou a,, b, sont des signes quelconques;
le domaine de définition de f(x) est x> N, ou

N=max(|a|, ..., lap—1l, |b1]s -ovs | bp]) +13
on peut répéter ici ce que nous avons dit au paragraphe 12.4.

13.10. Nous pouvons appliquer ces résultats a l'équation fonc-

tionnelle
(13.19) f(x+1)=wf(x),

(x—a)(x—>b)
qui a été examiné au paragraphe 12.6. Le polynome (13.18) se réduit
4 —ab. Si a, b sont de méme signe, ce polynome est négatif; donc
la solution décroissante de 1’équation (13.19) est la fonction hyper-
géométrique

F(r)T (z—a—0>)
(13.20) @ = e—aTE@—5"

(z>0sia<o,b<osz>a+b+1sia>o0,b>0)

ou
r(l‘T-f)ar—(-_b)b) _Zb_bf(l) quand a<<o, b&<o;
I'(a)T(6) ala+1)b(b+1)
I'(a+b6) (a+b)(a+b6+1)

f(a+b+2) quand a>o0 &>o.

Si ab <o (par exemple a> o, a>.|b|), on voit que la solution
croissante de I'équation (13. 1g) est la méme fonction (13.20) (x>a+1),
oll
F'(fa—b) (a—0b)(a—b+r1)

l‘=1‘(a)l‘(l—b) alar DO—5) fla-+2) (%).

13.11. Nous dirons qu’une fonction de deux variables ¢ (z, y),
définie dans le domaine C, est croissante (resp. décroissante) dans C,
si, (x1, 1), (T, y») étant deux points de C, il résulte de z, < s, . <y,
la relation

(18.21) @ (1, 1) L9 (20, ¥2)  [resp. (21, 1) > ¢ (%2, ¥2)].

(**) Voir, paragraphe 12.6.
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13.12. Nous allons démontrer le théoréme suivant [5] :

Une fonction de deux variables f (x, y) définie et positive pour x > o,
y > o est identique a B(x, y) si :

Lf@+1y+1)= o f @, )

(r+y)(x+y+1)

Candinnl W:ﬁ f(x, y) est décroissante pour x>, y >IN (*%);

I1. la fonction =
.l""' :’,

IIL. f(1, 1) = 1.
Vérifions d’abord que, si o <z =1, o <y,

(.’l‘ -+ n)‘!.‘+ll+1 (:V -+ n)\-f-ll+l (x +v+2n—+ 2).z‘+)+2n+2
((x+n+1)90+"+1(y+n+1)'+"+l )
| X(x+y+en)yrryr2n+tl(z4y+2n-+1) f

(18.22) on(x, ) =

<1

on a, en effet, en posant

Z—+n=wo, y+n=sy,

W -+ @ w(w—+p+2) Jor [ ¢(w—+p+2) |5+
w+?+l[(w+1)(w+?)] [(?+I)(w+?)]

Cp=

Si x=y, on a évidemment o, <1; si <y, par exemple,
puisque o <xr L1, 0 <y<L1, 0n a

w (w4 9+ 2)

?(w+ 9+ 2)
(v +1) (0 +9)

DR CERICET)

>1,
donc

© -+ w(w+ 9+ 2) 1| 7 (w—+ 9+ 2) |rt2
°"<w+q>+r[<w+1>(w+q>>] [(9+n><w+q>>]
(o +e+2) 0o (w49 +2)° ]"‘H.
—(?+1)(w+?+1)[(w+?)"(w+l)(?+l) !

on a toujours .
P(w—+9+2) <(9+1) (0-+g-+1),
09 (w-4+¢4+2)° < (0+9¢)(0-+1)(p-+1),

parce qu'on a respectivement
w—+1>o0, (0 —9)(1+9+w)>o0.

Venons maintenant a la démonstration du théoréme. On tire de
la condition I,

(13.23) f(z+n, ],+n)=%f(x,y) (n>M; 2, ye (o, 1])

('®) On ne suppose rien sur la nature de la fonction f(z, g).
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et, pour r = y = 1, grice i la condition III,
n!'n!
(13.24) f(rn+1,n+1)= GraD! (n>M).
Mais, la fonction
x+)
ELD fw )
étant supposée décroissante pour x > JN, y > JN on tire de

nn+rLn+1, nn+yZn+1 (n>M),

grace aux (13.23) et (13.24), la relation

n (n—1)! (n—1)! (£ +3 +2n)z0+2 (2), ()

2 (Zn—-l)! é(z'-|-n)-’l‘+n(‘y..|_’,‘)_y-i-n (“‘+,}’)2nf(w’y)
n! n!

(2n+1)!

> onte

ou bien
g2n (n—1)! (rn—1)! (Z + ¥)en ( + R)Z+R(y + n)I+n
(2n—1)! () (¥)n (2 +y +2n)x+H)+2n

! a1 (% - y)an (& + R)*H(y + n)1*n
(2n+1)!1 (2)n (¥)n (2 +y + 2n)x+)+2n

> f(z, y) > 2o

Cette inégalité étant valable quel que soit n > Omn, reste valable
si I'on remplace au premier membre n par n + 1; on trouve alors

(13.25) Ja (2, 5) > f(2, 7)> fa (2, ¥) on (2, 7),
oll nous avons posé

nln!  (Z4+))onve (X + R 41)THrH () 4 p 4 1)) +A+1
(ern+1)! (@)1 (P (8 + )y + 20 -+ 2)THr+ense

Inl@, ) = 2rn

et ou o, (z, y) est la fonction définie par (13.22) qui, comme nous
venons de le voir, est <1.

Mais, on a

L O e LR T (x+y-+2n+2)2
r+n+1 y+n+1 @+y+2n)(z+y+2n-+1)

lim o,(z, y)=Ilim
n-> o

Z+n+1 y+n+1
Z+y+2n+2\THin I
> lim (| ————— =I1.1.1.- —€el= |
ZT+y—+2n ee

MEMORIAL DES SO. MATH. — N° 156. 5
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On tire, donc, de (13.25)

Sz, ) = lim fo(z.y).
nyw

Mais,
n!'nx nlnp
(Z) pt-1 (V) ntt
x = . (. v
Sl 2) (zn+D!(2n+1)+H n (2, ¥)
(& 4+ ¥)2n+a
ou
ta(z,)) = (r+n 99n+2 (& + n =4 1)X+a+t (y 4 p 1 )y+a+
aldy ) = ncn) (-‘l"+.'y+2n+2)-1’+)+2n+3
Or,

. . 2n -+ 1\T+) L4+n—+1 B
im t,(z, y)=lim { —— Im({ ——
n>=» : n L4y 420+ 2

xlim( Y+ n—+1 )‘ I 2 +2n+ 2 )'H-i
L4y +2n+2 Z+Y+2n-+2
. 21 +2n+2 \H 11 R
x"m(m) =2 o ¢ St
On a, donc, finalement
plnr nlp
: N (£)n+1 (J)nt _ITrly)
j(-ﬁ))—nl';n” Gr+D! (2rn+ 1% = T(z+2) =B(z, ).
(x4 1)anse
14. La fonction G (z).
14.1. Considérons la fonction
1 xr 1\ I F(§>I‘<%> I l<§>
14.1 Gz‘:-—B(_. N L - L .
( ) (z) ‘/5; 2,,2) \/27! 1‘(.@;1) \/;F(w:-l>’

cette fonction est un cas particulier de la fonction B (z, y), mais,
puisqu’elle présente un intérét particulier ('’) nous I’examinerons
séparément.

On voit aussitét que G (x) vérifie I’équation fonctionnelle

(14.2) G(w+1)=x_(;(x_).

(') Voir par exemple : N. NGRLUND [32], p. 115-118.
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Nous pouvons donner une autre forme a G (x); on a

x
n!n?

z x
G(z) = —‘}; I-‘E‘S—i)lj = ,}L":, (;>n:12:1
V2

n'n
2 g
(.z'-l—l)
2 n+41
on+1
. z(z+2)...(z+2n
— lim (z+2)..(z+2n)
n>w ‘/2n.2n+1

(z+1)(z+3)...(x+2n+1)
(z+1)(x+3)...(z+2n+1),

=1l
"l-;t z(x+2)...(x+2n)\2n ’
on a, donc,
(14.3) G(z) = lim (z+D)(z+3)...(z+2n+1),

n>e  g(x+2)...(z+2n)y2n

mais, puisque

. x4+2n
lim =1,
n>w a2n

nous pouvons écrire

(14.4) G(z)=lim (ZHD(E+3).. (@+2n—1)

n>eg(x+2)...(x+2n—2)yYx+2n

D’autre part, comme nous avons vu au paragraphe 13.2, G (r) est
décroissante pour x > o; elle est aussi convexre pour x > o. En effet,
on vérifie aussitdot que

Z —+1
x

est positive, décroissante et convexe pour £ > o; donc, en remplagant
par x + 2 v, on voit que

Z 4+ 2V —+1

Tz +av

a les mémes propriétés. D’aprés le théoréme ¢ du paragraphe 1.13,
la fonction

Z4+12+3 r—+2n—1 1

%z z+2 T+2n—3a on
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est convexe (et décroissante) pour x > o; donc, d’aprés le théoréme
du paragraphe 1.13, '

o (x+D)(x+3)...(x+2n—1) 1
G(x)_:};“l r(x+2)...(r+2n—2) _\/'2‘—‘,_;

est convexe (et décroissante) pour x > o.

14.2. On voit aussitét que G(x) est semi-décroissante et semi-
convexe ('*) pour x> o car, comme NOUS avons vu aux para-
graphe 3.2 et 4.1, une fonction décroissante (resp. convexe) pour £ > o
est aussi semi-décroissante (resp. semi-convexe) pour x > o.

14.3. A. Maver [29] a démontré qu’une fonction convere el
positive pour x> o, qui vérifie I'équation fonctionnelle (14.2) est
identique a G (x). La démonstration de Mayer suppose connue la fonc-
tion G (z).

Nous allons démontrer le théoréme suivant [2] :

Une fonction f(x) définie et positive pour x > o, semi-décroissante
pour x > O, qui vérifie U'équation fonctionnelle (14.2), est identique
a G (2).

On tire, en effet, de (14.2),

(x+1)(x+3)...(x+2n—1) 1 |,
Z(z+2)...(x+2n) S(x)

_ z(z+2)...(r+2n—2)

_(x+1)(x+3)...(w+2n—1)f(w)

f(z+2n+1)=

(14.5) f(x+2n)

(n naturel; o < x < 1).

Or, f(z) étant semi-décroissante pour les valeurs de la variable plus
grandes que Ji, de trois nombres

T4+on—1<x+2n<T+2n+1 <n>m12+l,.z~e(o, 1]),

on tire

flx+en—0)> f(z+2n)> f(r+2n+1)

(**) Dans la suite nous écrirons, pour abréger, semi convexe, semi-décrois-
sante, etc., au lieu de semi-convexe 1, semi décroissante 1, etc.
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et compte tenu de (14.5),

n—

1 n
(x+2v—1) Il(x-i—zv——z)
1 I v=1

14.6 =
STON =5 f(@)
]_[(x+2¢—-2) H(x+2v—-x)
I (z+2v—1)
éZji f(.z'l'

H(.z:+2v—2)

V=1
Mais, pour x> o, f(x) > o et I'on déduit de (14.6),

X —+2n

(14.7) fn(w)éfz(x)éfn(x)m’
ou
(14.8) fu(e) = —EFD (@3 (g+an 1)

r2(x+2)...(r+2n—2)(z+2n)

11 résulte de (14.7),
(14.9) Jr(z) = '}i_f;fn(x)

et, f(z) étant positive pour > o,

(14.10) f(z)= lim (z+1)(z+3)...(x+2n—1)

nyrex(x—+2)...(r+2n—2)yr—+2n =6(2).

14.4. Nous pouvons encore démontrer le théoréme suivant :

Une fonction f(x) définie et positive pour x> o, semi-convere
pour x> O, qui vérifie I'équation fonctionnelle (14.2), est identique
a G (2).

De semi-convexité de f(x), pour les valeurs de la variable plus
grandes que N, on tire

flr+2n) <Z-[f(zx+2n—1)+ f(x+2n+1)]

1
2
f(x+2n+1)_é%[f(x+2n)+f(.;,'+zn+2)]

<n>m:1, o<zé1)
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ou, compte tenu de (14.5),

n
X —+2Vv—2

x+2v-—1f(x)
v=1 n—1
H(w+2v——-1)
I v=1 X —+2n—1 I
<3 n (x zr+2n )f(x)
H(z+iv-—2)
(14.11) l—[(x+2v—l)
V= I
n+: f(-’l')
H(x+2v—2)
v=1 2
(x+2v—2)
1 g . z+2n
o _n ( +x+2n+1>f(x)'
]](.Z‘+2V—I)
v=1

11 en résulte, puisque f(x) > o, pour = > o,

(22 +4n)—1

(14.12) on(z) éf’(x)é?n(ﬂc)m'

ol nous avons posé

22 4+ 4n + 2

(14.13) on (2) =Fo(®) oy

f~ (x) étant la fonction définie par (14.8).
De (14.13), (14.12) et (14.9), on a
2 = li n = li n = G2 ,
S (x) Am ¢ () nf:,f (2) = G2 ()
ou bien, f(x) étant positive pour x> o,
Sf(z) =G(z).

14.5. H. P. Thielman [35], généralisant le résultat cité de Mayer,
a démontré que si f(x) est une fonction définie et positive pour x > o,
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convexe ou décroissante pour x > o, qui vérifie I'équation fonctionnelle
(14.14) f(x_'_w):.t—"jl'(_xj (x>0, w>o0,%k>0),

alors f (x) est identique a la fonction

- G |
(14.15) F(r)= \@;.(x—;:)_w_) .

Cette fonction peut s’exprimer, par la fonction B (z,y), comme il
suit :

(14.16) F(z)=[‘/2%63<;%,%)‘r.

14.6. Nous pouvons démontrer le théoréme suivant [6] :

La fonction F (z), définie par (14.15), est la seule fonction définie
el positive pour x > o, semi-décroissante w ou semi-convexe » dans
le domaine x > ON, qui vérifie I'équation fonctionnelle (14.14).

Soit f(x) une fonction semi-décroissante », qui remplit les suppo-~
sitions du théoréme; nous allons démontrer que f(z) = F (z); si f (z)
est semi-convexe w, la démonstration résulte d’une facon pareille.

On tire de (14.14),
[ [z +w <
( 2w )n—i I

] w(ﬁ.)n f(=)
x 4
Séz +2nw) = —(EE)L- f(z)

T+ w
_ 20w Jp

A cause de semi-décroissance w de f(x) pour les valeurs de la
variables plus grandes que Jit, de trois nombres

flx+(Er—1)w)=

(14.17) (o<z Lw).

L+ (2a—1wLr+2n0 L2+ (20 +1)©
(n> .’m,+w, x € (o, w])

2
on tire la relation

flz+(2rn—1w)> f(z+2n0)> f(z+(2n+1)w),
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et, grice aux (14.17), on a
Wh8)  fi@)2peafie | e

z+(2n —2)w
oll nous avons posé

.’L‘+w) I
(14.19) falx)=] 2;’ n , 1 .
i (573>n (2(»)3(2%-4-,1)’
=—.(n——x)!(n-—1)21"’_(,;_1)!(,,_,)% I
G, EmE).
I3

On tire de (14.19) que,

lim f,(z)=F ()
n>w

et, de (14.18), puisque f(z) est positive, pour z > o,
Sf(z)= '}i:}cfn(w) =F(z).

14.7. Considérons maintenant ’équation fonctionnelle

flz+o0)= ! !
(14.20) Tz +p1) . (2 +pp)]t f(2)
(x>0, k>0; p1, pry «0v5 pPp>0).

Si I'on pose
(14.21) P(z) =[x +p1)...(z+pp)]4
(14.20) devient

I

(14.22) ‘ f(z+w)=W'

Si f, (x) satisfait ’équation fonctionnelle

I
(14.23) Mz + o) = e @)

la fonction
(14.24) ®(z) = fi(z) fa(x) ... [r(x)
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est une solution de (14. 20). D’autre part, toute solution & (x) de (14.20),
est liée avec @ (x) par la relation

(14.25) Q(z+w) Q(2) =1,
ol
Q(z) = ;((’;))

Il en résulte que, la solution générale de (14.20) est
(14.26) f(@) = (2)Q(a),

ol @ (2) est la fonction (14.24) et Q (x) une solution quelconque
de (14.25).

14.8. Nous allons chercher les solutions semi-décroissantes
de (14.20), positives, pour x > o.

Si F(z) est la fonction définie par (14.15), on reconnait aussitdt
que F(z +p,) est une solution de (14.23) positive et semi-
décroissante w, pour z > o; mais, d’aprés le théoréme b du para-
graphe 3.4, le produit des forictions semi-décroissantes et positives,

pour x > o, est une fonction qui a les mémes propriétés; la fonction,
donc, '

(14.27) Gb(z)=F(r+p1)...F(z+pp)
est une solution de (14.20) semi-décroissante » et positive, pour x > o.
Nous allons démontrer maintenant le théoréme suivant :

® (z), définie par (14.27) est la seule solution semi-décroissante el
positive pour x> o de (14.20).

Soit f (x) une autre solution de (14.20), qui a les propriétés de ® (x)-
Il résulte de (14.26) que, Q (r) est positive, pour z > o; on tire
de (14.18), pour n =1,

[ (x + w) ]kéF(x)é[‘m-’-w]L’
z\z+20 ] - z

qui devient, en remplacant x par T + pv,

2 ——— 1k
|‘ Z +py+ o ]éF(x-kpv)é[‘/x"'P""'“’]

(2 +0v) V4 py+ 20 (z +ev)
(v=1,2, ..., P)
et, en multipliant (v =1, 2, ..., P)s
Py

F;
(14.28) PM/P_zé‘I’(x)é P
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olt nous avons posé, pour abréger,
Po=[P(x)]%, Py =[P(z + Jw)]*.

f (x), étant supposée une solution de (14.20) ayant les propriétés

de ® (z), sera de la forme (14. 26); mais, Q (z) étant positive, pour > o,
il résulte de (14.28)

(14.29) Q(:v)P ‘/__f(w)é—Q(m)

En remplagant x par x +w, £ + 20, £+ 3 o, (14.29) devient,
grice a (14.25),

1 VP,
(14.30) O] P“/__f(.r+w) < == P Q(.z')
(14.31) ‘/_ _‘/T}Q(w),

1 VP. 1
(14.32) @ Ps‘/_éf(a;+3w)_ P, Q@)

f (), étant semi-décroissante w pour x> o, on tire de (14.29),
(14.30) et (14.31),

Po Pg é Qﬁ(x) é P-»P\/ PPsz .
Py P, Py 153

On en tire, en remplacant z par ¢ 4+ 2 no et en tenant compte
que Q () admet la période 2 v,

Pan Ponia 2 Q2 (z) = Popis VPanraPants
Poni1 V PorntiPonys PontaPanyy

et, en faisant n — oo,

Q(z) =1
ou, Q (x) étant positive pour z > o,
Q(z) =1.
On tire, donc, de (14.26) que,
f(z) =@ ().

On parvient au méme résultat, si 'on cherche les solutions semi-
convexes w et positives, pour £ > o. On a, donc, le théoréme

® (x), définie par (14.27) est la seule solution semi-convexe «
et positive pour x > o de (14.20).
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14.9. Considérons le cas particulier suivant : Soit I'équation fonc-
tionnelle

. . . ’ . 1 . I
Si I'on demande la solution semi-décroissante 5 Ou semi-convexe -,
pour x > o, de I'équation (14.33), on trouve

I‘(x+ l)
_ 2 1

Cette fonction a été examinée par Hisasue [21]

NOTE.
W. Krull ([24], [25]) dans deux Mémoires trés intéressants, géné-
ralisant les résultats d’Artin [9], a examiné ’équation fonctionnelle
(1) glx+1)—g(r)=72(r),

ou ¢ (x) est une fonction définie et continue pour z > Jn, qui
vérifie I'une des conditions suivantes :

(2) lim [g(z+ ) —g(@)]=0  (h>0),

(3) 1!1_>m Ao (x; hyy o) =0 (o< h,£L8;i=1,2),

oll nous avons posé

2) — g — _hi
(4) Ag(zs hyy by = EEBI2) 3t h) (o)

Nous donnerons dans ce qui suit les résultats principaux de
W. Krull sans démonstration; le lecteur intéressé peut consulter
les Mémoires originaux ().

(%) Voir paragraphe 1.9.
(’%) On peut consulter aussi le Mémoire intéressant de A. Dinghas [16].
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Son théoréme fondamental 1 est le suivant :

Supposons que ¢ (r) puisse s’écrire
?(2) = 91(2) + 92(2),

oll ¢, () est convexe, . (¥) est concave pour x > N et qu’elles vérifient
la condition (2); alors il existe une et, d’une constante additive prés,
une seule « solution normale » g () de I'équation (1), qui pour chaque h,> o

vérifie la condition (3); pour x>>B > Ot une solution normale est
définie par

s@ = e(wdu—o@) + L)),

(5) L3 (2)] = X X[s(a + h)],

A=0

xr+1
[ Xle@)= [ e@du—ls@+n+e@)]

La fonction Z [ (x)] tend vers zéro quand x —o.

Les formules (5) sont une généralisation évidente de la formule
de Stirling pour la fonction T (z).

En supposant que ¢ (z) soit définie dans x > o on peut démontrer
les théorémes suivants :

1. Si les suppositions du théoréme fondamental sont remplies, la
solution normale de U'équation (1), pour qui g (1) = o, peut s’écrire
comme il suit :

6)  g(2)= lim [xc.v(n)—so(w) — N (e (z+4) —v(k))]
n A=1
=—g(2)—2¢(0) —z ¥ Ae(h; 1, Z).
k=1

Cette formule est une généralisation de la formule de Gauss pour
la fonction T ().

2. Si ¢ (x) est convere (resp. concave) pour x > R, les solutions
normales de I'équation (1) sont concaves (resp. convexes) pour x > L.

3. Si les suppositions du théoréme fondamental sont remplies, une

solution convexe ou concave pour x > Ot de (1) est toujours une solution
normale.
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W. Krull considére ensuite 1'équation
(7) G(z+1)=®(x) G(z),

ol ® (r) est une fonction définie, positive et continue pour = > o;
il démontre le théoréme suivant :

Si @ (x) pour x > O est logarithmiquement convexe (resp. concave)
et si @ (x) vérifie la condition

d(z +1) _

lim =1,

are P(2)

l'équation (7) admet une et, d’un facteur constant prés, une seule solution
normale G (x) qui remplit la condition
. P(z+h)P(x—h)
ST e@r

et qui pour x > O est logarithmiquement concave (resp. convexe).

On peut démontrer [8] le théoréme suivant qui généralise le résultat
du paragraphe 8.

Supposons que ® (x) soit logarithmiquement concave (resp. convexe)
pour x > Ot et remplisse les conditions suivantes :

lim [M]Z R (A= Cte, h>o0),

x>w @ (z)
[%—3—12]”“;/; (resp. £ k) pour x> o;

une fonction G (x), définie pour x > o, se confond avec

e (@), @ (n)e
Y@ = lim =

si G (x) vérifie les conditions suivantes :
1. elle est une solution de I'équation (7);
I [(b—fw—)]xG (x) est décroissante (resp. croissante) pour > o;
III. G(1) = 1.

Dans son deuxi¢me Mémoire W. Krull démontre le théoréme fonda-
mental 11 suivant :
Si ¢ (x) admet une dérivée d’ordre r, si ceile dérivée est monotone
el si lim o) (x) = K (K fini), alors I'équation fonctionnelle (1) admet
x> o
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une el, d’une constante additive prés, une seule solution normale ¢ (x)
qui admet une dérivée d’ordre r et qui vérifie, pour h,, h» > o, la condition

lim Agl)(z; Ay, ko) = 0.
x>n '

Si, en particulier, lim ¢")(x) = o, la solution normale vérifie de
r> o

plus, pour chaque h > o, la condition

lim (g (x+h)— gN(z)) =o0.
2w

I1 démontre ensuite les théorémes suivants :

1. Si g () est une solution normale et intégrable de I'équation (1),
la fonction

F(x)=f g(u)du—(x—-—l)f g(u)du

1
est une solution normale de I’équation
F(x—+1)—F(x)= u) du
(z+1)—F (z) f 9 () du,
pour qui F (1) = o.
2. Si ¢\") (x) est monotone et si

lim ol (2) = (1) =9’ (1) =...= ¢~V (1) =0,
Xy o
la solution normale de (1), pour qui g (1) = o, prend la forme

(8) é’(t)=Jm{[P:(J)?(’""(n+2)
+ Pry(2) o= (n +2) +...+ P1(2) 9 (n +2)]
- ; [<P(w+’f)—?(l+k)]},
ot P (x) sont définis par =

P = (z—1), P; = Py du — (z —1 -P,._ u) du.
@) =@=n, P =[ Pea@du— (= [ P
Si dans cette formule on pose r = 1, on trouve la formule (6).

3. Si ¢ (x) est monotone, si lim ¢¥) (x) = o et si g (x) est une
X > o

solution normale de (1), ¢ (x) est aussi monolone.



DEFINITION DES FONCTIONS EULERIENNES. 73

On dit qu’une fonction f (z), définie dans a <z <, est & variation
bornée dans cet intervale s’il y a un nombre fini K tel que pour chaque
suite finie a =z, < x; <...< xp, ON a

N1/ (@) — f(@1-n) | £ K
R=1

On a alors le théoréme :

Le théoréme fondamental 11 est valable en supposant — au lieu de
la monolonie de o) (x¥) — que ¢V’ (x) soit a variation bornée dans
a < <w, pour a assez grand.



74 J. ANASTASSIADIS.

BIBLIOGRAPHIE.

[1] J. AcztL, Vorlesungen itber Funktionalgleichungen und ihre Anwen-
dungen (Birkhiuser, Basel, 1961).

[2] J. Aw~astassiabpis, Fonctions semi-monofones el semi-convexes et
solutions d’une équation fonctionnelle (Bull. Sc. math., 2¢ série,
t. 76, 1952, p. 148-160).

[3] J. AnasTassiaDIs, Sur les solutions logarithmiquement convexes ou
concaves d’une équation fonctionnelle (Bull. Sc. math., 2¢ série,
t. 81, 1957, p. 78-87).

[4] J. Anastassiapis, Une propriété de la fonction Gamma (Bull.
Sc. math., 2¢ série, t. 81, 1957, p. 116-118).

[5] J. AnasTassiapis, Définitions fonctionnelles de la fonction B (x, y)
(Bull. Sc. math., 2¢ série, t. 83, 1959, p. 24-32).

[6] J. AnNasTassiaDis, Remarques sur quelques équations fonctionnelles
(C. R. Acad. Sc., t. 250, 1960, p. 2663-2665).

[7]1 J. AnasTassiapis, Sur les fonctions périodiquement & variation
bornée (C. R. Acad. Sc., t. 252, 1961, p. 55-56).

[8] J. Anastassiapis, Sur les solutions de Uéquation fonctionnelle
f(x + 1) =9 (x) f () (C. R. Acad. Sc., t. 253, 1961, p. 2446-2447).

[9] E. ArTIN, Einfiihrung in die Theorie der Gammafunktion (Teubner,
Leipzig, 1931)

[10] W. N. BAILEY, Generalized Hypergeomelric series (Cambridge

. University Press, London, 1935).

[11] J. BINET, Mémoire sur les intégrales définies eulériennes et sur leurs
applications & la théorie des suites, ainsi qu’a Iévaluation des
fonctions des grands nombres (J. Ec. Polyt., cahier 27, 1839,
p- 123-343).

[12] H. Bour et I. MoLLERUP, Lerebog i mafematisk Analyse, t. III
(Kopenhagen, 1922).

[13] N. Boursaki, Eléments de Mathématiques, Livre IV, Fonctions
d’une variable réelle (Hermann, Paris, 1949).

[14] C. CARATHEODORY, Funktionentheorie, t. I (Birkhduser, Basel, 1950).
[15] A. DENJOY, Mémoire sur les nombres dérivés des fonctions continues
(J. Math. pures el appl., 7¢ série, t. 1, 1915, p. 105-240).

[16] A. Dincuas, Zur Theorie der Gammafunktion (Mathematisch-
Physikalische Semeslerberichle, t. 6, 1959, p. 245-252).

[17] L. EvLER, Institutiones calculi differentialis cum ejus usu in analysi
finitorum ac doctrina serierum (Petersburg, 1755).



DEFINITION DES FONCTIONS EULERIENNES. 75

[18] L. EULER, Institutiones calculi integralis, t. 1 et 1I (Petersburg,
1768-1769).
[19] C. F. Gauss, Disquisitiones generales circa serien infinitam

- ﬁx+ a.(a+l).@.(§+l)f,+”“
1.9 1.2.7.(y+1)

[Comm. Soc. Sc. Gottingensis rec. (math.), t. 2, 1813, n° 1, p. 1-46].

[20] O. Hauprt et G. AuUMANN, Differential und Integralrechnung, t. I
et II (Walter de Gruyter, Berlin, 1938).

[21] H. K. HisAasug, The Delta Funktion (Proc. Phys. math. Soc. Japan,
3e série, t. 9, 1927, p. 145-151).

[22] O. HOLDER, Ueber die Eigenschaft der Gammafunktion, keiner
algebraischen Differentialgleichung zu geniigen (Math. Ann.,
t. 28, 1887, p. 1-13).

[23] F. KrEIN, Vorlesungen iiber hypergeometrische Funktion (Springer,
Berlin, 1933).

[24] W. KruLL, Bemerkungen zur Differenzengleichung

g(x+1)—g(x) =9(2)-

1. (Math. Nachr., t. 1, 1948, p. 365-376).
[25] W. KruLL, Bemerkungen zur Differenzengleichung

g(x+1)—g(r)=9(x).

II. (Math. Nachr., t. 2, 1949, p. 251-262).

[26] M. Kuczma, Remarques sur quelques théorémes de J. Anastassiadis
(Bull. Sc. math., 2¢ série, t. 84, 1960, p. 98-102).

[27] M. Kuczma, Remarks on some functional equations (Ann. Polonici
Math., t. 8, 1960, p. 277-284).

[28] A. M. LEGENDRE, Exercices de calcul intégral sur divers ordres de
transcendantes et sur les quadratures, t. 11 (Paris, 1814).

[29] A. MaYER, Konvexe Lisungen der Funcklionalgleichung

1

Te+n - /@

(Acta Math., t. 70, 1939, p. 57-62).

[30] P. MoNTEL, Sur les fonctions convexes el les fonctions sous harmo-
niques (J. Math. pures et appl., g¢ série, t. 7, 1928, p. 29-60).

[381] P. MonTEL, Sur les propriétés périodiques des fonctions (C. R,
Acad. Sc., t. 251, 1960, p. 2111-2112).

[32] N. NorLuNne, Differenzenrechnung (Springer, Berlin, 1924).

[33] A. Ostrowski, Neuer Beweis des Holderschen Satzes, dass die
Gammafunktion keiner algebraischen Differentialgleichung geniicht
(Math. Ann., t. 79, 1919, p. 286-288).



76 J. ANASTASSIADIS.

[34] G. Prana, Note sur une nouvelle expression analytique des nombres
bernoulliens, propre a exprimer en termes finis la formule générale
pour la sommation des suites [Mém. Acad. Sc. Torino, (1), 25,
1820, p. 403-418].

[35] H. P. THIELMAN, On the convex solution of a certain functional
equation (Bull. Amer. Math. Soc., t. 47, 1941, p. 118-120).

[36] K. WEIERSTRASS, Ueber die Theorie der analytischen Fakulidten
(J. reine angew. Math., t. 51, 1856, p. 1-60).

[37] E. T. WHITTAKER et G. N. WATSON, A course of modern Analysis
(Cambridge University Press, London, 1g950).

——— O ————



TABLE DES MATIERES.

CHAPITRE 1.

Fonclions convexes, semi-monotones et semi-convexes.

Pages

1. Fonctions convexes et concaves d’une variable...............cco0uunus 1

2. Fonctions logarithmiquement convexes................ooiiiieeennnn. 6

3. Fonctions semi-monotones..............coviiiiiierennnernnnnnenanns 10

4. Fonctions semi-convexes.................. ettt et 12

CHAPITRE ' IL,
La fonction T (z).

5. Définitions formelles de la fonction I'(z).. . .....coviviiiniiiininn, 17

6. La fonction p(z)....ooeeernnriinnr ittt e 24

7. Définition fonctionnelle de I'(x). La proposition de Bohr-Mollerup...... 27

8. Autre définition fonctionnelle de I'(z)...........cccviiiiiiiiiirnnn, 29

9. Les valeurs de I'(z) pour les grandes valeurs de z..................... 31

10. Propriétés de la fonction T'(Z)........coiiviiii i iiiiiiiiiiinnen, 32
11, Autre définition fonctionnelle de I'(z)............cciiiiiiiiiininns 4o
12. Quelques généralisations.............. .. ... ...l [ 4

CuarIiTRE IIL
La fonction B(z, y).

13. Définition fonctionnelle de la fonction B(z, ¥)...........cvivivvinnnn 51
14, Lafonction G(@)......cviriiriiiiiinierninennionnssinnenansnanne . 6o
NOTE. .t cvvvreerunnne veovvnnenns e et e 69
BIBLIOGRAPHIE. . 0\ vtveanasenssonenssennsassnnns firecesensernirecssans 24



