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A LA MÉMOIRE 

DE MON FRÈRE INOUBLIARLE THALÉS 





D É F I N I T I O N 

DES FONCTIONS EULÉRIENNES 
PAR DES 

ÉQUATIONS FONCTIONNELLES 

Par M. Jean ANASTASSIADIS. 
Professeur à la Faculté des Sciences de l'Université de Thessaloniki. 

CHAPITRE 1. 

FONCTIONS CONVEXES, SEMI-MONOTONES ET SEMI-CONVEXES. 

1. Fonctions convexes et concaves d'une variable. 

l . i . Soit f(x) une. fonction réelle et finie d'une variable réelle, 
définie dans l'intervalle ouvert 3 = (a, b). On dit que f(x) est convexe 
(resp. concave) dans cet intervalle i° si elle est bornée supérieurement 
(resp. inférieurement) dans un seul intervalle partiel J t c ^ et 2° si, xu 

x-2 étant deux points de îf9 on a 

( l . i ) f(Xx"*~x*\ ^ / ( ^ ) - + - / ( ^ ) 

I resp. 

(4.2) f(Xx~*~œ*\ ^ / ( ^ ) ^ / ( ^ ) ] 

Il est évident que si f(x) est convexe dans J, —f(x) est concave 
dans cet intervalle. 



2 J. ANASTASSIADIS. 

1.2. On reconnaît qu'une condition nécessaire et suffisante pour 
que f(x) soit convexe dans J = (a, b) est 

(1.3) (i - 3 ) / (*0 +• 3/(*2) ;^/((i -? 2F)*, •+- &*•), 

pour chaque 2r tel que 
o < 3 < r , 

où as, as sont deux points quelconques de J. 
Supposons que (1.3) soit remplie; si pour un seul couple de as, as € 3 

l'égalité a lieu dans (1.3) au moins pour un 5e(o, i), l'égalité existe 
pour chaque ^€(o, i), c'est-à-dire pour tout xe[xl9 as], on a 

(i.4) f^)=n^^^-^)fu^~f^\ 
**2— «+1 

/"(a;) est donc une fonction linéaire. 
En langage géométrique, cela veut dire que, si l'arc de la courbe 

y = f{x) (xe J) est convexe, l'arc de la courbe entre les deux points P,, 
P> n'a jamais de points au-dessus du segment PiP?; la condition 
nécessaire et suffisante afin que l'arc Pi P, de la courbe ait avec 
le segment Pi P* un point intérieur commun (c'est-à-dire un point 
commun qui se trouve entre P,, P.) est que l'arc de la courbe Py P, 
s'identifie avec le segment Pi P,. 

1.3. Il résulte aisément que la condition nécessaire et suffisante 
pour que f(x) soit convexe dans J est que la fonction 

(1.5) y(y)=-n U. l^J. (J^O) 

soit croissante dans J, quand les points x, x + y sont dans J. 

l./J. Une autre condition nécessaire et suffisante pour que f(x) 
soit convexe dans J est la condition 

(1.6) 
Xi / ( * ? , ) i 

x2 / (a? , ) i 
xô f(xâ) i 

où as, as, Xi (as < as < X]) sont trois points de J. 

1.5. Il résulte de ( l . i ) en posant as = x — h, as = x + h, 

(1.7) 2/(#) ^f(x-h) -h f(x-h h) (x — h,x + he3), 

ou bien 

(1.8) A'/==/(*? -+- h) -H/(a?— h) - 2/(a?) ^ o (x - h, a 4- he. J ) . 
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D'autre part on reconnaît sans peine que la condition (I.7) ou 
la condition (1.8) est suffisante pour que f(x) soit convexe dans «7. 

1.6. On peut démontrer facilement que, si f(x) est convexe dans J, 
pour tout groupe as, as, . . . , Xn de / c ^ 2 points distincts de 3 
et tout groupe X,, X*, . . . , X* de k nombres réels tels que X/ > o 
(t = 1, 2, . . . , k) e t 

X l H _X,- f - . . . -+-X A =i , 

on a 

(1 .9 ) /(Xiflfi-4- Xsa:.-*-.. . H - X*a*) ^ ^if{^i) -+-• • •-*- X*/ (#*)-

Cette condition est évidemment suffisante. 

1.7. On peut prouver maintenant la proposition suivante : 
Si f(x) est convexe dans J = (a, b), elle admet à chaque point x0G& 

des dérivées à droite f'd (xQ) et à gauche f'g (x0) finies et Von a toujours 

(l.io) /^0*o)^/K*o). 

Si, en effet, #€ 3 et x > x09 d'après 1.3 la fonction 

( i .n) «,(*) = £ f W ( £ L > 

^ 7 a: — a * 0 

est croissante. D'autre part si \ € #, \ < x0, on a 

( 1 I 2 ) / ( S ) - / ( ^ o ) ^ / ( * ) - / ( * o ) . 
? — #0 a? — a?0 ' 

donc o- (a:) est bornée inférieurement et admet une limite finie à droite; 
par conséquent, il existe fd(x0) et elle est finie. Il résulte de (1.12) que 

ç — ^ 0 

On démontre de même qu'il existe la dérivée à gauche f'g (x0) et 
elle est finie. Enfin on reconnaît aisément qu'on a 

/ i ( * o ) ^ / i ( * o ) . 

1.8. On sait que l'existence des dérivées finies à droite et à gauche 
au point x0 a comme conséquence la continuité de la fonction convexe f(x) 
à ce point; donc, de (1.3) résulte la continuité de f(x) dans J, tandis 
que seulement de (1.1) elle ne résulte pas. 
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I.9. On tire de (1.8), grâce à la continuité de f(x), l'inégalité 

( (ht, kj > O, X -h Âo, X — A t € J ) . 

On peut conclure sans peine de ( l . i3 ) l'inégalité 

( 1 . l 4 ) / ( * * ) - / ( * 0 ^ / ( * » ) - / ( • * • ) ( ^ ^ ^ ) . 
v 7 a? 4 —a: } ~~ a?>—a?! 

Enfin on peut démontrer aisément l'inégalité intégrale 

(1.15) l-[f(xt) +f{x,)}^—}—JX*fit) 

l . i o . Puisqu'une fonction convexe f(x) a des dérivées à droite 
et à gauche finies à chaque point de «?, il résulte de la proposition 
bien connue de Denjoy [15] (l), que f(x) est dérivable dans J , excepté 
aux points d'un ensemble dénombrable au plus Ç). 

De cette proposition résulte le théorème suivant : 

La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction finie f(x) 
soit convexe dans J est que : 

i° f(x) soit continue dans J et admette une dérivée en tout point de 
Vensemble E = J — A, où A est un ensemble dénombrable au plus et 

20 f (x) soit croissante dans E. 

Réciproquement, si cp (x) est croissante dans J = (a, b), donc inté-
grable au sens de Riemann dans cet intervalle, la fonction 

(I.16) f(x) = f y(t)dt 

est convexe dans J. 
On a, en effet, 

f(x + h)+f(x-h)-2f(x) 

J
~x+h ~x—h ^ ~x 

( i(t)dt+f y(t)dt — i \ 9(t)dt) 
ç (0 dt-¥- f i(t)dt= j [cp(a?-f-'0 — ?(* — O ] * ^ o -

^x ^0 

(1) Les numéros dans les crochets renvoient à la bibliographie, qui se trouve 
à la fin du volume. 

(2) Pour une démonstration directe de ce théorème, voir par exemple : 
P. MONTEL[30]. 
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L u . Soit f(x) une fonction continue dans 3, qui admet une 
dérivée finie à droite en chaque point de 3 excepté aux points 
d'un ensemble A dénombrable au plus; on sait que la condition néces
saire et suffisante pour qu'une telle fonction soit croissante dans 3 
est que fd(x)^o dans 3—A. Il résulte de cette propriété que la 
condition nécessaire et suffisante, afin qu'une fonction f(x) continue 
et deux fois dérivable dans 3 soit convexe dans 3, est que 

( I . 1 7 ) f(x)^o 

pour tout point x&3. 

I.12. Si f(x) est convexe dans 3, cf(x) est convexe dans cet intervalle 
quand c > o et concave dans 3 quand c < o. 

Il résulte aussi de la définition de la convexité d'une fonction 
que, si /\ (x), f* (x) sont deux fonctions convexes dans 3, /"i (x) + f> (x) 
est aussi convexe dans 3. 

Si f (x) est concave et positive dans 3, ~ est convexe dans cet intervalle. 

On a, en effet, 

ij(x) ^f{x -+• h) -+• f{x — h) ^ 2 \/f(x -+- h)f(x — h) (x — h, x H- h € J); 

donc 

1 ^ 1 =s/Ax+à)A*-à) ^1 f(x + h)+f(x-h) 
A*) ~ s/f(x-±-h)f(x — h) f{x + h)f(x — h) — 2 f(x + h)f(x — h)' 

On en tire 
2 1 1 

7W) ~ / ( * -H h) "*" /(x - /l) ' 

ce qui démontre la convexité dans 3 de 
/(*) 

On peut démontrer sans peine les propositions suivantes : 

a. Soit f(x) une fonction convexe et strictement monotone dans l'in
tervalle ouvert J = (a, b), et f-1 (x) la fonction inverse de f(x), qui est 
définie dans Vintervalle f(3). Si f(x) est décroissante (resp. croissante) 
dans J, f~l (x) est convexe (resp. concave) dans f(3). 

b. Soit 3 = (a, b) où a > o; si f[~) est convexe dans 3, il en est 

de même de xf(x) et réciproquement. 
c. Soient f(x) et g(x) deux fonctions positives convexes dans V in

tervalle 3 = (a, b); s'il existe un nombre CG.3 tel que dans chacun 
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des intervalles (a, c] et [c, b), f(x) et g (x) sont toutes les deux ou bien 
croissantes ou bien décroissantes, le produit f(x) g(x) est convexe dans 3. 

d. Si f(x) est une fonction convexe dans 3, g (x) une fonction convexe 
(resp. concave) et croissante (resp. décroissante) dans un intervalle 
contenant f(3), la fonction composée g(f(x)) est convexe (resp. concave) 
dans 3. 

I . i 3 . Soit 
/ i(*)> M*)> •••> /»(*)> •••• 

une suite de fonctions définies dans le même intervalle 3, conver
gente vers une fonction f(x). Si fn(x)(n= i, 2, . . . ) sont toutes 
convexes dans 3, f(x) est aussi convexe dans 3. 

On tire, en effet, de l'inégalité 

(l-fyfniXi) + 2F/„(*,) ^ / „ ( (1 - 3) *i-•-&*), 

la relation 
(1 - » ) / (* , ) + 3 / (* i ) ^ / ( ( 1 - S) *i -4- »*«), 

ce qui démontre la convexité de f(x) dans 3. 

Soit { fa (x)} une famille de fonctions définies et convexes dans 
le même intervalle, bornées dans leur ensemble, en nombre fini ou 
infini. 

La fonction 
f(x) =sup/ f l(ar), 

égale à la borne supérieure des valeurs des fonctions pour chaque 
valeur de x, est une fonction convexe. 

Puisqu'une fonction convexe dans 3 est continue dans 3, il 
résulte de ce qui précède que, la limite d'une suite convergente de 
fonctions convexes dans 3 est une fonction continue dans cet intervalle; 
aussi, la borne supérieure d'une famille de fonctions convexes dans J , 
bornées dans leur ensemble, est une fonction continue dans cet 
intervalle. 

2. Fonctions logarithmiquement convexes. 

2 . i . Soit f(x) une fonction réelle d'une variable réelle définie, 
finie et positive dans l'intervalle 3 = (a, b). On dit que f(x) est loga
rithmiquement convexe dans 39 si la fonction \ogf(x) est convexe 
dans cet intervalle; si logf(x) est concave dans 39 on dit que f (x) 
est logarithmiquement concave dans cet intervalle. 
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Il résulte aussitôt de la définition qu'une fonction logarithmi
quement convexe dans 3 est convexe dans 3; on a, en effet, de la 
convexité logarithmique 

(2.i) 2 i o g / ( £ i ± £ î ) ^ l o g / ^ O + log / to ) (x,,x2e3) 

ou bien 

ce qui démontre la convexité de f(x) dans 3. 
Il résulte aussi de la définition qu'une fonction concave dans 3 est 

logarithmiquement concave dans cet intervalle. On tire, en effet, de 

./a?i-+-a?>\ f(Xi)-hf(X->)^ ,-p- r-rr;—-

f[—— ) ^ J
 2 • ^ t//(*i)/(*0 (*i, ^ € J), 

l'inégaUté 

2 l 0 g / ( ^ ^ - 2 ) ^ l û g / ^ O H - l o g / ^ , ) . 

2.2. OÏI doit à P. Montel [30] la proposition remarquable suivante : 

La condition nécessaire et suffisante pour que f(x) soit logarithmi
quement convexe dans 3 est que eav f(x) soit convexe dans 3 quelle que 
soit la valeur de la constante a. 

Il est presque évident que la condition est nécessaire, parce que si 
log f (x) est convexe dans J, log f(x) + ax est aussi convexe dans cet 
intervalle, quelle que soit la valeur de la constante a; donc \og[eaxf(x)] 
et, par conséquent, d'après 2.i, eavf(x) est convexe dans J. 

La condition est suffisante. On a, en effet, de la convexité de eav f(x) 
dans 39 

2 eaxf(x) ^ ea (*+*)/( a? -h h) + ea (*-*)/(.* — h) (x •+- h, x — he3) 

ou 

(2.2) c'«*/(a? -+-k) — 2 e**f(x) +f(x — h)^o 

quelle que soit la valeur de la constante a. 
Mais, puisque f(x) est une fonction positive, quand Z est négatif 

ou nul, le trinôme 

(2.3) Z* / (* + à) - 2 Z/(a?) -*-/(a? — h) 
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est positif. D'autre part, grâce à (2.2), quand Z est positif, le trinôme 
est positif ou nul. Donc, le trinôme (2.3) est positif ou nul pour 
chaque valeur de Z et, par conséquent, 

/ ' W - / ( ' + * ) / ( * - * ) ^ o 
ou bien 

2log/(a?) ^ log/(a?-+- h ) -f- log/(a? — h), 

ce qui démontre que f(x) est logarithmiquement convexe dans 3 (l). 

2.3. On doit aussi à P. Montel [30] la proposition suivante : 

La condition nécessaire et suffisante, afin que f(x) soit logarithmi
quement convexe dans 39 est que [f(x)]m soit convexe dans 3, quel que 
soit le nombre m positif et voisin de zéro. 

Si, en effet, logf(x) est une fonction convexe dans 39 mlogf(x) 
est convexe dans cet intervalle quand m > o; donc, log[f(x)]'n et, 
par conséquent, d'après 2 . i , [f(x)]m est convexe dans 3. 

Réciproquement, si [f(x)]m est convexe dans 3, 

[ / W - i 
m 

est aussi convexe dans cet intervalle, donc, sa limite, quand m->o9 

logf(x) est convexe dans 3. 

2.4. Une condition suffisante, pour que f(x) soit logarithmiquement 

convexe dans 39 est que -7— soit concave dans cet intervalle. 
* A*) 

Si, en effet, -77— est concave dans 3, d'après 2 . i , log-r^-r V est 
J(x) r & / ( # ) J 

concave; c'est-à-dire que —logf(x) est concave dans cet intervalle, 
log f(x) est donc convexe dans J . 

2.5. Le produit d'un nombre fini de fonctions logarithmiquement 
convexes dans un intervalle est une fonction logarithmiquement convexe 
dans cet intervalle. 

Soient /*, (x), f, (x), . . . , fk (X), k fonctions logarithmiquement 
convexes dans 3; on a 

2\ogfl(x)^=\ogfl(x — h)-h\ogfl(^-+-h) ( « = i , 2, ..., k] x—h,x-+-he3); 

(3) Cette démonstration ne suppose rien sur la dérivabilité de la fonction f(x); 
mais on peut obtenir aussitôt cette condition en supposant que f(x) est deux fois 
dérivable et en utilisant le théorème l . n . 
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en ajoutant ces relations (i = i, 2, . . . , /c), on trouve 

2 2 l o g / i ( ^ ) = 2 l o g J J [ / i ^ ) ^ 2 [ log / / (a? —A)-4-log//(j?-+-A)] 

= logJJ/ , (a? — A;H-logJJ/,(ar-4-A), 
/ = 1 / = 1 

ce qui démontre la proposition. 

2.6. On peut aussi démontrer que la somme d'un nombre fini de 
fonctions logarithmiquement convexes dans 3 est aussi une fonction 
logarithmiquement convexe dans cet intervalle. 

Soient, en effet, fi(x), f>(x),..., fk(x), k fonctions logarithmiquement 
convexes dans 3; d'après 2.2, 

c«-l/i(ar), e«*A(*h •••* e"*fk(x) 

sont convexes dans cet intervalle quelle que soit la valeur de la cons
tante a; mais, d'après I.12, leur somme 

c«*[/i (x) -h/, (x) •+-.. -H-/A(a?)] 

y est une fonction convexe quelle que soit la valeur de la constante a; 
donc, d'après 2.2, 

/ i ( ^ ) -+-/>(.r)-t-. ..-hfk(x) 

est logarithmiquement convexe dans 3 (4). 

2.7. Il est évident que, si f(x) est logarithmiquement convexe dans 3 
et si c est un nombre réel ±̂ o, les fonctions f(x + c) et f(cx) sont loga
rithmiquement convexes dans les intervalles correspondants. 

2.8. Il résulte des propositions 1. i3, grâce à la proposition 2.2, que, 
la limite d'une suite convergente des fonctions logarithmiquement Convexes 
dans 3, est aussi une fonction logarithmiquement convexe dans cet 
intervalle, si cette fonction est positive; de même, la plus grande limite 
d'une famille de fonctions logarithmiquement convexes dans a, en nombre 
fini ou infini, est aussi une fonction logarithmiquement convexe dans 
cet intervalle. 

2.9. On doit à E. Artin [9] la remarque intéressante suivante : 
Soit f(t, x) une fonction définie et positive quand te [a, b] et xe [I, rj]; 

(4) Dans cette démonstration nous n'avons rien supposé sur la dérivabilité de f,(x). 
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supposons que, pour chaque valeur de /, la fonction f(t, x) soit loga
rithmiquement convexe en x dans [:, ri], Oi\ forme la fonction 

( Fn(x) = h[f(a, x) +f(a -+- h, x) + . . . + / ( a •+• (n - i)A, *)] 

(2.4) ( * = I , 2 j . . . ; * = * _ £ ) . 

F„ (a;), étant la somme d'un nombre fini de fonctions logarithmi
quement convexes dans [H, yj], est une fonction logarithmiquement 
convexe dans cet intervalle, d'après 2.6; donc, grâce à 2.8, 

Jim ¥n(x)= / / C , x)d* 

est une fonction logarithmiquement convexe dans [;, rt]. 
Si la limite b de l'intégrale augmente indéfiniment et s'il existe 

l'intégrale 

(2.5) f"f(t,x)df, 

cette intégrale est aussi logarithmiquement convexe dans [;, Y}]. 
En effet, l'intégrale (2.5) est la limite d'intégrales dont la limite 
supérieure est finie; mais chacune d'elles est logarithmiquement 
convexe, comme nous venons de le voir; donc, d'après 2.8, la limite, 
c'est-à-dire l'intégrale (2.5), est une fonction de x logarithmiquement 
convexe dans [£, YJ]. 

En particulier, si l'on considère l'intégrale 

(2.6) f y(t)tx~ldt (?(*;> o, quand te[a, b]), 
Ja 

on parvient au théorème suivant : 

Si cp (/) est une fonction continue et positive dans [a, b], l'intégrale (2*6) 
est une fonction de x logarithmiquement convexe dans chaque intervalle 
où l'intégrale (2.6) existe; b peut être fini ou infini. 

3. Fonctions semi-monotones. 

3 . i . On dit [2] que l'ensemble linéaire D est de différence co (w > o) si, 
quand x e D , ou bien x + coeD ou bien x — w€D. Ainsi l'intervalle 

fermé 3 = [a, b] est un ensemble de différence co, pour chaque co ^ " a ; 

de même, l'ensemble de deux nombres a9 a + w est un ensemble de 
différence w. 
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3.2. Une fonction réelle f(x), définie dans l'ensemble D de diffé
rence co, est dite semi-croissante co dans D [2], si 

(3. i ) f(x -+- w) ^.f(x) (x, x -+- w e D ) . 

On définit de même une fonction semi-décroissante <o dans D. 
Pour une fonction f (x) semi-croissante co (resp. semi-décroissante co) 

dans D, le quotient 

(3.2) A/(ar) = ^ ^ ^ — (ar,arH-w€D) 

est ^ o (resp. ^ o). 

3.3. Il est évident, si l'ensemble D est l'intervalle J, qu'une fonc
tion croissante dans J est aussi semi-croissante co dans 39 pour 

chaque co ^ ~~a ; la réciproque n'a pas lieu en général. Une fonction 

semi-croissante co a seulement « une tension générale croissante ». Mais, 
si la fonction f(x) est semi-croissante co pour chaque o>^6 (o très 
petit, mais fixe), elle est croissante. On peut donc déduire les propriétés 
des fonctions croissantes de celles des fonctions semi-croissantes co, 
en supposant co -> o. 

Mêmes remarques pour les fonctions semi-décroissantes co. 

3.4- On peut démontrer aisément les théorèmes suivants : 

a. La somtne d'un nombre fini de fonctions semi-croissantes co (resp. 
semi-décroissantes co) dans D est une fonction semi-croissante co (resp. 

semi-décroissante co) dans cet ensemble. 

On tire, en effet, de 

/i(*-+- *»)^fi(x) (1 = 1, 2, . . . , A; ar, a?-+-w€D) 

l'inégalité 
/ , ( x -+- w) -+-.. .-H/A(a? -4- w) ^ / 1 (*)-*-.. .-+-/U*0. 

6. Le produit d'un nombre fini de fonctions semi-croissantes co (resp. 
semi-décroissantes co) e/ positives dans D es/ une fonction semi-crois
sante o (resp. semi-décroissante co) dans ce/ ensemble. 

La démonstration est immédiate. 

c. Si les fonctions fn (x) (n = 1, 2, . . . ) son/ semi-croissantes &> 
(resp. semi-décroissantes co) dans D e/ sî 

lim /„(ar) = / ( # ) , 

/a fonction f(x) est aussi semi-croissante co (resp. semi-décroissante co) 
dans D. 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N» 1 6 6 . * 
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On a, en effet, 
fn (x -+- to ) — / „ (a?) ^ o 

pour chaque x€D fixe (x + coeD) et pour n naturel quelconque; ddnc 

f(x-+- w) — f(x)^o. 

Cette inégalité, étant valable pour a; € D quelconque (x + co € D), 
démontre le théorème. 

3.5. Soit f(x) une fonction quelconque définie dans l'ensemble D 
de différence co; on appelle semi-dérivée co de f(x) au point x0 le quotient 

(3.3) £/(*.;= £l^±JihzIi£2l. 

si X 0 GD, mais x0 + co n'appartient pas à D, on dit que f(x) n'a pas 
de semi-dérivée co au point x0. 

Il résulte immédiatement de cette définition que la condition néces
saire et suffisante pour que f(x) soit semi-croissante co (resp. semi-
décroissante co) dans D, est que la semi-dérivée co soit ^ o (resp. ̂  o) 
dans D (c'est-à-dire à chaque point x€D pour qui x + co€D). 

Pour que f(x) soit strictement semi-croissante co (resp. semi-décrois
sante co) dans D, il faut et il suffit que A f(x) soit > o (resp. < o) 
dans D. 

3.6. La semi-dérivée co de f(x) d'ordre n se définit par la relation 

(3-4) J/<*) = A ( V / ( * ) ) . 

Ainsi la semi-dérivée co seconde est 

/o rx l /fa? H - 2 w ) — 2/(a? n-u>) H-/(a?) . ^ 
( 3 . 5 ) \=J- 1 ^ -' 1 i (x, x + to, ar + 2a>€D) . 

4. Fonctions semi-convexes. 

4.i . On dit [2] qu'une fonction réelle f(x), définie dans l'intervalle 
3 = [a, b], est semi-convexe co dans 3 (co > o fixe), si 

(4 . i ) f(x -h w) ^ - [/(a?) + / ( . r + 2w)] ( i , x + 2(«)€J). 

Il est évident qu'une fonction convexe dans 3 est aussi semi-

convexe co dans J, pour chaque co ^ —-— ; la réciproque n'a pas 
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lieu en général. Mais, si f(x) est semi-convexe co dans 39 pour 

chaque co ^ ~ ? elle est convexe dans cet intervalle. On peut donc 

déduire les propriétés des fonctions convexes de celles des fonctions 
semi-convexes. 

On dit qu'une fonction réelle f(x), définie dans l'intervalle 3 = [a, b], 
est semi-concave co dans 3 (co > o fixe), si 

(4.2) f{x -+- w) ^ - [/(x) -h/(a? H- 20))] (a?, x +2W€ J ). 

Puisque, /"(x) étant semi-concave co dans 39 —f(x) est semi-
convexe co dans cet intervalle, à chaque propriété concernant les 
fonctions semi-convexes co dans un intervalle correspond une propriété 
concernant les fonctions semi-concaves co dans cet intervalle. Il suffit, 
donc, d'examiner les fonctions semi-convexes co dans un intervalle. 

4.2. On peut démontrer sans peine les propositions suivantes : 

a. La somme d'un nombre fini de fonctions semi-convexes co dans 3 
est aussi une fonction semi-convexe co dans 3. 

La démonstration est immédiate. 

b. Soient /\ (x) et /\ (x) deux fonctions semi-convexes co et positives 
dans 3 = [a, b]; s'il existe un nombre ce3 tel que, dans chacun des 
intervalles [a, c] et [c, b], fL (x) et f» (x) sont toutes les deux ou bien semi-
croissantes co ou bien semi-décroissantes co, le produit fl (x) /"> (x) est 
semi-convexe dans 3. 

Démontrons le.théorème dans le cas où c = b; dans le cas où a^c < b 
il en résulte immédiatement. 

On a 

/^arn-o))^ I [/iW+/i(af + 2 w ) ] 

(a?, x -h 2(0€ J ) ; 

/ , (ar -* -co)^ [/2(a:)-h/9(a?-4-2w)] 

donc, fi (x) et /\» (x) étant positives dans 39 

(4.3) / i (* + «)/1(a? + w)^7[/i(ar)/,(jr)H-/,(ar)/s(arH-2w) 
4 

-t-/2(a?)/1(a? -f- 2to) -+-fx{x -+- 2 0))/»(a: -+- 2w)]. 

Les fonctions /\ (a:), /"<> (#) étant toutes les deux semi-croissantes co 
ou semi-décroissantes co dans 3, on a 

[/l ( ¢ + 2 1 0 ) — fi(œ)] [ / 2 ( # H- 20)) - . / 2 (37) ] ^ o, 
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ou bien 

4 LA (X)A(x) H-/i (*?)/• (^ + 2to) -h / , (a?)/i (a? H- 2 o)) -h/j (ar -+- 2 w) / , (a? -+- 2 w)] 

^ - [/1 (*)A(x) + / 1 (-c + 20)) / , (a? -+-20))]; 

on a, donc, grâce à (4.3) 

/1 («? H- w)/2(a? + w ) ^ j [/1 (a?)/* (a?) -h / 4 (a? -+- 2 w ) / t (a: + aw)]. 

c. Sî /es fonctions fn(x)(n = i9i9...) sont semi-convexes co dfans J 
e/ si 

lim fn{œ)=f(x), 

/a fonction f(x) est aussi semi-convexe co dans J . 

On a, en effet, pour chaque xe 3 (x + 2 u € J) et pour n naturel 
quelconque, 

/«(a? -+- o)) — I [/«(a?) -+•/„( a? -+- 20))] ^ o; 

donc, 

/ ( * H- W) ^ I [/(a-) -+-/(* +20)) ] . 

Puisque a; € J est quelconque (a; + 2 co e 3)9 le théorème est démontré. 

d. La condition nécessaire et suffisante pour que f(x) soit semi-
convexe co dans J, est que la semi-dérivée co de f(x) dans 3 soit semi-
croissante co dans 3. 

La condition est nécessaire. Soit, en effet, f(x) une fonction semi-
convexe co dans 3; on a, pour x9 x + 2co€ 39 

f(x + o)) ^ I [/(a?) n-/(a? + 20))] 

OU 
/ (a?-no)—/(a?) ^ /(ar -+-20)) — /(a? -+• oQ 

O) ~ O) ' 

donc, 

(4.4) A/(a;)^A/(a;-+-0)) . 

La condition est suffisante, puisque, de (4.4), il résulte immédia
tement la semi-convexité co de f(x) dans 3. 
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e. La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction f(x) 
soit semi-convexe co dans 39 est que la semi-dérivée co seconde de f(x) 
soit ^ o . 

Le fait que cette condition soit suffisante résulte immédiatement 
de (3.5). La condition est aussi nécessaire parce que de 

f(x -f- o)) ^ i [/(a?) -+-f(x •+• 20))], 

résulte 
/ ( # • 4 - 2 0 ) ) — 2 / ( X -+- O)) -+-/( X) l *, .^ 
<L± L ±1 i -7 v ' = A f(x) >̂ o. 

o)2 MJ K ' — 

4,3. On dit qu'une fonction réelle f(x)9 définie dans l'inter
valle 3 = [a, b], est semi-bornée inférieurement co dans 39 s'il y a 
un sous-intervalle 3X = [x0, #o + co]cJ, tel que, pour xe3y quel
conque, on ait 

(4.5) /(a?)Z/(a?±(o) (a?±o)€J); 

on dirait alors que f(x) prend son semi-minimum w à Jj, 
Si 3i = [a, a + co] ou [b — co, b]9 l'inégalité (4.5) est remplacée par 

f(x)^f(x-+- co) ou f(x)^f(x—u). 

On définit, de même, une fonction semi-bornée supérieurement co 
dans 3. 

Nous allons démontrer le théorème suivant : 

Une fonction f(x) semi-convexe co et semi-bornée inférieurement co 
dans 39 ou bien est semi-monotone co dans 3, ou bien elle se compose de 
deux branches de la façon suivante : si elle prend son semi-minimum co à 
l'intervalle [x0, x0 + co], elle est semi-décroissante co dans l'inter
valle [a, x0 + co] et semi-croissante co dans l'intervalle [x0, b]. 

i° Si f(x) prend son semi-minimum co dans l'intervalle 3'=[a9 a +co], 
on a pour xe3' quelconque (x + co€ J») 

(4.6) f(x) ^f(x-+- o)) (x, x-4-2o>é3). 

Mais, f(x) étant semi-cônvexe co dans J, on a 

(^•7) Ax "*" w) — -\AX) -+-/(^-+-210)] (a?, a?H-2C0€tf) 

et, compte tenu de (4.6), 
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et de (4.7) 

/ ( x - + - c o ) ^ I [ / ( a O • + - / ( * H- 2o>)] ^ / ( a ? + 20)) ( * € * ' ) ; ' 

on en tire, par récurrence, 

f(x -+- wo) ) ^/(x -+- (/1 -+• 1)0)) [/i naturel, xe3', a?-+-(w -4- i)o)€ J] . 

On en déduit, pour a;€J quelconque, (x +co6^) 

/ ( * ) ^ / ( a r - h i o ) , 

ce qui démontre que f(x) est semi-croissante co dans 3. 

20 Supposons maintenant que la fonction f(x) prenne son semi-
minimum co dans l'intervalle 3" = [b — co, b]. On a alors, pour 
chaque x e 3" (x — co e 3)9 

(4.8) / ( a r ) ^ / ( a r - œ ) (a?€4*). 

Mais, f(x) étant semi-convexe co dans 39 on a 

(4 . 9 ) f{x— w)^ i [ / (a? ) -+- / (a? — 20))] (a?, a? —20)€J) 

et, en tenant compte de (4.8), 

/ ( a O ^ / ( a ? - 2 « ) (*€J*) . 

On tire de (4.9) 

/(a?— o)) ^ / (a? —20)) (xe3") 

et, par récurrence, 

/(a? — 7io>) ̂ f^x— (/1-+-1)0)) [AI naturel, a?6 J% a? — ( T U - 1)0) € J ] . 

On en déduit, pour x € J quelconque (x + co€3), 

/ ( a : ) ^ / ( a ? - f - o i ) , 

ce qui démontre la semi-décroissance co de /"(#) dans 3. 

3° Si les cas i° et 20 n'ont pas lieu, soit 3t = [x0, £0 + co] l'intervalle 
dans lequel f(x) prend son semi-minimum co : Alors f(x) est semi-
convexe co dans [a, x0 + co] et prend son semi-minimum co 
dans [x0, x0 + co]. f(x) est donc (cas 20) semi-décroissante co dans 
[a, x0 + co]. De même (cas i°), f(x) est semi-croissante w dans [x0, 6] (*)• 

(5) P. Montel [31] a trouvé récemment quelques propriétés remarquables de ces 
fonctions, qu'il préfère d'appeler périodiquement monotones (resp. périodiquement 
convexes ou concaves). Voir aussi [7]. 
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CHAPITRE II. 

L A F O N C T I O N r (x). 

5. Définitions formelles de la fonction T (x). 

5.i. Si v et n sont deux nombres naturels, il existe évidemment 
la relation , 
/ y N . . . n ! J / 1 + 1 /1 + 2 n -+- v"| 
( ô . i ) (v —1) = - AÏ' • • • h 
v J K J (v)„+1 L 1 1 * I 
où nous avons posé, pour abréger, 

(5.2) ( a ) „ = a ( a + i ) . . . (a + n - i ) , ( a ) 0 = i . 

La relation (5. i) a lieu quel que soit le nombre naturel n; si donc 
on suppose v fixe et n tendant vers l'infini, on a 

f Ai -+-1 n -+- 2 n -+- v 1 
hm • • • = i 

et l'on parvient à la formule 

( 5 . 3 ) ( v - i ) ! = lim n l *V 

rt>o6 ( V ) r a + 1 

5.2. Nous allons démontrer que le second membre de (5.3) est 
une fonction de v, définie pour chaque valeur de v > o (fi). 

Posons, en effet, 
/ i ! nx 

(5.4) Tn(x) (x)n 

où x est une variable qui prend des valeurs positives. 
On tire de (5.4) 

v = i I-+-
V 

Démontrons d'abord que la limite 

lim ( H h . . . H — — log/ i ) 

(6) Weierstrass [ 36 ] a démontré que le second membre de (5.3) 
méromorphe dans tout le plan ayant pour pôles simples o, — i, 
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existe. Posons 

C' = H h . . . H log Ai, C« = H h . . . H log(Al-hl); 

on en tire 

(5.6) c ; - G ; - i o g ( i + i ) > o , 

donc 
(5.7) lim(C'„-C;;)=o. 

Mais on sait que 

— — < log/1 -+--^ < - ( » > i ) , 
/* -+-1 °v n/ n 

donc 

G'„-C'„.1 = l o g ( I ^ i ) - ^ > o 

-CS + C L . , - l o g ( i + l ) - I < o . 

On en tire 
Ci > Co > G'3 > . . . , G" < G" < G'J < . » ^ 

donc, grâce à (5.7), il existe 
lim C'„ = lim C;, = G. 

Ce nombre, qui s'appelle la constante d'Euler, est positif et l'on a [37] 

<».*> «-/"[T^FÏ-ÏH*-

Nous allons maintenant démontrer que Tn (x) tend uniformément, 
pour n ->• 00 et x > o, vers une fonction, qui sera désignée par T (x). 
Pour cela, il faut démontrer que le produit infini 

n _ x 
- = 1 1 + -

converge uniformément, pour x > o; il suffit alors de démontrer 
que la série 
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converge absolument et uniformément pour x > o. Pour le démontrer, 
soit R un nombre positif et prenons le nombre naturel n > 2 R; 
donc, pour chaque n > N et o < x < R, on a 

(5 .10 ) - < - • 

Mais on tire de 

J o g ( i + ^ ) = ï 

l'inégalité 

l0*(l + 7ï)-î I x\ ^ n"-

De la convergence de la série 

2j n* 

a?s 

2 A I 2 

- < 5 (->N). 

on conclut la convergence absolue et uniforme de la série (5.9). 
On a donc défini la fonction 

A l * A i ! 

( 5 . i l ) r ( a r ) = lim — 

pour les valeurs positives de x. 
Il résulte d'une façon pareille, en faisant de modifications évidentes 

à la démonstration, que le produit (5.5) converge dans l'inter
valle (—A:, —k + 1), où k est un nombre naturel quelconque. 

T(x) est donc définie — et la formule (5.11) est valable — pour toutes 
les valeurs réelles de x, sauf pour les valeurs o, — 1, — 2, 

5.3. On tire de (5.5) que 

<5.12) r(a:) = * - < - i J | 
e 

n=i I -+- -
Al 

on appelle formule de Weierstrass cette formule. 
De (5.12) on peut trouver aisément la formule suivante due à 

Euler : 

r<->-in{('^)"(-n-
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On a, en effet, 

-js-.p^-^^'nK-ï)"}] 
[ m -i r- m — 1 ?n "Tj 

-n('*3-.ï. n(»rn(-3 
n=\ J l n=l n=l J 

-•j5'.[n!(-ï)(-in(-=)"} 
d'où l'on tire la formule (5.i3). 

5.4. On peut déduire de (5. n ) une équation fonctionnelle fonda
mentale pour la fonction T(x). 

Posons à (5.4) x + 1 à la place de x; on a 

Tn(x + i)= ; 
(•£-+- i ) « + i 

d'autre part, on tire de (5.2) 

(3.14) (« + 0 « = ^(«)/H-l, 

donc, 

r„(a? -4-1)== a? -—- =xrn(x) ; 

on en tire 

(5.i5) r(ar-f-i)=a?r(a?). 

5.5. En posant à (5.5) x = 1, on a 

d'où l'on tire 

(5.i6) r(i) = i. 

De (5.i5) et (5.16) on tire 

(5 .17) T(x + n) = (x)nT(x) 

et, pour x = 1, 

(5.18) f(Aî -+-1) = ni. 
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De la formule (5 .n) on déduit aussitôt que T(x) est positive 
pour x > o. 

5.6. Nous allons démontrer que la fonction T (x) a des dérivées 
d'ordre quelconque. 

Puisque T (x) > o, pour x > o, log I (x) existe et l'on tire de (5.12) 

(5.19) log r (x) = - Cx - \ogx - + - ^ ( yt - l o g ^ i -+- ^ J j • 

Pour démontrer que log T (x) est une fonction dérivable pour x > o, 
il suffit de démontrer la convergence uniforme pour x > o de la série 
formée par les dérivées de termes de (5.19) : 

v * ' x Àmà\n x + n) x Amin(x-+-n) 
n—X « = 1 

Mais, puisque x > o, 
x x 

n(x^t-n) AI2 

donc, quand x se trouve dans l'intervalle (o, k], où A: est un nombre 
positif fixe mais quelconque, on a 

<A (o<x^k). 
n(n-t-x) AI2 

Les termes, donc, de la série qui figure dans le second membre 
de (5.20) sont plus petits de termes correspondants de la série conver
gente 

Nous avons donc démontré qu'on a 

n — \ 

quand xe(o, k]. Mais, k étant positif quelconque, la formule (5.21) 
est valable pour tout x > o. 

Formons maintenant la série de dérivées de termes de la série 
qui figure au troisième membre de (5.21); on a 

oc 
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Puisque, pour x > o, on a 
' ^ JL 

( a r - t - w ) ' ^ Ai^' 

la série (5.22) converge uniformément pour x > o et l'on a 

/« ,ON rfMogr(ar)_ rf r(a?) _ 1 y 1 
W ' ; rfar rfa? T(ar> a^ ^ J (x -+• AI)* 

/J = I 

On peut tirer de cette formule, la formule générale 

(K2&) ^ / r ' (aQ\_^( - i )* (v - - i ) ! 

r' (x) 
Citons en passant que la formule (5.23) montre que la fonction r: ( 

1 {X) 

est croissante pour x > o, car la dérivée de cette fonction est positive 
pour x.> o. 

5.7. De (5.23) on tire aussitôt que, pour x > o, on a 

jgj(logr<*))>o. 

Donc, grâce à l . n , logF(x) est convexe pour x > o, c'est-à-
dire T (x) est logarithmiquement convexe pour x > o. 

5.8. On peut démontrer [4] que la fonction 

(5 .25) cp(aO= (ljr(x) 

est décroissante pour x > o. 
On a, en effet, 

(5.26) ?'(*) = ( j ) V ' ( * ) - r ( * ) l o g * ] 

On peut écrire (5.21) sous la forme 

( 5 . 2 7 ) £ £ ) - I W j L _ _ i \ 
v y / r(#) x n->« ^J \»l x+-m] 

et, puisque 

J-J-JJJ =fme-*i****) dt (m = i, 2, . . .; a? > o), 
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on a, compte tenu de (5.8), 
n 

(5.28) Çi£2 = - C - Ç*e-x'dt-+- lim f " V (e-™< - e-(m+*i r) ^ 
i (#) */0 //-> w 0 ^ 4 

u m = 1 

J
/» x ^—/ e—.r/ e—[n+l) t -f. e—(ar+n+l) t 
[ ^ dt 

Mais, si o < t^ i, 

est une fonction bornée de t qui tend vers i, quand /-> o; si / ^ i, 

i — e-x* i 

i — c - ' i — e - i * 

Donc, on peut trouver un nombre K, qui ne dépend pas de f, tel 
que, pour chaque o < / < oo, 

T p tX 

i — e~l 

et l'on a 

f X ï î - ^ ¢-(1+1) t dt < K f " e-I»+i) « ^ = 

Donc, 

o l e 

et l'on tire de (5.28) 

(8-9) ï fey-Jf ( - - T 3 5 = Î ) * 

D'autre part 
. « e - / _ e - / . r 

f - dt\ 
o 

on trouve alors de (5.29) et (5.3o) 

r 
r( 
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Mais on reconnaît aisément que, pour chaque / > o, 

1 l I - . 
— ~ ? - 2 > 0 ' r — e~c t 2 

donc, 

On a, à plus forte raison, 

( S - 3 2 ) ^ y - loga? < o ( a r > o ) . 

Puisque, grâce à 5.5, T (x) est positive, pour x > o, on tire des (5.26) 
et (5.32) 

? ' ( * ) < o (x>o), 

c'est-à-dire 9 (x) est décroissante pour x > o. 

6. La fonction f*(x). 

6.1. La fonction (j.(x) introduite d'abord par Plana [34], et après 
lui par Binet [11], est définie par la relation 

(6 .1) ix(x) = \ogr(x) — (x— ±) loga; -+- x — -log(2^). 

On voit aussitôt que ^ (x) vérifie l'équation fonctionnelle 

( 6 . 2 ) p ( # ) — fx(a?-+-1)= (x-+- i j l o g ( i - h i j — 1. 

D'autre part, la fonction p. (x) est décroissante pour x > o, car on a 

' / N V'(X) 1 / A I 

^ ( * ) = = Tïï)-l°*X--(*-2)x+l 

rf(x) 1 
= _ , : — log a? H 

T(a?) ° 2a? 

et, grâce à (5.3i), 

pour x > o; jx (x) est donc décroissante pour x > o. 
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6.2. Posons [9] pour abréger 

(6.3) * ( a O = ( * + £ ) l o g ( i + i ) - i ; 

l'équation (6.2) devient 

( 6 - 4 ) j x ( a ? - h i ) = fx (a?)— g(x). 

Démontrons d'abord que la série 

( 6 . 5 ) g(x) -h g(x + l)-h. . . - + - £ • ( # - + - Al) - + - . . . 

est convergente pour x > o. 

On a, en effet, 

(6.6) I l o g i ^ Z = 2: + ^ + ^ + . . . , \y\<t 

et, en posant 

(6.7) y= — , 
J 2a?-+-i 

on tire 

(6.8) g{x)^—-l-
3 ( 2 a 7 H - i ) ' ) 5 (2a?-+- i )* 

qui, grâce à (6.6), est valable pour x > o. D'autre part, de (6.8) on tire 

o<g(x)< 
3(2a? -+- i )* 3 ( 2 a * - + - i ) * 3 ( 2 a ; - h i ) ' » 

1 1 1 1 

3 (2a7 -+ - i ) > 1 I2a?(a7-+-i) 12a? I2 (a? -+ - i ) 

(2a? -+-1)' 

Les membres de la série (6.5) étant tous positifs, pour x > o, il 
suffit pour la démonstration de sa convergence pour x > o, la démons
tration de la convergence pour x > o de la série 

yf Ï ! 1. 
JLÀ |_i2(a?-+- AÏ) I 2 ( a : - + - A U - i ) J ' 

mais cette série est convergente et a pour somme - — 

6.3. Nous avons démontré dans 6.1 que \L (X) est décroissante 
pour x > o ; donc p(x) + k, où. k est une constante, est aussi décrois
sante pour x > o. 
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Nous allons trouver une fonction v (x) qui vérifie les conditions 
suivantes : 

I. Elle est décroissante pour x > o; 
II. v ( x + i) = v(x) — g(x); 

III. v( i ) = 0 ( i ) + j f ( a ) + . . . + 0 ( n ) + . . . C). 

On tire de l'équation 

(6.9) v(a?-+-i) = v(aO — g(x)> 

comme on le reconnaît aisément, 

(6.10) v(a?-+- AI) = v(a?) — g(x) — g(x-hi)— . . . — g(x-±- n — 1). 

Mais v (x) étant supposée décroissante pour x > o, on tire de 

n < AI -+- x ^ Ai -+- 1 (AI naturel, a?€(0, 1]) 

la double inégalité 
v(*) = v ( 0 — <?(i)—•••—#(* — i)^v(a?)—#(a?) —£•(*•+-1)—...—g(x + n—i) 

^=v(0 — ^ ( 0 - - - - - ^ ( ^ ) = V(A I -H I ) . 

La différence entre le premier et le troisième membre de cette 
relation est 

V ( A I ) — v (AI -+-1) = ^ ( A I ) ; 

mais 
1 

#( / i ) = log^1-+- M —1 

tend vers zéro quand n -> oo. Donc, grâce à la condition III, 

(6.11) v(a?) = g(x) + g(x -h i)-h.. .•+- g(x + n) -+-..., 

cette série étant convergente pour x > o, d'après 6.2. 
Nous avons démontré (6. n ) quand x€(o , 1]. Pour les autres 

valeurs de x > o il résulte (6.11) aussitôt de l'équation (6.9). 

6.4. On reconnaît aussitôt que si Ton demande une autre fonc
tion vi (x) décroissante pour x > o, qui vérifie l'équation fonc
tionnelle (6.9) et dont 

V i ( l ) = Â\ 

on trouve 

(6.12) vj(a?) = k — v(i)-+- v(ar). 

"* - — — • • • . . 1. n , I , . Ni Th.l 

(7) Cette série est convergente d'après 6.2. 
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Ainsi la fonction p(x) vérifie ces conditions et l'on a; grâce 
à (6 .2) , 

[*(i) = i — ^log(2^) = k; 

on trouve donc 

( 6 . i 3 ) ix(x) = 1— -Iog(2rc) — v(i)H-v(a?), 

où v (x) est la fonction ( 6 . n ) . 

6.5. Nous avons démontré dans 6.̂ 2 que 

(6 .14 ) g(x) -+- ^(a?H-i) -+-. . . -t- g(x + Ai) - + - . . . < — (# > o ) , 

donc, grâce à (6. n ) , 

( 6 . i 5 ) 0 < v ( a O < — . 
12a: 

On peut donc écrire 

(6-16) ' v ^ ) = l S [ o O ^ X ' i l -

On peut donner à v (x) une autre forme; remplaçons les valeurs 
de g(x + n), tirées de (6.8), à (6.11); on trouve 

(6.17) v ( a ; ) = Y — — V ! 

/> = 0 / i = 0 

7. Définition fonctionnelle de T (x). La proposition de Bohr-
Mollerup. 

7 . i . Les définitions données à la fonction Y(x) sont purement 
formelles. La fonction T (x) est définie par une relation, comme, 
par exemple, (5.11). On peut définir T (x) comme une intégrale, 
comme nous allons le voir dans le paragraphe 10. Weierstrass a donné 
une définition de T (x) basée à la recherche d'une fonction entière 
quand on donne ses racines. D'autre part Hôlder [22] a démontré 
gue T(x) ne vérifie aucune équation différentielle algébrique (8). 

On a demandé depuis longtemps de trouver une définition plus 
fonctionnelle pour cette remarquable fonction. Mais l'équation fonc
tionnelle 

(7.i) r(a?-M) = a?r(a?) 

(8) Une autre démonstration de ce fait a été donnée par A. Ostrowski [33]. 

MÉMORIAL DES SG. MATH. — N» 1 5 6 . 3 
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ne suffit pas à définir la fonction T (x), car si p (x) est une 
fonction périodique quelconque admettant la période i, la fonc
tion t(x) = T (x) p (x) vérifie évidemment l'équation (7. i) . 

Si l'on part donc de l'équation fonctionnelle fondamentale (7. i ) , 
on doit trouver une propriété complémentaire, telle que cette propriété 
avec (7. i) puisse définir T (x). Cette propriété est la convexité loga
rithmique de T (x), propriété qui a été établie à 5.7. 

7.2. On peut, en effet, démontrer la proposition suivante de Bohr-
Mollerup [12] (") : 

La fonction T (x) est la seule fonction qui est définie et positive 
pour x > o et qui vérifie les conditions suivantes : 

I. F(x + 1) = xT(x) ; 
II. elle est logarithmiquement convexe pour x > o; 

III. T ( i ) = 1. 

Soit f(x) une fonction quelconque qui vérifie les conditions de la 
proposition; si n est un nombre naturel ^ 2 et o < x Z i , on tire 
des conditions I et III : 

n 2 ) J /(a7H-/l)=s (X)nf(x), 

\ / ( / » ) = ( * - i ) ! . 

La fonction f(x), d'après la condition II, est supposée logarithmi
quement convexe pour x > o; donc, d'après 2.2, eav f(x) est convexe 
pour x > o quelle que soit la valeur de la constante a. En considérant 
donc les quatre nombres 

AI — 1 < Ai < Ai -+- x ^ n -+-1 (n naturel ^ 2 , o < x ^ 1), 

on a, d'après 1.3, 

eg(n-i)j-(n — 1) — eanf(n) ett(n+x)f{n + x) —eanf(n) 
— 1 x 

ea(n+Df(n -+-1)— e«nf(n) 
~ 1 

ou bien, compte tenu des (7.2), 

a : ( A i — I ) ! - + - ( A I — i ) î — x e ~ a ( n — 2 ) ! „ N ^xean\ — a?(Ai—1) ï -+-(/¾ — 1)! 
— : j—r ^ f(x) ^ '- ^ ^ - » 

ea'{x)n —j\>— e«*(x)a 

(9) Voir aussi le très remarquable travail de ARTIN [9], dont beaucoup de 
résultats se trouvent dans ce livre. 
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Cette inégalité, étant valable quel que soit n, reste valable si 
l'on remplace n par n + i dans le premier membre; on trouve alors 

xnl-h n ! — xe~a(n — 1)! ^ xean\ — x(n — 1) ! -+- (AI — 1 ) ! 
e«^ (ar) M + 1 - / < • * ) = e„x {x)n 

Cette inégalité est valable quelle que soit la valeur de la constante a, 
donc elle est valable pour a =— log n ; on a alors 

1 ! nx n : nx a? -+- Ai 
/ 0 * ) ^ 7 - r — î 

d'où l'on tire 

(7.3) /(JT) = lim 7 ¾ ^ ^ = r (^) ( M ( o , i ] ) . 

Nous avons vérifié que /*(x) = r ( x ) quand xe (o , î]. Pour les 
autres valeurs de x, (7.3) résulte de l'équation fonctionnelle (7.i) 
qui est vérifiée par f(x) et T (x). 

7.3. Il résulte de la démonstration qu'il n'est pas nécessaire de 
supposer que f(x) soit logarithmiquement convexe dans tout le 
domaine x > o ; il suffit qu'elle soit logarithmiquement convexe 
dans le domaine x > OU, où DXi est une constante positive, qui peut 
être aussi grande qu'on veut. On parvient donc au théorème suivant.: 

La fonction T (x) est la seule fonction définie et positive pour x > o 
qui vérifie les conditions suivantes : 

I. T(x + i ) = x T ( x ) ; 
II. elle est logarithmiquement convexe pour x > J)l, où DM est une 

constante positive, qui peut être aussi grande qu'on veut; 
III. r ( i ) = î. 

8. Autre définition fonctionnelle de T (x). 

8 . i . Au paragraphe 5.8 nous avons démontré que la fonction 

(8.i) ? ( * ) = ( j ) * r ( * ) 

est décroissante pour x > o. 

Nous allons démontrer maintenant le théorème suivant [4] : 

Une fonction f(x) définie et positive pour x > o, se confond avec T (x), 
si f(x) vérifie les conditions suivantes : 

I. f(x + i) = xf(x); 
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II. (-) f(x) est décroissante (,0) pour x> DtL9 où DM est une cons

tante positive aussi grande qu'on veut (n); 

III. f(i)=u 

On tire des conditions I fct III les relations (7.2); si n est un nombre 
naturel > DM et o < x ^ î, on tire de 

AÏ < n -+- x ^. n -+-1, 

grâce à la condition II : 

! e\a l e \ n + x / P \n+* 

U)/<"> * U T ? ) ""-*>*(;£i) /<"+'>• 
ou, compte tenu des (7.2), 

( e\n / e \n+x / e \n-M 

n) <—>!*Urs) <*>•/<*> M ^ ) "!' ou bien 
(AI — I ) ! ( /1 -+-a- )*+* ^ . , v e / i ! (AH-a- )«+- Y 

^ / ( ^ ) > 
e-*-AI" (a?)yi - - 7 v / = = s e^ (AI-+-1)^+ 1 (a?)/z 

Cette inégalité étant valable quel que soit le nombre naturel n (> DM), 
reste valable si l'on remplace, dans le premier membre, n — î par n ; 
on a alors 

/ Ai -+- a? \ n+x+l 
A (x) ^AX) ^/n (x) e ( , , . ^ , ) 

où nous avons posé 

Jfl {x) - ** (/1 + 1)«-" (*)„+,' 

Mais 
/ A/H-a? \«+.-r+i 

\ /l -h X -h I / 

est toujours plus petit que - et tend vers - quand n ->- oo; on a donc 

(8.2) f(x) = \imfn(x). 

(10) Pour la fonction f(x) rien n'est supposé. 
(n) Dans la suite nous désignerons par Wi une telle constante, c'est à-dire une 

constante positive, qui peut être aussi grande qu'on veut. 
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D'autre part, on a 
. . , , N . . T ni n* î (/ i-+-a?-+-1)1+-^+1 "1 hm fn (x) = hm —-- - 7 ^—-— 

„ > a / n v - „>a6L(^)«H-i *x" /ir(/i-+-i) ,i+i J 
.. A* ! nx . . / AI -+- x -+-1Y r , . / AI -+- x -+-1 \ n + J î 

= l im — - l im ( ) l i m ( ) — 
/ i > 0 0 (x)n+i w > 0 0 \ /i / , i> . \ n -+• î / è* 

= r ( a ? ) . i . a - ^ = r ( a ? ) . 

Nous avons démontré que, 

(8.3) f(x) = T(x) 

quand x€(o , î]. Pour les autres valeurs de x > o , (8.3) résulte de 
l'équation fonctionnelle 

/(a:-+-i)=±a?/(a?) 

qui est vérifiée par f(x) et T (x). 

9. Les valeurs de T (x) pour les grandes valeurs de x. 

9.i. Nous allons utiliser les résultats précédents pour estimer T (x) 
pour les grandes valeurs de x. 

Considérons la fonction 

( 9 . i ) o(x) = a ( - Y - i = e v W , 

\e J \[x 

où v (x) est la fonction rencontrée dans 6.3 et a une constante. On a 

J ______ ev(x+i) 
e / \J X -+- I 

et, grâce à (6.9), 
/Q \ / x fx-hlY'+i I v(^)-(a' + l)iog(n-i) + l 
( 9 . 2 ) ç ( a * - h i ) = « ( ) - — = e \ 2/ \ a?/ 

\ e / \Jx -+- I 

( x\x l 
— ) —— e v (*) = x <p (x). e I \/x 

En prenant 
(9.3) a_^-v(i) j 

on a 

(9.4) 9(0 = 1. 

D'autre part 
( î )%(*)=e-v< . , ,v W _L 
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est une fonction décroissante, pour x > o, car, d'une part, v (x) est 
une fonction décroissante, pour x > o, donc, ev{l) est aussi une telle 

fonction et, d'autre part, — est une fonction décroissante, pour x > o. 
\J X 

Donc, la fonction cp (x), définie par (9. i) , est une fonction définie 
et positive pour x > o, qui vérifie les conditions suivantes : 

I. cp(x + î) =xcp(x) ; 

II. ( — ) <?(x) est une fonction décroissante pour x > o; 

III. <p(i)= î. 

D'après, donc, le théorème 8.1 : 
(9.5) 9(X)=T(X) 

et l'on a 

(9.6) T(x)=a(-Y ev(*)-L ( a - e i - v ( i ) ) . 
\ e J yx 

En utilisant la formule (6.16), on a 

â{x) 

(9.7) T(x) = a (Zy -Le** [o < S(ar) < 1], 

et, en posant x = n, on trouve 

T(n) = (n-i)l^arLpre^ 

et, en multipliant par n, 
1 3(71) 

(9.8) /Î! =an^2e-ne
i2n [ o < 2 r ( / i ) < i ] . 

Au paragraphe 10.3 [formule (10.16)] nous calculerons la constante a. 

10. Propriétés de la fonction T (x). 

10.1. Considérons la fonction 

(10.1) ç(a")=r e-tt*-idt (#>o); 

il faut démontrer d'abord l'existence de cette intégrale, pour x > o. 
Considérons les deux intégrales 

(10.2) Ç e-nx-^dt, f e-n*-idt, 



DÉFINITION DES FONCTIONS EULÉRIENNES. 33 

où s est un nombre positif < î et / un nombre positif très grand. 
On a, pour / > o, 

donc, 

f e-Ltx-i dt< f t*-i dt'= - — — < -• 
JB Jz X X X 

Nous avons, par conséquent, quel que soit £ positif et < î, une 
borne supérieure pour la première intégrale des (10.2). D'autre part 
cette intégrale croît quand s décroît et, par conséquent, il existe 
l'intégrale 

f e-'r*-1 de (x>o). 

En ce qui concerne la seconde intégrale, puisque 

e~l<Ti ('><>), 

on a 

€-ttx-i< 

Si, donc, on prend le nombre naturel n > x + 1, on a 

J
C A Ï ! 

4 AI — a ? ' 

—_—- est donc, pour x fixe, une borne supérieure pour la seconde 

intégrale des (10.2). Mais, puisque quand l croît, cette intégrale 
croît aussi, il existe l'intégrale 

Xv' tx~^dt (a*>o). 

Il existe, par conséquent, l'intégrale (10.1), pour x > o. 

10.2. Considérons l'intégrale 

f e~ltxdt 

et intégrons par parties; on a 

C e-* tx dt = e-£ zx — e~
llx •+- x j e-nx~i dt. 
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Mais, on reconnaît aisément que, si £ -> o et / -> oo, on a 

e - . £ a-__ e-llx_>{y<i 

on parvient, donc, à la formule 

f e~l tx dt = x I e-* tx-i dt 
o *̂ o 

ou bien, compte tenu de (10. î), 

( 1 0 . 3 ) ? ( a ? - + - i ) = arç (a? ) . 

D'autre part on peut sans peine démontrer que, la fonction . 

(10.4) "(-*) = ( j )%(*) 

est décroissante pour x > DM. On a, en effet, 

= (-)]) e-ltx~l log* dt — loga? f e~ltx-1 dt 

= { - ) \ f e-ltx~l logtdt — \ogx f e-'**-i dt 

- + - ( - 7 ) 1 / e-i tx~l log t dt —\ogx f e-Hx-^dt\ (x>o). 

Mais 

T e-' ^ -1 log* dt^\ e-ltx~l dt, 

parce que o < t ̂  e9 et 

T e-' f*-* log £ dt> f e-'**-1 cft, 

parce que e < t < 00. Donc, 

J(x)< ( - V r [ i — loga:] f e-ltx~ldt+(-Y[i — \ogx] f e-Ux-^\ogt dt. 

En prenant, par exemple, x > 3, on a 
(10.5) * ' (* )< o, 

parce que les intégrales sont positives. 
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Enfin, on reconnaît aussitôt que 

(10.6) ç(i)=- f °V<<ft = i. 

Donc, la fonction <p (x) est définie et positive pour x > o et satisfait 
les conditions suivantes : 

I. cp(x + î) = xcp(x); 

II. (^j cp(x) est décroissante quand x>JM; 

I I I . c p ( i ) = î . 

D'après le théorème 8.1, on a 

9(ar) = r ( a ? ) . 

On parvient, donc, à la formule 

(10.7) T(x) = f"e-nx~idt. 

10.3. Considérons la fonction 

où p est un nombre naturel et ap une constante. Cette fonction est 
logarithmiquement convexe, car xlogp est une fonction linéaire 
et chacune des autres fonctions est une fonction logarithmiquement 
convexe, d'après 5.7, 2.5 et 2.7. D'autre part 

enfin, on tire de (10.8), pour x = 1, 

'<•>-£"(>)'(?)-'(5)-
Si Ton prend 

(„..> „ , . , r ( i ) r ( î ) . . . r ( | ) , 

on a 

(10.10) ç(i) = 1. 
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Donc, d'après la proposition de Bohr-Mollerup (§7.2), on a 

?(x) =T(x), 

c'est-à-dire 
I •- / x \ « / x •+-1\ l,/

x-+*P^1\ 

On peut calculer aP; on tire de (10.9), grâce à ( 5 . n ) 

I _ E 
nlnP n\nP n\ n? 

(IO.12) ap = p hm —— 
n •> » / I 

( 1 ) ( - ) ( - ) 
\P/n+-\ \P/n+l \P/n 

/? + * 

{nl)Pn ' pW+P 
= p lim -. r- • 

*>*> (np-hp)l 

Mais, on a évidemment 

(»/»+/»)!= («/»)J(»P)'[('+^)(i+^)---('+è)]-

Puisque l'expression entre le crochet tend vers 1, quand n->oo, 
on a 

.. (np-+-p)l 

et l'on tire de (10.12) 

(10.13) « , = /> hm ^ • 
«-> » i 

(np) ! /i 

Si maintenant on y remplace n ! et (np) ! par les formules (9.8), 
on a 

ap^sfjpaP-i lim / " ï ^ " «ïv, 

ou bien 

(10.14) ap=<JpaP-K 

En égalant maintenant (10.9) et (10. i4) et en prenant p = 2, on a 

a, = 2 r Q ) r ( i ) = s/2~a, 

donc 

(io.i5) a = v / ï r ( i ) r ( i ) . 
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Nous allons voir au paragraphe 10.6 [formule (10.33)] 

que r ( - j = y/S; on a, donc, 

(10.16) a = V / 2 ^ 

et de (10.14) 
__LÎ 

(10.17) ap=sjp(<nt) 2 

On parvient, donc, à la formule de multiplication de Gauss [19] : 

(10-I8) r(?)<^)--- r( î L :T^)- i îé- r (* )-
pX * 

En particulier pour p = 2 on a ta formule de Legendre [28] : 

10.4. La formule (9.8) devient, grâce à (10.16), 

(10.20) n\=\liTzn *e-ne™n [o < 2f(/i) < 1]. 

D'autre part, d'après (9.3), on a 

v( i ) = 1 — l o g a 

et, en tenant compte de (10.16), 

(10.21) v(i) = i - I | o g ( a i c ) . 

En posant cette valeur à (6. i3), on trouve 

(10.22) fx(a?) = v(a?). 

On a donc, grâce à (6.1), (6.11) et (6.17), 

(10.23) p.(a?) = logr(a?) — (x J loga?-+- x log(27c) 

Œ i ^ ^ + n ) = i 5 ] T + 7 r ] _ d ( a a r - + - 2 i i H - i ) V * 
/i = 0 / 7 = 1 n = 0 
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10.5. Nous allons démontrer maintenant la proposition suivante : 

Une fonction périodique cp (x) admettant la période î, positive 
pour o ^ x ^ i , qui possède une dérivée seconde continue dans cet 
intervalle et qui vérifie Véquation fonctionnelle 

(10.24) ? ( f ) * ( ~ ) = c ? ( * ) (c = Ctc) 

est une constante. 

Appelons 

(10.25) #(*) = ^(logcp(tf)); 

g (x) admet î comme période et vérifie l'équation fonctionnelle 

<io-*6> î K ï ) * ' ^ ) ] - ' ^ 
Mais, puisque g (x) est continue dans l'intervalle [o, î], elle y est 

bornée : 
\g(x)\^K (xe[o, î ] ) ; 

de la périodicité de g (x), il résulte que 

(IO.27) \g(x)\^K 

est valable pour chaque x. De (10.25) on tire 

|*(*) |^J(K-hK) = 5 ; 

donc, si K est une borne supérieure pour | g (x) |, — en est une autre; 

on peut, par conséquent, construire une borne supérieure aussi petite 
qu'on veut. On a, donc, 

g(x) = o 

et, de (10.25), 
log cp (x) = ax -+- b. 

Mais, puisque cp (x) admet la période î, on a 

a (x -+-1) •+- b = ax •+- b, 

ce qui donne a = o. 
On a finalement 

log «p (x) = 6, 
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OU 
<pU) = Cte ( « ) . 

10.6. Nous avons défini, au paragraphe 5.2, la fonction T(x) pour 
toutes les valeurs réelles de x, sauf pour les valeurs o, — î, — 2, . . . . 

Considérons maintenant la fonction 

(10.28) ?(a?) = T(x) Y(i — x) sinrca?, 

où nous supposons que x n'est pas un nombre entier. On a 
çp (a?-+-1) = r(a?-+-i) F(— x) sin x(x -+-1) 

=xV(x) _ x (— sinTzx) = ? (x), 

c'est-à-dire cp (x) admet la période 1. 
D'autre part de (10.19) on a, si l'on pose 1 —x à la place de x, 

r ( ^ ) r ( I ~ ^ ) = = 2 ^ 2 a , " " i r ( r ~ : r ) " 
On a, donc, 

' (^(^-'(ÎW-Î)*"^)'^)-" 
= 7zT(x) T(i — x) sinjua? == n %(x). 

cp (x) vérifie alors l'équation fonctionnelle 

(IO.29) ^ ) ^ 0 ^ ) = 7 C ? ( ^ -

Enfin, cp (x) possède des dérivées d'ordre quelconque, car T (x) 
et sinx en possèdent. 

Nous pouvons encore écrire 9 (x) sous la forme suivante : 

ç ( a . ) =
 r(x + l) r ( l _ X) s i n - ^ 

= r(a?-4-i)r(i-a?) [^ - -37-^-51 J' 

On sait que la série du troisième membre converge, pour chaque x. 
Donc le troisième membre de cette égalité a un sens, aussi pour x = o; 
il représente, donc, une fonction qui admet des dérivées d'ordre quel-

(12) Cette méthode de démonstration est due à Herglotz. Voir ARTIN [9], p. 25. 
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conque. Il est, par conséquent, naturel de donner la valeur 7r à cp (x), 
pour x = o, c'est-à-dire 

(10.3o) ç ( o ) = 3 U . 

Mais, puisque cp (x) admet la période î, on définit cp (x) pour chaque x 
entier par la valeur T.. Ainsi, cp (x) est définie pour chaque x, elle 
est continue et admet des dérivées d'ordre quelconque. 

Donc, d'après le théorème 10.5, 

(10 .3 i ) 9(a?) = T(x) r ( i — x) sin^a: = Cte. 

De(10.3i) on tire, pour x = o, grâce à (io.3o), que la constante 
est TT et l'on a 

(10,32) r(a?)r(i — x) = n 

sinrca? 

qui est due à Euler et qui s'appelle quelquefois relation des compléments. 

Pour x = r> (10.32) donne 

(io.33) • G ) - * 

Î" -3> KiïK'r) • • -'(^f22) - ^ - - ^ -

11. Autre définition fonctionnelle de T (x). 

11. î. Soit f(x) une fonction quelconque; posons 

(«•0 P$)=*^' 

Si f(x) vérifie une des équations fonctionnelles suivantes : 

(11.2) / (ar-+- i ) = a?/(ar), 

p-
( 2 * ) * 

1 

P § 

(11.4) / ( x ) / < , - x ) - - | L - , 

cp (x) vérifie respectivement une des équations fonctionnelles suivantes : 

(11.5) ç ( a ? - h i ) = ç(ar), 

<"-6> ^ ) ^ ) - - ( ^ ) - ^ -
(11.7) Ç ( * ) ? ( i — * ) = I -

En particulier, si f(x) vérifie la relation de Legendre 
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cp(x) vérifie l'équation 

(11.9) 9 ( * ) , ( _ ± l ) - , ( j r ) . 

Supposons que f(x)9 donc cp(x), soit continue pour x ^ o et 
que f(x) vérifie l'équation (11.2), c'est-à-dire que cp (x) est une fonc
tion périodique admettant 1 comme période. Si f(x) est positive 
pour x > o, il en est de même de cp (x), pour x > o, donc, 

g(x) = logç(#) 

est une fonction continue pour x > o. Les équations correspondantes 
de (11.6), (11.7) et (11.8) sont 

( 1 1 . I l ) g(x) = — g{l — J£) = — g(—X), 

(II.12) g(^+g(^L^>i=g{x)m 

Supposons encore que f (x), donc cp (x), admette une dérivée du 
second ordre continue. D'après le théorème 10.5, si cp (x) vérifie 
l'équation (11.9), elle est constante. On peut trouver cette constante 
si l'on pose à (11.9) x = 1; on trouve 

o{a?) = 1 

et, d'après (11.1), 

(H. i3) f(x) = T(x). 

On parvient, donc, au théorème suivant : 

La fonction T (x) est la seule fonction positive, pour x > o, qui admet 
une dérivée seconde continue et qui vérifie les équations fonctionnelles (11.2) 
et (11.8). 

E. Artin, à qui l'on doit ce théorème, a examiné ([9], p. 32-35) les 
cas dans lesquels on peut éliminer la supposition de dérivabilité 
de f(x). Nous envoyons le lecteur intéressé au Mémoire d'Artin. 

12. Quelques généralisations. 

12. i . Soit [3] f(x) une fonction définie et positive pour x > o 
qui vérifie l'équation fonctionnelle 
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Si n est un nombre naturel, on tire de cette relation 

p 

Wn JJ( t f + «i)n 

(12.2) /(*-+•/•) = f^ / ( * ) = » » ( * ) / ( * ) , 

JJ"rjr-i- ôf)« 

p 

>î! JJ(«*-*-0« 
(12.3) /(!-+-AO = — 1 - - / ( i ) - » i . ( i ) / ( i ) . 

12(6,+1),1 
, = 1 

On remarque aussitôt que si 

p>q — i ou P = Ç — i et ôi -+-...-+- 6^ > «!-+-...-+- ap, 

on a 

(12.4) / ( " ) / ( / i + i) 
/ ( A l - I ) - / ( A i ) ' 

pour n suffisamment grand. 
En posant, en effet, à (12.4) les valeurs tirées de (12.3), on a 

(n — î) ( ^ 1 - + - ^ - 0 - - - ( ^ - + - ^ - - 1 ) ^ _ ( a j - + - / i ) . . . ( ^ H - / i ) . 
(bx -h /i — g . . .(67-+- /i — î ; ~ (6!-+- n)...(bq-h n) ' 

on en tire 

(12.5) (—^-+-/>-+-1)/1^+7-+-(61-+-.. .-+-bq — ai —.. . - ^ ) / ^ + 7 - ^ - + - . . . ^ o . 

Pour n suffisamment grand, le polynôme du premier membre a 
le signe du premier terme. Donc, l'inégalité (12.4) est vraie, si p+1 >q; 
si p + 1 = q et 61 + . . . + bq > ai + . . . + aP9 l'inégalité est aussi 
vraie. Si p + 1 = q et b{ +... + bq = ax +... + ap, il faut examiner 
les coefficients suivants. 

On remarque aussi que, si 

P<q — i ou p=zq — \ et bi-h.. . -+-6^< <*!-+-...-+- ap, 

on a 
(12 6Ï / ( * ) \ /("-+•») 
{12-6) 7(ïr=T)-"7ôo"' 
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12.2. Nous allons démontrer maintenant le théorème suivant : 
Si f(x) est une fonction définie et positive pour x > o qui : 

I. vérifie Véquation fonctionnelle (12. î); 
II. est logarithmiquement convexe pour x > DM (n); 

III. p>q— î ou p = q—i et 6, + . . . + bq > a, +...+ ap; 
on a 

où 

f(x) = r ( ^ ) r Q g - h t t j ) . . . r (x + ap) 
JK } r(x + bi)...V(x + bq) ' 

k= r ( 6 , ) . . . r ( M *»---*y f(l) 
Y (ai) ...V(ap) a\...ap

JK }' 

Il suffit de démontrer le théorème quand x€(o , î] . Pour les autres 
valeurs de x il résulte le théorème de (12. î). 

Grâce à la condition II pour les quatre nombres 

n — î < n < /i -+- x ^ n -+-1 (n > DM -+-1, a?€ (o, î ] ) , 

on a 

l Q g / ( A i - l ) - \0gf(n) ^ lQg/(Ai -+-X)- lQg/(Ai) ^ l Q g / ( l - + - / i ) - l 0 g / ( A i ) 
— I X I 

ou, compte tenu des (12.2), 

( 7) l/<«-uJ «»(«)-/ ( j r )-L /(»> J •»(*) 
Cette inégalité, étant valable quel que soit n > DM + î, reste 

valable, si dans le premier membre, on remplace n — î par n; on 
trouve alors 

(12.8) [ £ ^ r ^ i > /̂(x> __ K % ^ T ^ \ . 
L A'O J »/i+l(a?) -7 I / (") J *n(x) 

D'autre part, on reconnaît aisément qu'on a 

f(n) _ / ( A « - + - I ) x-\-n (x-^-al-{-n)...(x-\-ap-+-n) (b{ -+- n)...(bq -+- AI) 
? „ ( # ) ~~ cfrt+i (a*) A* (« ! -+-AÏ) . . . (« , , -+-AI; (a?-+-6i -+-n)...(x-t-bq-+-n)y 

si, donc, on pose 

(l3) Voir la note (") du paragraphe 8 . i . 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N» 1 W . 4 
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on tire de (12.8) 

F„(JO __;/(*) 
^_ p (x)\

 x~*-n \ \ ^-+•«,-+-AI T - | bj-+-n 
n J n I J at-\-n I_ J a?-+-6^-+-/i I 

L / = i / = i J 

Mais l'expression, qui se trouve dans le crochet du troisième membre, 
tend vers î, quand n -> oo; on a, donc, 

f(x) = \imFn(x), 
„ > 00 

ou bien, compte tenu de (12.2) et (12.3) 

f(x) = hm\ \n(ai+n)...(ap+n)y n\ 
» - > • ) L (bi + n)...(bq+n)\ (x)n+x 

n (x-hbl)n^.l T - r (g/-+-i)n ~ . 
(6,-+-1),,, J I ^ + ^ H / 1 ; 

, = i 

Mais on peut écrire Fw(x) comme il suit : 

P <7 
n ! /ir+ffi n AI! /I6» n / i ! /1*'+"* | - | 

f i i_.c (a?-+-<!,)„+, I l 
F„(*) = / i • /¾ C , = : 1 , = : 1 

• (i)#H-l «L _ ; „-+», * _ ; nai 

1 1 (a?-+-6,),,+1 l l ( a , ) « - H i 
/=:1 , = 1 

[ rvi (ai-+- / i ) . . (fl^H- Ai)"| ;y6i...6<7 

nP(bi-h /1) . . . (6^-+- / i)J a A . . .ap^^l)' 

Puisque l'expression, qui se trouve dans le crochet du second membre, 
tend vers 1 quand n -> 00, on a 

_ T(b*)...T(bç) 6 , . . .6 , 
r(a,) . . .r(a^) ai...ap

JK h 

12.3. On peut démontrer de la même façon la proposition suivante : 

Si f (x) est une fonction définie et positive pour x > o qui : 

I. vérifie Véquation fonctionnelle (12.1); 

IL est logarithmiquement concave pour x > Jlt; 

ou 
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III. p < g — i ou p = q—i et by+...+bq <ai+... + aq; 
on a aussi 

f F(x) V(x-+-ax)...V(x + ap) 
JK ' r ( a r - + - 6 , ) . . . r ( a - - + - 6 7 ) ' 

OÙ 

k = r ( 6 , ) . . . r ( 6 „ ) 6 1 . . . b q 

t(al)...Y(ap) a,...ap
JK }' 

12.4. Nous avons supposé que a„ 6, > o; si at9 bt sont de signes 
quelconques, le domaine de définition de f(x) est 

OÙ 

N = max (| a, |, . . . , \ap\, | 6, |, . . . , | 6 7 | ) - + - i , 

dans lequel f(x) est supposée positive. 
Si 
p>q~i ou p = q — i et 61 -+-...-+- bq > «!-+-.. .-+- ap, 

on a 
/ ( N - + - / 1 ) / (N-+- A1-+-1) 

/ ( N - h / i - i ) - ' A W H - Z I ) 

pour n suffisamment >grand. En effet, l'équation correspondante 
à (12.5) se réduit à celle-ci, si l'on remplace n par n + N. 

Les formules (12.2) et (12.3) deviennent, si nous supposons x > o, 
p 

(x -+• N)* JJ(a?-+-N -ha,)n 

(12.9) / ( * + N + /i) = 5 - - - - - / ( * + N ) S J B ( * + N ) / ( * + N ) , 

J^O*-4-N-+-6,),, 

(i-t-N^JJ^-t-N-t-a,),, 

(12.10) / ( n - N - t - n ) - 5 - ^ / ( ! - + - N ) = < j „ ( i - f - N ) / ( i + N ) . 

JJ(i-t-N-»-*,),. 
, = 1 

Donc, pour les quatre nombres 
N-+-AI— i < N - + - A i < N - h A i - + - a - ^ N - + - / i - + - i 

( N - + - / i > JÎI-+-1 ( u ) , xe(o, 1]), 

( u ) Nous supposons que f (x) est logarithmiquement convexe dans le 
domaine x > J\t, où Jït > N. 
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on a 
log/ (N - + - / 1 ^ 1 ) - log/ (N - + - / 0 ^ log/(N -+- n -+- x) - log/(N -+• n) 

— i ~ x 

^ l o g / ( N •+• Ai -+-1) — l o g / ( N -+• AI) 
i 

ou bien 

f /(N-+-/1) - W ( N - + - / i ) , J / ( N -+- /i + i)1* / ( N - h AI) 

L / ( N + / i - i ) J ^ ( N - h a r ) - ^ ' " l / (N + «) J ^(JNH-J: ) ' 

En remplaçant dans le premier membre n — i par n et en posant 

(12 u) * ( x ) - \ A"+ * + *)]* /(N-+-/IH-Q 
(l_.ii) + » ( * ; - [ / ( N + , 0 J -n + l C N + ^ ' 
on trouve, comme précédemment, 

(12.12) 

Mais 

/(N-+-_•) = lim <M*). 

+«(*)= 
(N -+- /i)TI(N -+-«,-+- AI) 

( N - n ) i . 
(ar+N)^! 

J ] ( N - H 6 , - + - A I ) 

/ = i 

p <r 

J J ( N -+- «,-+- i)„ J J ( # -+- N -h 6,) 
, = : 1 _ = 1 

- J'_ 
\ [(N -+- 6,-+- i)nJJ(x-+- N -*-a,)n+ï 

/ ( i + N) 

r. ! W.*H-N n 
/ = i 

/I ! /iiH-N+a, ! ! AI*+&» 

(,a?-+-N)w-H1 1 1 (j? + N + a , ) B + i J 1 (N -+• 6,),,+1 
, = = 1 , = : 1 

n 
n /i ! Al*+N+^ n Ai ! A l N +« ' 

(N)„+i 1 1 (x -+- N -+- 6,j„+i 1 1 (N -+- al)n+1 
i=i i=i 

r (N + a, + »)...(N •<-«„+») ni >• 
L (N + 6,-i-«)...(N-t-^-t-n) n^+'J 

X N(N + «,)---(N + a ^ ) / U ; ' 
On a donc 

tm_ ,<>_ r(N + g)r(N + g + g t ) . . . r (N + x-t-ai>) ., 
/ ^ -» -* ; - r (N-4-ar-»-*,)...r(N-i-* + é,) ' 

http://l_.ii
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OÙ 

r ( N - + - 6 Q . . . r ( N - h 6 7 ) (N + 6Q...(N-+-6<y) , , , m 

F (N) r (IN -+ a, ) . . . r (N -+- ap) N (N -+- a , ) . . . (N -+- a,,) ^ ; 

Nous avons supposé x > o; en posant à (12.13) 
x -+- N = x', donc x' > N, 

on a finalement 
_ r ( a / ) r ( j ' + g 1 ) . . , r ( j ? , + fl^) 

y ' ;"" r(ar'-h6,). . .r(a? 'H-6v) 

12.5. Nous allons examiner maintenant un cas particulier. 
Soit f(x) une fonction définie et positive pour x > o, qui vérifie 

l'équation fonctionnelle 

(12.i3) f{x + ï)=:JL-f(x) C r > 0 ) . 

On a q = i ; puisque 6i = y > o, la solution logarithmiquement 
convexe de (12.13) est la fonction 

(I2.i4) A*) = r(J+y)ny)yX*Y> 

Si l'on prend 

on a 
r (x} v( Y) 

(12. i5) f(x) = r\JJ^J (x>o,y>o). 

12.6. Un autre cas particulier est le suivant : 
Soit f(x) une fonction qui vérifie l'équation fonctionnelle 

on a p = i, ^ = 2, donc p = q— i; d'autre part, ai = — a — b9 
ll + 5, = — a— 6, donc a i= 6i + &>. Le polynôme (12.5) devient 
alors 

inab — ab(i -+- a -+- 6 ) . 

Si ab > o (resp. a& < o), il faut que f(x) soit logarithmiquement 
convexe (resp. concave). On a, donc, plusieurs cas à distinguer : 

i° a < o, b < o; la solution logarithmiquement convexe de (12.16) 
est 

r ( a r ) r ( a ? - a - 6 ) 
/ < ^ = Y(x-a)Y(x-b) k {X> 0)> 
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OÙ 
_ r ( - q ) r ( - 6 ) ab 

k- r(-a-b) -a-b
J{l)' 

2° a > o, b > o; on a alors N = a + 6 + i et la solution loga
rithmiquement convexe de (12.16) est 

-, ,x Y(x') Y(x'— a — b) ., . . . , 

OÙ 

r ( « - + - 6 ) (« -+-6 ) ( a - + - 6 - h i ) - 7 v ' 

3° a, 6 de signes contraires; on a, en supposant, par exemple, 
a > o , a ^ | 6 | , N = a + i et la solution logarithmiquement concave 
de (12.i6) est la fonction 

A*)- r(x'_ a) r {x>_ b )
k (*>«-+- i), 

où 
r ( q - 6 ) ( q - 6 ) ( q - 6 - + - i ) 

r(a)r(i — 6) a(a-hi)(i —6) / ^ + ^ -

/"{x) est, à un facteur constant près, la fonction de Gauss [19] 
-, N ab a(a -+- I ) 6 ( 6 -+-1) 

f(x) = i H 1 i ^— - / -+-
' i .a? i .2 .a- (a? -+-1) 

I2.7. Nous allons chercher maintenant la solution logarithmi
quement convexe de l'équation fonctionnelle 

(12.17) /(ar-+-(0) = a?*/(a?) [/(<*>)= 1, f(x) > o pour a?>o, w > o , £ > o ] . 

On en tire, en prenant o < x ^ <*> : 

(12.18) /(*-+-*«) = [co- (j)JV<*) 
et pour x = w : 

(12.19) / ( ( n + i ) « o ) = w « * ( * ! ) * . 

Pour les quatre nombres 

(AI — i)to < Aîto < Aiw -+- a? ^ (AI-+-I )W (AI naturel, a?€ (o, (*>]), 

on a, puisque f(x) est supposée logarithmiquement convexe, 

!<>£/((" — 1) c») — log/(Ai(o) ^ l o g / ( / i to -ha?)— l o g / ( / i o ) ) 
— o) a? 

l o g / ( ( / i -+- i)a>) — lQg/(AlO)) 
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ou, compte tenu de (12.18) et (12.19) 

49 

log [M (/¾ — i)Y 
co 

H [01¾ (%)jy<«>i ^ iog(wwy 

ou bien 

u 
i n * - o r ( * - i ) ! { ^ / ( ^ ) ^ ) ^ ^ ) ^ ^ - ^ 

\ W / n \ w / « 

Cette inégalité étant valable quel que soit le nombre naturel n, 
reste valable si au premier membre on remplace n — 1 par n ; on 
trouve alors 

M*)^fw^Mx)(z±py, 
où nous avons posé 

/«(•*) 
\ W / * - M J 

'(5-0 

Donc, 

(12.20) /o-^y-w-KS)]'-^"0 

12.8. On peut généraliser ce résultat en demandant la solution 
logarithmiquement convexe ou concave de l'équation fonctionnelle 

(12.21) /<*+*)- [-___-----_£. j /<*), 

OU 

f(x)>o, pour . z > o , w > o , / ( c o ) = i , /V > o, a „ 6 , > o . 

On tire de (12.21) 

(12.22) /(a?-+-/110) 
-^(5).]¾^). 

/ < • * ) 
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et, pour x = w, 

(12.23) / ( ( /n- i ) w ) = 

J. ANASTASSIADIS. 

W / z ( /?+ l— q) -«m. 
n(^). 

On remarque aussitôt que, si 

p> q — i ou p = q — i et 6t -+-...-+- 6,; > « ! -+-...-+- â , 

on a 
/ ("*>) _ _ / ( ( W + I ) M ) 

/ ( ( / 1 - 1 ) ( 0 ) - / ( / i t o ) 

pour n suffisamment grand. Au contraire, si 

P<q—i ou p=.q — \ et 6!-+-...-+-67< «i-+-...-+-a^ 

on a 
/(*<») /̂((£_±i____ 

/ ( ( / i — i ) w ) - / ( / 1 ( 0 ) 

pour n suffisamment grand. 

Nous pouvons maintenant démontrer, de la même façon comme le 
théorème 12.2, la proposition suivante : 

Si f(x) est une fonction définie et positive pour x > o qui : 
I. vérifie Véquation fonctionnelle (12.21); 

IL est logarithmiquement convexe (resp. concave) pour n > DM; 
III. p>q—i(resp.p<q—i)oup = q—ielbl+...+ bq>ai+... + ap 

(resp. 61 + . . . + fc/ < ai + • •. + «/>); 
on a 

0» 
M *i 6,** 

(0 (O •tëMS) 
l r / £ i \ - / « _ \ «1 ^ 

\ ( 0 / \ 10 / (O w 
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CHAPITRE III 

L A FONCTION B (x, y). 

13. Définition fonctionnelle de la fonction B (x, y). 

13.i. Nous avons démontré au paragraphe 12.5 que, si f(x) est 
une fonction définie et positive pour x > o qui vérifie les conditions 
suivantes : 

1-, /^+0 = ^ / ^ ) 0/>o); 
II. elle est logarithmiquement convexe pour x > JïL; 

m./( . ) = i ; 
alors 

= _____i__r). 
JK ) r(x-+-y) 

Cette fonction est étudiée d'abord par Euler et est désignée par 
Binet [11] par B (x, y); on a alors 

(13.,) B ( j > ^ ) = yg^O0 (x>o,y>o). 

Si l'on remplace x par y et y par x, on a 
(13 .2) B(x,j) = B(y,x). 

13.2. Nous allons démontrer que B (x, y), considérée comme fonc
tion de x par exemple, est une fonction décroissante pour x > o. On a, 
en effet, 

_ Y(x+y)Y>(x)-Y(x)Y'(x+y) 
VœKxiy)- Y*(X+}) L > ; * 

Mais, comme nous avons remarqué à la fin du paragraphe 5.6, 
r" (x\ 
_; : est une fonction croissante pour x > o. 
Y(x) 

Donc 
Y'(x) Y'(x+y) < o ( j > o ) , 
Y(x) Y(x+y) 

ce qui démontre, puisque T (t) > o pour * > o, 
B'x(x,y)<o. 

De même, B (x, y), considérée comme fonction de y9 est d^fm^SA'iUiS 
pour i/ > o. /Wy^ * ^ % > 
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13.3. On voit aussitôt, grâce à l'équation fondamentale (5.i5) 
de T (x), que B (x, y) vérifie les équations fonctionnelles suivantes : 

(13.3) B (x -+-1, y) = -f— B (a-, y) (x > o, y > o), 
x -i-y 

(13.4) B(a?-+-i, K•+•!)= ; r-^ rB(#,.r) (ar>o,kr>o) . 
7 v ' - J (x-*-y) (x-h y-h i) ** 

13./4. Nous allons démontrer maintenant que nous pouvons 
remplacer dans l'énoncé du théorème 13.1 la propriété de convexité 
logarithmique par la propriété de décroissance, c'est-à-dire nous 
allons prouver le théorème suivant [5] : 

Une fonction f(x) définie et positive pour x > o est identique 
à B (x, y) si : 

\.f(x+l)==-±-f{x) (y>o); 

IL f(x) est décroissante pour x>3M; 

lll.f(i) = y 

On tire, en effet, de la condition I, 

(13.5) / ( J H - H ) = , (*°" f(x) (n naturel, *€(o, i]) 
Kx "+" J)n 

et, pour x = 1, compte tenu de III, 

(43.6) / ( / i -+-1)= j^— (n naturel). 

(y)n+i 

Mais, f(x) étant supposée décroissante pour x > DM9 on a 

f(n) ^ / ( / i -*- x) ^ / ( A I -+-1) (AI > Oit, are (o, 1]), 

ou bien, compte tenu de (13.5) et (13.6), 

(n-i)l^ W „ / ( g ) > _ » ! _ . 

d'où l'on a 
(AI — I)! ( ^ H - J ) W , nl(x-+-y)n 

(y)n(00)n - J \ >- (X)n(y)n^ 

Cette inégalité étant valable quel que soit n, reste valable si Ton 
remplace au premier membre n par n + 1; on trouve alors 

w! (x-+-,r)w+i ^ f(x)v_ /ii (37-+-,T)7Ï-M -̂+-/¾ B 

(y)n+i (^)/1+1 ~ ~ 7 ; _ ( j ) „ + i ( ^ ) „ H - I a?-+-7-+-Ai' 
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Quand n -> oo, 
x -h n 

x -+~ y -+- /i 

et l'on a 
, . AI! / i * / i ! /i> 

/(x) = lim ^ V ? " - " = ̂ - ^ ^ 0 ½ -.r(*)rW 
» + . W « + i ( a ? W i Hm ___1_1!_1_ r ( ^ - ^ 7 ) 

«>oo (#-+-7), ,+1 

13.5. On peut représenter B (x, y) par une intégrale. Considérons, 
en effet, l'intégrale 

(13.7) f(x,y) = f t*-l(i-t)>->dt 

à qui Legendre [28] a donné le nom de l'intégrale eulérienne de 
première espèce. 

Nous allons démontrer d'abord que cette intégrale existe pour x > o, 
y > o. Il suffit pour le vérifier de démontrer l'existence des deux 
intégrales 

2 

Mais, quand o < / ̂  - > 

t.x-\ ( Ï _ f) > - l < ^ - 1 (! __ ^ ) -1 < 2 ^ - l 

âfe. 

et, quand - ^t < i, 

£.r- 1(Ï __ f ) ï - l < ^—l(i — ^)J-1 < 2 (i — t)*-1. 

Donc les intégrales (13.8), qui sont positives, existent, s'ils existent 
les intégrales 

/ t*-1 dt, f (i — O-_1 dt ; «A 
2 

mais, on sait (§10.i) que ces intégrales existent. 
Remplaçons maintenant à (13.7) x par x + 1; on a 

f(x + i,y)=f tx(i-ty-idt=J ( , - ¢ ) ^ ^ ^ ( 7 3 - , ) * * = 
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considérons l'intégrale 

Ljf'-Vo-"-^)"* 
et intégrons par parties; on a 

x+y Jt
 x+y{ y v-'/ 0-02 

= - — - 1 / fi-c-Ui — fy-idt. 
x+y x^-yJ^ 

En faisant maintenant tendre s et Y? vers zéro, on a 

f(x -+-1, 7) = _fL-/(ar, 7) ; 

/*(x, y) vérifie donc la condition I du théorème 13.4. D'autre part 
l'intégrale (13.7) est évidemment une fonction décroissante de x, 
pour x > o, puisque o < t < 1 ; la condition II du théorème est donc 
vérifiée. Enfin, en remplaçant dans (13.7) x par 1, on a 

/(i, y) = f (i-t)y-*dt= J-, 
^0 y 

c'est-à-dire la condition III est aussi vraie. D'après le théorème 13.l\9 

on a 
/(a?,7) = B(*,7); 

on parvient, donc, à la formule 

(13.9) B(a7,7)=- f tx~i(i-t))-*dt. 

13.6. On peut généraliser les résultats du paragraphe 13.4, en 
considérant l'équation fonctionnelle 

(i3..o) / ( * + - ) = * ( , * + ^ r • (,*+?r */(*), 
v ' JK ' (x-h bi). ..(x-h bp)

 J v n 

OÙ 

f(x) > o pour x > o, a/, 6£>o, o<a?^ i . 

On tire de cette relation, n désignant un nombre naturel, 
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or, en tenant compte de 

(1 3 '1 < 2) (« + 0 « = ^(«OlH-l, 

on trouve, pour x = i, 

(13 . i3 ) / ( / 1 + 1 ) = "[ ^ 1 ) ^ 1 - . . ( ^ - 1 ) ^ + 1 bt...bP f ( , 
(6,),,+,...(6,),,+,- « , . . .« ,_ , 

On vérifie sans peine que, si 

«,-+-...-+- ap-i < 6, -+-...-+- 6 „ 
on a 
(13 ,/¾ ( j + / t ) ( a ? + a i + / » ) . . , ( j ; + a , - , -+- AI) 
V " ^ (3:-+-6,-+-/1).. .(3--+-6,,-1-/1) ' ^ 

pour n suffisamment grand, tandis que, si 
ai -+- . . . -+-«,_, > 6, -+-. . . -+- 6 , } 

on a 
(13. i5) (a? -+- /i) (a- -+- a, H- / i ) . . . (x -+• a , . , •+• AI) 

(# -+ - 6, •+- Ai ) . . .(a? H - 6,-+- A«)
 J 

v 

pour n suffisamment grand. 

I3.7. Nous allons démontrer maintenant le théorème suivant : 
Si f(x) est une fonction définie et positive pour x > o qui : 

I. vérifie Véquation fonctionnelle (13.10); 
IL est décroissante (resp. croissante) pour x > DM,; 

III. et al+... + a,,-i<bl+...+ bp (resp. al + ...+ ap-l>bl+...+ bp); 
alors 

f( , _ Y(x) T (a? •+-<*,) . . . T ( a - - 4 - ^ , , ) 
/ W - 1 ^ - + - 6 , ) . . . 1 ^ - + - 6 , ) 

OÙ 
A = = 1 - ( 6 , ) . . . 1 - ( 6 , ) 6 , . . . 6 , 

r ( « , ) . . . r ( a , _ , ) a , . . . a , _ i ' ' ^ 

En supposant /(x) décroissante et en prenant, n > Jll et assez 
grand — tel que (13.14) soit vérifiée — on tire de 

/ ( w ) _ _ / ( / * •+- -r) ^ / ( « •+• O (o < ar ̂  i ) , 

grâce aux (13.11) et (13. i3), la relation 

(Al — l)ï]~[ J («Oli ( -^n j j t* •+• «i)« « ï J"J ^ («/)«+! 

^ - - ^ / O ) : - , — ^ / ( * ) _ - - ^ - - ^ /(D 
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OU 
p — \ p 

(n — iV. | - | (ai)n y ! 6f (a?-+-6,),, f . 
(x)a 1 1 at(x + «,)« 1 1 (6,)„ y W 

i = i i = i 

\ / / r w _____ T T («')»+» T T M-g-t-fr)* / / .N 
~ / W - (*)» 1 1 ^ - + - - 1 , ) 1 . 1 1 (6,),,+, / W * 

Cette relation étant valable quel que soit n, reste valable si l'on 
remplace au premier membre n par n + i ; on trouve ainsi 

(13.,6) / w (x )^ / (x>^ / . ( . , ) ^ - ^ - . w > ( - c . - h a ' t w ) ; " ( V a ^ , H " " ) ' 

OÙ 

(•^;/i+l •• - * <^ (•£ •+- «i )/*-M - • - - • - \&i)n-hl 
1 = 1 1 = 1 

Mais, lorsque n -> x, on a 

(x + /i) (a: + a, + n).. . (x + a,_i + AI) 

( a ? + 6 , + /?)...(a: + 6 , + Ai) 

et l'on a, comme on le vérifie aisément, 

OÙ 

= r ( 6 1 ) . . . r ( 6 , ) 6 , . . .6 , 
r(a,) . . . r(a,_,) a,...«,_,-^ ;" 

13.8. Comme nous avons vu au paragraphe 13.6, la solution 
cherchée de l'équation fonctionnelle (13. io) est croissante ou décrois
sante suivant que le polynôme 

(x + AI) (x + « ! + AÎ). . . (a? + ap-i + AI) — {x + 6, + AI) . . . (x + 6 , + AI) 

est positif ou négatif pour n suffisamment grand; mais en posant 
x + /i = a/ 

cela revient à dire que le polynôme 
(13.18) x' (x'-+- « , ) . . . ( a / + a , - , ) — (a?'+ 6 , ) . . . (J?'-+- 6,) 

est positif ou négatif pour x' suffisamment grand. Or, ce polynôme 
peut s'écrire 

(ci— ii)x'P-l+ (cy—^2)x'P-1 + . . . + (cp-i— Y,_i)a?'— y,, 
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où d, y, sont les fonctions symétriques fondamentales des polynômes 

x'(x'-+- « , ) . . . (a?' + «,_,) et (x-h 6 , ) . . . ( V + 6,). 

I3.9. On peut examiner le cas où a„ 6, sont des signes quelconques; 
le domaine de définition de f(x) est x > N, où 

N-smaxfla-, | | «,_, |, | 6, |, . . . , | 6, |) + i ; 

on peut répéter ici ce que nous avons dit au paragraphe 12.4. 

13. io. Nous pouvons appliquer ces résultats à l'équation fonc
tionnelle 

/ l o v j . , . x(x—a — 6 ) -, . 

(I3.i9) / ( x + 0 = _ _ L _ _ _ _ L / ( X ) , 

qui a été examiné au paragraphe 12.6. Le polynôme (13.18) se réduit 
à —ab. Si a, b sont de même signe, ce polynôme est négatif; donc 
la solution décroissante de l'équation (13.19) est la fonction hyper-
géométrique 

( f(x) = Y(x)Y(x-a-b) 
(13.20) 1 JK ' r ( a r - a ) r ( a - 6 ) 

( (a? > o si a < o, 6 < o ; a ? > « + 6 + i si a > o, 6 > o) 

OU 

r(-a)Y(— 6) ab ,. . _ ^ , ^ 
n-a-b) =a-=bKl) V»** °<°> b<°> 

r ( a ) r ( 6 ) . ( a + 1) 6(6-+-1) + 

r ( a + 6) (a + 6 ) ( a + 6 + i ) , / v y ^ 

Si a 6 < o (par exemple a> o, a_^.| 6|), on voit que la solution 
croissante de l'équation (13.19) est la même fonction (13.20) (x> a +1), 
où 

T ( q - 6 ) ( g - 6 ) ( q - 6 - f - i ) 
A ~ F ( a ) r ( i - 6 ) a ( a + i ) ( i - 6 ) / ^ + 2) ( )• 

1 3 . I I . Nous dirons qu'une fonction de deux variables cp (x, y), 
définie dans le domaine C, est croissante (resp. décroissante) dans C, 
si, (x,, z/,), (x>, y.) étant deux points de C, il résulte de x, < x*, yï < yï9 

la relation 

(13.21) ¢ ( 2 - , , 7 , ) ^ 9 ( ^ , 7 , ) [resp. ?(#!, a?4) ^ 9 (a?,, 72)]. 

(la) Voir, paragraphe 12.6. 

http://13.ii
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13.12. Nous allons démontrer le théorème suivant [5] : 

Une fonction de deux variables f(x, y) définie et positive pour x > o, 
y > o est identique à B (x, y) si : 

I. f(x + i, y + i) = ^ : f(x, y); 

(a?+ y yv+> / 
IL lafonctionK—jH^— f(x, y) est décroissante pour x > DM, y>DM(16); 

III. /"(i, i) = i. 

Vérifions d'abord que, si o < x _ ^ i , o < î/ ___ i> 

(a? + /?)*+"+! ( r -+- /Q»+"+» (x + r + 2 Ai + 2yc+>+grç+2 
(ld.22) <7„ (X, y) = ^x+n+^+n + t^+n + iy+n+l f < l "' 

( X (a?+7 + 2Ai)^+>+2«-+-i(a;+7 +2Ai + i) ) 

on a, en effet, en posant 

x + Ai = (o, 7 + n = 9, 
__ to + 9 |~(.o(a) + 9 + 2) "JW+1 |~ 9(10 + 9 + 2) 

^ - ( 0 + 9- [ to (co + 9 + 2) "JW+1 T 9 (to + 9 + 2) l ?+ l 

((o-hi)(ton-îp)J [(9 + 0 ( ^ + 9)] 

Si x = y9 on a évidemment cr„ < 1 ; si x <y9 par exemple, 
puisque o < x £__ 1, o < y _ _ ^ i , on a 

donc 

(0(10 + 9 + 2) 9((0 + 9 + 2) 
((0 + 1)((0 + 9) ' (9 + 1)((0 + 9) ' 

(0 + 9 r (0((0 + 9 + 2) 1^+1 r 9 ((o + 9 + 2) i " 
-+-?-+-! L ( w + i ) ( ( o + 9)J |_(? -+-0(^ + 9) I 

__ 9((0 + 9 + 2) r (09((0 + 9 + 2)0 l / l + 1 . 
""" (9-+-1)(^ + 9 + 1 ) 1 ^ + 9 ) ^ ( ( 0 + 1 ) ( 9 + 1)] ' 

on a toujours 
9((0 + 9 + 2) < ( 9 - + - i ) ( ( 0 + 9 + 1 ) , 

(o 9((0 + 9 -+- 2)9 < ((o + 9)2((0 +1) (9 + 1), 

parce qu'on a respectivement 

( o + i > o , ((o — 9)'(1 + 9 + (o) > o. 

Venons maintenant à la démonstration du théorème. On tire de 
la condition I, 

(13.23) f(x + /i, 7 + /i) = ^ ¾ ¾ ½ / ( * , 7) <* > 3*5 *, J € (o, 1]) 
v*37 -+• y)~>n 

(16) On ne suppose rien sur la nature de la fonction f(x, g). 
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et, pour x = y = i, grâce à la condition III, 

(13.04) /(/1 + 1,/1 + 1)-- {2
nJ^\y (n>DM). 

Mais, la fonction 
(x-hY)*+J ., 
- — — f(x* Y) 

Xxyy J \ * J/ 

étant supposée décroissante pour x > DM, y > DM on tire de 

AI < /i + a ? ^ AI + 1, /1 < n-t-y^ n + 1 (AI > OTl), 

grâce aux (13.23) et (13.24), la relation 

2 2 n ( A I - I ) ! ( / I - I ) ! ^ ( a - + 7 + 2Ai)*+>+2" (x)n(y)n 

( 2 / i — i ) ! — (a?-+- A I ) ^ + « ( 7 + /i)}+« ( a ? + 7 ) . 2 n y V ' ^ 

_^2«+2- n l n l 

(in + i ) ! 

ou bien 

2 2 - (/i — i ) ! (AI — i ) ! ( ^ + 7 ) 2 ^ ( ^ - + - ^ ) ^ + ^ ( 7 - + - / 1 ) 3 + ^ 
(2/1 — 1)! ( # ) ^ ( 7 ) , 1 ( # + 7 - + - 2/1)^+3+2« 

__/(a? r):--?*"-1-» ^ ! / i ! ( ^ + / ) 2 n ( ^ + / i ) ^ ( r + / i ) J + " 
— ' * y — (2.A1 + 1)! (a? ) r t (7)„ ( a : + 7 + 2Ai)*+3+2« 

Cette inégalité étant valable quel que soit n> DM, reste valable 
si l'on remplace au premier membre n par n + 1 ; on trouve alors 

(13.25) M*,y)^A*>y)^M*,r)°*(*,y), 

où nous avons posé 

/ . . ( * , .T) = 2 ' " - ^ , „ , , _ , , „ 
AI! AI! (#-+-7)2/1+2(^ -+- /i + 1)^+^+1 (> + AI + 1))-+-1+1 

(2/1 + I ) ! (*)n+l (y)n+t (^ -+"7 H- 2AI + 2)*+J+2«-+-2 

et où o-„ (x, y) est la fonction définie par (13.22) qui, comme nous 
venons de le voir, est < 1. 

Mais, on a 
, v ,. x-hn ,. y -+- n .. (x + y + 2AI + 2)2 

hm a„(a?, r ) = lim lim — h m - + - -
« > • a? + AI + 1 7 + A I + I (a7 + ^ + 2 A i ) ( a r + r + 2 A i + i ) 

xlim/___t__.)^,im(-____y 
\ X + Al + I / \ 7 + A l + I / 
/a : + v + 2/1 + 2 \ : r + 

X lim -
\ a? + 7 + 2AÎ / 

= 1 . 1 . 1 . <22 = i . 

MÉMORIAL DES SO. MATH. — N° 156 . 
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On tire, donc, de (13.25) 

f(x, y) = lim /«(#,7). 

Mais, 
n\ nx n ! ni 

- M * ' - " - ( 2 / l + ï ) ! ( 2 / l + l)^+J *"(*>>> 

(^-+-^)111+¾ 

OÙ 

/ (X , ^ (2 AI + Q*+i , (a? + A?, + iyr+ft+1 ( 7 + Al + i )y+*+* 

"V ' ? ) nxn) ( ^ - + . ^ + 2 ^ ^ 2 ) ^ + ^ + 2 ^ + 2 

Or, 
i- . / x i - / 2 / i + i \ r + ^ . / a? + /? + i \ - r 

l im * » ( a \ >) = h m ( — J h m — --
« > * ' l / \ /1 / \ a : + 7 + 2 / i + 2 / 

.. / y + AI + 1 V . / 2a: + 2Ai + 2 \ 
X h m • h m ( ) 

\ x + 7 + 2 AI + 2 / \ a : + 7 + 2Ai + 2 / 

.. / 2 > + 2 A i + 2 \ " + l .% I I 
x h m ( : = 2*+J — -

\ a : + > + 2 A i + 2 / 2 * 2 : 

/1-+-1 

x — y •> —x 

e " c = . 1 . 
2r ^ 

On a, donc, finalement 

AI ! nx n ! AIJ 

f(x r) - h m (•*)*+! 0 ' ) n + i _ r(x)T(jr) 

( ^ - + - 7 ) 2 1 + 2 

14. La fonction G(x). 

14.i. Considérons la fonction 

Y(*)Y(L) Y(*) 

(u. i ) G ( « Y = ^ B ( » , 1 ) = - L
 v w w ' _Al/L; 

v/2* ^2 <2' \t*x r ( ______\ y/â r ( ^ + ' V 

cette fonction est un cas particulier de la fonction B (x, y), mais, 
puisqu'elle présente un intérêt particulier (,7) nous l'examinerons 
séparément. 

On voit aussitôt que G (x) vérifie l'équation fonctionnelle 

( 1 4 . 2 ) G(a- + i ) = 1 

x G(x) 

(") Voir par exemple : N . N Ô R L U N D [32] , p, n 5 - k i 8 . 
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Nous pouvons donner une autre forme à G (x); on a 

r „2 Al! Al 

G(*) = 4- -A___ = ,im W - M 
/ ' (i±_) -

& 
t n 2 n\ n 

( ^ ) 
2/H-l 

= lim a?(a7 + 2 ) . . . (x + 2/1) 

^ 0 0 \Jin.in 

(x-+-i) (a? + 3) . . . (a: + 2Ai + i) 

= Jim (^-+-0(^-+-3). . . (a? + 2/i + i ) , 
« > « ar(a:-+-2) . . . (ar-4-2/1) 1/2/ï ' 

on a, donc, 

(14.3) G(x) = lim ^ + 0 ( ^ + 3 ) . . . ( ^ + 2/1 + 1), 
«>°° a?(a? + 2 ) . . . (a?+2Ai) ^/2/1 ' 

mais, puisque 
.. X + 2AI 
hm = 1 

« > M 2AI 

nous pouvons écrire 

(14.4) G ^ = lim (^ + 1)(^ + 3 ) . . . ( X + 2 1 1 - 1 ) . 
«•>»a?(a7 + 2 ) . . . ( a ? + 2Ai — 2) \Jx + 2/1 

D'autre part, comme nous avons vu au paragraphe 13.2, G(x) est 
décroissante pour x > o; elle est aussi convexe pour x > o. En effet, 
on vérifie aussitôt que 

est positive, décroissante et convexe pour x > o; donc, en remplaçant x 
par x + 2 v, on voit que 

a?+ 2v + 1 

a les mêmes propriétés. D'après le théorème c du paragraphe l . ia , 
la fonction 

x + 1 x + 3 a? + 2Ai—1 1 
x x-h 2 a? + 2Ai — 2 J^Jt 

». 
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est convexe (et décroissante) pour x > o; donc, d'après le théorème 
du paragraphe l . i 3 , 

CfnA lim (^ + 0 ( ^ + 3 ) - . - ( ^ - + - 2 / 1 - 0 I 
Ur(a?)= hm ; ; •==. 

„ > a e a r ( a r - + - 2 ) . . . ( ^ - + - 2 / 1 - 2 ) sf2l% 

est convexe (et décroissante) pour x > o. 

14.2. On voit aussitôt que G(x) est, semi-décroissante et semi-
convexe (18) pour x > o car, comme nous avons vu aux para
graphe 3.2 et 4.i, une fonction décroissante (resp. convexe) pourx> o 
est aussi semi-décroissante (resp. semi-convexe) pour x > o. 

14.3. A. MAYER [29] a démontré qu'une fonction convexe et 
positive pour x > o, qui vérifie Véquation fonctionnelle (14.2) est 
identique à G (x). La démonstration de Mayer suppose connue la fonc
tion G (x). 

Nous allons démontrer le théorème suivant [2] : 

Une fonction f(x) définie et positive pour x > o, semi-décroissante 
pour x> DM9 qui vérifie Véquation fonctionnelle (14.2), est identique 
à G(x). 

On tire, en effet, de (14.2), 

(X + i) (X + 3) . . . (X + 2AI — i) I , 
f(x-+- 2/î + l ) = 7- r- 7- r TT~\ 

J V • ' X(X + 2) . . . (X + 2Al) f(x) 
(14.5) \ f(x + 2n) = * ( * H - 2 ) . . . ( a : + 2 z i - 2 ) f,x) 

l J{X + 2 AI) (a: + i) (a: + 3) . . . (a: + 2/1 - i)"7 ^ ; 

(AI naturel ; o < x ^ i) . 

Or, f(x) étant semi-décroissante pour les valeurs de la variable plus 
grandes que DM, de trois nombres 

a? + 2 / i — i < a 7 + 2 A i < a ? + 2Ai + i 

on tire 

/ ^ Olt + i . A 
^ A I > — — , xe(o, i]J, 

f(x + 2 AI — i ) > _ / ( a r + 2/ i ) ^ / ( a ? + 2AÎ + I ) 

(18) Dans la suite nous écrirons, pour abréger, semi convexe, semi-décrois
sante, etc., au lieu de semi-convexe i, semi décroissante i, etc. 
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et compte tenu de (14.5), 

JJ[(^ + 2v— i) TT(a: + 2v —2) 
y=i i___ v = r 

n f(x) ~ n 

T T ( J : + 2v —2) |~T(a? + 2v — 1) 
V = l v_=l 

n 

T T ( ^ + " 2 V - i) 

— " + 1 / ( a ? > 

I I (J? + 2V — 2) 
v = i 

Mais, pour x > o, /"(x) > o et l'on déduit de (14.6), 

(I4.7) fn(œ)^A(x)^fn(x)- *-*-2n 

X + 2AI — I 

OÙ 
(a? + i ) ' (a? + 3 ) ' • • • (a? + 2/1 — 1)2 

(14.8) / „ ( * ) ' 
a?2(a7 + 2 ) 9 . . . ( a 7 + 2Ai — 2 ) 0 (a? + 2/1) 

Il résulte de (14.7), 
(14.9) / * ( * ) = « * / » < * ) 

et, /"(x) étant positive pour x > o, 

. . . N , , .. (a? + i) (a?+3) . . . (a? +2Ai —1) 
(14.io) / ( a r ) = h m - J ^ -— * = G(ar). 

">»a7(a? + 2 ) . . . ( a ? + 2Ai — 2) yj? + 2AI 

I4.4. Nous pouvons encore démontrer le théorème suivant : 
Une fonction f (x) définie et positive pour x > o, semi-convexe 

pour x > 311, qui vérifie Véquation fonctionnelle (14.2), est identique 
à G (x). 

De semi-convexité de f(x), pour les valeurs de la variable plus 
grandes que DM, on tire 

f(X-h 2 Al) ^ -[ /(a? H- 2/1 — i)-+-/(a? + 2Ai + i)] 

/ ( a ? + 2AÏ H-i)-__ - [ / (# -+- 2 AI) + / (a? + 2Ai + 2)] 

( / i > — - — ? o < a ? ^ i j 
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ou, compte tenu de (14.5), 

n X + 2V — 2 

X + 2V — I /(*> 

I I (x •+•2V — O 
I V = 1 

2 

I I (x-h 2V — 2) 
v__i 

(i4.n) / jrT(^-+-2V —i) 

/ a? + 2Ai — 1 \ i 

\ x + in ) f(x)" 

Ax) 
T T ( a ? + 2v — 2) 
V = l 

n 

I I (X + 2V — 2) 
I v = i 
2 

I I (x -+•2V — 0 

/ a? + 2Ai \ £f % 

H ) / ( ^ ) -
\ a? + 2AI + I / ^ v ' 

Il en résulte, puisque f (x) > o, pour x > o, 

(14.12) ^n(oc)^A(x) ^*}n(x) 
(ix + 4 / Î ) ° — i 

(2a? + 4 / 0 ° — 4* 

où nous avons pose 

( 1 4 . i 3 ) 
, . - , N 2a? + 4/i + 2 

2a? + 4AI + i 

fn(x) étant la fonction définie par (14.8). 
De (14. i3), (14.i2> et (14.9), on a 

p(x) = lim 9n(x) = lim fn(x) = G*(ar), 
/ l - ^ - 00 / l - ^ - 00 

ou bien, /"(x) étant positive pour x > o, 

f(x) = G(x). 

14.5. H. P. Thielman [35], généralisant le résultat cité de Mayer, 
a démontré que si f(x) est une fonction définie et positive pour x > o, 
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convexe ou décroissante pour x > o, qui vérifie Véquation fonctionnelle 

(141-14) / (ar-+-0)) = 
x*f(x) 

alors f(x) est identique à la fonction 

(a?>o, w > o, * > o ) , 

( 1 4 . i 5 ) F(x) = 
yiLO ^ 

\20) / 

/ X + U)\ 

\ 2 W / 

Cette fonction peut s'exprimer, par la fonction B (x, y), comme il 
suit : 

( 1 4 . i 6 ) F ( *)4 * B(^,i)|*. 

14.6. Nous pouvons démontrer le théorème suivant [6] : 

La fonction F (x), définie par (14.15), est la seule fonction définie 
et positive pour x > o, semi-décroissante w ou semi-convexe co dans 
/e domaine x > DM, qui vérifie Véquation fonctionnelle (14. i4). 

Soit f(x) une fonction semi-décroissante co, qui remplit les suppo
sitions du théorème; nous allons démontrer que f(x) = F (x); si f(x) 
est semi-convexe co, la démonstration résulte d'une façon pareille. 

On tire de (14.14), 

( 1 4 . i 7 ) 

/(X + (2 Al — i) U)) = 

f(x + 2 Ai O)) 

/ X + w \ 

____________ 

. 2 t°(^) 
• (JL) 

/ X + 0) \ 

T 
/ ( * ) 

(o < a? ^ w) . 

A cause de semi-décroissance co de /"(x) pour les valeurs de la 
variables plus grandes que DM9 de trois nombres 

a? + ( 2 » — i ) w f ^ a ? + 2Aia>f^a; + (2Ai + i)a> 

( • 
OÎI + w 

> , a?€ (o, 0)]j 

on tire la relation 

/ ( ^ + ( 2 / 1 - 1 ) 0 ) ) ^ / ( ^ + 2 / 1 0 ) ) ^ + (2/1 + 1 ) . ) , 
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et, grâce aux (14.17), on a 

(14.,8) / 8 W . ^ ( * ) - î / 8 ( « ) [ . ^ ( t » _ " ) . ] ' 
où nous avons posé 

L 

I 
( I4 .19 ) / » ( * ) = 

f x + w\ 
\ 2C0 /n 

(-) (2o>; •?(„* • ) ' 

( ^ - 1 ) 1 ( 1 1 - 1 ) ^ , ( / 1 - 1 ) 1 ( / 1 - 1 ) >b 

/ _ f \ " /a? + o j \ v/2~a7 
\ a w / „ \ 2w / w 

4 
20) I 

L2O) "^^J 

On tire de (14.19) que, 

Yim fn(x) = F(x) 

et, de (14.18), puisque f(x) est positive, pour x > o, 

/ ( * ) = l i m / « ( * ) = F(ar). 

I4.7. Considérons maintenant l'équation fonctionnelle 

(14.20) / ( * + W) = L(* + Pi)...(*-+-P,)]* 7(ï) 
( ( # > o , £ > o ; p1} p,5 . . . , p j , > o ) . 

Si l'on pose 
(14.21) P ( * ) = [(x + P l ) . . . (X -+- p , ) ] * , 

(14.20) devient 
(14.22) / ( ^ + w ) = _ _ i _ _ . 

Si fv (x) satisfait l'équation fonctionnelle 

(14.23) M-H- " ) ° ( - + pv ')t/v(<c)» 

la fonction 

(U.24) * ( * ) = / l (*)/•<*)• ••/,(*) 
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est une solution de (14.20). D'autre part, toute solution o- (x) de (14.2o), 
est liée avec O (x) par la relation 

(14.25) Q(a?+o) )Q(a? ) = 1, 

OÙ 

^ X > - <D(a:) 

Il en résulte que, la solution générale de (14.20) est 

(14.26) /(a?) = *(*)Q(*) , 

où 0 (x ) est la fonction (14.24) et Q (x) une solution quelconque 
de (14.25). 

14.8. Nous allons chercher les solutions semi-décroissantes co 
de (14.20), positives, pour x > o. 

Si F(x) est la fonction définie par (14. i5), on reconnaît aussitôt 
que F(x + pv) est une solution de (14.23) positive et semi-
décroissante co, pour x > o; mais, d'après le théorème b du para
graphe 3.4, le produit des fonctions semi-décroissantes co et positives, 
pour x > o, est une fonction qui a les mêmes propriétés; la fonction, 
donc, 
(14.27) cI>(^)==F(a: + p1)...F(a: + p>D) 

est une solution de (14.20) semi-décroissante co et positive, pour x > o. 
Nous allons démontrer maintenant le théorème suivant : 
<I>(x), définie par (14.27) est la seule solution semi-décroissante co et 

positive pour x > o de (14.20). 

Soit f(x) une autre solution de (14.20), qui a les propriétés de <_> (x). 
Il résulte de (14.26) que, Q (x) est positive, pour x > o; on tire 
de (14.18), pour n = 1, 

[ x v/ar + 2 co J L x J 

qui devient, en remplaçant x par x + pv, 

pv- o) ~ i * _., v r six+pv+ o) i 

I (ar + Pv) sjx 

(V = 1 , 2 , . . . , / ? ) 

et, en multipliant (v = 1, 2, . . . , p), 
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où nous avons posé, pour abréger, 

P0--[P(aO]*, PX=[P(*-hXo))]* . 

f(x)9 étant supposée une solution de (14.20) ayant les propriétés 
de O (x), sera de la forme (14.26) ; mais, Q (x) étant positive, pour x > o, 
il résulte de (14.28) 

PoV/T5. po 
(14.29) Q (x) - ¾ __;/(*) ^ v - Q(^) 

En remplaçant x par x + co, x + 2 co, x + 3 co, (14.2g) devient, 
grâce à (14.25), 

(14.3i) Q(tf) - ¾ ^ / (a ; + 2 o ) ) ^ ^ Q ( a ? ) , 
P2 i/P* Pa 

(14-32> ^ ^ ^ ^ / ( ^ + ^ ) - - - - - ^ -
Q(*> p 3 \ / p ; ~ p3 Q(*) 

/•(x), étant semi-décroissante co pour x > o, on tire de (14.29), 
(14.3o) et (14.3i), 

P o J ^ ^ Q 2 ( a O ^ ^ ^ . 
P_t/P_P. p i p 3 

On en tire, en remplaçant x par x + 2 n co et en tenant compte 
que Q (x) admet la période 2 co, 

P2/1 P27l-t-2 Q 2 , v P->rt+2 yP2tt+2P2WH-» 

P2/H-1 \ / P » i H - i P27Z+3 ~~ "~~ P ' > « + 1 P 2 ' I + 3 

et, en faisant n -> co, 
Q'(*) = i 

ou, Q (x) étant positive pour x > o, 

Q(aO = i. 

On tire, donc, de (14.26) que, 

/(a?) = $ ( # ) • 

On parvient au même résultat, si l'on cherche les solutions semi-
convexes co et positives, pour x > o. On a, donc, le théorème 

<E> (x), définie par (14.27) est la seule solution semi-convexe co 
et positive pour x > o de (14.20). 
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14.g. Considérons le cas particulier suivant : Soit l'équation fonc
tionnelle 

(14.33) f(x + L) = 1 * . 

Si l'on demande la solution semi-décroissante - ou semi-convexe i? 
2 2 

pour x > o, de l'équation (14.33), on trouve 

r ( * + I ) 

v/ïr(*-+-i) XB(X,^ 

Cette fonction a été examinée par Hisasue [21] 

NOTE. 

W. Krull ([24], [25]) dans deux Mémoires très intéressants, géné
ralisant les résultats d'Artin [9], a examiné l'équation fonctionnelle 

( 0 _r(-7 + 0 —,?(•*) = ?(ar) , 

où cp (x) est une fonction définie et continue pour x > DM, qui 
vérifie l'une des conditions suivantes : 

(2) lim [cp(a? + / 1 ) — ?(a?)] = o (h > o ) , 

(3 ) lim A© (a?; A1? h*) = o ( o < ^ z 8 ; i' = i , 2 ) , 

où nous avons posé 

/ / \ W - . A A ï ?(ar + A i ) — y ( a r ) y(ar) — ?(a? — A f ) 
(4 ) Aç(ar; Aj, Ai) = j - ^ (1 9)-

Nous donnerons dans ce qui suit les résultats principaux de 
W. Krull sans démonstration; le lecteur intéressé peut consulter 
les Mémoires originaux (,0). 

(19) Voir paragraphe 1.9. 
C°) On peut consulter aussi le Mémoire intéressant de A. Dinghas [16]. 
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Son théorème fondamental I est le suivant : 

Supposons que cp (x) puisse s'écrire 

cp(a;) = 91(a:) + ç2(a:), 

où 91 (x) est convexe, cp2 (x) est concave pour x > DM et qu'elles vérifient 
la condition (2); alors il existe une et, d'une constante additive près, 
une seule « solution normale » g (x) de Véquation (1), qui pour chaque A,> o 
vérifie la condition (3) ; pour x ^ B > DM une solution normale est 
définie par 

rx 1 
ff(x) = / v(u)du— ç(af) + Z[ç(ar)], 

«yB -

( 5 ) { Z[9(x)]=^X[9(x + k)l 
k=o ' 

*[9(x)]=f ®(u)du— ï [*'(* + 0 + 9(*)]• 

La fonction Z [cp (x)] /end vers zéro quand x^-00. 

Les formules (5) sont une généralisation évidente de la formule 
de Stirling pour la fonction T (x). 

En supposant que 9 (x) soit définie dans x > o on peut démontrer 
les théorèmes suivants : 

1. Si les suppositions du théorème fondamental sont remplies, la 
solution normale de Véquation (1), pour qui g (1) = o, peut s'écrire 
comme il suit : 

(6) g(x) = lim ^?(Ai) - ? (a : ) - , V(9(a- + A)-9(X:)) 

oc 

= —9(ar) —a?ç(o) —ar]^Aç(A; 1, x). 
k = i 

Cette formule est une généralisation de la formule de Gauss pour 
la fonction T (x). 

2. Si cp (x) est convexe (resp. concave) pour x > DM, les solutions 
normales de l'équation (1) sont concaves (resp. convexes) pour x > DM. 

3. Si les suppositions du théorème fondamental sont remplies, une 
solution convexe ou concave pour x > DM de (1) est toujours une solution 
normale. 
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W. Krull considère ensuite l'équation 

(7) G(x + i) = 4>(x)G(x)J 

où <î> (x) est une fonction définie, positive et continue pour x > o; 
il démontre le théorème suivant : 

Si O (x) pour x > 311 est logarithmiquement convexe (resp. concave) 
et si O (x) vérifie la condition 

.. 4>(a? + i ) 
h m —^———- = 1, 

a > g 0 <_»(a?) ' 

l'équation (7) admet une et, d'un facteur constant près, une seule solution 
normale G (x) qui remplit la condition 

<I>(a? + /1) <t>(a? — h) 
hna —- ' . . - = 1 

~ . > o e c_»(a?)2 

e/ çuî pour x > 311 es/ logarithmiquement concave (resp. convexe). 
On peut démontrer [8] le théorème suivant qui généralise le résultat 

du paragraphe 8. 

Supposons que <D (x) soit logarithmiquement concave (resp. convexe) 
pour x > DM, et remplisse les conditions suivantes : 

H m r _ i £ + A) l* = i l * (A = Cte,A>o), 

$ ( X + I ) ~\ ̂ + 1 

1 / v _ - ^ ( r e s p . __: £ ) p o u r a ? > o ; [ 
une fonction G (x), définie pour x > o, se confond avec 

. , . ,. ( ¢ ( 0 ) - * ( J Q * 
<|/(a?) = l im ' / NN ? rK J « > • ($ (a? ) )„ + i 

5Î G (x) irérî/ze les conditions suivantes : 

I. elle est une solution de Véquation (7); 

IL r__-_T rG (x) est décroissante (resp. croissante) pour x > o; 

III. G ( i ) = 1. 

Dans son deuxième Mémoire W. Krull démontre le théorème fonda
mental II suivant : 

Si cp (x) admet une dérivée d'ordre r, si cette dérivée est monotone 
et si lim cp(7) (x) = K (K fini), alors Véquation fonctionnelle (1) admet 

X-$"X> 
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une et, d'une constante additive près, une seule solution normale g(x) 
qui admet une dérivée d'ordre r et qui vérifie, pour hi9h, > o, la condition 

lim A^(')(a?; Al5 h-,) = o. 

Si, en particulier, lim cp(/ ] (x) = o, la solution normale vérifie de 

plus, pour chaque h > o, la condition 

lim (#W (x + h) — ffC) ( j . ) ) = 0. 

Il démontre ensuite les théorèmes suivants : 

1. Si g(x) est une solution normale et intégrable de Véquation (i)9 

la fonction 

F(*) = f g(u)du — (x — i) f g(u)du 
-1 «A 

es/ une solution normale de l'équation 

F(a?-+-i) — F (a?) = f o(u)du, 

pour qui F (i) = o. 

2. Si cp(r) (x) es/ monotone et si 

lim cp('')(a;) = <p(i) = cp'(i) = . . . = 9 ( ^ ) ( 1 ) = 0, 
a.*->-oo 

Za solution normale de (i), pour qui g (i) = o, prend la forme 

(8 ) <?(ar)= lim | [P# (ar) ç ( ' -n ( „ + 2) 

+ P r _ , (a?) 9C-9) (AI + 2 ) + . . . + Pj (a?) ?(AI + 2 ) ] 

-2-¥(* + *)-?0 + *)][, 
* = o ) 

où Pk (x) sont définis par 

T>A(x) = (x — i), Ps(x)=f •ps-ï(u)du — (x-^i)Ç Ps^(u)du. 

Si dans cette formule on pose r = 1, on trouve la formule (6). 

3. Si cp(/,) (x) est monotone, si lim cp(' ) (x) = o et si g (x) est une 

solution normale de (1), g{/)(x) est aussi monotone. 
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On dit qu'une fonction f(x), définie dans a ̂ x < <*, est à variation 
bornée dans cet intervale s'il y a un nombre fini K tel que pour chaque 
suite finie a = x0 < xt < . . . < xn, on a 

n 

2l/(**)-/(*A-0I^K. 
1=1 

On a alors le théorème : 
Le théorème fondamental II est valable en supposant — au lieu de 

la monotonie de cp(r) (x) — que ^) (x) soit à variation bornée dans 
a -__ x < oo, pour a assez grand. 
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