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TOTALISATIONS
DANS LES ESPACES ABSTRAITS

Par W. J. TRIJITZINSKY
Urbana, Illinois, U.S. A.

e O et

1. Introduction. — Notre objet est d’abord d’examiner les condi-
tions dans les espaces abstraits U, généralement non distanciés, qui
conviennent pour la réalisation des totalisations appropriées dans .
Ces conditions sont de nature métrique et topologique [sections (2)-(6)].
11 faut que 'espace U soit séparable ainsi que complet dans de certains
sens; on a besoin du théoréme de Cantor-Baire. Dans les conditions
dont nous faisons usage la théorie topologique du genre survenant
dans le livre de M. Denjoy [1], désigné par (D), a lieu [voir notamment
les sections (5) et (6)]. C’est le genre de topologie que M. Denjoy,
qui est a l'origine des méthodes totalisantes, a déja employée avec
beaucoup de succeés dans les problémes de totalisation et dans maintes
autres questions d’Analyse. Dans les considérations des aspects
métriques nous nous appuyons sur I’Ouvrage (D*), relativement au
théoréme de Vitali (Denjoy-Vitali), de Denjoy [2] et sur le fascicule (T)
de I'auteur [3].

Quand on essaie de développer une totalisation nouvelle on trouve
un guide utile dans [(D); livre 4], ou il s’agit d’indications et de
remarques générales qui conviennent a toutes les totalisations. Actuel-
lement nous présentons deux totalisations, & savoir la fofale-D, que
nous appelons totale de Denjoy, et la fofale-(S). Les deux totales,
et surtout la premiére, sont modelées sur la totale étudiée dans
I'Ouvrage (R), un Mémoire de la premiére valeur, dd 4 P. Roma-
novski [4]. La totale-D est en rapport avec dérivation relativement
4 une certaine famille d’ensembles, qui ressemblent aux intervalles
d’un espace euclidien (mais, en effet, beaucoup plus généraux). La
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théorie de cette totale se trouve dans les sections (7)-(10). Dans notre
théorie, nous laissons de coté I'hypothése de compacticité, dont on a
fait usage dans (R). La fotale-(S) représente une totalisation symétrique,
liée avec dérivation par rapport aux « pseudo-sphéres » qui sont de
certains ensembles ressemblant aux sphéres d’un espace distancié;
la théorie de cette totale est développée dans les sections (11)-(15).
La théorie de la totale-(S) ne fait pas infervenir le caractére de compac-
licité. Dans les sections (11) et (12), préliminaires a la totalisation (S),
nous faisons usage de quelques idées qui interviennent dans notre
Ouvrage (T') [5] sur la totalisation de laplaciens. La totalisation (S)
est considérablement plus difficile que la totalisation D.

2. Quelques considérations métriques et topologiques. —
Soit U un espace pour lequel I’existence d’une distance n’est pas néces-
sairement affirmée; en outre, admettons qu’une mesure ® (E) borélienne
soit donnée; ® (E) est une fonction d’ensemble E (dans U), non
négative; @ jouit des propriétés de compléte additivité et de soustrac-
tivité. Envisageons une famille # = { E} d’ensembles E simplement
réguliére au sens de (T; définition 11.5); ainsi :

(2.1) les E sont mesurables-®, o < ® (E) < + =}

9:2%; FicFoc...;

v=1

(2.1a) si 7, est une famille contenue dans #,, ’ensemble S (%)),
réunissant les E de #,, est mesurable-®; @ (S (¥,)) < + «. Une
famille ¥ simplement réguliére peut étre constltuee par un seul 7.,
soit F,; F = F,;, ® (S(9)) < .

Un point p est indéfiniment couvert par une famille ¥ = {E |, §’il
existe une suite infinie E, (j = 1, 2, ...), €7, telle que

(2.2) E,sp, ®(E,)> o.

On dira qu’'un ensemble A est indéfiniment couvert par une famille #,
si tout point de A est indéfiniment couvert par F.

NotATION 2.3. — Si ¥ est une famille d’ensembles (au moins simple-
ment réguliére, avec @ (S (¥)) finie ou non), A (§) désignera l’en-
semble des points indéfiniment couverts par #.

Selon le théoréme 11.8 de (T) tout ensemble A (F,) (v =1, 2, ...)
est mesurable-®, de mesure-® finie, si les F, sont les familles d’en-
sembles dont il s’agit dans [(2.1), (2.1 a)].
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Dans la suile, sauf mention coniraire, ¥ sera une famille au moins
simplement réguliére et composée d’une seule famille F,, soit F = F,;
ainsi on aura @ (S (%)) < + «; de plus, admetlons que A (F) soit
épais-® [ainsi o < @ (A (F)) < + ]

Dans les développements dans (D*), en rapport avec le théoréme
exact de Denjoy-Vitali, M. Denjoy a introduit les notions fonda-
mentales de noyau et d’enveloppe. Nous envisageons de telles notions
relativement a une famille simplement réguliére & [T; définition 12.5,
avec @ (S (¥)) < «]. Ainsi on dira qu'un ensemble X est un noyau,
relativement a ¥, si

(2.3) XcA(F) et ®(s(X)) =o, ou ¢(X)=A(F(X))—-X,

F (X) étant la famille des E de F joints a X (il se voit que o (X) est
I'ensemble des points étrangers & X et indéfiniment couverts par
les E de ¥ joints a X]. On dira que X, <cA (%), est une enveloppe,
relativement & F, si A (§F) — X est un noyau. F étant simplement
réguliére, la famille partielle 7 (X) jouit de la méme propriété;
donc A (F (X)) est mesurable-®; ¢ (X) étant mince, si X est un
noyau, il s’ensuit que tout noyau (relativement a ¥) est mesurable-®;
dont les enveloppes sont aussi mesurables-®.

F = { E | est complétement réguliére [(T); définition 12.8], si F est
simplement réguliere et si & tout X, <cA (¥), mesurable-d et &
tout € > o il correspond un noyau Y, tel que

(2.4) YeX, d(X—Y) <e.

Pour les familles d’ensembles considérées dans (D*), M. Denjoy
a déja remarqué que les enveloppes et les noyaux ressemblent, mais
d’assez loin, aux ensembles ouverts et fermés respectivement.

(2.5) Dr’accord avec le livre (HR) de H. Hahn et A. Rosenthal [6]
un espace F est fopologique, s’il existe une famille G = { O} d’en-

sembles O, cF, qu'on appelle « ouverts », satisfaisant aux conditions
suivantes :

(2.5d) G contient ’ensemble vide;

(2.5 b) Tout point p de F est contenu dans un O de G;

2.5¢) 0,0,€G, si O, et 0, sont dans G;

(2.5d) Toute réunion, méme indénombrable, d’ensembles de G est
dans G;

(2.5¢) Siz, x, sont des points distincts dans F, il existe O, et O,
dans G, tels que 0,3z, 0,32, 0,0, = o.
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F étant simplement réguliére, la famille G = { O} d’enveloppes
(relativement & F) ne satisfait pas, en général, a tous les carac-
téres (2.5 a-2.5 e) pour l'espace F = A (¥F). Pourtant la famille G
d’enveloppes jouil toujours des trois premiéres propriétés. En effet,
F = A (F) est 4 la fois une enveloppe et un noyau; le complément
d’ensemble vide est F, qu’on considére comme un noyau, donc I'en-
semble vide est une enveloppe, d’oll (2.5 a) est satisfait. D’autre
part, (2.5 b) aussi a lieu, car F peut étre considéré comme une enve-
loppe. Enfin (2.5 c¢) est valide pour la famille G d’enveloppes en
raison des indications données dans (D*), pour le cas y considéré,
ainsi que dans (T) au cas ou F est simplement réguliére.

Quant a (2.5 d), on note que toute réunion, au plus dénombrable,
d’enveloppes est une enveloppe, tandis qu’il se peut que la réunion
indénombrable d’un systéme d’enveloppes ne soit pas une enveloppe.

HyPOTHESE TOPOLOGIQUE 2.6. — On suppose que la famille ¥ =} E |
(avec @ (S (%)) < + =), au moins simplement réguliére, est telle que
la famille G = {0} d’enveloppes, relativement & F, jouisse des
propriétés (2.5 d) et (2.5 ¢).

Sauf mention contraire, I’hypothése 2.6 sera {oujours admise. On voit
sans difficulté que cette hypothese entraine la possibilité de la formu-
lation de la plupart de notions usuelles de la théorie d’ensembles
[voir (HR); p. 4-7]. Nous allons indiquer ceux de ces développements
qui nous seront utiles dans la suite; nous le ferons d’une facon diffé-
rente de celle comprise dans (HR).

Un point p, €F = A (F), est intérieur & un ensemble H (cF),
s’il existe une enveloppe (relativement a %) O, telle que

Osp, OcH,

p est extérieur @ H (CF), si p est intérieur & F — H; p est un point
frontiére de H, si p n’est ni intérieur & H ni extérieur & H. Si p est
un point de la frontiére de H, toute enveloppe contenant p aura des
points sur H et sur F— H. D’accord avec (D; p. 88) nous désignons
par H, la fermeture de H, I'ensemble des points non extérieurs 4 H;
ainsi, si p € H, toute enveloppe O contenant p aura des points sur H;
p» €H, est isolé dans H, s’il existe une enveloppe O contenant p et
disjoint de H— p. On dira que H,, cH, est isol¢ dans H si tout
point p de H, est intérieur 4 F —H + H, [e. g. une enveloppe O = O (p)
existe, telle que O>p, 0.(H—H,) = o].

DEFINITION 2.7. — Soit & = { E | simplement réguliére; @ (S (F)) < «o;
admettons ’hypothése 2.6. On dira que F = A (¥) est un espace 'sépa-
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rable, si dans tout ensemble d’une infinité de points H, cF, il existe
un ensemble dénombrable h, tel que h=H.
En employant I'idée générale dans [(D); p. 88 et 8g] de la démons-

tration de la séparabilité des espaces cartésiens, nous vérifions le fait
suivant.

(2.8) Admettons qu’il existe une famille dénombrable G" = { O’}
partielle d’enveloppes épaisses-®, relativement & &, telle que
(1° A(G) =F [e. g. tout point de F = A (F) est indéfiniment
couvert au sens de la métrique ® par G'] et telle que (2°) si O est
une enveloppe quelconque de G et p est un point dans O, alors il
existe un nombre n = 1 (p, O) > o de sorte que

(2.84) 0'eG, O'sp, @®(0')<m entrainent 0'cO.
Dans ces conditions F est séparable.

En effet, si H (cCF) est un ensemble quelconque, désignons par
0,, 0, ..., O}, ..., les enveloppes de G’ jointes & H. En raison
de (1°) tout point de H est contenu dans une suite infinie partielle
des O, de mesure-® tendant vers zéro. Soient p un point sur H et O
une enveloppe le contenant. Il existe une infinité de O),, tels que

(10) 05, €G, 0,.2p, ®(0;,)—>o0 (pour k— =).

Vu [(2°), (2.8 a)], il existe un k', tel que O;, cO pour tout k > k'.
Or par construction O), contient un point p, de H. Donc il existe des
points p,,, en sorte que

(20) pn€H, pn, €0, cO, dés que k> k'.

Considérons I’ensemble h = {p,, p», ... }; on a hcH; en outre,
toute enveloppe O contenant le point p considéré de H contient

des points de h (2,); d’ot A = H. Vu la définition 2.7 la consta-
tation 2.8 est vérifiée.

Dans la suite, nous admettrons toujours les hypothéses de 2.8;
ainsi F = A (%) sera toujours séparable. Dans ces conditions, en tant
que G'cG et

F=A(G)cA(G) e A(G)cF
(car les O de G sont dans F), on aura

(2.9) A(G)=F.
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En tenant compte de la définition [(2.1), (2.1 a)] et de I’hypo-
thése 2.6, on s’apercoit que la famille des ensembles épais-® de G
est simplement réguliére, avec la métrique-® [on note que toute réunion,
méme indénombrable, d’ensembles de G, est une enveloppe relati-
vement & F (2.5 d) et, par conséquent, est mesurable-®].

On dira que p est un point d’accumulation de H (cF), si toute enve-
loppe O contenant p contient des points de H distincts de p. Si p
est un point d’accumulation de H, loute enveloppe O contenant p contient
une infinité de points de H (distincts de p). En effet, selon la défi-
nition, O contient un point p, tel que p,eH, p, #p. Vu (2.5¢),
il existe une enveloppe O’ contenant p, telle que p, est étranger a O';
0, = OO’ est une enveloppe, O, p, p, est hors de O,; dans O, il y a
un point p,, €H, tel que p, 72 p; nécessairement p, 7 p;; en raison
de (2.5 €) on trouve une enveloppe O* contenant p et ne contenant
pas p.; posons O, = 0,0?%; p est dans I’enveloppe O? et p,, p. sont
étrangers a O°. Moyennant induction, on montre I’existence d’une
suite infinie d’enveloppes O, (n = 1, 2, ...) et de points p,, de sorte que

O=003013023...;

p€0,; p.eHO(n=1,2,...); pa#p;
(2.10)
Prn€0h(n=1,2,...)
[P1, P2y --., Pn Sont étrangers 2 O,(n =1, 2, ...)],

L’énoncé en italiques, donné plus haut, est démontré.

(2.11) Si p (€F) est un point d’accumulation de H (cF), on peut
réaliser (2. 10) avec un choix des enveloppes O, de maniére que ® (0,) > o
(pour n — ).

On note que A (G) =F (2.9), donc il existe une suite d’enve-
loppes E.(n =1, 2, ...), telles que E,>p, ® (E,) > o. En repre-
nant la démonstration présentée au-dessus, avec

0.= 001E;, O,=0,02E,,

nous constatons encore une fois la validité de (2. 10), mais avec
®(0,), £P(E,), —>o pour n->ow;

ainsi (2. 11) est vérifié.

On dira que p est un point limite de H (CF), si p est un point isolé
dans 'ensemble de points d’accumulation de H (e. g. est contenu
dans une enveloppe sans autres points d’accumulation de H).
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DEFINITION 2. 12. — On dira que la suite de pointsp (n =1, 2, ...)
converge vers le point p, et I'on écrira p,— p, ou bien lim p, = p,

si I’ensemble de points d’accumulation de { p, } est le seul point p.

Un ensemble H (< F) est fermé, si H contient tous ses points d’accu-
mulation, ce qui équivaut & dire : H = H. On dira que H est ouvert,
si tout point de H est intérieur &4 H, e. g. H = (H)", ou (H)® est I'en-
semble des points de H intérieurs & H. Il s’ensuit que F — H est
fermé (ouvert), si H est ouvert (fermé).

Il faut vérifier que la nouvelle définition d’ensembles ouverts est
équivalente & la définition présentée dans (2.5)-(2.5 e), e. g. que les
enveloppes (relativement & F) sont identiques avec les ensembles
ouverts selon la définition que nous venons de donner. Si H est ouvert
d’accord avec I’hypothése 2.6, e. g. si H est une enveloppe, tout point p
de H est intérieur & H, parce que H est une enveloppe contenue dans H
et contient p; donc H est ouvert selon la seconde définition. Récipro-
quement, si tout point de H est intérieur & H, associons avec tout
point p dans H une enveloppe O (p), telle que

O(p)sp, O(p)cH.

L’ensemble 20 (p) (p parcourant H) est identique avec H et il
est une enveloppe en vertu de (2.5 d). On conclut ainsi :

(2.13) La famille d’enveloppes est identifiée avec la famille d’en-
sembles H, tels que H = (H)°.

Or, le complément [relativement & F = A (5)] d’'une envelopf)e est
un noyau; donc on conclut comme il suit.

(2.14) La famille de noyaux (relativement & F) est identique avec
les ensembles (CF) fermés.

Les réunions et les intersections finies d’ensembles ouverts (fermés)
sont ouvertes (fermées); toute réunion, méme indénombrable, d’en-
sembles ouverts est ouverte [(2. 15), (2.5 d)]; toute intersection denom-
brable d’ensembles fermés est fermée (si elle est non vide).

En général, dans l'espace F = A (F) il n’y a pas de compacticité,
c’est-a-dire le théoréme (valide dans les espaces cartésiens et avec la
formulation ordinaire), constatant que « tout ensemble formé d’une
infinité de points appartenant & un ensemble fermé E admet un
point d’accumulation appartenant a E » [voir (D); p. go], ce théoréme
est en défaut. Conséquemment, le théoréme classique de couverture de
Borel-Lebesgue est aussi en défaut.
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3. La pseudo-distance et les espaces complets-G'. — L’hypo-
thése dans (2.8) et (2.8 a) étant admise, ajoutons les conditions
suivantes :

HypoTHESE 3.1. — Si z,, 2, [dans F = A (¥)] sont des points, tels
que des O, cG' (2.8), existent contenant z,, x,, alors on définit le
nombre

(3.1a) p(x1, ) =min®(0) (pour O de G’ contenant z1, Z»).

On a p(x,, T.) = p (T2, T,) > 0. Admetlons qu’'une famille G', salis-
faisant a (2.8), (2.8 a), existe, de sorte que

(3.16) ¢(xy, 29) >0, dés que xy # x5 et p(z1, z2) existe.

De plus, admetions la condition suivante de continuité de p.

(3.1 ¢) Le point x, et le nombre ¢ = p (x,, ;) > o élant fixes, x; ayant
la possibilité de varier, on a p (z:, x,) - o, lorsque p (x,, Z-) = o.

On note que p (z,, x.) ne Yannule que si z; = x,.

Dans la suite, la partie (3.1 b) de cette hypothése sera toujours admise.
Le théoréme 12.1 sera le premier endroit ot nous faisons usage de la
condition (3.1 c¢) de continuité de p.

La fonction p (z,, x,) n’est pas en général une distance au sens
usuel, car il se peut que p (z;, x.) ne satisfasse pas a I'inégalité trian-
gulaire. Vu [(2.8; (1°)], & tout point x de f, des O, (v =1, 2, ...)
correspondent, de sorte que

(19) 0,eG’, O,>z, ®(0y) - o.

En conséquence de (2.8 a), la suite d’enveloppes { O, contient une
suite partielle infinie, soit { Oy, } (vi < v, <...), de maniére que

(20) 04,20y,>...; Ov,2z; ®(0y,)—>o.
(3.2) L’inlersection d’une suite infinie d’enveloppes qui satisfait a (1,)
est nécessairement le seul point x.

En effet, si l] 0, contenait un’ point z, (€ F) distinct de z, la for-
mule (3.1 a) donnerait p (z, ;) = o, ce qui serait contraire a (3.1 b).

On observe que les deux constatations suivanies s’équivalent :
q q

(30) 2y€0y, z€e0y (v=1,2,...); 0,eG’; ®(0y) —>o0;
(40) p(z, zy) —>o0.
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En effet, (3,) entraine p (z, z,) < ® (0y) = o. En outre, si (4o)
a lieu, on pourra trouver, pour v = 1, 2, ..., une O, €G’, de sorte que

032, 0452,  (p(5,89) £)B(0) <p(z, &) + oo

ce qui implique ® (0,) — o.
En tant que TI'inégalité triangulaire pour p peut étre en défaut,
on ne peut pas affirmer que les deux relations

e(z, &) >0,  p(y, &) >0

entrainent nécessairement l'identité des points z, y.

(3.4) Si HcF (= A(F) et p est un point inférieur & H au sens
spécifié a la suite de I’hypothese (2.6), alors p est intérieur & H selon
une définition de points intérieurs, qui fait intervenir seulement les
enveloppes de la famille G'; la réciproque est aussi vraie.

En effet, soit p intérieur & H au sens de la section 2. Il existe une
enveloppe O (€G) telle que O>p, OcH; p est contenu dans une
suite d’enveloppes O’ de G’ dont la mesure @ (O’) tend vers zéro;
donc (2.8 a), il existe une O’ e G’ telle que

o'3p, 0'cOcH.

Ainsi p est intérieur & H au second sens. La réciproque est immé-
diate. (3.4) est vérifié.
De la méme maniére, on peut établir les faits suivants :

(3.5) Les notions d’un point extérieur, de la frontiére, de la ferme-
ture d’'un ensemble, d’'un point (ou ensemble) isolé, de la sépara-
bilité, d'un point d’accumulation, d’un point limite, introduites avec
I’aide seulement des enveloppes de G, sont équivalentes aux notions
correspondantes présentées dans la section 2.

En établissant les propositions (3.4) et (3.5) on n’a pas usé de I’hypo-
thése 3.1.

Nous allons montrer que (2.11) a lieu avec 0,€G’, c’est-a-dire
la proposition suivante est valide.
(3.6) Si p'(€F) est un point d’accumulation de H (cF) et une enve-
loppe O' de G' contient p, alors des O, (n = 1, 2, ...) et des poinis p,
existent de sorte que

0,€G; 0'=0050,50,>...;

3.6a
¢ ) gpeO,,; preHO’ (n=1,2,...); prelp—1 (n=1,2,..);

DPis P2 ..., pa sont étrangers & O,, ® (0, —o.
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Selon la définition dans la forme nouvelle, toute enveloppe de G/,
contenant p, contient un point de H distinct de p. Ainsi il existe un
point p,, tel que

pieH,  pi#Ep, picO'=0,

D’aprés (2.5 e), il existe une enveloppe O' contenant p et disjoint
de p,. Par un raisonnement déja employé, O,0! contient une enve-
loppe O,, telle que

0,€G, peO;, ®(0)< %;

nécessairement, p, est étranger & O, et O' = 0,50,. Dans O, il y a
un point p,, 7 p, appartenant & H. Vu (2.5 e), il existe une O* de G,
telle que O*> p et que p, soit étranger a O*; I’enveloppe 0,0? contient
une O, de G/, telle que

PeOy  ®(0y) < 55

nécessairement p, est étranger 4 O, et 0,>0,>0,. L’énoncé
[(3.6), (3.6 a)] s’établit par induction (avec ® (0,) < 2™™).

DEFINITION 3.7. — On dira qu’une suite de points p.(€F)
(n=1, 2, ...) tend vers un point p (€F), au sens de G', et I'on écrira
38.7a) Pn~ (G)p,

si des O), existent en sorte que

(3 70) 0,eG’, pe0,, p,€0,, ®(0,)—>o.
En tenant compte de (3,) et (40) on conclut ainsi :

(3.8) P~ (G)p  veatdire p(p, pn)—>o [(3,1a)]

Nous avons déja remarqué [voir le texte qui précéde (3.4)] que,
avec la notation actuelle, les relations

(1°) Pa~ (G)p,  pa~ (G)g

n’entrainent pas, en général, que p = ¢. Voici une condition suffisante
pour que (1°) implique p = gq.

HypornEse 3.9. — Supposons que tout couple A, B d’ensembles
Jjoints de G' peut étre enfermé dans un ensemble C de G', de sorte que

(3.9a) (A +B)—>o entraine ¢ (C)—o.

(3.10) Dans Uhypothése 3.9 les relations (1°) entrainent p = q.
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En effet, des A, et des B, existent, telles que

Arel, B,eG, Pr€ Ay, Prn€By, PEA,, g€B,
et .
D(A,) o, ®(B,) >o.

On a A,B, 2 o. Il existe une enveloppe C, de G/, telle que

(20) A,+B,cCp, ®(Cr)—o.

Pourtant, C, contient les points p, g pourn = 1, 2, ... (car cela est vrai
pour A, + B,). La seconde relation (2°) signifie que (3.1 a) ¢ (p, ¢) = o,
donc (3.1 b) p = ¢, ce qui démontre (3.10).

En vertu de [(3.6), (3.6 a)], si p est un point d’accumulation de H,
on peut trouver une suite de points p, € H (p. 7 p), tels que p,~ (G')p.

(3.11) Désignons par A (G') { p.} Uensemble des points gq, tels que
pr~ (G') q. A(G') { p} peut étre vide; pourtant, si A (G') { p.| n’est
pas vide et si hypothése 3.9 a lieu, A (G') { p, | sera un point unique.

Si p.~(G')p et {p,, est une suite infinie partielle de { p.},
on aura p,~ (G)p [car (3.8) p(p, pr) > o0, donc p(p, pn)— o0,
d’olt (3.8) la conclusion] :

(3.12) Dans I'hypothése 3.9, si p.~ (G') p, on aura p,.— p, e. g.
lim p, = p, au sens de la définition 2.12.

En effet, si la conclusion est en défaut, ’ensemble de points d’accu-
mulation de l’ensemble { p.} contiendra un point ¢ distinct de p.
En vertu de [(3.6), (3.6 a)], on pourra trouver une suite d’en-
sembles A,, €G', et une suite de points ¢, € { p.}, de sorte que
pouri=1,2,3, ...

geA, 7. €A, AiDAs> ... d(A,)—>o.

Nécessairement, g, = p,,, avec n, -~ «, et ¢,~ (G') ¢. Pourtant, vu la
remarque antérieure a (3. 12), p,, ~ (G’) p. On a abouti 4 une contra-
diction a (3.10) [les relations (1°), qui interviennent dans (3.10),
étant pour les p,]. Ainsi (3.12) est vérifié.

(3.13) Au cas de compacticité, si p,— p (définition 2.12), on aura
p.—~(G) p.

En effet, si I'on admet la compacticité, toute suite infinie de
points ¢, (€ F) aura au moins un point d’accumulation. Si la conclu-
sion dans (3.13) est en défaut, il ne sera pas vrai que p (p, p,) — o.
11 existe une suite infinie { py } (j = 1, 2, ...) et un nombre positif «
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de sorte que p(p, pv)>a(j=1,2,...). Alors il se voit que lés
relations
) Oed, Osp, P(0)<a

entrainent que les p,, sont tous étrangers 4 O (sinon O contient
un r = p,, et I'on aura p (p, 1) < ® (0) < a). Evidemment p n’est
pas un point d’accumulation de la suite { p,, |. Ayant admis le carac-
tére de compacticité, on s’apergoit qu’il existe un point ¢, # p, qui
est un point d’accumulation de ; p, |; q sera aussi un point ¢’accu-
mulation de la suite originelle { p,|. Pourtant, p, —p veut dire
que p est le seul point d’accumulation de { p,. . Il y a contradiction,
ce qui établit (3.13).

La compacticité est une condition trop restrictive de notre point
de vue actuel. Donc dans la suite, nous ne faisons pas usage d’une
hypothése de compacticité.

Avec les points d’accumulation et les points intérieurs, définis
moyennant la famille G’ particuliére d’enveloppes, on peut définir un
ensemble fermé H, comme un ensemble contenant ses points d’accu-

mulation (e. g. H = H) et I'on peut définir un ensemble ouvert comme
un ensemble dont tout point lui est intérieur [e. g. H = (H)]. En tenant
compte de (2.13) et (2.24), on conclut ainsi :

(3.14) Les noyaux ef les enveloppes (relativement a &) sont corres-
pondamment identiques avec les ensembles (CF) fermés et ouverts, quand
ces ensembles-ci sont définis comme on vient de U'indiquer.

Nous introduisons la notion fondamentale suivante :

DErFINITION 3. 15. — On dira que l'espace F = A (F) est complét—G’,
si les hypothéses (2.8), (3.1) et (3.9) ont lieu et si toute suite de
points p, (€F) (n = 1, 2, ...), telle que

(3.15a) p(pPn pn) <z pour tout n>n(z) et tout m>n(:)
[un n (¢) fini correspondant a tout « > o], nécessairement tend vers
un point p, au sens de G' (définition 3.7), e. g. :

(3.15 6) prn~(G)p.

Dans la suite on admet que F (= A (®)) est complet-G'.

En tant que la fonction p n’est pas une vraie distance, cette notion
d’un espace complet-G' ressemble d’assez loin & la notion usuelle d’un
espace métrique (e. g. distancié) complet. En raison de I'hypo-
thése (3.9) [voir (3. 10)] le point p dont il s’agit dans (3.15 b) est unique.
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Etant donné un ensemble H (cF), le nombre

(3.16) p(H) =maxp(p1, p2)  (p1; pasur H)

sera analogue au diamétre d’un ensemble dans un espace distancié.

TrEOREME 3.17. — Soit F = A (F) complet-G' (définition 3.15).
Si les F,(n =1, 2, ...) sont fermés, non vides, tels que

(3.17a) F,oF.>..., ¢(Fn)—>o,

alors U'intersection F* = F,F,... est un seul poinl.

Choisissons un point p, sur F,(n =1, 2, ...). Pour m>n on a
pn€F,, cF,, donc (3.16),

p(Pns Pm) L p(Frn) (m>n).

L’espace F étant complet-G’ et p (F,) — o, il s’ensuit qu’il existe
un point p unique, de sorte que p,~ (G') p. En vertu de (3.12)
Iensemble de points d’accumulation de { p.} est le seul point p.
Si k (> o) est fixe, la suite pi, piy1, ... est dans Fy; le seul point
d’accumulation de cette suite est p; F; est fermé, donc peF;, cela
étant pour k = 1, 2, .... Par conséquent, F,F,... contient p. Si ¢
était un autre point de lintersection des F,, on aurait p et ¢
sur F,(n=1,2,...), dou p(p, q) =< p (F,) et nécessairement on
aurait p (p, ¢) = o; selon I’hypothése 3.1, cela veut dire que ¢ = p.
Le théoréme est démoniré.

Soit P parfait (e. g. fermé, sans points isolés) et supposons que
Iensemble E est contenu dans P. Nous empruntons 3 M. Denjoy
les termes « interne » et « frontalier » au sens suivant. Un point p
sur E est un point inferne de E, relativement & P, s’il existe une
enveloppe » (e. g. un ensemble ouvert), telle que

PEW, w(P—E)=o0.

p, €P, est un point fronfalier de E, relativement a P; si pour toute
enveloppe » contenant p on a

wE#o, w.(P—E)#o.

Nous désignons par O (E) et f(E) les ensembles, respectivement,
des points internes de E et des points frontaliers de E. On dira que &
est une portion de P, si

(3.18) @ =wP (fermeture de wP), ol w est une enveloppeet wP £ o.
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(B.19) Soit P (cF) parfait. Il existe une suile dénombrable de
portions @; (i = 1, 2, ...) de P de sorte que, si p est un point quel-
conque sur P, on peut trouver une suile partielle de {w,}, soit w,
(v=1,2,...), en sorte que p soit interne (relativement & P) a w;
v=1,2,...), ®(@®,) > o (pour v—> ) et p (u,) (3.16) —o.

Les enveloppes de la famille G’ (2.8) sont en nombre dénombra-
blement infini. Soient les O, (i = 1, 2, ...) les ensembles de G
joints & P. Les portions %; = OP (i = 1, 2, ...) répondent & toutes
les propriétés de 1’énoncé (3.19). En effet, si p est un point quel-
conque sur P, alors [en tant que A (G’) = F>P] il existe une suite
infinie d’enveloppes A;(j=1,2,...) de G' telle que A;,3p et
® (A;) - o. Puisque ® (A;) est arbitrairement petit pour j grand,
en raison de (2.8a) on peut trouver une suite d’entiers posi-
tifs js, — oo, de sorte que '

Bi= A/kDX/-/H_l = Ek.._‘, Bre G/, Biap, ®(Bi)—>o
(k=1,2,...5 /1=1).

Or By, contenant p, est joint & P, donc B est un O;; e. g une
saite O (v, = 1, 2, ...) existe telle que

(a1) O4cG, 0.2 p, Oiv:’(_jiv+n ®(0,) >0 (v=1,2,...),

en vertu de la troisitme relation on obtient ® (0, )— o; peP
et pe0,, d'oit p€0,PcO.,P=w, (v=1, 2, ...); de plus
(as) w,c04,  @(wy) (£ 2(04)) o

Aussi se voit-il que p est interne (relativement a P) a toute portion o,
de P. Soit v, > 2, un entier particulier, et envisageons deux points p,, p»

sur O,. Comme une conséquence de la troisiéme relation (ay),
on aura p;, p» dans O;_,. Or (3.1 a) p (ps, p,) = min® (O) pour O
de G' contenant p;, p., d’ot p(p;, p.) ne surpasse pas ®(0;_);
par 1a (3.16) :

9(6“) = max?(}’h Pi) (p17 .p2 sur _(jiV) é (D(Ola-—t) (V = 2) 33 . ')
et, en raison de la quatriéme relation (a,),
9(6[,,)—)0 (pour v — o).

11 suit de la définition que p(A) < p(B), dés que A et B sont deux
ensembles quelconques tels que AcB (cF); ainsi (a.),

p(wy) [é 9(—0—&)] —> 0.
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La constatation (3.19) est vérifiée. Ce résullat reste vrai méme si P
est seulement fermé.

Le théoréme de couverture de Borel-Lebesgue a, dans le cas actuel,
une forme plus faible comme il suit.

(3.20) Si un ensemble fermé H (CF = A (F) est couvert par la réunion
d’une famille ' = { O} d’enveloppes, il est couvert par la réunion finie
ou dénombrable d’ensembles de T.

Selon I'énoncé (3. 19), qui s’applique avec P = H seulement fermé,
il existe une suite dénombrable de portions

(b1) @=0H [i=1,2,...;0,€0C]

de H, de sorte que tout p, '€ H, est contenu dans une suite partielle
de {w; }, soit {@,} (v =1, 2, ...), avec ® (»,) > o; les i, en général
dépendent de p. Avec tout point p.sur H associons une enveloppe
particuliére O (p) de la famille I', telle que O (p)>p. Considérons
une suite | @, | associée avec p comme on vient de I'indiquer. On peut
faire en sorte que peO, H(v =1, 2, ...) [voir le texte qui pré-
cede (a.)], tandis que (a;) ® (O,) > o. En vertu de (2.8 a) [ou I'on
pose O = O (p), O' = O,,, I'entier v (> o) étant variable] on obtient
0,,cO (p) pour un v = v (p) suffisamment grand. Ainsi

(0:) pelOspHcO A= nc[0,nc]O(p)  (s(p)=ivip)-
Un choix de l'entier s (p) (> o) peut étre fait pour tout p sur H de
maniére que (b,) ait lieu. On obtient

(b3) H =Z Ws (p), p parcourant H.

La réunion dont il s’agit ici n’est indénombrable qu’en apparence,
car les w,, (p décrivant H) sont contenus dans la suite (b,){ o}
(i=1,2,...) dénombrable. En retenant dans (b.) seulement les
ensembles mutuellement distincts, on s’apergoit qu’il existe une suite
de points p;(j = 1, 2, ...), tels que

L]
N _
p;i€H, H =2‘(""(Fﬂ'
j=1

Or (bs) @, <O (p;), donc Hc Y O (p;), ce qui démontre (3.20).
¢ i
MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 168, Py
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4. Les théorémes du genre de Cantor-Baire et de Cantor-
Bendixon. — Si A, B sont des ensembles, on écrit A > B, si A>B
et A—B est non vide. Nous démonstrons le résultat suivant (le
théoréme de Cantor-Baire).

THEOREME 4. 1. — Soient F, fermés (e. g. des noyaux relativement
a ) tels que

(t.1a) Fi>Fo>...>F,>...>F¢>...

(énumération transfinie). Celfe suife | ¥, ! est dénombrable au plus :
nécessairement il existe un o' de classe 1 ou de classe II (la premiere
classe des nombres transfinis) pour lequel F, = o.

Envisageons la famille dénombrable G' = { 0, O,, ...} dont il
s’agit dans [(2.8), (2.8 a)]. Je dis qu’il existe un entier i; (X 1)
minimal tel que

(a,) O“Fl?f o, O,‘CF—FQ (F=A(g)).
En effet, au cas contraire, tout O, (i = 1, 2, ...) satisferait a

(a2) O0,cF —Fy, ou bien O,F,+# o;

soit p un point sur F, — F,; p étant dans 'enveloppe F — F,, il existe
un O tel que O;>p, O,cF —F,; O; ne satisfait pas & la seconde
relation (a.), donc O, devrait satisfaire 4 la premiére relation (a.),
e. g. O est disjoint de F,; mais O contient le point p, qui est dans F;
il y a contradiction, ce qui vérifie Uexistence d’'un i, (> 1) minimal
tel que (a;) ait lieu. De méme il existe un i, (> 1) minimal pour lequel

0,F:#0, O,cF—F,.

Evidemment i, 7 i,. En général, il existe un i, minimal en sorte que
(al) OIGFQ¢ o, OIGCF—Fa+1~

Les i, sont distincts et la suite des O, est contenue dans la suite
dénombrable G' = {0, O;, ... }. Or les F, sont dans une corres-
pondance biunivoque avec les O, e. g. avec les éléments d’une suite
dénombrable; donc la suite { Fo } est dénombrable. Enfin le raison-
nement bien connu dans la théorie classique méne i la conclusion
que pour un «’ de classe I ou de classe II on aura Fyr = o (on use
du fait que I’ensemble des nombres de la classe II est indénombrable).
Le théoréme est établi.

Notons que ce théoréme est établi au moyen de I’hypothése
[(2.8), (2.8 a)] sur la famille G'; c’est une condition qui méne & une
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sorte de séparabilité. Donc la conclusion du théoréme n’est pas surpre-
nante, si I'on tient compte de la remarque de M. Denjoy [(D); p. 448],
selon laquelle le théoréme de Cantor-Baire a lieu dans tout espace
qui est (1°) distancié et (2°) séparable. Pourtant, dans le cas actuel,
I’espace n’est pas vraiment distancié.

D’accord avec la définition classique nous dirons qu’un ensemble H
est clairsemé, si tout sous-ensemble de H contient des points isolés.

(4.2) Un ensemble H clairsemé est dénombrable.

Notre démonstration de cette proposition est modelée sur celle
d’une preuve de ce résultat au cas classique, donnée par Sierpinski.
Au lieu d’'un réseau, nous usons de la famille G’ (2.8). Soient O,
(i=1,2,...) les enveloppes de G’, dénombrées d’'une facon quel-
conque. Les points isolés de H (et en effet d’'un ensemble quelconque
dans F) sont au plus dénombrables, car a tout point p de cette sorte
on peut associer une Oy, (€ G') d’indice minimal, telle que Oy, 2 p
et Oy est disjointe de H— p. Soit H; I'ensemble des points non
isolés de H. Nous enfermons tout point isolé de H dans une O, de G’
d’indice minimal i, de sorte que O, contienne le point considéré et ne
contienne pas de points de H, distincts de ce point. L’ensemble des
points isolés de H, est au plus dénombrablement infini. Les O,, dont
on fait usage pour enfermer les points isolés de H,, sont distincts
entre eux et ils sont distincts des O; employées pour enfermer les
points isolés de H. En procédant de cette maniére, on obtient une
suite d’ensembles

H>H,>H,>...

[ot H, — H... est non vide, H, = H]J. Il est concevable que H soit
vide pour un n fini; alors H est dénombrable. Supposons que H, # o
pour tout n < w (w étant le premier nombre transfini). Désignons
par H,, I'’ensemble des points de H qui restent aprés qu’on a retranché
successivement les points isolés de tout ensemble H, (n < ). En procé-
dant ainsi transfiniment, on obtient une suite d’ensembles

H>H;>...>Hy,>...>Hy;>....

Les H, sont en une correspondance biunivoque avec une certaine
suite partielle, nécessairement dénombrable, de G’ [4 la facon
de (@), (a:), avec H, pour F,]; donc la suite des H, est au plus dénom-
brable, e. g. il existe un o' des classes I, II pour lequel H, = o.

SEVICE DE

MATHEMATIQUES
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(au plus) de points de I'ensemble envisagé; donc H clairsemé est
dénombrable dans tous les cas, et I'énoncé (4.2) est vérifié.

Dans la théorie actuelle [e. g. les conditions qui interviennent
dans (2.8), (2.8 a) étant admises] le théoréme suivant de Cantor-
Bendixon a lieu.

TueorEME 4.3. — Si H (cF = A (F)) fermé n’est pas dénom-
brable, H est la réunion d’un ensemble parfait P et d’un ensemble dénom-
brable, en effet clairsemé, H,.

Si p (eF) est un point particulier et Q (cF) un ensemble, deux
alternatives se présentent :

(1°) 11 existe un O de G’ tel que O3 p et OQ est clairsemé.

(2°) Pour tout O de G', tel que O> p I’ensemble OQ n’est pas clair-
semé (e. g. OQ contient un sous-ensemble dense en lui-méme).

En tenant compte de I'’emploi du terme « point de condensation »
dans le cas classique, nous dirons que p est un point de condensation
de Q, si l'alternative (2°) a lieu.

Si H est clairsemé, H sera dénombrable (4.2). Admettons donc
que H n’est pas clairsemé. Posons

(4.4) H=N -+ (H—N),

ot N est I'ensemble de points de condensation de H. La décompo-
sition (4.4) est analogue a celle donnée dans le livre de M. de la
Vallée-Poussin [Intégrales de Lebesque, Paris, 1934] afin d’établir le
théoréme 4.3 au cas classique. Tout point de condensation est un
point d’accumulation (la réciproque n’est pas vraie). Par hypothése,
H contient ses points d’accumulation, donc H>N; I'écriture (4.4)
est justifiée. Soit p un point d’accumulation de N; tout 0, €G/,
qui contient p, contient des points ¢ de N; ¢ de N est un point de
condensation de H, donc [(2°), avec ¢, H au lieu de p, Q] I'ensemble OH
n’est pas clairsemé; d’oi p est un point de condensation de H,
e. g. peN; par 13, N est fermé. Notons le fait suivant : si Q> Q, et Q,
est dense en lui-méme, tout point de Q, sera un point de conden-
sation de Q,, ainsi que de Q. Supposons, si c’est possible, que N
[dans (4.4)] posséde un point isolé r. Il existe un O de G/, tel que

(3v) Osr, O(N—r)=o;

r étant un point de condensation de H, il s’ensuit que (2°) OH n’est
pas clairsemé; il existe donc un ensemble Q, <OH (Q 3% o)
dense en lui-méme; tout point de Q est un point de condensation
de Q, donc de H (qui contient Q). Il y a un s de Q, s 2 r; s (€ 0) étant
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un point de condensation de H, on aura s€ N — r, ce qui est contraire
a la seconde relation (3°). Par suite N est parfait.

Si H — N n’était pas clairsemé, on pourrait trouver un Q, cH—N,
dense en lui-méme; tout point p de Q étant un point de condensation
de Q sera un point de condensation de H; donc peN. Cette contra-
diction établit le fait que H — N est clairsemé, ce qui démonire le
théoréme.

5. Des théorémes topologiques généraux. — Nous dirons
que H (cF = A (¥)) est non dense sur P parfait, si toute enve-
loppe O, jointe & P, contient une enveloppe O, jointe & P et dépourvue
de points de HP. On dira que H, contenu dans P, est dense sur P
(e. 8. « non non dense » selon 'usage de M. Denjoy), si H est partout
dense sur une portion (3.18) @ de P, c'est-a-dire, si Ho =a.
Un ensemble gerbé (ou une gerbe) de P est une réunion au plus dénom-
brable d’ensembles dont chacun est non dense sur P (autrement dit
c’est un ensemble de la premiére catégorie). H, cP parfait, est un
résiduel de P, si P — H est une gerbe de P. Ces locutions sont d’accord
avec ’emploi de ces termes par M. Denjoy [(D); p. 137 et 138].

Nous procédons toujours dans I’hypothése de définition 3.15, qui
signifie que F = A (F) est un espace complet-G' [cette hypothése fait
intervenir les conditions (2.8), (3.1) et (3.9)].

On sait que dans un espace distancié et complet au sens ordinaire,
le théoréme, généralement connu sous le nom de Baire (voir S. Saks,
Theory of the integral, Warszawa-Lwow, 1937, p. 54) est valide. Notre
espace n’est pas strictement distancié et il n’est pas vraiment complet.
Néanmoins il est naturel de s’attendre & ce que, dans le cas actuel,
le théoréme, que nous venons de mentionner, reste vrai dans une
formulation convenable. Au lieu de donner tout de suite une démons-
tration d’'un tel théoréme nous préférons suivre le mode ‘des déve-
loppements topologiques de M. Denjoy, comme présentés dans
[(D); livre II]. Parmi certains autres résultats, une telle théorie va
entrainer un analogue du théoréme indiqué dans le livre de Saks.

Le résultat [(D); p. 135] suivant a lieu dans le cas actuel.

(5.1) Si H, cP parfait, est fermé, I'ensemble f (H) (des points fron-
taliers de H relativement & P) est non dense sur P.

La démonstration de (5.1), qui est assez proche de celle donnée
dans [(D); p. 135], sera omise.
(5.2) Dire qu'un ensemble H est clairsemé au sens donné antérieu-
rement a (4.2) équivaut a ce que H est non dense sur toul ensemble
parfait.
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La preuve est comme au cas classique [(D); p. 136) et nous Ia
laissons de coté.

(5.3) Etant donnés un ensemble P parfait, des points a4, €P
(n =1, 2, ...), partout denses sur P et des enveloppes ., 3dan
Uensemble

(3.3a) R=Plmow,
n

(des points sur P, contenus dans une infinité des w,) est parfout dense
sur P.

Eventuellement, nous montrons que R (5.3 a) est un résiduel de P.
La démonstration de [(5.3), (5.3 a)] est partiellement modelée sur
celle d’'un théoréme fondamental analogue dans [(D); p. 13g]. I n’y a
pas de compacticité au cas actuel; pourtant nous allons user du fait
que F (= A (¥)) est complet-G'. L’énoncé (5.3) est démontré, si 'on
montre que toute enveloppe (ou bien sa fermeture) O = O, de G/,
jointe & P, contient un point de R. Soit O une telle enveloppe. Une
infinité des a, se trouve dans O; a, d’indice minimal est dans O;
Ow,, est une enveloppe contenant a,,. En raison de [(2.8), (2.8 a)],
il existe une enveloppe O,, telle que

(1y) 0,€G, Oy3an, P(0))<1, OcOuw,.
Soit a,, le point d’indice minimal parmi les a, dans O;; n, > n,;

Ienveloppe O,w,, contient a,,. Encore [(2.8), (2.8 a)] on trouve une
enveloppe 0., telle que

(20) 0,€G,  O,3an, rb(oz)<§; 0,c 0, 0,

En procédant ainsi, on trouve successivement les indices (chacun
étant minimal) n, < n, <... et des ensembles O,(j=1,2,...)
de sorte que

(3)) 0,€G; 0,0,50,; an (surP) €0,c0,cw,; @(O,)<}.

Posons F, =0,P; on a
a,€0,PcF,, donc F;#o;
les F, sont parfaits et (3.)
(40) Fi>F:>....
En tenant compte de la définition (3.16) on note que

(50) ¢(A) <e(B), dés que AcB.
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Or (3,) F,c0,cO0,_,, donc
(60) e(F)<Le(0)m) (J0).

Lorsque z,, z. sont des points dans O,_, p (z;, ) (3.1 4a) vaut
min® (0') pour O', €G’, contenant x,, x.; O,_, étant dans la
famille G’, on obtient ¢ (x,, x,) < ® (O,—,) (x4, x: dans O,_,); donc (3. 16)
p (0,_,) £ @ (0,—1) [en effet, si A € G', on aura toujours p (A) < @ (A)];
conséquemment [(6,), (3,)]

p(F)<U—0t Ux2) et p(F)—>o.

En tenant compte de (4,) il se voit que le théoréme 3.17 s’applique
aux ensembles F, = O,P; ainsi il existe un point unique a, tel que

FiFg---=‘- aeP.

On observe que a€ F, cP (car F, est une portion de P). En outre (3,)

(7o) a€0,c0,4, doi ae ]—[O,;
1

en tant que 0,€G' et ®(0)) ( < })—>o, (3.2) entraine la rela-
tion a = 0,, 05, .... On peut écrire a, ~ (G') a (définition 3.7).
En raison de (3. 12) on obtient a,, — a (définition 2. 12); e. g. 'ensemble

de points d’accumulation de U'ensemble | a,, | exisle el consiste du seul
point a (€P). Or [(7.), (30)]

a€0,cw, (j=1,2,...), a€0y=0;

c’est-a-dire, a (sur P) est un point de R (5.3 a) contenu dans O.
L’énoncé [(5.3), (5.3 a)] est vérifié.

L’énoncé suivant a été démontré pour la premiére fois au cas clas-
sique par Baire.

THEOREME 5.4. — Soient P (CF = A (¥)) parfait et les H,, cP

(n =1, 2, ...), non denses sur P. Alors R' = P—ZH,, est partout

dense sur P.

On note que, selon la définition, R’ (étant le complément relati-
vement 4 P d’une gerbe située sur P) est un résiduel. 11 suffit d’établir
que, si une enveloppe O de G’ est jointe & P, R’ aura un point sur O.
Or H, étant non dense sur P, toute enveloppe A jointe & P contient
une enveloppe B, jointe & P et disjointe de H;; en raison de (2.8 a)
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on peut choisir B dans la famille G’ [car, si ¢ est un point de P dans B
et 'enveloppe B n’est pas dans G’, on pourra trouver une B, de G’
contenant ¢ et telle que B,cB; B, est disjointe de H,, puisque B
Pest]. Ainsi il existe une enveloppe O,, telle que

01CG’, 61C0, O,P # o, 61H1=0, ¢(01)<1;

soit b, un point de O,P. Puisque H, est non dense sur P il existe
une O, telle que

0:eG, 0,c0;, O0,Px0, O,Hy,=o0; @(o,)<§;

désignons par b, un point de O,P; ona O,H, = o, e. g. 0,.(H, +H,) =o.
En procédant ainsi indéfiniment, on obtient successivement des enve-
loppes O; (j =1, 2, ...) et des points b, de sorte que (avec O, = O)

OI'EG'; Oj_13(_),'; b/’EOiP;

(1°) —
0;(Hy+...+H)=0; ®(0)) <}-

Posons F; = O;P et suivons le raisonnement donné plus haut a la
suite de (3,) jusqu’a (6,). Dans le cas actuel on obtiendra encore

(20)F; (#0) parfait; FidFe>..., ¢(F;)Z£p(0,—)<L®(0,),

si 'on tient compte du fait que O,_,; € G’ et d’'une remarque a la suite
de (6,) (4 propos de linégalité p (A) Z® (A), valide si AeG’;
vu (19) p (Fy), < (j—1)~'(j > 1) > o pour j — 0. Conséquemment (2°)
et le théoréme 3.17 ménent a la conclusion que lintersection des
portions F; de P est un point unique b; ainsi (1°) :

(30) F,F,...=beP, be€0;c0;,, beHO,-.

® (O,) tendant vers zéro, (3.2) implique que 0,0.... = b, ce qui
signifie que b; (1°) ~ (G')b et (3.12) b; > b. Comme & la suite
de (70) (avec a et les a,), on conclut que I'ensemble | b; | a un point
d’accumulation unique b (€P). Si j est un entier quelconque, > o,
les relations (1°) entrainent que O; est disjoint de H, 4...4 H;;
d’autre part (3°) : bc0;cO;, donc b est étranger 4 H, +...4 H,,
cela étant pour j = 1, 2, ..., le point b sur P est étranger & la réunion
des H; (j =1, 2, ...); d’oit b est un point du résiduel R’'; de plus,
b est dans ’enveloppe O de G’ jointe & P et autrement considérée au
hasard. Le théoréme 5.4 est démonlré.
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Nous pouvons maintenant compléter 1'énoncé (5.3) ainsi.

THEOREME 5.5. — Les a,, €P parfaits (n = 1, 2, ...), étant parlout
denses sur P et une enveloppe w, contenant a, (pour n =1, 2, ...),
lensemble R = P limw, est partout dense sur P et R est un résiduel
de P. i

Cela s’établit au moyen du théoréme de Baire (5.4) d’'ure maniére
suggérée par une démonstration analogue [(D); p. 144 et 145] au cas
classique. Nous posons A, = w, + o,.1 +...; A, est une enveloppe;
on a

(3.5a) R=P[IA,I=P—2H,,, ou H,=P—PA,;

H, est fermé (e. g. est un noyau) et non dense sur P (car A, est partout
dense sur P); le théoréme s’ensuit en vertu du théoréme 5.4.

(5.6) Les théorémes 5.4 et 5.5 s’équivalent.

Nous venons d’indiquer que le théoréme 5. 4 entraine le théoréme 5. 5.
Pour démontrer la réciproque, nous suivons les lignes de raisonnement
présentées pour un but analogue dans [(D); p. 143 et 144). I1 y a
assez de modification pour justifier I'inclusion ci-aprés des détails.
Notons d’abord les deux propositions suivantes :

(a;) Si H, cP parfait, est non dense sur P, H le sera.
(a;) Toute réunion finie d’ensembles non denses sur P est non
dense sur P.

Admettons le théoréme 5.5 et envisageons les conditions du théo-
réme 5.4. Ainsi H,, cP parfait (n = 1, 2, ...), est non dense sur P,
Posons

(a3) F,=H,...+H, (fermé), A,=F—F, (ouvert),
ou F=A(5),

on a A, >~A,>.... Soient O, (n =1, 2, ...) les enveloppes de la
famille G’ jointes 4 P. En raison de (a;) et (a.), . fermé est non dense
sur P. Par 13, O,, contient un point p,, €P, dans A, ouvert (p,€PO.A,),
Or A(G)=Fe A{0,0, ...}{>P, e.g. tout point p de P est
contenu dans une infinité de O, (€ G') de mesure tendant vers zéro :

(a.) p(surP) €0, (j=1,2,...), On,3 pn, @ (0n,) »>o.

Vu 3.2), [JOn=p; on a p,~(G)p (définition 3.7); de
plus (3.12) p,,— p (définition 2.12), e. g. p est le seul point d’accu-
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mulation des p, . 11 se voit que les p,[€P (n = 1, 2, ...)] sont partout
denses sur P, tandis que p, € A, ouvert. Selon le théoréme 5. 5, 4 présent
admis, R = PlimA,, est partout dense sur P (et R est un résiduel).

Puisque A;>A,>... on a R=P r[ A,; ainsi (a;) R est disjoint
des F, et, en particulier, des H, (n = 1, 2, ...); donc RcP —}; H,=R’

et R’ (cP) est nécessairement partout dense sur P. (5.6) est vérifié.

La proposition suivante est un analogue du corollaire dans [(D);
P- 147], elle s’ensuit de (5.1) et du théoréme 5.4 et nous la présentons
sans démonstration.

(B.7) SiF.(n=1,2,...)est fermé et P parfait est la réunion ZF,..

U'ensemble P ——Eo(F,,) [olt o (F,) est I'ensemble des points internes
a F, relativement & P] sera non dense sur P.

(5.8) Dans les conditions de 1’énoncé (5.7), si Q est une portion
de P disjointe de K =P — o (F,) on aura

QCZE,-, avec ;= B,P, B;eG' (j=1,2,...), v, co(Fy),

ol les n; sont des entiers positifs.

C’est une proposition analogue- 4 un résultat au cas classique
[(D); p- 147 et 148] mais dans une forme plus faible en raison du
défaut possible de la compacticité. Q étant disjointe de K, on a

Qezo(F,,). Si p est un point de Q, peo(F;) pour un n =n (p);
p est interne & F,, relativement 4 P, donc dans G’ il y a un A (p)
et un B (p), tels que A (p)>p, B (p)> p, A (p) est disjoint de P — F, ),
A (p)>B (p); d’ot la portion & (p) = B(p) P est disjointe de P — F,,);
o (p)CFrp. Or, si r est un point sur @ (p), on aura reP et
reB(p)cA (p), e.g. r sera contenu dans un A (p) de G’ disjoint
de P—F,, e.g. r sera interne a F,,, relativement a P, et

w (p)C o (Fay). Les B (p), p décrivant Q, étant dans la famille G/,
sont au plus en nombre dénombrable; ainsi

QcZB(p) (p par;:ouram Q) =ZB(p,-),

ou les p;(j =1, 2, ...) sont des points sur Q (cP). La conclusion
dans (5.8) s’ensuit, avec B;= B (p;) et n;, = n (p)).
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6. Des théorémes topologiques généraux (suife). — Nous intro-
duisons une définition de la continuité de fonctions numeériques
(réelles) sur des sous-ensembles de I'espace F (= A (5)).

DEFINITION 6.1. — f(x), définie (finie) sur un ensemble par-
fait P (cF) sera dite confinue (continue-(G')) & un point a, €P, si,
étant donné un ¢ > o, on peut trouver une enveloppe

A(=A(s)=A(a, )
de G/, telle que

(6.12) Asda, f(a)—eZlf(x)<f(a)+e pour tout z sur AP;

f (x) est continue sur P, si f(x) 'est en tout point de P.
(6.2) Si f(x) est continue-G’ sur P (cF) parfait, les ensembles

(6.2a) Hr={zeP; f(z)>c}, H;={xzeP; f(z) Lc}

sont fermés (s’ils existent) pour tout c¢ réel.

En effet, supposons b un point d’accumulation de H; (H! est
contenu dans P fermé, donc b €P). Tout A de G’ contenant b contient
un point de H distinct de b. Or f (x) est continue au point b (sur P).
Selon (6.1 a) il existe un A, tel que

(1) \,eqG, An20b, f(.r)<f(b)+;l; pour tout ze€A,P,
Dans A, il y a un z,, €H{, z, 2 b; donc
(2" cLf(a) <f(B)+ = et f(b)>e—=;

cela étant pourn = 1, 2, ..., il s’ensuit que f(b) > ¢, e. g. be H? et H}
est bien fermé. Pour H_ on procéde avec I'inégalité f (b) — }l < f(z);

Uénoncé (6. 2) est vérifié. On peut envisager la semi-continuité supérieure
(inférieure), caractérisée par les relations Asa, f(r) < f(a) + ¢
[ou bien f(a)—: < f(x)] sur AP; alors il se voit que Hf (6.2 a)
[ou bien H;] est fermé.

(6.3) Soit f(x) une fonction numérique définie (et finie) sur P (cF)
parfait; si H; (6.2 a) (quand il existe) est fermé pour tout c réel,
alors & tout point a de f et 4 tout ¢ > o, un A = A (a, ¢) correspond,
tel que

(6.3a) AeG, Asa, f(z)<[f(a)+:« sur AP.
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Si H; (6.2 a) est fermé pour tout ¢ réel, une constatation du genre
donné relativement a (6.3 a) aura lieu avec I'inégalité remplacée par
la suivante : f(a) —¢ < f(x) sur AP.

Démontrons la premiére partie de cet énoncé. Ainsi H} est fermé.
Soit @ un point sur P et ¢ > o; posons b = f(a) 4 . On note que

(3*) Qb ={zeP; f(z)<b}=P—H};

; est interne & P,, e. g. une enveloppe O existe, telle que G = OP.
Or au point a (sur P)ona f (a) < b, donc (3°) ae Q; et 03a. Vu (2.8 a),
on peut trouver un A = A (a, ¢) tel que AeG’, A>qa, AcO; en tant
que APcQj, toutes les relations (6.3 a) auront lieu. La deuxieme
partie de (6.3) s’établit de la méme maniére. (6.3) est vérifié.

(6.4) Soit f (x) définie (et finie) sur P (cF) parfait; si Hr, H; (6.2 a)
(quand ils existent) sont fermés pour tout c réel, alors f (a) est continue-G’
sur P selon la définition 6.1.

En effet, H} étant fermé et a étant un point quelconque sur P,
on a la conclusion (6.3 a). Puisque H; est aussi fermé, il s’ensuit
qu'un B = B (a, ¢) existe, tel que

(6.3a") BeG, Baa, f(a)—e<[f(x) sur BP.

L’enveloppe AB = D (a, <) contient le point a; vu (2.8 @) on peut
trouver un G, cD (a, ¢), tel que

CeG', Caa, fla)—:<f(x)<f(a)~+:= sur CP;
nous avons établi (6.4).

Les définitions de continuité et de semi-continuité, présentées plus
haut, équivalent (dans les hypothéses de I'Ouvrage actuel) aux définitions
de ces caractéres données dans [(T); section 16].

(6.5) Dire que f(x), définie et finie sur P (CF) est continue (-(G"))
a un point x, de P équivaut a ce que f(x) — f (x,), lorsque z, variant
sur P, ~ (G')x, [e. g. [(3.8), 3.1 a)] p (x, Tv) > 0, = variant sur P].

Admettons f(x) continue au point z, selon la définition 6.1.
Si la conséquence indiquée dans (6.5) est en défaut, il existe un
nombre a > o et une suite de points x,€P (j =1, 2, ...), de sorte
que p(x,,z)—>o0 et [f(x,)—[f(x)| > a2 On peut trouver des
enveloppes O, (j = 1, 2, ...), telles que

0,eG, 0,5y, 0,5z, ®(0,)—>o.
Soit € (> o) inférieur 4 «; il existe une A = A (x,, €), telle que
AelC, A3z, | f(2) —f(Za) | < ¢ pour z sur AP.
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Pour j' suffisamment grand, afin que @ (O,) soit suffisamment
petite, en vertu de (2.8 a) on obtient O,,cA; pour z =zx,, j=j
nous avons abouti 4 deux inégalités contradictoires. Donc, si f (z) est
continue au point z,, on aura f(x) — f (z,) quand z (€ P) ~ (G') x..
Réciproquement, supposons que

|f(x)—f(@0)| >0  quand ¢(z, z0) (2€P)—>0;

ainsi il existe un 0 (c), > o, tel que |f(x) —f(x)| <: dés que
p (z, ) < ¢ (¢) (x€P). Choisissons une A = A (z,, ¢), telle que

AeG, A>3z, O(A)<E(c);
pour tout z sur AP on aura

p(#; 2y) = mm (B, & G, (2, )) ®(B) = ®(A) < 8(e),

e.g |f@—f(@)| < e Par 1a f(x) est continue au point z, selon
la définition 6.1, ce qui achéve la démonstration de (6.5).

11 est possible maintenant d’aborder la considération des résultats,
dans les conditions actuelles, analogues aux trois théorémes fonda-
mentaux topologiques [(D); p. 174, 175, 199 et 208] dus a M. Denjoy.
(6.6) Soit f(x, 1) continue (définition 6.1) en x sur P, cF, parfait,
pour tout £, situé sur un ensemble e d’un espace euclidien, e possédant
un point d’accumulation (au sens ordinaire) #,, étranger a e; on désigne
par h (z) I'ensemble des points d’accumulation (au sens usuel) de la
fonction f (z, ), lorsque z est sur P et {, e, — £,

Voici I’'analogue du théoréme général [(D); p. 174 et 175].

(6.7) Admettons que 1 soit un nombre réel, pouvant étre infini, et que
des points z, (n = 1, 2, ...) partout denses sur P el des t,, ce, >{,
existent de sorte qu'une des trois relations ci-apreés ait lieu :

(1°) S (Zny ta) > 23
(20) Tim f(2n, ta) £ fini;
(39) lim £ (2n, ¢a) > X fini.

Alors il existe un résiduel R de P, lel que sur R, dans le cas envisagé :
(10) h(z)a);

(20) %’%f(x7 t)é)*;

(3) B f (2, £) 2.
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Toute fonction f (z, ¢,) est continue sur P, donc il existe une enve-
loppe A, de G, telle que (6.1 a)

(a1) Apduy, S (xn, tn)_£<f($, tn) < f(zn, tn)"’",;'

pour tout  sur A, P. En raison du théoréme 5.5 'ensemble R =P limA,
(e. g. I'ensemble des points de P contenus dans une infinité des Aj)
est un résiduel de P. Au cas (19), si x est un point sur R, vu (a,) pour
une suite n, (n,— avec i), on obtient lim f (z, t,) = 7; (1,) s’ensuit
sur R. Dans le cas (2°), x étant sur R, d’olt z€A, (i=1, 2, ...),
on obtient

lun £ (2ot) < im0 f(, tn,) < Tm [f(x,,,, tn) -+ ni] 2T f(@ny t) 27,
t 13 [ Y on

e. g. (20) en résulte. De méme pour le cas (3°). (6.7) est vérifié.

Dans (D) le théoréme inverse (relations fermées) est présenté sous
deux formes alternatives, a savoir [(D); p. 199 et 200]. Notre énoncé,
analogue a [(D); p. 200] est comme il suit.

(6.8) Admettons (6.6) et soit A un nombre réel, qui peut étre infini.

Toute portion &' [= A'P, ou A’ est une enveloppe| de P contient une
portion @ [= AP, A étant une enveloppe] de P, a laquelle il correspond
un n =1 ®, ¢) (> o), de sorte que l'inégalité |{— 14 | < n(f€e) et
Tune des relations suivantes, valide sur P,

1) lim f(z, £) =2,
(2’) I-l‘Ef(xa t) é)‘ ﬁni;
(3") Lllmf(-’t‘, £) > ) fini,

entrainent correspondamment sur « :

,|f(-'l', t)y—) | <e (Xfini), f(a, ¢)>%(;~=+w),

(11) .

flz, ) <— - (A=—=);
(21) [z, ) <X+
(31) Sz t)>h—e.

Notons d’abord que, si une portion w = AP de P est contenue dans

une portion ®», = A,P de P, & sera une portion de w,. En effet, on peut
vérifier que

(1) AP=AA,

sl

y e.g. w=Aw,.



TOTALISATIONS DANS LES ESPACES ABSTRAITS. 29

On a APcP et AKIPCAI"QTP, donc

(52) A A,PcAP;

en outre, AP [cAP|cA,P (car wC®, selon 'hypothése) et APCA,
d’olt

(b3) APcAAPcAAP e APcAA,P;

(b.) et (b.) entrainent (b,), ce qui établit la constatation en italique.

Si I’énoncé (6.8) est en défaut, on peut trouver un ¢ > o et une
portion &' = A'P, telle que pour toute portion & = AP de P, contenue
dans @’ [w donc étant une portion de w’], le nombre v (w, z) (> o)
n’existe pas. A l’ensemble ®' (2 o) parfait la constatation (3.19)
(oit I'on pose P = @') s’applique. En tenant compte d’une remarque
a la suite de (3.19), il se voit qu’il existe une infinité dénombrable
de portions'®; (i =1, 2, ...) de @', de la forme &, = 0,o' (0,€G’),
en sorte que, si z est un point sur @', il y aura une suite partielle &,
(v=r1,2,...) telle que, pour v =1, 2, ...,

(by) x est inlerne d wy, P (wy) >o, e(wy) (3.16) >o.
En général, toute portion d’une portion de P est une portion de P.

Donc les w; sont des portions de P, contenues dans ®'. Selon une
remarque faite plus haut, les nombres 7 (&, ¢) n’existent pas.

I — .
Pour {, sur e, avec |, — & | < ) un , sur o, existe tel que dans le

cas envisagé [parmi (1"), (2") et (3")], la conclusion correspondante
[parmi (1), (2.) et (3,)] est en défaut :

|f(z t) =M (Mfixe),  flan t) £~ (A=),

(12) .
flapt)=— 7 (h=—w);

(22) S(@y, ) >N+«

(32) f(.’l'i, tt) Py

[comme dans (D); p. 200], cela étant pour i =1, 2, .... Soient =
un point quelconque sur »’ et O une enveloppe contenant x. La
suite w;, (v = 1, 2, ...) (b:) étant associée avec x, en raison de (2.8 a)
il existe un v = v, (minimal) tel que &, = 0,&’ c0,, cO pour vy = v,.
Le point z., (v = v;) sera dans O. Donc les z; (i =1, 2, ...) soni
partout denses sur &' : x,€0, Considérons par exemple (6.8, 1),
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lim f (x, f) = % avec A fini. En supposant que (6.8) est en défaut,
nous avons obtenu (1.) |f(x;, &) —A|>c (=1, 2, ...), donc

(13) lim | f(ay, &) — M >

La fonction ¢ (z, f) = | f (x, f) — A | est continue-G’ en z sur P, pour
tout f€e, comme f(z, ) 'est par hypothése [cela est facile & vérifier,
en employant la définition de continuité selon (T); section 16].
Le théoréme (6.7) s’applique avec @', g (z, #), : au lieu de [P, f(z, ©), A;
I'hypothése (6.7, 3°) lim g (z;, ) > ¢ est satisfaite; donc sur un
résiduel R de =’ on a

(6.8, 3,) liwg(z, t) =lim| f(z, t) — |,
L L

ce qui est contraire 4 (6.8, 1) (pour A fini). De la méme fagon on obtient
des contradictions dans tous les autres cas. Le théoréme (6.8) est
démontré.
Reprenons la remarque en rapport avec (b;), mais avec P au lieu
de ’; ainsi, soit A, (i =1, 2, ...) la totalité de toutes les enve-
" loppes, telles que

(6.9) AeG, AP +#o;

posons %, = A,P; alors, si z€P, il existe une suite i, (— o0 avec v)
d’entiers positifs, tels que (pour v =1, 2, ...)

(6.9a@) x estinterne a a,, ®(a;) > o, p(ay) (3.16) >o.

Dans la constatation (6.8), on peuf affirmer que toute portion »' = H'P

de P contient une portion @ = BP de P, oit B€G' ef qui posséde
un 0 (a, ) > o (pour tout = > o); loute portion o de telle sorte est
parmi les =; [(6.9), (6.9 a)]. Pour établir I'existence d’'une a dans &’

il suffit (2.8 a) de choisir une BeG’, avec BCA, ou A est I'enveloppe
intervenant dans la définition de @ dans (6.8); on peut poser

n(a, £) = n(w, €).

La forme alternative de (6.8), analogue au théoréme dans [(D); p. 199],
est un peu plus faible qu’au cas classique (cela est dit au fait que dans
la théorie actuelle le théoréme de Borel-Lebesgue peut étre en défaut).

(6.10) Admettons (6.6) et envisageons les hypothéses, pour x sur P :

(1*) limf(x, t) =1,
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(2%) hm f(z, t) <\ fini;
t

(3*) lim f (, £) ) fini.

Dans chacun des trois cas respectifs et pour tout ¢ > o, il existe
un K (P, ¢), cP, fermé et non dense sur P (pouvant étre vide), de sorte
que tout point z, sur P— K (P, ¢) est interne & une portion @,
(de P), contenue dans P— K (P,¢) et possédant un nombre
7 (w0, €) > o, de sorte que, sur w, et dés que |t — 1, | << 7 (®,, ¢) ({€e),
la conclusion appropriée parmi les suivantes ait lieu :

[f(2, 6) =] <e (X hm), ./('7:7t)>£ (h=+ ),

(IF) I
f@ ) <—1 (h=—w);

(2,) ' flz, 1) <X4c¢;

(3;) f(x7l)>)"“"57 .

En tenant compte de la remarque en italique a la suite de (6.9 a),
il se voit que la suite @, (i = 1, 2, ...) contient une suite partielle
infinie, soit @, (j =1, 2, ...), telle que pour toute %,, le nombre
1 (%, €) (> o) existe; parmi les @, nous incluons toutes les @, possé-
dant le nombre 7 (&, ¢). Or, @, =A,P(A,, €G/, jointe a P);
ZA,,IP est interne (relativement a P) a P; K(P,¢) =P ——zA,,,P est

fermé. Dans le théoreme (6.8), avec la modification indiquée a la suite
de (6.9 a), on peut regarder la portion ® y mentionnée, comme étant

dans la suite a,; donczA,,lP est partout dense sur P et K (P, ¢)
est non dense sur P. Soit x, un point sur P—K (P,:), e.g.

_
dans z A,,, P; donc

(e1) zo€An (n'=ny) pour un y’; z,€P;

pour la portion @, = AP le nombre 7 (a», ¢) (> o) existe. A, est
disjointe de K (P, ¢), mais a,, peut étre jointe & K (P, <). En raison
de (2.8 a), il existe une enveloppe B,, telle que

(es) BoeG', Bydxzy, BocAp;
la portion @, = B°P (cB,) est disjointe de K (P, ¢), donc elle est

contenue dans P — K (P, <), de plus (c.) xz,€B,P, e. g. x, est interne
@ wo; enfin pour w, le nombre v (@, ) > o existe, en tant que w,C oy,
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de sorte qu'on peut prendre 7 (o, £) = 0 (@w, ). Le théoréme (6.10)
est vérifi¢ [on note que nécessairement w, est parmi les portions
%G (=12, ...)]

Nous abordons maintenant la considération des deux formes alter-
natives [voir (D); p. 208 et 209] du théoréme inverse, faisant intervenir
des inégalités ouvertes. Le théoréme [(D); p. 209] est valide dans la
théorie actuelle; ainsi I’on démontre I’énoncé suivant :

(6.11) Admettons (6.6) et considérons les hypothéses, valides sur P :

(1) T f(e, ) <A (—o<A);
(2) h_tr_nf(w, H>A (A<+ow).

Toute portion @' [ = A"P, A’ une enveloppe] de P contient une por-
tion @ [ = AP]de P, telle qu'il existe deux nombres v (@) > o, n (%) > o

de sorte que l'inégalité |{— 1, | < v (w) ({€e) entraine sur » au
cas (1) :

1) f@0<0—y(@) Ofm),  f(@0< = =+,
et au cas (2) :

(2) flz ) >r+xy(w) (Afni), f(z,)>—

I
1) A=—w).

La démonstration suit les lignes données dans [(D); p. 209}, en suppo-
sant (sil est possible) le théoréme en défaut; ainsi il y aurait une
portion &' de P, telle que pour toute portion @ = AP, contenue dans &',
les nombres v (w), Y (®) manquent; on fait usage des portions »; de @',
d’accord avec (b.), et I'on obtient, dans les cas respectifs, certaines
relations qui sont parmi les hypothéses du théoréme (6.7); les conclu-
sions correspondantes de ce théoréme présentent, dans tous les cas,
une contradiction aux hypothéses dans (6.11), ce qui éfablit (6.11).

La forme alternative de I’énoncé (6.11), qui correspond au théo-
réme [(D); p. 208] est plus faible que celui-ci.

(6.12) Dans les conditions (6.6), envisageons une des deux hypo-
théses suivantes, valide sur P :

(a) limf(z, t) <A (—o<N);
(6) limf(z, 1) >% (A< + o).

Il existe alors un ensemble K (P) (pouvant étre vide), cP, fermé
et non dense sur P, tel que tout x, sur P — K (P) est interne & une
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portion w, (de P), cP — K (P), possédant deux nombres y (©,), n (@),
de sorte que l'inégalité |t — 1, | < = (@,) (t€€) entraine sur @, l'iné-
galité appropriée parmi les suivantes :

(@) fle,t)<h—y(@o) (Xfini), flz, )< 77;33 (A =+);

L
Y (o)

(b) f(x, t) >N+ (@) (X fini), f(a,t)>— (A =— ).

Soient A, (i =1, 2, ...) des enveloppes satisfaisant a (6.g); les
portions %, = A, P jouissent des propriétés (6.9 a). Vu (2.8 a), on peut
admelire que dans la constatation (6.11) la portion & = AP de P
(contenue dans @' = A"P quelconque) soif d'un caractére spécial,
a savoir avec A dans la famille G'; A est alors une enveloppe parmi
les A, (6.9). Soient les @, (j =1, 2, ...) les @ chacun possédant
deux nombres ¥ (a,), m(%»); les @, constituent une suite infinie.

2 A, Pest interne 2 P et partout dense sur P [vu (6. 11) et laremarque
en italiques a la suite de (b)]; K (P) = P—-—EA,,,P fermé est non
dense sur P. Soit z, un point sur P— K (P), donc xoezA,.lP

et z,€A, P pour un j'. En raison de (2.8 ), il y a une B, de G/,
contenant z,, telle que B,c A, ; donc &, = B,P (cA,)) est disjointe
de K (P) et x, est interne 4 w,; &, (étant contenue dans a,) posséde
les nombres Y (@,), n (ws). Comme dans la démonstration de (6.10),
on voit que w, est nécessairement parmi les a,. L’énoncé (6.12) est
établi.

Notons que le corollaire dans [(D); p. 176] reste vrai dans la théorie
actuelle, comme une conséquence du théoréme (6.7). Nous laissons
de coté la démonstration, qui est pareille a celle dans (D), en remar-
quant seulement que dans le cas présent, comme au cas classique,
si Q est partout dense sur P, une suite de points x;, z,, ... sur Q
existe, partout denses sur P [en effet, vu (2.8), I'espace F = A (F)
est séparable selon la définition 2.7].

Le théoréme direct de Baire [voir (D); p. 212 et 213] a lieu.
(6.13) Soit f.(x) (fonction numérique) définie sur P (cF) parfait
et y continue (définition 6.1) (n = 1, 2, ...); supposons que

lim fr (2) = f(2)

finie existe sur P. Alors il existe un résiduel R de P, en tout point
duquel f (x) est continue spécialement a P.

MEMORIAL DES 8C. MATH. — N° 155. 3
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La démonstration se fait comme au cas classique, en s’appuyant
sur les théorémes (6.8) et (6.10). Pourtant I'énoncé (6.10), qui est
plus faible que le théoréme correspondant [(D); p. 19g], et la notion de
continuité dans la théorie actuelle exigent certaines modifications. Nous
présentons donc les détails. Soit e I'ensemble des points { = :;Ii, %’(
(n,p =1, 2, ...) du plan, {, = (o, 0),

fl@, ) =1falz)=fp(z)|;  hmf(z,t)=0 (z&P);

I'hypothése (6.8.1") est satisfaite avec A = o, d’oi toute portion

@ =A'P de P contient une portion © (= AP) pour laquelle
n = n (w, €) > o existe, de sorte que (6.8, 1,) ait lieu, dés que | ¢ | < n;
ainsi f(z, f) <c¢ sur w, si || <wn. Parla

|fo(z) —f(z)|<e (ze€wm, n71 <)
et

[f(&) —f(2) | L1 /(@) = fu(@) |+ | fa (&) = fa (@) | + | fu(®) — [ (2)

Z2e+ | fa(x') — fal(z) | (x et 2’ sur ®, n—! < ).

En tenant z fixe sur , laissons z’' (€w) ~ (G') z. En vertu de la
continuité-G’ de f, (x) et de (6.5), on déduit

() lim|f(z') —f(x)| <25, quand 2z'(€8)~ (G)a.
En tant que lim f(x, {) = o sur P, (6.10, 1*) a lieu (avec 2 = o),
{

donc il existe un K (P, ¢) (vide ou non), cP, fermé et non dense
sur P, tel que, si x,eP — K (P, ), on peut trouver une portion @,,
disjointe de K (P. ) et contenant x, comme un point interne et
possédant un nombre n, = 1, (wo, ¢), de sorte que (6.10,1,) :
f@ t)=|f.(@)— [, (@)]| <csur w, si|t| < n. Par le raisonnement
menant & (d;) on obtient

(da) Iim | f(2') — f(z0) | L 2¢, lorsque ' (€®o) ~ (G)y.
Soit x, un point sur le résiduel R =P —ZK (P, n—); soit w,,n.
1

la @, associée avec ¢ = % [z, interne & ®,, w, disjointe de K (P, n-")].
On note que pour tout entier positif n :
Bim | f () — f(20) | (2, €Py ~ (G) )

=T | f(e") = f(20) | (&', €To,n > 20);
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donc (d,) :
Tim | f (') — f@) | @, P, ~ (G)z) < -

Conséquemment, | f(z') — f () | = o, lorsque 2’, €P, ~ (G') z,, dés
que x, € R. En raison de (6.5), il s’ensuit qu’en tout point du rési-
duel R, f(x) est continue-G’, spécialement & P; (6.13) est vérifié.

7. La totale-D, I'unicité et quelques-unes de ses propriétés. —
Dés lors, admettons que la famille simplement réguliére ¥ d’ensembles,
qui interviennent dans la définition de F = A () (@ (F) <o), soit
complétement réguliére [définition 12.8 dans (T)]; cela revient a ce que,
étant donnés un ensemble H mesurable-® et un : > o, on peut trouver

un ensemble ouvert O (enveloppe) et un ensemble fermé Q (noyau),
tels que

(7.1) QcHcO, P(0—-Q)<e.

Ci-aprés, parmi les propriétés d’une certaine famille ot d’ensembles
il y en aura une, a savoir (7.4, 7°), qui sera aussi en rapport avec le
caractére de la régularité compléte.

ProPRIETE 7.2. — La famille G' = { O’} dénombrable d’enve-
loppes O’ (relativement a F) épaisses-®, dont il s’agit dans (2.8),
possede le caractére suivant :

A toute enveloppe O il correspond une suite de O, (j =1, 2, ...),
telles que

(T.2a) 0=Zo,, 0,eG".
J

Dans la terminologie de (R) cette propriété veul dire que F satis-
fait au second axiome de dénombrabilité (G’ étant une « famille
dénombrable compléte de voisinages »). D’autre part, le carac-
tére (2.8, 29 de G’ entraine la régularité, selon (R), de I’espace topo-
logique F. Nous ne faisons pas d’hypothése de compacticité, comme
M. Romanovski I'a fait dans (R); par conséquent, le théoréme de
Borel-Lebesgue de couverture n’est pas disponible dans la théorie
actuelle. La mesure ®(e) est une fonction, > o, completement additive
d’ensemble borélien e, sans qualification que e soif a fermeture compacte.
La mesure-® est supposée étendue de sorte que, si E, est mince-®,
tout sous-ensemble de E, sera mince-®; on suppose que ®(0)>o,
si O est une enveloppe non vide.

Nous vérifions ceci.

(7.3) Tout noyau (relativement & F) est Uintersection d’une suite
non croissante d’enveloppes.
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Nous introduisons une famille o = { R} d’ensembles R (cF), qui
correspond a la famille d’ensembles fondamentauxr dans (R) et qui
satisfait aux conditions de ’hypothése suivante :

HyporaEse 7.4. — (1°) Les R de o1t sont des enveloppes. Il y a
une famille OM* = | r;}{, €I, dénombrable, telle que tout O ouvert
est la réunion d’ensembles d’une sous-famille de In*. En effet,
si G'con et si G' satisfait a [(2.8), (2.8 a)], on peut poser M* = G'.
On dira qu'un ensemble E posséde une décomposition dans ORt, si
E=E,+Ri+...4+ Rn, Riem, ®(E) =o0, les ensembles au
second membre étant disjoints; si, de plus, E, est contenu dans les
frontiéres des R,, on dira que la décomposition | R,} de E est une
décomposition-f dans O, (2°) Si Reom, reoi et Ror, alors il y a
une décomposition-f dans o de R, dont r est un composant.
@3° Si Rieom (i =1, 2), RiR,# o0, alors R;R, aura une décom-
position-f dans on. (4°) Toute décomposition dans O d’un R, € oK,
est une décomposition-f dans J; de plus, si R de Ot et ¢ > o sont
donnés, il existe une décomposition-f dans o de R, dont les compo-
sants sont de mesure inférieure a ¢ [donc @ () = o, si x est un point
dans F]. D’accord avec les notations dans (R), si S={r,| est un
systeme fini d’ensembles r,, €Jn, disjoints, on posera

M(S) = max®(r,): q>(5)=2<1>(r,)

et, en général, ¥ (S) =Z‘If (r)), si ¥ est définie dans . (5°) r, r,, R
étant dans Jn, si { r, } est une décomposition-f dans It der et r,CR,
on aura rC R. (6°) A tout R de ot et ¢ > o, correspondent un r(€Jon)
et un p (€M), tels que TcR, Rcp, P(R—r1) <5 ®(p—R) < =.
(7°) Etant donnés un H fermé et un ¢ > o, il existe un O ouvert et
un é (= 90 (5, H, 0)) > o, tels que OO H, ® (0 — H) < ¢, tandis que
les relations reon, rH £ o, ® (r) < ¢ entrainent rc O; étant donnés
un r (de i) et un point yer, il existe un r, (de on), tel que
1y, roCr, et uno = o (r, 1y, y) > o de sorte que les relations peon,
proZ2o, ®(p) <o entrainent p <r. (8°) E étant fermé, deux
nombres 1 < a < b existent tels que les relations r (de o) fixe cE, p
(de on) variable cE, rpZ o, ® (p) < a® (r) entrainent

2. Yp) <@ ().

(9°) Si reom, les relations @ (r) > o, p (r) [(3.16), 3.1 a)] = o s’équi-
valent,
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Notons que I'existence de Jn* s’ensuit de [(2.8), (2.8 a)], si G'con,
et que (7°) et (80) different essentiellement des hypothéses corres-
pondantes dans (R). Ces conditions sont des analogues des carac-
teres VIII, IX dans (R) (la 1™ et la 2¢ conditions de régularité).
En outre, (6°) se rattache aux propriétés de continuité de la mesure-®.

Soit W (r) une fonction (possiblement non additive) finie pour
fout reM, Les intégrales supérieure, inférieure et exacte (si elle
existe) de W, au sens de Burkill, sont définies, d’accord avec (R),
ainsi : soient r€JM et S =!r,, une décomposition dans I de r;

on pose W (S) ==2‘P'(r,) et

7l1r=mﬁqr(5), fllf=]i_m1P'(S),
(1.5) r -~
fllf= lim¥'(S) [(si lim... existe) pour M(S) - o].

r
1

Les deux théorémes dans [(R); § 2] restent vrais. Il n’y a rien a4 modi-
fier dans les démonstrations. Les deux énoncés sont les suivants :

(7.6) Si -/1: ¥ existe, alors T (r) = j; W existe pour tout r, €, cR

et T (r) est additive; si f W existe,il y a un n = 7 (), > o pour ¢ > o,
R

tel que |W(S)—I' (S)| <: dés que S = {r;}| est un systéme fini
de r;, eom, disjoints, contenus dans r, avec M (S)[= max @ (r))] < =.

Selon (R) on dit qu'un point = de R est « isolé au sens spécial »,
§’il existe un ensemble ouvert O, >z, tel que EO soit un sous-ensemble
de la frontiére d’'un r de Ir; nous dirons, dans ce cas, que x de E est
isolé-s. On dira que E est parfait-s, si E est un noyau sans points
isolés-s. Tout ensemble parfait-s est parfait au sens ordinaire. ¥ est
intérieurement continue [terminologie de (R)] pour un r de o, si
un 7, > o pour ¢ > o, existe tel que | W (r) — ¥ (r') | < : dés que
rem, rcr et ®(r—r') <n; W est intérieurement continue sur
un R de o1, si W est intérieurement continue pour tout r, €, cR.

DEFINITION 7.7. — Soit N’ la famille d’ensembles de la forme H - e,
oit H est un ensemble de Ot (donc ouvert) et e est un ensemble quel-
conque, contenu dans H— H. Soit it la famille minimale conte-
nant On' telle que si H,, H, sont dans o, les ensembles H, + H,,
H, H,, H, — H, H, seront dans JR.

Hyporuisse 7.8. — La mesure-® est supposée étendue de sorte

que tout sous-ensemble d’un ensemble mince-® sera mince-®. Admet-
tons que les frontiéres (donc aussi les sous-ensembles des frontiéres)
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d’ensembles de O1 (aussi de Jn’) sont minces-®. Soit ¥ (H) une fonc-
tion complétement additive (et finie) dans I [e. g. W (H) =2‘F(H,,),

dés que Heow, H,eM (n=1, 2, ...), les H, sont disjoints et
H=H,+H,+..., la réunion pouvant étre dénombrablement

inﬁnie] - W' (e) = o dés que e est contenu dans la frontiére d’'un ensemble

de on’ (de om).
Dans la suite, on admetira toujours I'hypothése 7.8 (sauf avis

contraire). Si Q et les Q,(v =1, 2, ...) sont dans ON et Q,4Q, ou
bien Q, | Q, alors ¥ (Q,) > ¥ (Q). On observe le fait suivant :

En vertu de 'hypothése 7.4 tout ensemble H de R posséde une décom-
position dans O :

&
(7.9) H =ZQ,+ €q, les Q,, €I étant disjoints,
=1

oll e, (mince-®) est contenu dans une réunion finie de frontiéres de
quelques ensembles de O (ayant la possibilité de comprendre des
ensembles de Ot qui ne sont pas parmi les Q); on dira que (7.9) est

une décomposition-f dans J1; e,€IN et W (e;) = o, donc

W (H) =) T(Q)
(le méme est vrai pour ®).
LEMME 7.10. — Soient 9 une famille partielle de o1t et 7 un
ensemble de J. Supposons que 7 cC Ep, p parcourant 91, On pourra

trouver des r,, €91, des p, (v=1,2, ...) et des ¢y, (i =1, ..., ky
fini), tels que

(7.10a) les 3, disjoints sont dans JTt, BveFry F=>7%;
f v=1
(7.100) 'p’v=2qv,,+ ey est une décomposition-f dans IN, ®(ey) = o;

=1
kv

(Toe)  W(EH=XY@F), ou W) =¥ (g

En effet, en vertu de nos hypothéses de séparabilité, il existe une
suite finie ou dénombrablement infinie d’ensembles de 9t couvrant F;
soient les ry (v =1, 2, ...) les ensembles de cette suite joints & F :

(10) 7:27\,, Fry#o, ryedt.
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On aura F =27‘rv, Fr,ed; (7.10 a) s'ensuit en posant
Bi=Fr, Be=Frn—7Frnt, B=Fr—=Frfi+7%),

Or tout , posséde (7.g) une décomposition-f dans J1; la conclu-
sion (7.10b) en résulte. La partie (7.10¢) du lemme s’ensuit de
V'additivité compléte (7.8) de W dans I et du fait que ¥’ (¢) = o pour
tout ensemble contenu dans la frontiére d’un ensemble de J1t, Le lemme
a été vérifié.

Voici une modification du lemme dans [(R); § 3].

LeEMME 7.11. — Soit 9t, cOn, une famille d’ensembles contenus
dans un R de 91 et jouissant des caractéres suivants :
(1)) sir, cR, est dans oM et si m(n=r1, 2, ...) épais de I

posséde une décomposition-f dans o1t avec composants dans 9t [e. g.
)

™ =Zq," 4 e, o1 les g} (pour n fixe) €It et sont disjoints et e est
1

contenu dans une réunion finie de frontiéres d’ensembles de .Dlt:I,

si rmcrit! et limr* = r, alors re Jt;
n

(20) tout ensemble r de 1, contenu dans un R’ de Jt, est dans It;

(30) si tout r de o, dont la fermeture est contenue dans un R’
de on, est dans 9t, alors R'€9t;

(4o) si 9, cIt, ne couvre pas R, alors il existe un R’ de 9t non
couvert par 9t,.

Dans les conditions (1,)-(40) il s’ensuit que R e It.
En vertu de (40) R =zp, p décrivant 91. Soit r un ensemble

de o1, avec TCcR. Selon le lemme 7.10 des r,, des §, et ¢,,; existent
tels que

rc ry, rvea, r=Y 8y
w 2 2
A les By sont disjoints, tverry, ’é’ve.ﬁl;
ky
(20) By =2 qv,i+ e,  (décomposition-f dans I ),
1
i=1
gv,:1(v fixe) disjoints, qv,iCTry, qv,i €M, d(ey)=o.
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11 se voit (2,) que ¢v,,€9t. Posons (1,) :

n
(31) r=rien, =Yg, er= Do
v=1 v>n

on note que redn, p" =r—r"€IN, r"4r. En tant que r (de In)
est épais, on peut supposer que les r* sont épais. Or [(3.), (21)] :

n Ay
re =2 qu +en (décomposition-f dans IM ),

v=1 =1

ol les ¢, , (disjoints) sont dans 9t. D’apres (1,) re Jt, ce qui est une
conséquence des hypothéses reon, rcR; donc (3,) Rcdt. Le lemme
est établi.

Nous allons justifier la définition suivante, pareille & la définition,
donnée dans [(R); § 4], de la totale de Denjoy.

DErFINITION 7.12. — On dira qu’une fonction f (), définie sur une
plénitude d’'un ensemble R de O, est fofalisable-D sur R, s’il existe

une fonction W complétement additive dans Jit, telle que W est inté-
rieurement continue, dans O, sur R et telle que, si p est parfait-s
et r, cR, de Jlt est joint & p, il existe un r', cr, de N joint & p,
de sorte que pour tout ry, €JIi, r' on ait

(7.12 a) fllJ'I,:f f(@)d®(x), ou W,(r)= { W(r) (si 7p# o),

p 1] (si 7p = o),

Pintégrale au second membre étant lebesguienne. Le résultat du calcul
(dont les régles seront établies dans la suite) de W' (R) a partir de la
fonction f(z), totalisable-D sur R, sera appelée totale-D de f(x)
sur R,

(T.12 b) lv(R)—_-(D)fRf(x)d@(x).

Nous allons établir U'unicité de la totale-D moyennant les lemme 7. 10
et 7.11. Supposons, s’il est possible, qu'a une fonction f(x) tota-
lisable-D deux fonctions W;, ¥, (de la sorte spécifiée dans la défi-
nition) correspondent; posons ¥ = W, — ¥’,. Soit 9t = { p | la famille
de tous les ensembles p, telles que (R de o1 étant donné) :

(1) pe I, pcR, Y¥(p1)=o0 pour tout py, €M, cp

(e. 8. W est identiquement nulle dans O sur p). I1 s’ensuit immédia-
tement que (7.11.2,) a lieu.
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Supposons pour le présent que tout r (de o), avec F contenu dans
un R’ (de On), est dans 9. Soit R, (de o)cR’. Selon I'hypo-
thése (7.4, 6°) pour n = 1, 2, ... on trouve un r, (de o), avec 7y, C Ry,

tel que ® (R, —r,) < ;I;; nécessairement r,€9t. Or W est intérieu-
rement continue dans I pour R;; donc
[W(R) —W(rn)|=|¥(Ri—ra)|<s¢ pour nxn:
(n: suffisamment grand). En tant que W (r,) = o, on déduit
|W(R) | =W (Ri—rp) | <e(nxn:), doit W(Ry)=o.
Par suite, R’ €9, ce qui vérifie la condition (7.11, 3,).

Supposons maintenant que r (de J)cR et r* (de JiL) épais a une
décomposition-f dans ot :

VoK
ﬂ ' - s .
rn =Zq:z+ en, k'=k,, lesq} disjoints, g7 €I,
i=1

tandis que r"cr*!' (n =1,2, ...) et limr* =r. Soit r, (de M)cr.

Alors les rir, e€dn, constituent une suite non décroissante, telle
que limr,r* =r,. Or

kr
rorn= E rigf—+ryore, ¥(rien) =o,
=1

ot [(7.4, 39)] :

riqt =E qn,i,j+ e} (décomposition-f dans M),
j=t1
avec
In,i,; (de M) cqf (de ),  W(ef)=o.

D’aprés (7.11, 2,), déja établie, il s’ensuit que ¢, .,;€9t, donc
W (¢n,1,,)) = o et W (r, q*) = o; enfin ¥ (r, r*) = o. En tant que ryr*4r,
d’apres le caractére de I'additivité complete dans M de W, on obtient
¥ (r) =lim ¥ (r;rY) = o pour tout r, (de On) contenu dans r.
Donc rcat, ce qui vérifie la condition (7.11, 1,) pour la famille 9.

En résumé : la famille 9 (1') satisfait aux conditions (7.11, 14-3,).

Soit 91, = { ps }, €9, une famille qui ne couvre pas R. L’ensemble

fermé E = F — Y\ p, (p: décrivant 91,) est joint & R.
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Si RE posséde un point x isolé-s, il existe un ensemble ouvert r,,
>z, r,CR, tel que r,E est contenu dans la frontiére d’'un ensemble
de om; a cause de (7.4, 1°) on peut supposer que r,€o; roE étant
dans J%t, I'ensemble r, — roE sera dans Jit; de plus, r, —r,EC Zp,
(p1 décrivant 91,). D’aprés le lemme 7.10 il existe des r,, €94,
des By (v=1,2,...),des ¢y, (i =1, ..., k) tels que

(4) ro—roE=275v, 3c(ro—roE)ry, 3 (edi) disjoints;
v=1

kv
5—_—_2 ¢v .+ ¢, (décomposition-f dans ON), ®(ey) =o.

=1

Or ¢,,, (de M)cr,€9t, (cIt); done (7.11, 29) ¢v,,€ . On obtient

n I3

rn=r,E +i?’v=2 27v,;+ enen,
v=1

v=1 1=1

n
rrcrycR, e”=Zev+roE,
v=1

ou r" est contenu dans une réunion finie de frontiéres d’ensembles

de om, le troisitme membre représente une décomposition-f dans on
de r, avec les composants ¢, ,€9t; de plus r4r, (CR). A cause
de (7.11, 1,), déja établi, on déduit que r,e€It. Ainsi :

(5") Si RE posséde un point x isolé-s, il existe un r, de 9t non couvert
par 9t,.

L’alternative de ’hypothése dans (5') est le cas ou E est parfait-s
dans R (e. g. E fermé n’a pas de points isolés-s dans R). Nous nous
souvenons que ¥ =¥, — W, ¥, et W, étant de la sorte indiquées
dans la définition 7.12. En vertu de cette définition (avec p = E
et pour W), R (de on) étant joint 4 E, il existe un 7', cR, de In,
joint a E, tel que

S s@av@  [vam={T ETEE0)
74 HE

0 (st FE =0)

pour tout ry (de MM)cr'. Dans r' il se trouve un p’ (de Jn), joint a E,
tel que

[ W= [ f(2)d®(@) pourtout p (de IM)cp’;
2 2
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nous choisissons p’ avec 3’ cR. On aura
f‘lJ'E:o pour tout p (de M)cp’
o
Cela veut dire
- n
(6) lim Y Wy(g)=lim D ¥(g)=o,
j=1 q’,E #0

lorsque S = {¢;}{ est une décomposition dans O de p et M (S) - o.
Selon (7.4, 4°) S est nécessairement une décomposition-f dans J1, e. g.

n
P =qu+ €9, q; (€ m) disjoints,
j=1

‘e, étant contenu dans les frontiéres des g;; W (p) =Z‘F (¢,). Consi-
dérons un gq: tel que g+ E = o; alors gxcp —pEcR —RE, donc
gk C zp, (p: parcourant 9t,). Selon le lemme 7.10 (avec I, pour I

et g« pour T) on déduit I'existence des r, (€9t;), des §, (v =1, 2, ...)
et des ¢ (i =1, ..., k), tels que

(61) qk=25v [3, (de 57) disjoints; By r |;
v=t
k‘l .
(62) By =2 gvi+ey  (décomposition-f dansIN);
i=1
© ky
-~ ~ ‘
(61) Y@ =X Y@, FE) =¥ ()
v=1 i=1

Or ¢v,; (de om)cp, cry (de 3i,c9‘c); d’aprés (7.11, 2,) on aura
¢, €9, Aot ¥ (gv,;) =0, ¥ (Bv) = o et enfin ¥ (g:) = o, dés que Qi
est disjoint de E. Donc (6")

¥ (p) =2(qiE¢o)lD‘(ql-)=o pour tout p (de JMN) cp’

(p', €Jm, est joint & E). Ainsi, p' €91; tout point de p'E (non vide)
est non couvert par 9, donc p’ de It est non couvert par I,, si E
est parfait-s; e. g., en tenant compte de (5'), on conclut que dans
les deux cas il existe un ensemble de 9t non couvert par 9¢,. La condi-
tion (4,) du lemme 7.11 est satisfaite, ainsi que les autres. Consé-
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quemment Redt, e.g. ¥ (r)=o0 et W, (r) =¥, (r) pour tout r
(de M)cR. On peut donc conclure comme il suit :

THEOREME 7.13. — La lotale-D de Denjoy, spécifiée selon la défi-
nition 7.12, est unique.

Examinons maintenant les analogues des propriétés d’une totale-D,
données pour le cas considéré par M. Romanovski dans [(R); § 5].
D’abord on note immédiatement le fait suivant :

(7.13a) Si f est totalisable-D sur un R de I, f sera totalisable-D
sur tout r (de M) cR; (D) [ fd® sera complétement additive dans ot
(sur R) et intérieurement continue sur R.

(7.13b) Soit {¢q.} (i =1, ..., n) une décomposition dans on d’'un R
(de On); admettons que f soit totalisable-D sur q, (i = 1, ..., n) et

supposons que la fonction I' (r) =Z(D) f fd® soit intérieurement
. q

continue sur R. Alors f est totalisable-D sur R.
La démonstration est accomplie 4 peu prés comme dans [(R); § 5]

en notant que, si une fonction W’ est complétement additive dans i
et si geI, la fonction W' (gr) de r (de o) le sera aussi; de plus,
si un r (de on), cR, est joint 4 un ensemble p parfait-s, pr sera joint

a un g ( on note queZq, =R —e), ol ¢ est contenu dans les
frontiéres des q,)-

(7.13 ¢) La classe des fonctions totalisables-D est linéaire.

En effet il est immédiat que si ¢ est une constante et f est totali-
sable-D sur un R de I, cf aura la méme propriété;

(D)fcfdcp:c(n)ffd«b.

Il suffit maintenant d’établir que f, 4 f. sera totalisable-D sur R,
si les f, (i = 1, 2) le sont. Ceci se démontre comme dans [(R); § 5].
On aura

(D)f(f1+f,)dd>=(D)ff,d®+(D)ffgd<I>.

(7.13d) (D) f fdb> o, si f>o (sur une plénitude de R) est
totalisable-D.

Soit W' la fonction qui correspond a f selon la définition 7.12.
Introduisons la famille 9t', cdn, d’ensembles p, cR, tels que
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¥ (p1) > o pour tout p, (de ON) C p. 51’ satisfait 4 la condition (7. 11, 20).
Or 4 la suite de la définition 7. 12, nous avons introduit une famille 9t
et nous avons démontré que It satisfait & (7.11, 1,). En reprenant
cette démonstration, avec 9" au lieu de 91, on obtient W (g,,.,,)>o0
(au lieu de = o), donc W (r,q”) > o et W' (r 1) > o. Enfin, puisque r,r*
(de o1t) 4 r, (de JN) et en vertu de I'additivité compléte dans IR de W,
il s’ensuit que W (r,) =lim ¥ (r,r")> o. On vérifie ainsi que It
satisfait & (7.11, 1,). En reprenant la preuve de (7.11, 3,) pour 9,
avec 9" au lieu de 9, on fait 'emploi de (7.4, 6°) et de la continuité
intérieure de W, ce qui donne W (r,) > o (au lieu de = o) et

Y(Ry) =W (Ri—rn) + ¥ (r)x ¥(Ri—ra),

ou | ¥ (R, —r") | < ¢ pour n > n.; donc ¥ (R,) > o (au lieu de = o);
d’ou I’ remplit (7.11, 3,). Soit 9T, cIt’, une famille ne couvrant

pas R. L’ensemble E =F —Z p1 (p1€9)) est fermé, EDF —R

et ER 72 o. Reprenons les développements donnés pour 91, (dans le
texte qui précede le théoréme 7.13), avec It au lieu de 9t, et I’
au lieu de 9t. On montre que, si E a un point isolé-s, il existe un r,
de 9’ non couvert par 9. Si E = p est parfait-s, en tant que Rp % ¢,

il existe un p’ de 1, joint & p, avec p’ C R, tel que [ v, =f fdP> o
v er
pour tout p (de JM)cp’. Donc [au lieu de (6")] :

(6" lim Y W, (g) =lim D (7,p # 0) ¥(g))> 0

]=1

pour M(S)—>o, ou S={gq,} est une décomposition (nécessai-
rement-f) dans o de p. Si g+ E = o, on aura (vu le lemme 7.10)
des r, (€9l)), des p, et des ¢, (i=1, ..., k), de sorte que les
formules (6:), (6.) et (6,) aient lien. On aura ¢, (de M)cp,cCr,,
ou r,€Jt, c I, donc qu,, €9 et ¥ (¢v,;) > o, ¥ (§,) > o; par consé-
quent W (§s) > o, lorsque gxp == o; ainsi (6") :

¥ (p)= (3P # 0) ¥ (g))+ D (4P =)W (g))> D, (4, # 0) ¥(g,).

En laissant M (S) — o on obtient (6”) : ¥ (p) > o dés que p (€M) Cp';
donc p’ € 9t'. En tant que p’ p 7% o et p = E est I'ensemble des points
non couverts par 9t), 'ensemble p’ sera non couvert par 9. La condi-
tion (7.11, 4o) est satisfaite pour 9, 9U'. Selon le lemme 7.11 on
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conclut que Re 9/, ce qui démontre I'énoncé (7.13 d). En particulier :

(1.13d) (D)ffdd) —o sif=o surune plénitude de R (de OM).
R

Nous allons établir la proposition suivante :
(7.13€) Si f est sommable (au sens lebesguien) sur un R de oM,

on aura
fnqu):(n)fnqu».

Selon I’hypothése 7. 8, les frontiéres d’ensembles de On sont minces-®.

Avec f sommable sur R il se voit que W (F) = [ fd® est comple-
YR

tement additive dans R (sur R), ¥ est nulle pour tout ensemble

contenu dans la frontiére d’un ensemble de o1, W est intérieurement

continue sur R. Il suffit de montrer que, si p est parfait-s et si un r
(de M), cR, est joint a p, on aura

7 v =fllf,,=f' fdo [pour tout ry (de M) cr].
11 np

Or v = limv/, pour M (S) >o, ot S={p,} est une décomposition
dans ON de r, et v =21(§AP¢0) W(o); on a v’ =ffd<b avec
h

!
h =2 ps. Si F,p = o, on aura h=o, v'=o0, v =o0, donc (7') sera

vérifié pour ce r,. Si rip 2 o, nous notons que h, = r,p — hp est
vide ou bien mince-®, h 4+ hy>r, p. Selon (7.4, 7°) il existe un ensemble

ouvert O, et un 6, > o, tels que 0,>7,p, ®(0,— T, p) < %, tandis que

les relations peJom, prip=o, ®(p) <, entrainent pcO,; on
aura hcO,, danc h + hy,cO, (car hycr;pc0,), dés que M (S) < 0,;

par 14, ®(h 4+ hy—rp) < :—l pour M (S) < d,. Conséquemment

v’—‘f“pfdfb‘:

ce qui établit (7'); I'énoncé (7.13 c) est vérifié.

—> o, quand M(S)—>o,

fdo
h—14p

8. Dérivation de la totale-D. — Considérons un R particulier
de on. Soit I la famille d’ensembles de On contenus dans R. En vertu

de (7.4, 4°) tout point sur R est contenu dans les fermetures d’une
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suite d’ensembles r, rc 9t, de mesure-® tendant vers zéro, e. g. tout
point de R est indéfiniment couvert (au sens de la métrique-®) par
la famille 9t = { T}, ot r parcourt la famille 9t; on dira que R est
indéfiniment couvert par 91; R = A {9t} veut dire que R est I'en-
semble des points indéfiniment couverts par 9. Un F de 9T est

noyau relativement a 9 [e. g. I'ensemble des points de R [en effet
de F = A ()] étrangers 4 T et indéfiniment couverts par les ensembles

de It joints & T est mince-®]. Pour tout F de 9L on a o < ®(F) < oo;
de plus ZT(F ean) =R, donc (D(Ei) <. Soient T un ensemble
de 9t et Q(F) la réunion des § de It, joints & T, avec ®(p) < a @ (r);
d’aprés la condition (7.4, 8°) on aura ®. (@) < b®(r) (1 < a < b).
Conséquemment, la famille 9t est réguliére au sens de Denjoy, donné
dans son Mémoir‘e (D*) (ou se trouve le théoréme exact de Denjoy-
Vitali). Ainsi pour la famille 9t le théoréme de Denjoy-Vitali est
valide. Toute famille partielle 9¢’ de 9t qui couvre indéfiniment R
[donc R = A(9')] jouira des mémes propriétés que 9, e. g. I’ sera
réguliére au sens de Denjoy en méme temps que t. Bien entendu,
si 91’ couvre indéfiniment R — hy, o h, est mince-®, le théoréme de
Denjoy-Vitali sera encore valide pour 9t,. En vertu de I'’hypothése

relative 4 7.1, il s’ensuit que la famille 9L est en effet parfaitement
régulié¢re au sens de Denjoy. Donc tous les résultats du Mémoire (D)

s’appliquent & 9. Indiquons en quelques-uns parmi eux.

8.1) LE THEOREME DE DENJOY-VITALL — Soif 91, une famille
partielle de 9. Supposons que Iensemble A(31,) (cR) des points
indéfiniment couverts par 91, n’est pas mince-®. Alors A(9L,) sera
mesurable-® (®(A(C,)) > o). On pourra trouver une suite dénom-
brable de 5, €9, disjoints, tels que ®(A(9,) —A(I,)T) = o,

ou'l =2§,. Etant donné un > o, les p, peuvent élre choisis, tels

1
que ®(I) < ®(A(9T,)) + =
Si W est une fonction définie (et finie) pour tout ensemble
de 9t (con), introduisons les dérivées et la dérivée unique (si elle
existe) :
v()
(7’

e

(7

(8.2) ﬁ‘l’(z):l-fa (;

DW¥(z)=lm

L=
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et DV =DW¥ =D ¥ (si D =D), pour 7 (de 9t) contenant le point x
(considéré sur R) et ®(F) tendant vers zéro.
(8.3) Les dérivés D W(z), D W (z) (8.2) sont mesurables-® (le méme
est vrai pour toute dérivée intermédiaire).

Avec 'ensemble R de O encore fixe et E étant un ensemble mesu-

rable-®, EcR, on introduit les épaisseurs extrémes et unique, relati-
vement a la famille 9t et pour le point z sur R,

(8.4) et  (E,z)=DWE(x) (sifi=n),
ou VE(F) =®(Er)=®(EF) pour 7Fedl.

(8.5) LE THEOREME D’EPAISSEUR. — Soit E (cﬁ) un ensemble
mesurable-®. La famille 9t (voir le début de la section actuelle) parfai-
tement réguliére contient une sous-famille 9t; (nécessairement parfai-
tement réguliére), telle que les ensembles A(9,), E sont identiques
sauf pour des ensembles minces-®; Ilépaisseur n(E, ) =1 sur une

plénitude-® de E et n(E, 2) = o sur une plénitude-® de R —E (les
épaisseurs sont relativement a 9t).

On dira qu’'une fonction W(e) complétement additive d’ensemble
mesurable-® e{cR) est absolument continue-®, si pour tout : > o
il existe un 8 > o tel que @(e) < 3(ecR) entraine | W(e)| < ¢. Pour
une telle fonction on aura les résultats suivants :

(8.6) la dérivée D W' (x) (relativement a 91) existe et est finie sur une
plénitude-® de R;

(8.6 @) 1la fonction D(z) = D ¥ (x) [oa D W (z) existe], = o (ailleurs)
est sommable-® sur R et W(e) = f D (2) d ®(x) pour tout e(cR)
mesurable-®. o

On a aussi une constation suivante :

(8.6 b) Soit f(x) sommable-® sur R; la fonction I(e) = f f(@)d® (x)

d’ensemble mesurable-® e, cR, est absolument continue-® (dans R)
et D I(z) (relativement 4 3 ) vaut f(z) sur une plénitude-® de R.

Moyennant le théoréme 8.1, on obtient la proposition suivante
[analogue & un résultat dans (R; § 10)] :

(8.7) R (de o) étant donné et U" étant une fonction d’ensemble
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de 9t |la famille d’ensembles r (de J)cR], si f ¥ = o dans I,

on aura D W (x) = o sur une plénitude de R.

La démonstration de (8.7) est comme celle contenue dans [(R); § 10}
et elle sera omise. De la méme maniére s’établit le résultat suivant.
@®.7a) Si f W existe, alors D ¥'(x) = D, Jallf (de méme pour D)

R

sur une plénitude de R.

THEOREME 8.8. — Si f est totalisable-D sur un R (de JW), on aura
Da[(D)ffdd’] =f(x) sur une plénitude de R.

Désignons par Jt la famille d’ensembles de It contenus dans R
et tels que, si re9t, on aura D W' (r) = f(z) sur une plénitude de r,

ol 1I‘(r)=(D)‘ffd<I>. 9 satisfait a la condition (7.11, 2,).

(7.11, 3,) est aussi vérifiée, comme une conséquence du -carac-

tere (7.4, 6°) de ®. Afin de vérifier (7.11, 1,) envisageons un r

(de M), cR, et des rv, tels que r, e, cr', avec limr=r,
n

tandis que

Va
r"=2q,,,,+ en (®(en)=0)
=1

est une décomposition-f dans on de r*, avec q,,,€ 9t. D¥ = f sur une
plénitude de g, ,, doncder*etderfcarr=r'+ (r*—r') +...]; ainsire 9t
et 9t satisfait & (7.11, 1,). Soit 91,, <9, une famille telle que
p= R—Ep(pe:)li) posséde des points dans R. Si z, est un point
isolé-s de p on peut trouver un p, (de M) CR, tel que p, >, et que pp,
soit contenu dans la frontiére d’un ensemble de J1t ; @(ppo)=o et po—ppo
est couvert par une réunion (qu'on peut prendre dénombrable)
d’ensembles de 9t,, donc D W (z) = f(x) sur une plénitude de p,,
e. g. po €I, tandis que I, ne couvre pas p.. Si p est parfait-s dans R,
on trouve un r' (de M) cR, r'p 3# o, tel que pour tout r, (de ), cr’,

on ait (7.12a), e. g f ¥, = f f,d®(f,=f sur p, =o ailleurs);

moyennant (8.6 b) et (8.7 @) on conclut, comme dans [(R); § 10],
que r' €9t et r' n'est pas couvert par 9. La condition (7. 11, 4,) est
satisfaite, d’oit Re€ 9, ce qui est la conclusion du théoréme.

MEMORIAL DES SC, MATH, — N° 155. 4
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9. Les caractéres A. C. G., I. G. — Comme dans [(R);§ 12],
nous dirons qu'une fonction W (r) d’ensemble r (de 1) cR (de onr)
est & variation borrée sur R, ¥ eV.B. (sur R), s’il existe un n > o
tel que

D IW(g)|<B<w pour M({g)})<m,

ou B est une constante indépendante de tout systéme fini S = { g, }
de ¢, (de M), cR, disjoints. Si W' est additive dans o (sur R) et
si W(e) = o dés que e est dans la frontiére d’'un ensemble de R,
alors ¥'€V. B. (sur R) entrainera

(9.1) [W(¥)|<B(<®) pourtout ¥(deIR) cR.

C’est une conséquence du fait que tout 7 de om posséde une décom-
position-f (7.g) dans oM et qu’on peut faire en sorte que les mesures-®
des composantes de cette décomposition soient aussi petites qu’on
veut. Réciproquement, si (9.1) a lieu pour une fonction W additive
dans J1t (sur R) et jouissant de la propriété indiquée plus haut relati-
vement aux frontiéres d’ensembles de O, on verra que WeV.B.
(sur R), avec n’importe quel n > o (et avec B remplacé par 2B).

Les développements, se rattachant a un théoréme de Lusin, que

Pauteur a donnés dans le Mémoire [(T); cf. § 17], dans la théorie actuelle,
ménent au résultat suivant : )

(9.2) Soit f(x) mesurable-® et finie sur une plénitude-® d’un ensemble
mesurable E, contenu dans un R de OIt; alors & tout ¢ > o/l correspond
un H;, cE, fermé, tel que ®(E — H:) < ¢ et que f(x) soit continue
sur H..

Le caractére de continuité d’'une fonction f (x) sur un ensemble H
est entendu au sens de (6.1) [voir (6.1)-(6.5)]. En vertu de I'hypo-
thése (7.4, 9°), cette espéce de continuité, par exemple en un point x,

de H, équivaut a ce que, étant donné un ¢ > o, il existe un r de M,
tel que

(9.3) rs o, [ fz)—f(m) | <c¢ pour tout z sur rH;

si f(x) est continue sur H et z, est un point de H, alors, étant donné
un ¢ > o, il existe un r (de M), sz, tel que |f(@)—f@") | <e
pour z', " sur rH, e. g. tel que osc. (rH) f(x) = ¢ [loscillation de f(x)
sur rHJ; en effet il y @ un o= n(xo, €) > o, fel que si T (de M) >z,
et ®(F) < 7o, on aura osc. (r H) f(x) <L «.
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Le théoréme dans [(R; § 12)] aura lieu dans notre cas; ainsi :

9.4) j YeV. B. (sur R)
o | entraine que les dérivées de W soient sommables sur R.

Soit D* W (x) une dérivée intermédiaire (qui peut étre une dérivée
extréme). On démontre, moyennant le théoréme 8.1 de Denjoy-Vitali
[en suivant la méthode indiquée dans (R); § 12] que
(10) D*W(x) est fini sur une plénitude de R. Nous allons donner le
reste de la démonstration de (9.4), en tant qu’elle différe considé-
rablement de la preuve correspondante dans [(R); § 12], ce qui résulte
du défaut possible de compacticité (donc de I'uniformité de la conti-
nuité sur certains ensembles fermés). Soient : > o et h=h;, CR,
fermé, tels que

(20) 2®(R)e<, ®(R—h)<e,  f(x)=D*"W(x) est continu sur A
[c’est une congéquence de (9.2)]. Il existe un ' > o, tel que
M IW(g) | <B(<=),

dés que les g; (de M) (j =1, ..., v fini) sont disjoints,
gicR et Mi{g;} <.

(30)

La continuité de f(x) (20) sur h entraine l'existence d’une fonc-
tion v (x) = n(z, ) positive, qu'on peut supposer telle que n(x) <’
et qui est définie sur h, de sorte que :

(40)

les relations zek, xze7(edll),
®(r) < m(x) entrainent osc. (FA) f<e.

Or la dérivée (intermédiaire) f (x) est finie sur h; donc & tout point x
de h, il correspond une suite p;(x)(j = 1,2, ...), CR, telle que

— ¥ (o;
(50) { 5(z)(eM)sz, ®(pj(z)—>o, q,gz:g; - f(z);

on peut supposer que P (p;(z)) <m(x) (L"),

D’aprés le théoréme (8.1) de Denjoy-Vitali de la famille {p;(x)}
(j=r1,2, ...,z parcourant h) on peut extraire une suite de r;
(i =1, 2, ...) disjoints, tels que

<l><k —_ hz rg> =0; rie M; 7y contient un x; de A,
1

(60) W (r:)

tel que @ (ry) <n(x) (£LM); !f(x;)— D (ry)

(i=l, 2, ...).

<€
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Donc [(40)s (20)], avec un v = v fini et hh=h(r;+...+n) :

v

S(h—hy) <, ¢<Zr,->;d)(hv)>€I)(h)—s>¢I>(R)—-2s;

1

osc. (Fihy) f £ osc. (Fih) f<e.

(70)

Sur ri+...+ r(>h) on définit la fonction (simple)

?(2) = gD (wer).

D’aprés (6,) et (70),

/(@) = (@) | 2 £ (2) = f @) | + | (ren) — ot | < 2e sur

o i(x) est un entier << v. Ainsi (2),

S1f@1d0@) < [13(2)|d0(@) +2e 0(R)
hy hy

v
<X [ lelav+r

1 ’ll‘;

v v
é2[|?|d¢+1=2|W(r,)|+x.
1 4 1

Or les r;,(edM), cR, sont disjoints et (6,) ®(r.)) <=n', donc (3,),

f | fld® < B +1 (B fini est indépendant de v = v¢).
Iy

En tant que [(20); (70)]: ®(R — k) < 25, la conclusion dans (9.4).
s’ensuit.

. La continuité absolue d’une fonction W(r) de r (de M), rcR,
(de On), exprimée en écrivant WeA. C. (sur R), est un caractére
spécifié comme il suit : & tout ¢ > o, il correspond un n(e) > o,
tel que :

(9.5) les relations ¢(i =1, ..., v fini) €M, ¢;,CR, les g, étant

disjoints,
v v
Q(Z qi> < m(e) entrainent le»‘(q,)
1 1

< &
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Comme dans [(R); § 13] on dira que ¥ eA. C. I, si E‘P(q,) > —5,
et que ¥eA.C.S,, si Z‘F(q,) < & Notons que, si ¥ est additive

(sur R) dans M et si W(e) = o, dés que e est contenu dans la fron-
tiére d’un ensemble de O, alors
WeA. C. (sur R) entraine | W (%) | <g,

9.5 —
(9-54) l des que ¥ (dc DIL) cR et O(F) <n(e).

La réciproque de cette remarque pour ¥, de la sorte indiquée, est
aussi vraie. Comme dans [(R); § 13], on note que la définition du

caractére A. C. (9.5) n’est pas modifiée si 'on remplace lz‘l"(ql)l

par 3,|¥(g)|. On vérific que WeA. C. (sur R) entraine WeV. B.
(sur R). .
(9.6) WeA.C.I (sur R) enfraine

(9.6 a) f‘!’éfg‘lf(x)dd)(x), fw;fﬁllf(m)dmw);
YR R R R

si We A. C. (sur R), (9.6 a) aura lieu avec le signe d’égalité; dans (9.6 a)

une désignation f D Wd® veut dire soit une intégrale lebesquienne,
soit 4 co.

Si s est un systéme fini dans R[e.g. s ={q.} (i=1, 2, ..., fini),
q.(eMm) cR, ¢, étant disjoinis], on pose

9.7) Y'—(s) = min ¥ (s), Y+ (s) = max T (q)

pour désigner respectivement les bornes inférieure et supérieure
de ¥'(s) pour les systémes finis o, contenus dans s; on a

Yr(s)>oxW—(s), Wr(s)xV(s)xT(s),

(9.7a) { 5 . _
DY+(z)xD*¥(z) > DV—(x) (x sur R),

D* désignant n’importe quelle dérivée intermédiaire. Si WeA. C. L

(sur R) on aura W—e€A.C. donc V.B. sur R et D¥—(z) sera

sommable sur R, ce qui vérifie la remarque a la fin de (9.6). En vertu

de (9.7 a), du fait que ¥—€V. B. et de (8. 1) on conclut, comme dans

[R; § 13)], que (au cas ¥e€A.C. L) :

(1;) DW(z) =+ (sur un ensemble épais cR)  entraine f‘F =-+ow.
R
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L’alternative de I'’hypothése dans (1,) est D W (z) = f(x) fini sur
une plénitude de R. D’aprés (9.2) il existe un ¢, cR, fermé tel que

PR —e) < Z et f(x) est continue sur ¢’. Sans compacticité on ne

peut pas affirmer que | f(x) | est bornée sur e’. Pourtant f(x) étant
continue (et finie) sur €', on aura

o
=2en, ot e,={xee;|f(x)|Ln}estferméet e,Ceniy.

Il existe donc un n = n(:) tel que
Pe—e) <z e |f(@)|<n(e)(<w)

sur e,. En résumé, il existe un e (= e,) fermé, cR, tel que :
(21) ®(R—e)<e  f(x) est continue sur e, | f(z)| £ n(e)sure,

Soit o <& < ¢ il existe un 7n(x, ), positif pour x sur e,

tel que osc. (Fie)f<z:, dés que F (de On) contient un x
de e et ®(r) <n(x, z); n > o étant donné, on peut supposer

que % (x, ¢1) < n. Or 2’_2% — f(x) pour tout x sur e, avec p,(x)

(de )3z (j=1,2,...) et ®(p,(x)) — o; nous faisons en sorte que
D, (x)) < n(x, 1) D’aprés (8.1) de la famille {p, () {(j = 1,2, ...,
x décrivant e) on peut choisir un systéme fini S = {r, | (i £ v), tel que:

(31) <e—es"’l> —7 ‘I’<ir,—eﬁrl><—'

F, (de Jit) contient un z, de e tel que

¥(r,)

() <nlay o) (€75 |gad—/(z)|<ui  ose. (o) f(#) <u

[la derniére inégalité résulte de la remarque a la suite de (2:)]. En

¥(r)
(b Cryy Sur 1, on obtient [(3)), (21)] :

le(z)—f(x)| <2 sur hv=ezr,,

1

posant ¢ () =

v

le(z)|<n(e)+e  sur 7= Zr,;

1
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dont (avec S={r,}) :

lW(S)—L.fd¢l=(£?d¢—[fd¢[

—hy

< 28 @(R)+(n(e)+e,)i25 +n(a)s—21 <
pour ¢, assez petit.
Or M({r.])<n(3), doi il existe une décomposition
¢ = { rk } -+ { rl}

(dans O1t) de R, telle que M(s) < n. On trouve que W(s) surpasse
ffddl—s + W=({r}); ¥-e€A.C. et @(2#)—»0 avec ¢; on
e ¢

établit la seconde inégalité (9.6 a) dans tous les cas, comme dans
[(R); p. 84], en laissant = et n tendre vers zéro.

La premiére inégalité (9.6 a) se démontre essentiellement comme
dans [(R); § 13]. Le cas ou D W(x) = + « sur un ensemble épais
exige I'emploi du théoréme de Egoroff; le cas ou D W (x) est fini sur
une plénitude de R fait intervenir I’épaisseur moyenne sur certains
ensembles de . Le reste du théoréme (g9.6) est immédiat.

R étant un ensemble de J1, on dira [d’accord avec (R); § 14] que

(9.8) TeA. C. G., absolument continue généralisée sur R,
si
(9.8a) P parfait-s, rein, rcR, rp#o

entraine que ¥,e€A. C. sur un r, (de o), cr, tel que r;p >~ o.
L’analogue du théoréme dans [(R); § 14] sera comme il suit :

(9.9) WeA.C.G. (sur R) équivaut a ce que R =Z7\(n), oit les A(n)
1

sont fermés, A(n) est dans la frontiére d’'un ensemble de W, ou bien
¥y €A. C. sur R.

La condition donnée dans (9. g) entraine ¥ € A. C. G.; ceci se démontre
comme dans [(R); § 14] avec des modifications évidentes dues au fait
que les A(n) sont seulement fermés (plutdt que compacts). Le raison-
uement est du genre employé dans le théoréme de Baire (qui s’applique
dans la théorie actuelle). ’
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Si WeA.C. G. (sur R), d’accord avec la définition (9.8, 8 a), la condi-
tion dans (9.9) S’ensuivra. En tant que la démonstration de cette
proposition dépend de la condition (7.4, 7°), qui différe essentiellement
de I'axiome correspondant VIII dans (R), nous donnerons quelques
détails de la preuve. Posons e, = F (I’espace) et formons une suite
transfinie d’ensembles fermés e, de la fagon suivante. Si « est de la
premiére espéce et e, a un point x’ isolé-s (« de type 1), on trouve
un ro,—, (de M) contenant z', tel que F,_, e, est dans la fron-
tiére ¢g,—, d’'un ensemble de IM; e, = €y — Iy €:1. Si « est de
la premiére espéce et e,_, est parfait-s et e, R 72 o (« de type 2),
alors (9.8, 9.8 a) il existe un ry_, (de M)cR, joint a e,—, tel que
(1) W, . €A.C. sur ro_. Soit y», un point de ry_, ex—;. En vertu
de (7.4, 7°) il existe un r,_, (de Jn), tel que :

%) Ta_1Cry_y, ro—12Ya—1,
le nombre ¢ = o (7, _,ra—1, Ya—1) > o existe;
on aura
@) rg—1€a—17 0;
les relations pe N, pry—1# o, D) <o, entrainent pcry_,.

Posons (avec a de type 2), ey = €y_1— I'y_ €x—;. Or (1') veut dire
que |W¥, . (S)|<e pour tout systétme fini S'={p,|, cra,
avec ®(S') < m,—:(2); on peut choisir 7, () ne surpassant pas o(2').
Soit S =1{p,{ un systéme fini dans R avec ®(S) < nq_.(c); alors
®(p;) < . On obtient (3') :

Wi iens(8) =3, W (o) (B Taseans £ 0), o (dans 3 ) €ras
/

les p; intervenant dans Z sont joints & e,_,, ils forment un systéme
fini S, crx_i, avec ®(S') L P (S) < n4—1(c); donc

|7yt (S) ] = | Wep o (S) [ < €5
c’est-a-dire -

4") ¥y e,y €A. C. sur R, si a est de type 2.

Si « est de premiére espéce, si e,_; est parfait-s et ez R = o,
alors ex= e, ;. Pour a de la seconde espéce, ea=H(B < a)es.

Le reste de la démonstration du théoréme (9. 9) est comme dans [(R); § 14],
en employant des ensembles K,, fermés, plutdt que compacts, et avec
I'aide du théoréme 4.1 (Cantor-Baire).
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La classe de fonctions W e A, C. G. (sur R) est additive.

Selon la locution dans (R), une fonction ¥'(r), définie pourr(€ M) CR,
sera dite I. G., intégrale Burkill généralisée, si les relations p parfait-s,
r(de m)cR, rp ## o entrainent que f ¥, existe pour un r; (de i), Cr,

joint a p. Avec l'aide des considérations en rapport avec (1')-(4")

on vérifie le fait suivant (indiqué dans [(R); § 14] dans ’hypothése de
compacticité) :

(9-10) Si Wel G. sur R, alors R =2 ). ott les 2, sont fermés et A,

est dans la frontiére d’un ensemble de I, ou bien pour un r, (de M),
ACr.cR, lintégrale j W, existe.

En se rapprochant de la terminologie de M. Denjoy, on peut consi-
dérer I'intégrale f ¥, (avec r; p 7 o), si elle existe, comme une sorte

de variation de ¥ sur (ou autour de) r,p. W€ I. G. (sur R) signifierait
que la variation de ¥ est réductible sur tout ensemble p parfait-s
(pR # o), ¢’est-d-dire que toute partie rp = o (r (de M)CR) de p
contient une partie r,p = o (r; (de M)cr), sur laquelle la variation
est définie.

10. Quelques caractérisations de la totale-D, classifications
de fonctions D-totalisables. — Une conséquence assez immédiate
de (9.6) est la suivante :

(10.1) Si WeA.C. sur un r (de On), alors pour que f ¥ existe

il faut et il suffit que D ¥ (x) existe (et est finie) sur une plénitude de r.
Moyennant (10.1) et le lemme 7.11, on conclut comme il suit :

(10.2) Les caractéres A. C. G. et 1. G. sur R pour W entrainent I'exis-
tence de D W' (x) sur une plénitude de R. Si 'WeA. C. G. sur R et D ¥ ()
existe sur une plénitude de R, alors Wel. G. sur R.

Nous obtenons I’énoncé suivant [analogue au théoréme dans

(R); § 15].

(10.3) Admettons que W soit complétement additive dans Jn sur un R
de O, ainsi qu’intérieurement continue (dans M) sur R. Pour que W
soit une D-totale [pour tout r (€ M)cR], il faut et il suffit que

(10.3 a) YeA.C. G et I G surR;
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aussi [en vertu de (10.92)] il faut et il suffit que
(10.36) ¥eA.C.G.surR et DW(z) (finie) existe sur une plénitude de R.

La nécessité de (10.3 a) s’ensuit avec I'aide de la remarque a la
suite de (7.6); la suffisance de (10.3 a) résulte de (10.2) et de (9.6).

Notons la constatation suivante, donnée dans [(R); § 15], qui,
dans notre cas, s’ensuit de (8.1). On aura W (R) = o, dés que
(10.4) p est fermé, ¥ est additive sur R, D ¥ (z) = o sur une pléni-
tude de R, W(r) = o pour tout F(cR) disjoint de p, ¥,€A.C.
sur R.

Soit f(x) définie sur une plénitude d’'un R (de In); soit W (r) une
fonction de r(e M), cR, avec les caracteres :
(10.5) W est complétement additive dans JN et est intérieurement
continue dans o sur R, WeA. C. G. (sur R) et D W(z) = f(x) sur une

plénitude de R; pour une f donnée, si une felle fonction W existe, ¥ sera
unique.

En tant que WeA. C. G. entraine que D W(x), D W (z) sont finis
sur une plénitude on peut supposer dans (10.5) que D ¥'(z) = f (z)
fini sur une plénitude, de R. Si W, (i = 1, 2), de la sorte ainsi indiquée,
correspond a4 une méme f, alors ¥ =%, — W¥,€A.C.G. (sur R)
et D W (2) = o sur une plénitude H de R. Soit 9t = {r' | la famille
des r' (c R) de J1t tels que W'(r,) = o pour tout r, (de i) cr'. I satis-
fait 4 (7.11, 2,), ainsi qu'a (7.11, 3,) [en vertu de (7.4, 6°) et de la
continuité intérieure]. Avec (7.11, 1,) en vue, supposons (pour le
présent) que r est un ensemble de I, rcR, tandis que redm
(n=r1,2...)et

(“) r"cr'H", Zrn=r
et que, de plus, r* posséde une décomposition-f dans o1 (7.9), dont les
composants ¢,, sont dans I, r”=2q,,,,+ e.(®(e,) = 0). Soit p

(de on)cr. Alors en raison de (7.4, 3°) on obtient
ern( €M) =qu,.,,+pen=2 Eh,",,-o-e" (®(er) =o0),
t l 7

ou le troisiéme membre représente une décomposition-f dans om
de pr*; on a h',Cqn, . (€9), donc h;, €I et ¥(prv) = o. On note

que pr- (de DT‘L) 4or = p; W étant complétement additive dans on,
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il en résulte que ¥ (p) = lim W(pr') = o, donc re It [dans les condi-

tions données en rapport avec (1,)]; 9t vérifie (7.11, 1,). Soit
I, = {p}, €I, une famille ne couvrant pas R;

P=F—Ye(pedy).

Si p a un point x, isolé-s, il existe un r, (de M)z, r,CR, tel que r,p
soit dans la frontiére d’un ensemble de Jit; soit p, (de Im)cr..

On aura po—pop (de ﬁ)ch(pem,); d’aprés le lemme 7.10

(avec 9N, pour AN et p,—pop pour ¥, W étant complétement additive

dans JTL) on peut trouver des r,, €91, des §,, € mn disjoints, et des ¢,
(i=1, ..., k, fini) disjoints, tels que

¥ C ~ N ~ U
V(n—ap) =2 ¥(H), ob W(H) =X ¥(gv) vl
{

v=1
QV,ICFVC/'v[Emicm];
donc

gv, €IL, ¥ (gv,.) =0, (%) =0 et ¥ (po) = W (pop) =o.

Par 13, r,€ 9t; mais rydx,, d’oit r, est non couvert par 9¢,. 1l reste
a considérer le cas ou p est parfait-s; pR £ o; vu [(9.8), (9.8 a)],
pour ¥ =W,— VW, et R, il résulte que

(21) ¥,eA. C.surun ry (de M), cR, joim a p.

De plus, (3,) si r (de M)cr, Fp=o, on aura ¥(r)=o [en effet,
le lemme 7.10 s’applique encore en vertu de l'additivité compléte
dans M de ¥; on note que rc Zp(peéfhcﬂl)]. A -cause de (10.4)
(avec r, pour R) et de (2:), en tant que D W (x) = o sur une pléni-
tude, on déduit que ¥'(r,) = o; en effet, W(r.) = o pour tout r,
(de M) cry; done r,€ I et ry n’est pas couvert par I, (car ryp = o).
La condition (7. 11, 4,) est vérifiée; par conséquent Re dt,e.g. ¥ = o

sur R, ce qui démontre I'énoncé relativement a (10.5).
Le résultat suivant correspond a la remarque a la fin de [(R); § 15].

TutoriME 10.6. — Pour qu’une fonction W complétement additive

dans O el intérieurement continue dans O sur un R (de o) soil
D-totale d’une fonction f (x). définie sur une plénitude de R, il faut et
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il suffit que (10.6a) WeA.C.G. sur R e DW(x) = f(x) sur une
plénitude de R.

Adoptons les deux définitions contenues dans [(R); § 16] :

(10.7) W est dite continue dans O pour un r (de JSW)cR (de o),
si |W(r)—W()| <= dés que p (de M)cCR,

Q(r—ro)+P(p—pr)<m(e);

W est continue dans O sur R, si elle I’est pour tout rcR, (10.7 a)
on satisfait a la condition de mobilité, si (p, r, r', R étant dans M) pcr,
FcR, zer entrainent I'existence d’un r’ tel que pcr’, FcR, zer,
®(r') = @(r) (si z€r, on peut prendre r' = r).

TuEorEME 10.8. — R élant un ensemble de O et O satisfaisant

@ (10.7 a), si ¥ complétement additive dans J1 est continue dans ON

sur R (10.7) et si (10.8 @) — 0 < D W(x), D ¥(z) < + o sur R—H,
et D W (x) existe sur une plénitude de R, H, étant dans une infinité
dénombrable de frontiéres d’ensembles de O, alors

lr_—_(D)wa(x)dq:(x) '
sur R, e. g. W est la lotale-D de sa dérivée.
Ce résultat est analogue au théoréme contenu dans [(R); § 16].
La démonstration est assez différente pour justifier la présentation
des détails. En vertu de (7.3), moyennant les complémentaires,

on conclut que des F,,(m = 1, 2, ...) fermés existent, tels que

(II) FmCFm-H, EFm= R.
1

Soit E,, I’ensemble des points x de F,, tels que les relations

() pedM, V()< Faa
entrainent
(3) [ (p)|£m®P(p), pch.

D’apres (7.4, ¢°) il existe sur R une fonction v(z) positive, telle que
(4" peEM, B3z, D(p)<v(®)
entfrainent

(5") pcR.
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En vertu de (10. 8 a), il existe sur R—H, une fonction o< b(x) < o,
de sorte que

(6)  —b(z)<DW(z), DW(z)<b(z) sur R— H.

Sur R — H, est définie une fonction z(z) > o, telle que

7" peIN, FEYR D(p) < t(x)
impliquent
(8) [W(e) | <b(x) D (p)-

Pour x€R les F,, contiennent x & partir d’'un m. Si x est un point
sur R — H,, on peut trouver un entier m,, tel que

(9)  2€Fm, mxb@), ——=v(@), —-Z(a);
envisageons p comme dans (2'), mais avec m = m,; alors (¢') :
pax, ®(p) <t(x), D(p) <v(x):
on aura [(7') et (8'), (4') et (5] :
[W(p) | <b(z)P(p) <me®(p), pcR;

donc [(2') et (3')] = sera sur E,,,. Conséquemment,
(10") R— HocZEm.

Si z est un point sur E,, on aura z€F,.; considérons un p satis-
faisant a (2'); selon (7.4, 6°), on trouve g,, p, (de M), tels que

(11") pice, FCpa @ (p,— p1) est arbitrairement petit, D)< ;:—a.
En raison de (10.7 a), il y a un p’ de IR, tel que
7 l r
(12') Face,  Fece, 3z, P()=P(p) [< 70 vu (2 )];

un point y de E,, sera dans p'; d’aprés la définition de E,, [(2") et (3)]

et vu (12") : -

(13) W ()| «md()=m®P(p), ¢'cR, dou FicR.
Démontrons que pcR; au cas contraire, p étant ouvert, l'en-

semble p —p R sera non vide; p—pR ouvert est épais, et [(11),

(12) et (13)] :

p—pRcpr—p1; o< ®(p—p R) =< ®(ps—p1) arbitrairement petit;
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c’est impossible, car p est indépendant de p;, p.; donc pcR. Ainsi,
vu la continuité (10.7) dans ot de U’ sur R, on obtient (13') :

(14) |W(e)|<m®(p), ecR.

En résumé : zeE, cF,, p satisfaisant & (2'), entraine (14’),
e.g. (3") Par conséquent, x€E,; E, est fermé. La conclusion du
théoréme 10.8 s’ensuit [comme dans (R); § 15] en notant que’

R = H.,—l—ZE,,,[E,,, fermés], ¥g, €A.C. sur R, ¥eA.C.G. sur R
1

[va (9.9)] et en s’appuyant sur le théoréme 10.6.
(10.g) Etant donné un R de OR, admettons que f(z) soit tota-

isable-D sur tout r (de o) avec FcR. Posons W(r) = (D) f fdo

pour FCR et supposons qu’il existe une fonction ¥*(p) complétement

additive (dans 377:) sur R et intérieurement continue (dans o) sur R,
telle que W*(r) = W(r) pour tout r (de o) avec 7TCR. Alors

(D)fnqu: — W (R).

Cet énoncé découle de la définition 7.12, comme dans [(R); § 17},
en notant que r, (de M) R, rop # o (p parfait-s) entrainent 1’exis-
tence d’un r (de M), tel que Fcry, rp Z o.

(10.10) Soient Re€on et e un ensemble fermé; S = { ¢, | désignant
une décomposition dans It de R, considérons la limite, si elle existe :

(10 10a) T (R—R,) = limz (Gue =0) W(q,)  (pour M(S)—>o).
Si Pon pose W(r) = W (r) (re = o), = o (e 7% 0), ou r (de M)cR,

e.g. We=W_—W, on obtient T (R — Re) = fn e (Vintégrale de

Burkill). Le second théoréme contenu dans [(R); § 17] prend la forme
suivante :

TukorEME 10.11. — R, €I ef e fermé élant donnés (Re # o),
supposons que f (x), définie sur une plénitude de R, est sommable sur Re,

¥ (r) = (D) f“ fd® existe pour tout r (de M), cR, tel que Te — o,

F(R—Re). (10.10a) existe ef la fonction F(p—pe)[: Jwe o
4
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(de J’R)CR] est complétement additive (dans 3‘11) el intérieurement

continue (dans o) sur R. Alors
10.11 @) D dd = d®+T (R—R.).
(10.11a @) [ fa®=[ ja@+T(R—R)

Cela se démontre, comme dans [(R); § 17], moyennant la défi-
nition 7.12 et la remarque a la suite de (7.6), mais en tenant compte

du caractére de l'additivité compléte (dans DT‘L), qui intervient au
cas actuel.

DEFINITION 10.12. — f étant D-totalisable sur les r (de In) et «
pouvant étre transfini (des classes I et II), on dira que fe K, sur un

de :ﬁ, si f est sommable sur f{; pour « > o, on dira que
(10 12 @) feKq sur un R de .:J‘RJ,
si 'une au moins des conditions suivantes a lieu :
(1°) pour une décomposition-f (dans o) S ={gq,! de R on a
feKg,  (}i<ae) surg,
(2°) des p"(n=1,2, ...) de I existent, tels que
4R et feKp, (Ba<a) surjr,

(3°) au cas ou Reon, il existe un r (de o), >R, sur lequel f est
définie, tel que

feKg  (B<a) surr;
(4°) au cas ou Reon, pour tout r (de On) avec rc R, on a

feKg (B<a) surr;
(5°) au cas ou Reon, il existe un e fermé tel que f est sommable
sur Re, de sorte que feKs (3 < a) sur tout r (de om), cR, tel

que Te = o, et I'(p—ype) (10.104a) | = f ‘P"] existe et soit comple-
¢

tement additive (dans 571) et intérieurement continue sur R.

Cette définition correspond & une définition dans [(R); § 17];
pourtant il y a des modifications significatives [par exemple, voir
(10.12, 2°)]. Le résultat suivant [analogue au troisiéme théoréme
dans (R); § 17] aura lieu avec la définition actuelle des classes K.
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TueorEME 10.13. — Toute fonction f(x) D-lotalisable sur un R
de O appartient sur R a une classe K, (« des classes I, II).

Soit 9 ={p}, <o, la classe d’ensembles pcR, tels que
f@)eK, [pour un @ = a (p)] sur p. Si R'€ 91, e. g. fe K (@' = « (R'))
sur R', et si r (de M)cR/, il s’ensuivra (10.12, 3°) que feK.
sur r, donc re€di; ainsi I remplit la condition (7.11, 2,).

Soient maintenant : r(€M)cR, reM(n=r1,2,...), rtr

r possédant une décomposition-f dans It avec les composants dans 9,
donc

An
rn=2q,.,,+ én [®(en) =o0; les g,;, €9, disjoints pour » fixe].
=1

OnaurafeKsg, surq,.(i=1, ..., ks n=1,2,...).Prenonsa>{3,.
Selon (10.12, 19) feK, sur r*; d’aprés (10.12, 2°) feKa,., sur r
et reJt; la condition (7.11, 1,) est vérifiée.

Etant donné un R’ (cR) de I, supposons que tout r (de on),
avec rC R/, est dans 9t. On aura fe K, pour de tels r. De la famille
O* = { r* | dénombrable d’ensembles r* de oM, qui interviennent
dans (7.4, 1°) tirons tous les ensembles tels que ™* c R’; désignons-les
par r, (i=1,2,...); r,€9. Si r (de M) est un ensemble, tel
que FCR’, on pourra trouver parmi les r, une suite { r, | de sorte que
(%) 7‘c2r,, Fry#o0, FcR, feKs [(a,=a(r) surr].

1

En vertu du lemme 7.10 [avec {r, | pour 9 et r pour ¥] on obtient

* kv
~ ~ ~ L . ~ ~ Q|

r =Zp; gy, €M, disjoints; gvCry; pvz Gy ey
1=1

1

[une décomposition-f dans_ on, @ (e)) = o]. Ici les g, (€om) sont
disjoints. Or feKg surr, (i =1, 2,...);soituna > B, (i =1, 2, ...);
posons §* = §; +...+ §,; alors

[décomposition—f dans on, ® (e") = o),
‘E;"'(de OTI)TI‘; _q_v‘zCR'; qvaCry

(un des r)), d’'ou feKg, sur ¢y, avec B, =0, + 1 Lo
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Selon (10.12, 1°), f €Ky sur §*; d’apreés (10.12, 2°), f€Kqi, surr
(r de o ayant TCR'); enfin (10.12, 4°) f€K,., sur R'. Donc R' €9t
et la condition (7.11, 3,) est satisfaite.

Supposons qu'une famille 9¢, = {p}, <9It, ne couvre pas R;
p=R ——Zp (p parcourant 9t,) ;£ o. Si p contient un point x, isolé-s,

on trouvera un r, (cR), r,eM, ry3x), ropcgo, ot ¢ est dans la
frontiére d’un ensemble de Jn. Avec l'aide du lemme 7.10, nous
procédons comme dans le texte qui précéde (7.5); ainsi on trouve

desry, €91, (v=1,2,...), des B, (em’Z) disjoints, tels que

"0_"017:2?\» Bveny, 3v=zqv,l+ev
v=1 i=1
(décomposition-f dans O1L);

n ky

rt=rop +25v=2 an,;+ en( €M, ®(en) = o)1~ro.
v=1 v=1 (=1

Or feK,, sur ry; soit a>a,(v=1, 2, ...); ¢, (de M)cCr,, donc
(10.12, 39) : f€K, sur q,,; d’aprés (10.12, 19) (avec r* pour R)
on aura f € Ky, sur r*; enfin (10.12, 2°) : f € Ky, sur ro, d’olt 1, € 9T,
mais r, est non couvert par 9,. Si p est parfait-s dans R, (e. g. 'inter-
section de R et d’un ensemble parfait-s), alors f étant D-totalisable
sur R (selon I’hypothése), d’aprés la définition 7.12, en écrivant

¥ (¢) = (D) [ Fd%® (pcR),
e

on conclut comme il suit.
W est complétement additive (dans .ﬁi) et intérieurement continue

sur R; il existe un r' (de On), R, joint a p, avec I' CR, de sorte que
f‘D’,,:j‘ fdo pour tout rq (de JN) < r.
11 1p
Or
1If'l’=ll"--—‘l",,, I‘(p—pp)(:f‘lf'/')=W(p)—f‘l’p=1F(p)—fqu)
¢ P er
pour p (de M) cr'

(f étant sommable sur r'p); donc (1,) I'(p — pp) est compléiement addi-
tive (dans OTI) et intérieurement continue sur r'. Soient les r, tous les

MIEMORIAL DES SC. MATH. — N° 155. &
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ensembles de In* (7.4, 1°), tels que ¥, cR — p (ouvert); on aura
i’,ch(p parcourant 9,); d’aprés le lemme 7.10 (avec 9, pour 9

et r, pour ¥) on conclut ainsi :
Dans 9%, il y a une suite {r, | (v =1, 2, ...) telle que

ici le choix des r, 8y, qu,., e, dépend de s.

OrfeKs, (Bv=pB..)surr,=r,. Prenonsuna>3,, (v, s =1, 2, ...).
En tant que ¢,.cr.(=r,.), il s’ensuit de (10.12, 3°) que feK,
sur qv.. Le systéme {¢q,,}({i=1, ..., k;v=1, ..., n) représente
une décomposition-f (dans on) de 5" =@, +...+ B» (eﬁf ); d’apres
(10.12, 1°) fe Ky, sur g2 Or g2 4 r, (pour n — ), d’oit (10.12, 2°):
feKa.. sur r; avec a indépendant de s. Soit un redn, rcr’, rp = o.

Soient les r/ (j =1,2,...) tous les ensembles de la suite |r, |,
tels que

®

rc Erl, rrl # o, TIp=o, feKaia sur r/ (car r/ est un rf).
1

En reprenant le raisonnement & partir de (1*), on trouve des
g (EWL) 4 r (pour n — o), tels que

n Ay

= 2 2 ¢v.+en (décomposition-J dans ON), gvacry;

v=1 1=1

d’aprés (10.12, 3°), f €Ky sur ¢,,; selon (10.12, 1°) feK,.. sur g7;
en vue de (10.12, 2°) :

(I2) feKays surr, dés que redR, rcr, rp=o.

En résumé, d’apres (I,), (I.), f étant sommable sur r'p, et en vertu
de (10.12, 59) [avec r' et p pour R et e] on obtient feKq., sur r';
done r' € 9 et r’ n’est pas couvert par I, (car ' p 7 o). Ainsi It remplit
les conditions (7.11, 14, 20, 30 €t 4o) du lemme 7.11; par consé-
quent, Re€ 9t, ce qui démontre le théoréme 10.13.
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SiT (r), dans la remarque (7. 13 b), est intérieurement continue sur R
[dans (R) il a été noté que pour cela il suffit que W (¢r) (g€, reon)
ait ce caractére, comme une fonction de r; par exemple, il suffit que
toute intersection de deux ensembles de J1L soit dans Jn], alors il y
aura les opérations suivantes de calcul de la totale-D :

(10.1)  Yopération indiquée dans (7.13 b);

(10.II) l'opération traduite par le caractére de la continuité inté-
rieure dans O ;

(10.III) Yopération traduite par le caractére de 'additivité compléte
dans DTL;

(10. IV) VTlintégration lebesguienne sur certains sous-ensembles de R,
comme dans (10.11 a);

(10.V) lecalculdeI (p — pe) (10.10 a), qui intervient dans (10.11 a).
Le calcul de (D) f fd® s’échelonne suivant une suite transfinie
R

d’opérations qui termine pour un o« des classes I et II.

11. Les caractéres A.C.G., V.B.G. — Nous désignerons
par S (z, r) [Se (z, r)] 'ensemble de points z, tels que

(11.1) p(x, 3) B.1a)Zr [e(x, 3) <r,si r>o].
Nécessairement S (x, r)cF (= A (F)). S(x, r) est une « sphére »,

ou bien une « pseudo-sphére ». Soient z, z deux points quelconques
dans F (= A (%)); p (x, 2) est le minimum de ® (O), ou

(19) OeG, O>z, O3z,

s’il y en a de tels O. Or, selon la définition, toute enveloppe est contenue
dans F, donc @ (0) L@ (F) et p(x, z) £ @ (F); conséquemment
le nombre r, associé avec une sphére S (z,r)(x€F), ne surpasse
jamais @ (F).{Si pour un couple de points x, z on a ¢ (z, 2) = @ (F),
il s’ensuit que

(2v) P(F—0)=0 pour tout O satisfaisant & (1°).
En effet, @ (F) (=p (z, 2)) = min ® (0) (1°), e.g. @ (F) =@ (0)

(1°) < @ (F). Réciproquement, si pour un z et un z (2°) a lieu, il en
découle que

(39) p(z, ) = @(F) .

[on note que p (z, 2) = min ® (0) (1°), oi, vu (2°), on a ® (0) = @ (F)].
Définissons par

(11.2) C(z, r)=S(x,r)—8%(z, r) ={3z; p(x, 2) =r},
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la « surface », si elle existe, de la sphére S (z,r). En vertu de (29)
et (3°) pour que la surface v' = C (z, ®(F)) soit vide, il faut et il suffit
que pour tout z (€F) il existe un O de G', contenant x ef z el ayant
® (0) < @ (F). Ainsi, v sera vide si F n’appartient pas a G', tandis
que la mesure-® de chaque O de G’ est inférieure & @ (F).

(11.3) Supposons que max (G) ® (0) = ¢ < ® (F); alors toutes les
remarques précédentes, a partir de (1°), sont valides en remplacant ® (F)
par c.

Si F est un ensemble de G', le nombre p (x, z) sera défini pour tout
couple de points x, z dans F et ’on aura ¢ = ® (F). Nous dirons que r
est un « rayon effectif » de S (x, r), si a4 tout ¢ > o il correspond un z
dans S(z, r) tel que p(x, r) >r—:. Nous supposons qu’il existe une
constante ¢, o < ¢, (< ¢), telle que la « surface » C (z, r) de S (z,.r)
(o <rLc) ne soit pas vide, cela étant pour tout x dans l’espace
envisagé. Les sphéres survenant par la suite auront un rayon < c,.
Ainsi le rayon d’une sphére considérée sera toujours effectif. Admettons
que ® (C (x, 1) = o.

(11.4) Si z est un point sur F [et r est un rayon effectif d’une
sphére S (z, )], alors ® (S (x, r)) > r.

En effet, choisissons un point z tel que r — ¢ < p (x, 2) <r. Il existe
une enveloppe O, de G’ de sorte que

Ocor, O3, r—e<[p(z, 3) L] P(0:) < 1.
Si y est un point quelconque dans O, il s’ensuit que
¢(@,y) =min (0'eC’, 0’52, 0'3)) ®(0") £ ®(0c) <73
donc y et O; sont contenus dans S (z, r). Ainsi
O (S(z, r)) > P(O¢) >r—-=.

En laissant ¢ — o, on déduit la conclusion de (11.4). Le corollaire
suivant en résulte.

(11.4 a) ®(S(z, r))>o, si r (effecuf) est positif.

Envisageons I'espace L. de points r sur le segment linéaire [o, ¢,]
et lespace produit F* = FxL [ou F = A (F)cU]. Avec tout couple
de points v = (z, r), v, = (i, 1) de F*, pour lesquels ¢ (z, x,) existe,
nous associons le nombre

(11.5) p* (9, v1) =p (&, 24) +|r—r1|.
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¢* n’est pas une vraie distance, car'p ne l'est pas. SiT (v) (v = (z, )
est une fonction numérique définie dans F*, on dira que I (v) est
conlinue au point v pourvu que

(11.5a) |T(@)—T(v)]|—>o, quand p*(¢, v;) >0 (v; restant dans F*).
T (v) est continue dans F*, si I (v) est continue en tout point de F*,

DEFINITION 11.6. — Soient oW, Jit les familles d’ensembles dont il
s’agit dans I'hypothése 7.4 et la définition 7.7. Introduisons les

familles J1, o's, s, I comme il suit. I~ est la famille compre-
nant O et toutes les sphéres ouvertes; ' est la famille d’ensembles H--e,

ot H (ouvert) € " et ec H — H; ¢ est la famille minimale confe-
nant OW'*, telle que, si H,, H, sont dans o, les ensembles H, + Ha,
H,H,, H, — H,H} seront dans Oits; 0 est la famille d’ensembles
ouverts de s,

Comme il a été spécifié dans I’hypothése 7.8, tout sous-ensemble
d’un ensemble mince-® est mince-®. Tout ensemble contenu dans la

frontiére d’un ensemble de Os (en effet de 7~lc°) est mince-®. On note

que la frontiére d’un ensemble de Jt* est contenue dans la réunion
d’un nombre fini de frontiéres d’ensembles de s (e. g. de O et de
sphéres).

Hyporutse 11.7. — Soit W' (H) une fonction additive, numérique

réelle, définie (et finie) dans la famille oR* = { H} (définition 11.6),
possédant les caractéres suivants :

(10) ¥ (S (z, r)) est contenue dans F* = F XL comme fonction de
point (z, r);

V(S(x,0)) [=W(z)]=0; W(S(z,r))—>0

uniformément par rapport a x, lorsque r - o; ¥ (E) = o dés que E
est contenu dans la frontiére d’un ensemble de J1i¢ (donc de JTU).
(20) W est complétement additive dans o1, cela voulant dire que

(H) =2111'(H,,),

dés que Hedws, H,edt* (n =1, 2, ...) et les H, sont disjoints
ldonc W (Q) = lim ¥ (Qy), lorsque Q et Q, sont dans I et Q, 4 Q].
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(3)) La fonction ® est relativement @ 3t une fonction W, satisfaisant
au moins aux conditions données plus haut.

On note que @ est une extension d’'une mesure borélienne, tandis
que W en général ne l'est pas.

Envisageons les dérivées et la dérivée unique (si celle-ci existe)
sphériques, symétriques ainsi :
W(S(x, r))
®(S(z, 1))’

—QJW(x)=uml£_%—(£:+)); (pour r(>o0)—>0); ‘

(11.8)

DsV¥W(z) = DsW(x) = DsW(x),. si Ds...=Ds...,
On remarque (11.4 a) que @ (S (z, r)) > o pour r > o.

DEFINITION 11.9. — (A) est la classe des fonctions W (H) [He.’ﬁi’,

(définition 11.5)] satisfaisant a Uhypothése 11.7, telles que la dérivée
unique D* W (x) existe et est finie en tout point de F = A(%). En outre,
(a) est la classe de fonctions f(x) = D*W(x), W (H) parcourant la
classe (A).

(11.10) La classe (A) est additive, e. g. si W,, W', appartiennent a (A)
et ¢;, ¢, sont des constantes, on aura ¢, ¥, 4+ ¢, ¥, dans (A).

DEFINITION 11.11. — Soit W réelle jouissant du caractére (11.7, 1,).
Si E est un ensemble quelconque dans F, on dira que :
(11.11a) WeA. C. sur E (absolument continue au sens sphérique),
si & tout ¢> o il correspond un 7 () = E) > 0o, -0 avec ¢
de sorte que les relations

S(xi, r;)S(xt, ri)=o0 (i#£)), les xi&j:x, 2,...)€E.

(t-xran o<ry D O(S(al, ) £n(s)
entrainent
(11.11 ay) EIIP'(S(.z'i, r)) | <e.

/
Nous dirons que
(11.11 b)) WeV:.B. sur E (variation bornée au sens sphérique), si

(11.11 84) Var. (¥; E2=max2[‘lﬂ‘(5(xi, ri)|<wo
. i
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pour toute suite de S (z/, r;) disjointes, avec /€ E. ¥’ est absolument
continue généralisée au sens sphérique sur E,

(11.11 A) Y¥eA. C.G. sur E,

siE =ZE,,, de sorte que WeA.C.sur E, (n =1, 2, ...); West de

n=i

variation bornée généralisée au sens sphérique sur E,

(11.11 B) Y eV« B.G. sur E,

si E =2En et ¥eV.B. sur E,(n =1, 2, ...).
n=1

Dans cette définition, les suites de sphéres dont il s’agit sont finies.
Nous démontrons maintenant ’énoncé suivant :

TuEOREME 11.12. — Admetlons que W safisfasse a la pro-

priété (11.7, 1,). Supposons que sur E — d,, oit d, est au plus dénom-
brable, on ait ’ .

(11.12 @) —o <D 2DV <+,
Alors WeA. C*, G. sur E.

Pour n = 1, 2, ... introduisons les ensembles

(10) E,,:{.Z‘EE; WST;—T)-SPF(S@, 7)) | <L n pour r, tel que o < r <
?

)=

On vérifie que, si n; est un entier positif quelconque,,

(20) E = do+ 2 E;.
Soit ni = ¢,; on aura nl = maximum de ® (O,-) pour O;€G. Pour
0 0
tout entier n>. n, envisageons la famille G, = { 0,1, Onys, ...} de
tous les ensembles de G’ de mesure ne surpassant pas ZI[G',, peut jouer

le role de la famille G']. Pour un n fixe, retenons parmi les O, ; préci-

sément la suite de tous les ensembles, soient O}, O2, ..., de sorte

que 0% ne contienne pas O;', dés que i et m sont des entiers positifs

distincts. Soit G, = { O}, 02, ... | cette famille partielle de G,.

On note que

(30) 20;=F, (04) <
i

1
n
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L’ensemble E —d, (2,) peut étre exprimé comme la réunion

(4o) E—dy= E E Ex,, o E,;=E,O}.
nxn, =1

En distribuant les points de d, avec la suite dénombrable d’en-
sembles E,, (n > no; i = 1, 2, ...), on peut faire en sorte que

(50) E =Z (¥Yni+ Eny), ou Z}’n.l= do,
ny n,

Yni (€E,,) étant un seul point, ou bien y,, étant I'ensemble vide.
Considérons un ensemble y,, + E,, non vide; soient 2/ (j =1, 2, ...)
des points et r, des nombres, tels que (avec n, i fixes),

(60) x/€yni+Eny ol ry, S(z/, rj)S(a™, rm) =o, (J#m);

nous supposons qu’il y ait au moins un 2/. Or selon I’hypothése (11.7, 1,)
a4 tout ¢> o il correspond un % (:) > o, de sorte que r==¢ ()
entraine |W(S(z, )| < ;; vu (11.4), ® (S(z, r) £% () implique
r £t (), d’ou

(11.13)  ®(S(x, r))<E(s) entraine |¥(S(z, r))|< ;,
t (¢) étant indépendant de x. En revenant a la situation (6,), considérons

d’abord le cas ol j <2 et il n’y a plus qu'un z/ sur E,,. Avec le
terme | W (S (x% r»)) | possiblement absent, on aura

(70) lllJ'(S(‘z'l’ I‘1))|+IIF(S(.'E'Z, r'l))!<5)
dés que ‘
(%) D (S(xt, r1)) + D(S(2 12)) ZE(e).

L’alternative de la situation ou les formules (7,) et (8,) s’appliquent
est le cas o deux au moins des x/ sont sur E, ; ainsi, ou bien :

(90) Yn, existe et ' = y,, et 2%, x', ... (deux au moins) sont sur E,,
ou bien :

(100) 2 n’existe pas et 2?, 2%, ... (deux au moins) sont sur E,.
Lorsque (go) ou (10,) a lieu, on obtient [(6,), (40)] :

(llo) § Z‘ieEn,i=EnO£, (j=2, 3,_._)’

| S(=/, r,)S(xm, rm)=o0 (j?ém;jé% mx2),
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pour les x/ (deux au moins) qui interviennent. Or (3,)
¢(a!, 2m) = min (01€G!, Otaar, O13m) B(01) £ B(04) £ =
(J>2, m>2).
Si pour un j > 2 [pour lequel un z/ dans (g,) ou (10,) survient] on
avait r, > %, il s’ensuivrait que x™(m3j; m> 2) serait contenu
dans S°(x/, r;), ce qui serait contraire 4 la derniére relation (11,),
doncr, £ ’%(j > 2).En tant que 2/ est sur E, (11,) et r, < %a il résulte
de la définition (1,) de E, que
| W (S(2/, r))) | £n®(S(x/; 1)) () =2)-

Donc, le terme W (S (z'. r\)) pouvant étre absent, il se voit que
(120) 2]‘1’(5(30’, )| £ |¥(S(a, "1))I+n2‘1’(5($’, 7))
1>t />
Définissons n, () comme le minimum des deux nombres £ (<) et 2—2
[7 () est indépendant des x/ et des r, (j > 1)]. La condition

(13) D 2(S(, 1)) £ an(e),

1
entrainera
D(S(=!, 1)) L Ma(e) L E(e),

donc (11.13) :
| (S(at, 1)) | < 2

[si 2 intervient, e. g. au cas (90)] et

Z ®(S(at, 1)) £ma(s) £ 5> done nz ®(S(at, 1)) <

I =2

€
>
Conséquemment (12) @

(14o) PALICIEANIESS

2

lorsque deux au moins des z/ €E,, et (13,) a lieu, toujours avec (6,)
en vue. Au cas o il n’y a plus qu’un z/ sur E,, le méme choix de »(g)
suffira [car n,(€) < £ ()], ce qui s’ensuit de (70) et (8,). Ainsi (140)
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sera valide, sans exception, lorsque (6,) et (13,) ont lieu [le nombre x,(¢)
étant indépendant des x, et des r,]. Ainsi (définition 11.11) lorsque
Yn: + En,. 7 0, on aura WeA. C*. sur y,, + E., (60). Or (50),

_
E =>~(J'n 1+ E, 1),

n,t

par conséquent (définition 11.11) WeA.C'. G. sur E, e.g. W est
absolument continue généralisée au sens sphérique sur E, ce qui
démontre le théoréme 11.12. Voici une conséquence de ce théoréme :
(11.14) Supposons que @ satisfait a (11.7, 1,). Toufe fonction W
de la classe (A) (définition 11.9) est absolument confinue généralisée au
sens sphérique dans F = A (F) : WeA.C. G. sur F.

Notons que, si W satisfait a (11.7, 1,), il existe une constante
telle que

(11.13) |W(S(z, r))|Lp=pn (V)< (reF;0LrLey).
En effet, selon (11.7, 1,) on aura
[E(S(z, r))|<ce pour o <<rZL3(e),

ol d(¢) est indépendant de x; donc il existe une fonction n, (r), >o
pour o <rc, finie et telle que n, (r){ o avec r| o, de sorte que

[W(S(z, r)) [ <mu(r);

(11.15) s’ensuit avec p = =, (c).
L’inégalité triangulaire étant en général en défaut pour la fonc-
tion o (z, y) (qui n’est pas une vraie distance entre les points z, y),

néanmoins dans la suite il nous faudra faire usage d’une certaine
inégalité entre les trois nombres

") e=e(z, 21), o1=p(21, 22), pa=rp(2s &),
i, &, «, étant des points dans F. Si, par exemple, p; > p,, le point z,
sera dans la « pseudo-sphére » S (x., p:), et 'on aura

(2") p=Zo(S(xe, p1)) (3.16);

le second membre ici représente une sorte de « pseudo-diamétre »
de la sphére S (z,, p1). Nous allons établir le fait suivant :

(11.16) limg(S(x, r))=o0 (si z est un point fixe dans F).
7>0
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En effet, notons d’abord que deux points y =y (z, 1), z =z (z, 1)
existent (z, y, z étant distincts), de sorte que

(3)  yeS(zr), zeS(z,r), (S(x, r))<20(y, 2).

En tant que p (y, ¥) < r et p (z, ) < r, on peut trouver des ensembles
A=A(r1), B=B(z,7r), tels que

(4") AeG, BeG/, As(y, z), Ba(3, x);

(e(y, ) ) (M) <20(); @) <L2r;  (p(3, 2) <) B(B) <2p(3 2)L2r.
x étant dans A et dans B, les enveloppes (de G') A et B sont jointes;

de plus (4') ® (A +B), <4r, o avec r. Par conséquent, selon
I'hypotheése 3.9 il y a une enveloppe C telle que :

(%) CeG'; C>A +B; ®(C)—>o0 avec ®(A + B), donc avec r.

Or C contient les points y, z, donc p (y, r) < & (C); vu (3') et (5'),
on obtient
p(8(x, r)), <2®(C), ->o, lorsque r-—o,
ce qui vérifie (11.16).
Quelques développements dans la suite seront dans la condition
suivante.

HypoTHESE 11.17. — La formule (11.16) a lieu uniformément par
rapport @ x (€F); il existe une fonction o (r) (o <r=c,), qui ne
dépend pas de z, telle que

(11.17a) e(8(x, r)) Lw(r) et li;r(n)w(r):o.
THEOREME 11.18. — Soit (11.7, 1,) valide pour W ef pour ®. Admel-
lons que U'hypothése 11.17 ait lieu. Soit E, cF, un ensemble tel que

pour tout nombre - > o E soit contenu dans la réunion d’'un nombre
fini d’ensembles de G' de mesure ne surpassant pas %. On aura

(11.18a) YeA.Cs. sur E entraine ¥'eVs.B. sur E;
par conséquent
(11.186) WeA.Cs.G.sur E  entraine WeVs. B.G. surE.

Posons que WeA.Cs. sur E [(11.11 a)~(11.11 @)]. Il existe un
1 (e) > o tel que

) S@h, S ny=o (i#)), @ (=12..} cE
o<y N ®(S(al, r)) Ln(e)
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implique

(20) PALICIC AU LR

Soit ¢° <o <c°é§co> tel que o' (r) [4 la suite de (7,)] <L ¢ et

o (@ (r) < ¢, pour o <r=c" Si O est un ensemble de G’ tel que
OE # o, ® (0) < ¢° considérons le cas ou OE posséde plus d’un
point; s’il y a deux points 2/ (j =1, 2, ...) au moins sur OE et
les S(x/, r,) sont disjoints, on aura [par un raisonnement qui inter-
vient 4 la suite de (119)],

p(al, 2m) = ®(0),
de plus,

(31) r<e(a, x2m)=®(0) (pour les z/, m qui surviennent).

Donc les sphéres S (2’, r,) sont contenues dans I’ensemble
(41) 0, =2(zeO)S(x, r), ou r=®(0).

O, est 'ensemble des points y, tels que p (y, O) < r, le nombre p (y, Q)
étant défini comme le min p (y, 2), le point z parcourant O. On a

(81) D @(S(ar, r))) < ®(0,).
/

Soient y, z des points sur O,, donc
(0, 0)=r,  e(50)<£r;

deux points yi, z; dans O existent, tels que
3 3
F(}’,.}’t)<5r, el(3, zl)<—2-'r;

on établit cela en considérant séparément les cas oi1 p (y, 0), p (z, 0)
sont positifs ou bien zéro. Vu (1’, 2')

(%, ¥1) Z (S (51, max. {p(3, 51), p(¥1, 21)}))

puisque p (y:, z:) < r on obtient (11.17 a) :

(64) p(z, y,)ép(S(zi, gr)>éw(gr>.
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D’autre part,
e(0y 3) Ze(S(y1, max. {p(z, 91), p(¥, Y1) 1))
or p (g, 1) < >r, donc [(6,), (11.17 a)] :
(71) e(ys 3) L p(S(y1, w'(r))) L w(w'(r)),
ol w' (r) = max g Zr, 13 (g r) : (—oavec r); de la,
p(0,) < w(w'(r)).
Soit , un point quelconque de O, ; pour tout point z de O, on aura
e(zo, 8) Zp(0r) L 0 (0'(r));

conséquemment, O, CS (z,, » (o' (r))). Ainsi (5,) :

(8) X B(S(ar,r)) £ 8@y, w(0'(r), od r=8(0)(<£e);
]

ici (o' (x)) (o0 avec r) est indépendant de z,. En notant que
(11.7,1,) a lieu pour @, le raisonnement du genre survenant a la
suite de (11.15) mene a la conclusion qu’il existe une fonction m,(f),
> o pour o <! c, finie et telle que n,(t)| o avec t| o, en sorte
que ® (S(xy, £)) < no(t) [0 (¢) étant indépendant de x,]. Vu (8,) le résultat
suivant en découle :

D O(S(arr)) Zne(w(w/(r)) = wi(r), —>o,
(91) ;

avec r= ®(0)(Lc;

le second membre ici est indépendant des x/, r,, dont il s’agit a la suite
de (2,). Envisageons la constatation [(1:), (2:)] avec

(11.15) e=p=n(¥)
4 cause de (g;) on aura

(o) NS, ) Za(w),  disque B(0)Lru(<Len),
/

olt ry (> o) est un nombre fel que w,(r) <n () pour o <r<r,.
Dans la situation décrite dans le texte qui précéde (3.), les condi-
tions (1,) seront satisfaites (pour OE) avec ¢ = p, lorsque ® (0) < ry;
donc (24) :

(1) N ws@, )L (52(0)<r).
]
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Si la suite de sphéres S (z;, r/) (avec 2/ € OE) consiste en une seule
sphére S (2, ry) (cela inclut le cas ou OE consiste en un seul point),
en raison de (11.15) on aura |W (S(z', r))|< p (il est entendu
que r; £ ¢,). En résumé, si

(124) 0eG/, OE # o, ©(0)<Lry (101),

les S(x/, r;) (une au moins) sont disjointes, =/ € OE, r; > o, alors
I'inégalité (11,) aura lieu, donc (11.11 b,) :

(13;)  Var.(¥; OE) = p = p(¥) <o, si. (0) =y (104).

Dans la famille G’ on peut trouver un nombre k = k (1) fini d’enve-
loppes O, (v =1, ..., k), telles que

k
(141) 0,E o, EcZov, ®(0,) < ry.
1

Nous faisons en sorte que O, ne contienne pas O,, pour i > m. Dési-
gnons par S; = S (y/, ¢;) une suite de sphéres, telles que

(15:) SiS;=0 (i), ylek.

Soient les S,; = S (y'4, 7)) celles parmi les S; dont les « centres »
se trouvent sur O,E; y' € O,E. Puisque ® (0,) < ry, (12)) et (13))
(avec O = 0,) s’appliquent; ainsi (s’il y a des S.))

(161) 2 | W(S,;) £ Var. (¥; 0,E) < p.

' i

Soient les S,;= S(y>! 0,,;) celles des S; dont les centres y*‘ sont
sur 0, —0,0,, e.g. y*»*€0,E — 0,0,E; les S,; ne comprennent
aucune des S,;; les S, et les S,;, ensemble, représentent toutes les S;

dont les centres sont dans O; + O,. En tant que ® (0.) < ry (144),
selon (12,) et (13,) on déduit encore :

(171) 21‘1’(52,0 | < Var. (¥; 0,E) = p.
En général, désignons par
Sqit =S (¥7% 0431) (9 £ k)

les S; (15:) dont les centres y7i (i = 1, 2, ...) sont dans

0y=07,—04(0;+0:2...+04);
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on remarque que y*' € O, E, quelasuite { S;,} (i =1, 2, .. .) ne contient
aucune des S,,(p<q) et que les S,, (p=1,...,¢;i=1,2,...)
comprennent toutes les S, dont les centres sont dans O, 4-...+ O,.
De la méme maniére que (10,) et (17,), on obtient

(18y) D IW(S40) | < Var. (W5 O4E) < .

LessuitesS, (j=1,2,...)etS,, (p=1,..., k; i =1,2,...)sont
identiques; les S, sont disjointes (15;); donc (18;) :

k A
(190 DIFES) =X D 1W(S,0) | <Y Var. (¥; 0,E) < ku;
] p=1

p=1 1

conséquemment,
. A

(M.19) Var. (¥; E)éEVar.(‘P‘; 0,E) < kp (141)-
p=1

Cela veut dire [(11.11 b); (11.11 b;)] que W eV . B. sur E, en consé-
quence de la supposition que WeA. C'. sur E; ce qui démontre la
partie (11.18 a) du théoréme. La conclusion (11.18 b) résulte de (11.18 a),
déja établie, et de la définition (11.11 A). Le théoréme 11.18 est vérifié.

REMARQUE 11.20. — La conclusion (11.18 b) du théoréme 11.18
reste vraie, si la condition W € A. C’. G sur E, qui intervient dans (11. 18b),

a lieu au sens que E =ZE,,, VYeA.C.surE,(n=1, 2, ...), landis
1

que pour lout : > o, E, est contenu dans la réunion d’un nombre fini k (n, £)

d’ensembles de G' de mesure < ¢, cela étant pour n = 1, 2, ..., E possi-

blement ne jouissant pas de cette propriété.

En effet, WeA. C'. sur E, entraine [d’aprés (11.18 a) pour E,]
¥YeVs.B., sur E,(n=1,2,...), ce qui veut dire PeV:.B.G.
sur E.

Voici une conséquence de (11.14), du théoréme 11.18 et de la
remarque 11.20.

(11.21) Admeltons que ® satisfait a (11.7, 1,), Uhypothése 11.17 el
que ¥e(A) [définition 11.9; alors WeA.C'. G. sur tout ECF].

Si E = ZE,,(CF), oi1 chaque E, (n =1, 2,...) est de la sorte spé-
cifiée dans 11.20, on aura W eV*.B. G. sur E.
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12. Les caractéres A.C:. G.,, V. B. G. (suite). — Rappelons-
nous qu'un ensemble E, contenu dans un ensemble G (cF), est
partout dense sur G, si tout point de G est un point d’accumulation
de E; dans I'Ouvrage actuel, cela revient a ce que, si y est un point
de G, tout ensemble O de la famille G’, contenant y, contient des
points x de E distincts de y. Le résultat suivant est analogue a une
constatation dans [(T!); p. 108].

THEOREME 12.1. — Supposons que ¥, ® satisfont a (11.7,1,).
Admettons (3.1c) (ainsi que le reste de Uhypothése 3.1). Si E,
G (cF), est pariout dense sur G et si

(12.1a) YeVs. B. [A. Cv.] surE,
il s’ensuivra que

(12.16) WeVs. B. [A. C..] surG.

Supposons d’abord que We V<. B. sur E et soient S; = S (y/, 7))
des spheres telles que

(10) S;Sm=0 (i#m), yieG.
Selon (11.11 by) :
(20) Var. (¥'; G) = maxz"J | ¥ (S|,

i

le maximum ici étant pour les S, assujetties & (1,). Or, selon I'hypo-
thése actuelle,

(30) Var. (¥; E) = max )\ | ¥(5(at, ) | <+,
i

le maximum étant pour S (z/, p) (i =1, 2, ...), telles que
(40) S(zl, @) S(2™, pm) =0 (i m), rieE.

Envisageons une suite (1,), S, =S (¥, o) (i =1, 2, ...), et choi-
sissons une suite (4,) de sorte que

(50) [TW(S) | — W (S, p)) || <eamt (i=1,2,...).

Pour vérifier la possibilité de la réalisation de (5,) notons d’abord
que | W (S (z, r)) |, ainsi que ¥ (S (z, r)), est continue dans I'espace
produit F* = F xL, comme fonction de (z, r), e. g. [(11.5), (11.5 a)] :

[1W(S(y, ) | — | ¥ (S(2, e)) || >0,
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quand

Uy, ), (x,p))=p()y,x)+|o—p|>0  [(y, o) restant fixe, € F*]. .
Donc il existe une fonction ¢ () = ¢ (y, o; %), > o pour o < L&,
de sorte que
(60) (1S, 0 [ — [ E(S(=,0)) || <E

[ pour ¢ ((5,9), (2, 0)) < q(8),

d’otr pour (z, p) (€ F*) tel que

(70) (@) <528, le—pl<;a(B).

En tenant compte de [(3.6), (3.6 a)], définition 3.7 et (3.8), il se
voit que, E étant partout dense sur G et y/ étant un point sur G (1,),
il existe une suite de points 2!, (v = 1, 2, ...) sur E, tels que 2}, =y,
o (Y, x\) — o pour v — co. En choisissant v assez grand et en posant
z, = z/, d’aprés (6,) et (70) (avec (y, ¢) = (¥, oi) (10) et £ =c2t)
on obtient

[TW (S5, o)) | — | W(S(at, 0)) || <2,

8
(8) ou xieE et e(yl, xi)<%q¢(52—i),

g.(e20) = g(yh, o5 ¢271) (>0), pounuque |o—p|< Sqi(ea),
on peut faire en sorte que d;=p (¥, 7)) (ou '€E, z' £y soit
aussi petit qu'on veut, mais en tout cas tel que d; < %qi (c279).

Pour i =1, 2, ... il faut choisir p = p; et z/ (€ E) dans (8,) de
sorte que

I
o= e < 5 quea),

tandis que les S (z, p;) soient disjointes. C (3, o;) (11.2) étant la
surface de S (y', 7;), posons

(90)  pi=p(al, C(y, @)  [= ming(ai, z) pour ze€ C(y?, ar)].

D’aprés la remarque qui précéde (11.4) (donc o; = c), C (¥, o)
n'est pas vide; pour d; = p (), y)) > o (z'€E) suffisamment petit
€S (y, o) et pi(9)) est positif. On trouve un point z' = z' (%)
tel que

(109) HeC(yl, ), (pL)p(xl, 8) <(1+di)pi;
MEMORIAL DES SC. MATH, — N° 155. 6
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la premiére relation ici veut dire p (¥, z) = o.. Selon la définition
des pi(90) les S(x,p) (cS@,o)(=1,2,...) sont disjointes.
Or, pour un i fire, envisageons les points y/, o/, z’; le point y’ et le
nombre g; = p (¥, z') sont fixes, tandis que 2z’ (10,) est possiblement
variant avec 2/ (€ E); en vertu de la condition (3.1 ¢) (avec x, = 2/,
L=y, x, =2, oc=o0) il se voit que ¢ (z, ) >o; lorsque
d; = p (x%, y) (> o) - o, x' restant sur E; vu (10,) (pour le i considéré)
limp= o< lim(1+d)p=limg, dou limp=g,

" quand d; — o (avec x'€E). La derniére relation signifie que sur E
on peut trouver un ', de sorte que d, < g ¢, (:27) et que pour

le p; (9v), qui lui correspond, on obtient
(110) |°"-P:|<£Qi(52")-

Le point x/ (€ E) et le nombre p; (9,) étant ainsi choisis, on s’apercoit
que (8,) est satisfait, avec ce p = p;, tandis que les S (z/, p;) sont
disjointes [voir une remarque a la suite de (10.)]. La constatation (5,)
est vérifiée.

D’aprés (50)
I ‘L'(S(J”, ;) ‘ = ‘ IF(S(.Z", pt)) l + X ou ‘ 3] | <eo2,

les o, étant les nombres introduits en rapport avec (1,). Par 1a (20) :

WS (10) <X IW(S(at, ) |+
i i

pour certains z' (€E) et p;, qui satisfont a (4,); d’ou

2|‘F(Si)i<Var.(‘F; E)+¢ (fini);
i

les S; = S (¥, o)) sont assujetties & (1,), donc

Var. (¥'; G) =Var. (W; E)+¢ et  Var. (¥; G) < Var. (¥'; E).
De méme, Var. (¥; E) < Var (¥'; G), car EcG, par conséquent (3,) :
(120) Var. (¥; G) = Var. (V; E) <+ et Y eV B. sur G, »

* ce qui démontre le théoréme pour le caractére V+. B,
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Considérons maintenant le cas ot W€ A. C*. sur E [(11.11 a, @y, @))].
Ainsi, 4 tout = > o, il correspond un 7 (¢) (= n(z, E) > o (— o0 avec ),
tel que

(19) Z(D(S(x', p)) Zn(e) [xzt€E; les S (a2, g,) disjointes]

entraine

(2) NI (S(arp)) | <o

7

D’autre part envisageons une suite S (3, o), telle que
(3) 24’(5(}", e))<m(cs)  [17€G; les S(y, a,) disjointes].

Moyennant le, procédé, survenant de (5,) jusqu'a (11,), on peut
trouver des z', €E, et des p, (> o) de sorte que S (', p,)CS (¥, ¢.),
donc les S (zt, p) sont disjointes, tandis que

|°x_Pl|< iqz(ﬂl“‘)
() =2qUnh e (B, e(ph @) < 5 qu(e2),
[0S a)) | = |W(S(a, p)) || <eam  (i=1,2,...),
de plus on note que [vu (3°)]
(50) N (8 (x, 0)) < X, 2(S(54 0)) < (o)

En écrivant
[ (St 0)) | =T (8(a, p)) |+ Dy

on obtient |2, | < z2; donc
(6°) N Iw (S 90) | <X 1 F (S p)) | +e.

D’aprés (5°) les x* et les p, 4 présent considérés, satisfont & (19);
de 1a [(29), (69)] :

E |W(S (g1, 0.)) | < 25, des que 7, o, satisfont a (3°).

Par conséquent ¥ eA. C'. sur G (11.11 a, @, a.), ce qui achéve la
démonsiration du théoréme. Voici un théoréme dans le genre de
M. Denjoy.
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THEOREME 12.2. — Supposons que W, @ satisfont a (11.7,1).
Admettons Uhypothése 3.1, la condition (3.1 ¢) incluse.

Pour que ¥ €A. C'. G.[V'.B. G.] sur un ensemble fermé (e. g. noyau) E
il faut et il suffit que tout sous-ensemble fermé H de E contienne une
portion

(12.2a) w, oo o=A'H(# o) et AveG/,
de sorte que
(12.25) VeA. C<[V:. B.] sur w.

[Comparer avec (T'); p. 111]. Si WeA. C. G. sur E, il existe une
réunion finie ou dénombrable E =2Em en sorte que

(11) YeA. C. sur E, (n=1,2,...);
la fermeture E,cE; d’aprés le théoréme 12.1,

(”1) YeA. C. sur E,.

Ainsi on peut supposer que les E, sont fermés. Pour H, CE, fermé
onaH =ZHE,,, ou les HE, sont fermés. Il existe un HE,, qui

contient une portion @ de H; on peut faire en sorte que » soit de
la forme (12.2 a). D’aprés (2,) (pour n=n') on obtient WeA. C-.
sur @ (car m CE,). Ainsi (12.2 b), pour le caractére A. C'., s’ensuit
du caractére A. C*. G. sur E de W.

La réciproque pour les caractéres A.C:., A.C'. G. — On admet
que tout H (o), cE, fermé contient une portion », telle que

(31) w=A%H %o, ou A’e(G/, et YeA. C. sur .

Les ensembles de la famille G’ (2.8) forment une suite dénombrable;
désignons par A,(n=1, 2, ...) la totalité de tous les ensembles
de G' (s’il y en a), tels que '

AE=zo0 et ¥eA. C.G. sur A E,

(4 donc WeA.C.G surQ=ZAnE.

Si I'ensemble H = E — Q n’est pas vide, H est fermé. Au dernier
cas (3,) s’applique, e.g. il existe un ensemble o = A°H (# o),
ou A’eG’, tel que WeA.C:. sur @. Ainsi (4,): WeA.C'. G. sur
Q + A°H; donc We A.C*. G. sur A’E (car A’EcQ + A°H). Néces-
sairement A° est un A, et A° doit étre disjoint de H; il y a contra-
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diction, donc le théoréme est établi pour les caractéres A.C'. G.
et A.C. La vérification du théoréme pour les propriétés V. B. G.
et V'.B. s’achéve de la méme maniére,.

En tenant compte de (11.14) et (11.21), du théoréme 12.2 et du

fait que F (= A(F)) est fermé (ainsi qu'ouvert) on est mené au
résultat suivant.

TuEorEME 12.3. — Admeltons que ® satisfait a (11.7, 1,) ef que les
hypothéses 11.17 (3.1) [(3.1¢) incluse] ont lieu, tandis que W e&(A)
(définition 11.9). Alors tout ensemble H fermé contient une portion

(12.3a) o, o w=A'Hx=o et AveG',

de sorte que WeA. C:. sur ». De plus, si F =2E,, (réunion finie

ou dénombrable), ou chaque E, jouit de la propriété qu’a tout : >o
il correspond un nombre fini d’ensembles de mesure <z de G, dont
la réunion couvre E,, alors : tout H fermé contient une portion w de la
forme (12.3 a), felle que WeV*.B. sur o. )

Le « rayon » d’'une « sphére » ne surpassant jamais c, [selon le texte
qui précéde (11.4)], démontrons les propositions suivantes.

(12.%) S°(z, p) (11.1) est ouverte.

(12.4ad) Si O est une enveloppe et x€O, il existe un r> o tel
que S (z, r) est contenue dans O.

Notons d’abord que C (z, g) est non vide, car g < ¢,. Soit y un
point dans S'(z, ¢); p (x, y) < p. Posons

(1) ¢ =¢(y, C(=x, p)) = min(z2€C(2, p)) p(y, 5)-

Il existe un point z,€C (z, p), tel que (p' <) p Y, z:) <p' + %

Supposons, s’il est possible, que p’ = o. Alors on obtient limp (y, z,) =o;
e. g. z,~ (G")y. En tant que p (7, z,) = p (fixe), la condition (3.1 ¢)
de continuité (dans I’hypothése 3.1, toujours admise) entraine que

limp(#, 2,) = ¢ = (2, ¥)
[on pose

Ty=Fn, =Yy, W=, .p(02x)=0c=p(z,y)]

ce qui est contraire 4 I'inégalité p (x, y) < p. Par conséquent o’ (1')>o.
" On note que S (Y, p) S (@, p). On peut trouver un point u, tel que

(2) uzy; p(y,u)<pg, donc ze€S(z p),
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Ensuite, il se voit qu’il existe une enveloppe B, pour laquelle
BeG'; B3y, Bau; (p(), u))P(B)<¢.
Pour tout point » dans B on aura
¢(y, ») =min(CeG’; Ca(y, »)) P(C) < 2(B) <¢';

d’'ou veS’ (z, p) et BcS° (x, p), ce qui vérifie (12.4).

Pour démontrer (12.4 a) il suffira de considérer le cas ot OeG’
[une conséquence de (2.8 a)]. Soit C la frontiére de O, e. g. C = 0 —O.

Sip'=p( C)=min(zeC)p(z,2) = o, soient z, (n =1, 2, ...)
des points tels que z,€C, p(x, z,) < ;‘ Ainsi lim p (z, z,) = o;
z, ~ (G')x; = est un point d’accumulation des z,. Mais C est fermé,
d’oit x€C. Il y a contradiction, donc g’ > o. On aura S (z, r)cO
pour tout o = r <¢'; (12.4 a) est établi.

On note que p (S (z, r)) = max p (y, 2) (pour y, z dans S (z, r)) 1,
en tant que r < ¢, et C (z, r) # o de sorte qu’il y a un z sur C (z, r)
[pour lequel p (z, z) = r]; de plus [(11.16), (11.4)]

limg(S(z, r))=o0 et Q(S(x, r))>r;

enfin, avec ® assujettie a (11.7, 1,), ® (S(z, r)) - o avec r. Par consé-
quent, on conclut comme il suit.

(12.5) Envisageons les trois affirmations (avec x fixe) :

(19) (D(S(\z', r))—o;
(20) e(S(z, r))—>o;
(3¢) r—o.

Une quelconque de ces constalations entraine les deux aufres. —
D’aprés I'hypothése 2.8 F (= A(F)) est séparable (définition 2.7);
donc il existe une suite dénombrable de points x; (i =1, 2, ...), €F,
partout denses sur F. Soit r,(j =1, 2, ...) I'’ensemble de tous les
nombres rationnels, tels que o<r, = ¢,; énumérons en une suite
simple

(12.6)  Si=S(np0) (k= pe=7n) (k=1,2,...),
les sphéres S(x, r;) (i,j = 1, 2, ...). F est indéfiniment couvert, au
sens de la mesure-® par les S}, e. g. tout point x (€F) est contenu

dans une suite infinie de sphéres de {S{} (12.6) de mesure-® tendant
vers zéro [en raison de (12.5) ce recouvrement est aussi au sens
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de (12.5, 2°) et au sens de (12.5, 39)]. En effet, si x est un x, c’est
immeédiat. Si x n'est pas parmi les z, posons d, = ¢ (x, x).
A :>o0(:<¢) il correspond un z, tel que d, <¢; €S (x, 1)
pour tout d, <r < c,. Il existe un p, (rationnel), tel que d, <o, <¢;
alors x€ S’ (x, p,); de plus, la mesure-® de S° (z, p,) () peut étre
faite arbitrairement petite, avec c, avec un choix approprié de =z,
et de o,.

13. Définition de la totale-(S), son unicité et quelques-unes

de ses propriétés. — Admettons que le théoréeme de Denjoy-Vitali
ait lieu pour les sphéres au sens suivant.
(13.1) Soit 9t° une famille de sphéres (fermées) telles que tout point
d’un ensemble H est contenu dans une suite de sphéres de Jt* de
mesure tendant vers zéro. Alors, étant donné un : > o, on peut trouver
des sphéres disjointes S, (i =1, ..., v) dans 9, telles que

M{S, | <e (ou M{S,} =max®(8S,)),

v / v v
<1>e<1i—H25,>< :, «be( ZS,—-—HES,><E.
1 N1 1

Ce théoréme aura lieu, si 1 < a < b existe, de sorte que pour fout s
fixe de 9> on ait @, (2 (s)) < bD(s), ot Q(s) est la réunion des <
de 90 pour lesquelles so 7 o, @ (¢) < a® (s).

Si ¥ est une fonction définie pour les sphéres (fermées) et si p (¢ F)
est un ensemble quelconque, posons
f Wip(s)=Y(s) (si le centre de la sphére s est sur p),

(13.2) =o0 (si le centre est étranger & p).

Notons que, avec I’hypothése (11.7, 3,) toujours admise et & cause
des propriétés de « sphéres » déja indiquées, et 'hypothese (7.9, 69)
pour O étant admise, on obtient ’énoncé suivant.

(13.3, 69 A fout r de On* (définition 11.6) el a lout ¢ > o des rs, pe
de v correspondent, tels que

reCr, T Cp, lI)("_"'E)<s) <I)(93—'r)<5'
En effet, si reon, on peut choisir r. et p. dans o (vu 7.9, 69);

si r est une sphére ouverte, on peut prendre pour r. et p. de certaines
sphéres ouvertes de méme centre que r.

Hvporuise (13.3, 7°). — Admeftons I'hypothése (7.4, 7°) avec la
famille on. remplacée par o (O* comprend N et les sphéres ouvertes).
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HypotHESE 13.4. — Soit ¥ assujettie aux conditions de I’hypo-
thése 11.7; en particulier, W sera compléfement additive dans ﬁs.

(13.5) On dira qu'un ensemble e € (*), e est de fype (¥), si e est contenu
dans un nombre fini de frontiéres d’ensembles de J1* [tout ensemble

de type (*) est mince]. Si 9t, con; (définition 11 .6), est une famille
donnée, on dira qu'un ensemble r de JW* posséde une décomposition

finie dans N avee composants dans 9, si r =2q, + e, ou ee(*),

1
les g.€ 9L et sont disjoints.

(13.5") Si 9 est une sous-famille de Ity et r de JNS est couvert

par It, des r, et gy (v =1, 2, ...) existent tels que r =Zpy, les p,
1

sont disjoints, p,Cry, p,€IN°, 1, €9,

En effet, vu la séparabilité, une suite au plus dénombrable
d’ensembles r, de 9t contiendra r; on aura r =erv, rr,,eﬁi;;
on peut poser

p1=rry, py=rry—rro(ps+...~+ py—1) (v>1),
avec les propriétés indiquées dans (13.5’). De plus, on note que
r=p14 .. py(=r(ri4. . 1y))
est ouvert, p* €N} et p* 4 r.
LemMeE 13.6. — Soit 9t une famille contenue dans In§ (défi-

nition 11.6), les ensembles de 9t étant contenus dans un H de 571-;,
It jouissant des propriétés suivantes.

(1)) Sirde om:, rcH, posséde une décomposition finie dans ams
avec composants dans It (13.5), r sera dans 9.

(20) Si reSl'fg, sirefl(n=r1,2,...)etr4{r, alors redt.
(3)) Tout ensemble r de fﬁg, contenu dans un r’ de 9, est dans It.

(4o) Si 9y, cIt, ne couvre pas H, il y a un r' de 9T non couvert
par 91..

Dans ces conditions (1,)-(40) He 9t.
En vertu de (4) H = ¥,(9)p; d’aprés (13.5) : H =Y p, ol
1
les p, sont disjoints, p,Cr,, p,€N, r,€9; (p.)° €M et, vu (3),

(pv)' € 9L; or
PP=pi4. o pv= (1) ..o+ (py)0+ ey,
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avec e, € (*) et p’ €Ny, donc selon (1,) on aura p*€9; p* 4 H, d’ou,
en raison de (2.), He 9, ce qui démontre le lemme.
Si reom; et p est fermé, joint a r, alors & : > o il correspond un

nombre fini de sphéres fermées s; = s(x,;) (de centres x;) disjointes,
telles que

(13.9) sjcr (=1, ..., ), Mis;}<e, (I><r—25,~)<s,

(13.7a) s;p=o, si z; est étranger a p.

On dira que S = {s;| est un systéme fini, relativement d@ p fermé,

dans un r de M}, si les s; en nombre fini sont des sphéres fermées
lisjointes dans r, assujetties a (13.7 a). Posons

(13.76) N(S)=N{s;}= max(M (571, qJ(r—Zs,-)) (=N(r, S)).

L’existence de telles sphéres s’ensuit en vertu du théoréme (13.1),
en procédant comme il suit : avec tout point x sur pr associons une
suite de sphéres dans r, de centre x et de mesure tendant vers zéro;
avec tout point x sur r — pr associons une suite de sphéres de centre z,
situées dans r — pr et de mesure tendant vers zéro; les spheéres
indiquées dans (13.7, 7 a) sont choisies parmi les sphéres de la famille
de sphéres que nous venons de définir. Ou bien le centre de s; (13.7, 7a)
est sur pr, ou bien s; est disjoint de p.

(13.8) Nous définissons une sorte d’intégrale de Burkill (au sens sphé-

rique symétrique) pour r, e, épais (si la limite existe) :

(13.8a) f W, = ‘Vw—llm D W (s)) = V(¥ rp)],
! (r° ¢p¢0

ou les s; sont assujetties a (13.7, 7a), avec (r)* pour r, et W, est
donnée par (13.2); nécessairement les centres des s; intervenant
dans (13.8 a) sont sur p. Si la limite (13.8 a) n’existe pas, on peut
envisager les intégrales sup. et inf. :

(13.85) J:F.EZ, [=h_m2

f s‘IJ‘( » (13.8 @) est ce que devient la limite (si elle existe);

(13.8¢) f ¥ =l'm2‘F(sz)
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[les s, assujetties & (13.7, 7a) avec (r)° pour r], lorsque ¥ est remplacée
par ¥,. Le nombre f Y dépend de p, en tant que les s, (13.7, 7 a),

servant a le définir, sont en rapport avec p; ce nombre est la valeur
d’une intégrale relativement a p.

(13.8") Si pour un r épais de ML (r) = f Y (rel. & un p fermé)

fini existe, il y aura un n =% (f) > o, tel que |W(S)—TI () | <s,
dés que S=/{s,} est un systéme fini (rel. & p) dans (r)",
avec M(S) < n.

Dans la démonstration de cet énoncé, les intégrales et les systémes
finis [dans (r)’] seront relativement & p. Or I (r) = lim ¥ (S)
[S systéme fini dans (r)’, avec N (S) (13.7 b) > o]; donc il existe
un 1 = 7 () > o, tel que

| W (S) — W (S®) | < 2,
dés que StV, S© sont systémes finis dans (r)° avec N (S¥) < n (i =1, 2).

Soit S ={p } (i =1, ..., v) un systéme fini dans (r)°, avec ® (p;) < n.
Il y a un systéme fini S, = {p,,, } dans (p,)’, tel que :

° € +
(10) lW(Sl)_'/s: ‘FI <5 ¢ ‘P<9¢—2‘ Pw>< 33]:;3
' ]
n
donc ¢<EPI—HPI,1>< 3

4H
Soit -
S'=iot}+ g} (k=1,...,v;i=1,...,v), DS,

un systéme fini dans (r)°, tel que

D (or) <m et ¢<r—29,—20k><£.

Choisissons un systéme fini Sq, = { o4,,» } dans (ex)°, avec

q><°l:““z°'k,m> < 3%7;

m

ainsi

(g
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et 'on obtient

(3 g

h,m

(T B (3 ) (B E)

Am

de plus

@ (7' —Z Pl""ZGA. m) < %’\;
[

A m

toutes les sphéres p, o1, p.,, 0. sont de mesure inférieure a w.
En posant

A1={Pl,/}; A2={°'A,ln},

on observe que 'pour les systémes finis [dans (r)] A1+ A, S + Ae
onaN(...)<<u; par 14

|W(A) = W(S) | = | W(Ai+Ae) = W(S+A) | < 5

en outre (1o): I‘IJ‘(A,)—I ‘lf‘<-;—, enfin
S

W(S)—fs'w‘«,

ce qui vérifie (13.8").

On dira que z, est un point isolé-s d’'un ensemble p, s’il existe
un r,€IM (ou bien de IM*) tel que r,>x, et rope(*) (13.5); p est
parfait-s, si p est fermé et dépourvu de points isolés-s.

(13.9) On dira que ¥ (définie dans ) est s. a. (additive au sens
sphérique) relativement & un p fermé pour un redns, si

(13.9a) V(r)= Eli;r;;%,z,

les s, étant assujetties a (13.7, 7a) avec (r)° pour r, e.g. si

W (r) —_—‘fsllf (rel. & p).

En tan;: que ¥(e) = o pour e€ (*), ce qu’on admel loujours, il s’ensuit
que W est s.a. pour tout r de O mince [car alors re(*), (r)° est
vide, W (r) = o, p n’intervient pas et (13.9a) aura lieu sans s,].
W est s.a. sur un r de O, si W est s.a. pour tout r, (de ﬁ*)cr
(relativement 4 un méme p fermé).
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TuEOREME 13.10. — Soit f(x) une fonction de point = définie
(finie), sur une plénitude d'un H de i, On dira que f est folali-
sable-(S), lolalisable au sens symétrique, sur H, s’il existe une fonc-
tion W, nulle pour les ensembles (*) (13.5) dans H, telle que :

(1°) W est complétement additive dans O sur H;

(2°) si p est parfait-s dans (H)" (au cas ot H est épais) et si r,
e, cH et priZo, alors il existe un r' (de JOt%), cr, tel que
pr' o et

(I) ¥ est s. a. relativement a p (13.9, ga) sur r', e.g. ¥ = f v
(rel. 4 p) dans r';

(I) V*(¥, rp) (13.8 a) [:/”‘F(,,, (rel. & p)] =f fd® (intégrale
. ry "lp

de Lebesgue) pour tout r, de Ji*cr’. On dira que
(13.10a) (S)ffdtb: v (H),
H

ou le premier membre est la fotale-(S) de f sur H. La tofale-(S) est
unique.

Les régles de cette totalisation seront développées dans la suite.
Si H(edi) est mince, cest que He(*) (13.5) et W = o pour tout
souas-ensemble de H et le cas est trivial. Si H(em") est épais,
Y (H) = W ((H)?); dans ce cas, si la totale-(S) existe pour un des
ensembles H, (H)?, elle existe pour l'autre et la valeur sera
W (H) = W ((H)"). Dans la démonstration de 'unicité de la tofale-(S)

on peut se borner au cas ot Hen; (e.g. H de N est ouvert).
Supposons, s’il est possible, qu'a une fonction f(z) totalisable-(S)
deux fonctions W,, W, de la sorte spécifiées correspondent;

W= V', — W, est définie dans IN* sur H et remplit les conditions
du théoréme. Soit 9t la famille de tous les ensembles p, tels que

(1) pedM;, ocH, W(g)=o pourtour g (de i), cp.

I vérifie (13.6, 3,). — Supposons que r(efﬁiS)cH et que r
posséde une décomposition finie dans an* avee composants dans 9t,

e.g.r =Zq, + e, e€(¥), les q., € I, sont disjoints. Soit p, (e 571‘) cr,
1
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alors p; =2 p:q. + €', e'€(*), ot les p,q, sont disjointes; p,q, est

dans J1t* et est contenu dans un ensemble de 9t, d’ou
Vipg)=o et W(p) =Y W(prq)+Vie) =0,

par 13, redt; I remplit (13.6, 1,). Soient rem;, red et rmir.
Siop (eoTv)Cr, on aura p,r"(e:ﬁi*‘)Tp, et, d’aprés (13.10, 19),

¥ (o) =lm Y (p,r"); p,r* de O étant dans r de 9%, il en résulte
que W(p,r) =o, donc ¥ (p;)-= o et reI; It satisfail a (13.6, 2.).
Ayant (13.6, 40) en vue, envisageons une sous-famille 91, de 9 ne

couvrant pas H. L’ensemble p = H-—z (9t)p est fermé dans H.
Si p a un point x isolé-s, il existe un r, de M, r,CH, contenant x et
tel que r,pe(*) (13.5); r,p€IN'; on obtient

r°=ro—rope5ﬁ3, r°c2(9‘(4)p.
Selon (13.57) : r° =2 pvs ol les p, (eb'li‘) sont disjoints,
1

pvery(€9y), =+ py( eDTf;) = (p1)°+...+ (py)?+ ey,
eve(), (p)edMi;
d’aprés (13.6, 3,), déja établie, et puisque (p,)°cr,€9It,ca, il
s'ensuit que (p,)°€dt. En vertu de (13.6, 1,) : p*€9t. Or p"4r°
(de 5’11;), donc (13.6, 2,) : r°€9t; d’autre part,

ro (de M) =10+ rop =ro+(*),

e. g. r° posséde une décomposition finie dans Jn avec un seul compo-
sant dans 91, d’ou, & cause de (13.6, 1,) : ry€ 9. Mais r, contient un
point de p et conséquemment r, de 9T est non couvert par ,, si p
a un point isolé-s. Considérons le cas ol1 p est parfait-s dans H. On a
Y — ¥, W, ou W,, W, sont de la sorte indiquées au théoréme.
D’aprés (13.10, 2°) pour ¥, en prenant un r de Jn’, rcH, pr=#o,
on trouve un r’ de s, r'cr, pr' Z o, tel que

$
‘l"1=f ¥, (rel.ap) dans 7',

s
f ¥y (rel_;’lp)=f fd®  [tout ri(€IM) cr'].
14 np
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A cause de (13.10, 2°) pour W,, avec r" au lieu de r, il existe un p’
de ons, p'cr’, pp’ # o de fagon que

1[”2=‘/1 ¥, (rel. a p) dansp’,

s
flp',(,,, (rel.ap)=f fao  [rout o( €IMs)ce’];
P pp

d’ont
< s
(24) ¥ =f Y (rel. 3 p) dans ¢, f Y, (rel.ap)=o
¢

pour tout p de la sorte indiquée, ce qui veut dire (13.2) :

. ” . N "~
(31) lim ¥ W(s)) =lim ¥ Wiy (s) = o,

s pF0 /

ou s,(j=r1,...,v;) sont des sphéres fermées et disjointes, telles
que s, Cp, tandis que s, est disjointe de p sile centre de s, est étranger

ap @) <s @(p—Zs,) < & On obtient

(41) P=251+P:a peedy,  B(p)<ce, ‘F(P)=Z‘F(Sl)+‘1"(pc)-

Parmi les s, désignons par s; les sphéres disjointes de p (donc le
centre de s, pourj = k sera sur p). Il se voit que siCp — ppC 2 (94y) ps.
Or (s)° (e0®) est couvert par 9L, (€It (1,)); I, est une sous-
famille de JiS. En vertu de (13.5') (s)° =Z h,, les h, sont disjoints,

=1

hycr,  hyed,  redl;
B = Ry B[ = (58)0 (1. 1) | € G5
Y= (h)0 ...+ (hy)"+ ey

avec e,e(*); d’aprés (13.6, 3,) (h))°€dt; selon (13.6, 1,) hved;

4 cause de (13.6, 2,) et puisque h*4+(s:)° on obtient (s)’€It.
Ainsi W (s,) = ¥ (s4)") = o et [vu (41), 34)] :

(5) W(p)= Y W(s)+W(e)
J#k

= 2 W (s,) + W(p:) = limW¥(p;) pour tout p(eﬁs)c;/.
$,p£0
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Dans les développements donnés plus haut, les h,, r,, h", e, dépendent
de k. En raison de (4,) et de la premiére relation (2,)

IimW(g:) =llf(p)—lim2ll"(9/)=llf(p)— /ﬁll' (rel. a4 p) =o0;
“e

dans (5,) : ¥ (p) = o pour tout p de JN; dans o' (eds), d’odr p' €91
mais p’ est joint & p et par conséquent p’ n’est pas couvert par 9,.

Ainsi il existe un ensemble de 9t non couvert par 9t,. La condi-
tion (13.6, 4,) est vérifiée. Donc Hedt, e.g. ¥, (r) = ¥, (r) pour

tout r(efﬁT‘L‘)cH, ce qui démontre le théoréme.

THEOREME 13.11. — La totale-(S) posséde les propriétés suivantes :
(13.11d) si f est totalisable-(S) sur un H de J1i, f sera totalisable-(S)

sur tout r (de E‘)CH; la totale-(S) possede sur H les carac-
teres (13.10, 19, 29);

(13.11 b) soient ¢, (i =1, ..., n) les composants d’une décompo-
sition dans J* d’'un ensemble H (de 570)[(3. g. H =2 q. + e es(®),

les q, ( € 51—{3) sont disjoints] ; si f est totalisable-(S) sur ¢, (i =1, 2, ..., n),
f sera totalisable-(S) sur H et

(S)ffdd):E(S)f fdd(=T(r)) pourtout r(edM*)cH;
! =1

14,

(13.11¢) la classe de fonctions totalisables-(S) est linéaire;

(13.11d) (S) [fd®§o (pour Hem), si f o sur une pléni-
bl

tude de H et si f est totalisable-(S) sur H;

(13.11d") si f=o sur une plénitude d'un H de o5, on aura

(S)ffd«p — o sur H;

(13.11¢€) si f est sommable-® sur un H de ans, alors

I{fdd):(S)f{fd@.

On observe que (13.11 a) s’ensuit immédiatement de la définition
de la totale<(S). Pour démontrer (13.11 b), désignons par ¥, la fonc-

tion qui correspond a f sur ¢. Alors I' (r) =2‘F, (rq.)) pour r de s
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dans H; on doit montrer que I (r) est la totale-(S) de f sur H.
Sire(*),onarqe(*) et I'(r)=o0. ¥, (p) (p(eﬁ‘)cq,) est comple-
tement additive dans O sur ¢, d'ou W, (rg) a la méme propriété
dans Ot sur H, e. g. T (r) posséde ce caractére sur H. Soient p parfait-s
et un reMm’, rcH, pr# o. pr est joint & un ¢;. En effet, au cas
contraire, prce [de (*)] et 'on aura pre(*), e. g. p aurait des points
isolés-s, ce qui est contraire & 'hypothése. Un point x de pr est dans
un ¢; (ouvert); q:r étant ouvert, il y a un p’ de o tel que p'>x
et p' cqr; or f est totalisable-(S) sur ¢, donc (vu 13.10, 2°) il existe
un r’ de o, r' co’, pr' Z o, tel que pour tout n(e5ﬁ") cr':

s
I Wi(r1) =f Wk, (rel. a p) dans r,
s n
(1 f Wy, (rel. & p) =f fdo.
71 1p
Pour tout r, de ﬁ‘, contenu dans r', on a
I'(r.) =2‘Fl(r,q,) =W (r1),

car 1, Cq: et ri1q, = o (i £ k). Ainsi [(I), (IT)] T est s. a. relativement
apsur r et f T, (rel. a p) = / . fd® dans r', ces conséquences

rop

résultant de I’hypothése : p parfait-s, r(e€on’), rcH, pr=o.
Cela veut dire que T est la totale-(S) sur H de f; (13.11 b) est vérifié.

L’énoncé (13.11 c) s’établit aisément; on montre que cf sera totali-
sable~(S), si ¢ est une constante et si f est totalisable-(S); de plus,
si fi, f. sont totalisables-(S), ¢ f: + ¢.f. (¢:, ¢. constantes) sera tota-
lisable-(S).

Pour démontrer (13.11d) désignons par ¥ la fonction qui corres-
pond a f selon le théoréme 13.10. Soit 9’ la famille d’ensembles p

de J1t;, tels que pcH et W (p;) > o pour tout p.(e:ﬁ‘)cp. On peut
se borner au cas de HeM . o' remplit (13.6, 3,). Procédons a la
maniére indiquée dans la démonstration du théoréme 13.10 a la
suite de (1,), mais avec 91" au lieu de la famille 9t, spécifiée dans (1)
(Iégalité W (p,) = o de (1,) est remplacée par l'inégalité fermée
¥ (p;) > 0). On montre que 9’ remplit (13.6, 1,) et (13.6, 2,).

Soit 9|, c 9, une famille d’ensembles ne couvrant pas H (65713);

p= H—‘\,: (9,)ps est fermé dans H. Si p a un point z isolé-s,
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il existe un r, (de M*)cH, r,>x, rope(*); 1° =ry—rop (de ﬁ;)
est contenu dans Z(:RQ)p,. Nous procédons comme dans la partie

correspondante de la démonstration du théoréme 13. 1o, mais avec 9t),
I’ au lieu de 94, 9 ; on montre que r,, non couvert par I, est dans 9’
(si p a un point isolé-s). Supposons que p est parfait-s dans H. Prenons
un r, €, cH joint & p. Selon (13.10, 29) il existe un p’ (de M)

(cr)cH, pp' # o, tel que pour tout p (e.ﬁ“)cg)’ on ait

(r) W (p)= f o (rel. 4 p),
(Ir) Eli_;r;s%o‘lf(s,)[ fqu)]m)

(car f> o0 sur une plénitude de H); dans (II') les s, = s(x,)
(j = 1, ..., v¢) sont des sphéres disjointes, assujetties 4 [(13.7), (13,7 a)]
[pour (9] :

s, <(p)", B(s) <, d’(p —231)<a;

s,p=0, si z, est étranger a p.

On a (p)° =Zs, + pes paeﬁg, ® (pc) < e; soient les s; celles des

sphéres s, dont les centres sont étrangers & p [donc les s sont dans
(p)° = (p)* p]; en raisonnant comme a la suite de (4,), on obtient
(s0)°€ 9 et W (s¢)) > o; de plus, & cause de (I'),

W (o) Wip) —im S W(s) = W(e)— [ ¥ (rel. 4 p);
(pe) > W (p) —him D W(s,) = V() f (rel. 4 p)
dotr (I :
T(e)= 3, W)+ W(ee)> D W(s) + ¥ (p:)
VELS
= 2 W(s;) + ¥ (pe) = lim Z...+lim'~lf(pa)§o
$;p=0 s pE0
pour tout p(eﬁi-‘)cP’.
Par 14 p’ € 9U'; mais p' (de J1®) est joint & p, donc p’ est non couvert
par 9,. Par conséquent ' remplit (13.6, 4,). Selon le lemme 13.6

Hedl', ce qui démontre (13.11 d).
Si f = o sur une plénitude d’un H de o, envisageons la fone-

tion W nulle pour r (GOTL‘) cH. En particulier on aura ¥ = o pour

MEMORIAL DES 80. MATH, — N° 155. 1
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les ensembles (¥) (13.5); W satisfait 4 (13.10, 1°). On peut vérifier
que ¥ remplit les conditions (I), (II) de (13.10, 2°). Donc W

( = o dans OIS sur H) est bien la totale-(S) de fsur H; d’ot1 (13, 11 d')
est établi.

Si f est sommable-® sur un H de s, que nous pouvons supposer
ouvert, posons

w(r) =fqu> (redms, rcH).
Démontrons que f est totalisable-(S) sur H et
Y(H)= (S dd.
=) [ 7
Les ensembles (*) étant minces, on a ¥ (¢) = o pour e (CH)e(*).

En tant que W est une intégrale lebesguienne, ¥ posséde le earac-
tére (13.10, 1°). Soient p parfait-s dans H et r' (e m*)cH, pr’ £ o.

Montrons que (I): W(r,) = f ¥ (rel. & p) pour tout ri(eﬁ‘)cr’.
Posons g =2‘P‘ (s;), ol les s; sont des sphéres fermées dis-
jointes, s, c(r;)° [pour r; mince (I) est déja vérifiée],

®(s)) <e ‘D<"l-“25i><€: sip=o

si le centre de s; est étranger a p. Or

Ql
g5=ffd(1> avec v=v;= Y §;;
(e S

évidemment

ga—>ffdd> =W (r),

lorsque ¢ — o; (I) est vérifiéce. Démontrons (avec les mémes r', r;)

(11 fsilf(,,, (rel.ép):f fd@[:f fd@], ot 1Y = (ri).
T rip

rp -

On a

(ar) [ ¥ (elap)=limhy, ko= Y ¥(s)),
) . ot
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les s; étant les ensembles ainsi désignés plus haut. Si rip=o, le
second membre dans (II) sera nul; aussi h: = o (en tant que s;cr},
et tous les s; seront disjoints de p); (II) est vérifiée dans ce cas.
Si r! p o, notons que

(a2) he=[rae, v=v@e)= Y 5=

$;pF£0

14
les cenlres des s; intervenant dans Z ... étant sur p. Désignons
par s¢ les s; disjointes de p; alors Zs, =v +23k et, en posant

vo=Tr; p— vp, on obtient v, =r, p——sz,- <car pzsk = o>, d’olt
. Vo =p(r1 —2.9,) cry —Zsi
et

(as) Q(w) (<e)—>0;  v+vof=(v—yp)+rip]>rp.
En raison de (13.3, 7°) pour tout entier n > o il existe un O,
ouvert et un 6, = 0 (:—l, 74Py O,,)y tels que
0,571p,  B(0n—T1p) < 1
de sorte que les relations

(as) s = une sphére fermée, s.(71p) # o, D(s) <3,

’ ’ .
entrainent scO,. Les s; dans 2 s; (a;) sont dans (r;)° et sont joints

I
4 p (en effet leurs centres sont sur p), donc s; <dans Z )CO,,,

lorsque @ (s,) < 9,; ainsi v (a;) €0, pour M { s; { << 9, Or voCpriCOn;
d’aprés (a):v + vo—rpcO,—nmp et

(as) (I)(v+vo——r,p)<% pour €< 8y,

e.g ®(v +vo—r,p)<nia, oll ng— 4 avec%-

En tenant compte de (a;), (a.) il vient
f+~fp__f'

hs—ﬁpfd¢’=’fvfd¢—l:pfd¢|=
fvm_r‘p... f

(as)

P

—

-+
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Vu (a;) f ... —>oavec :; d’aprés (a,) 'autre intégrale au dernier
v,

membre de o(a.,) tend vers zéro. Conséquemment,
lim hg = f fd®,
rip
ce qui vérifie (II). On voit donc que la fonction
wir) =fqu> (redis, rcH)

satisfait a toutes les conditions de la totale-(S) de f (théoréme 13.10);
Uénoncé (13.11 e) est démontré.

14. Dérivation de la totale-(S) et théorémes sur les carac-
téres V. B., A. C. — En tant que Je théoréme de Denjoy-Vitali (13.1)
a lieu pour les sphéres, on note que, avec la dérivation au sens
sphérique D* (11.8), les théorémes analogues aux énoncés (8.5)-(8.6 b)
seront valides (e. g. le théoréme d’épaisseur et les théorémes du genre
de Lebesgue, relatifs aux fonctions sommables et aux fonctions W
complétement additives et absolument continues d’ensemble mesu-
rable-®).

TuEOREME 14. 1. — Soient H épais un ensemble de Jits, 9t la famille

de sphéres fermées contenues dans (H)° et ¥ une fonction définie
dans 9. Pour r( €*)cH posons

s Vs
(14.1a) ‘[ W:!l_;l:,zllf(s,),
]=1
si la limite existe, ou les s, (j =1, ..., v¢) disjointes €91, s,c(r)’,
Mi{s |<e, (l)(r —Zs,) <s Si f W' = o pour foute o € 9L, on aura
[

Ds W (x) = o sur une plénitude de H.

Le nombre dans (14.1) est la valeur de l'intégrale de Burkill, au
sens sphérique symétrique, lorsque 1’ensemble p n’existe pas. Si le
théoréme est en défaut, il existe un ensemble e, cH, et un ¢ > o,
tels que B

dle)=n>0 et D:W¥W(z)>e>o0

(ou bien D* W (x) << — ¢). Nous choisissons e dans 'intérieur ¢° d’une
sphére o c (H)°. A tout z de e il correspond une suites, (x) (j =1, 2, ...),
co? de sphéres de centre x, telles que

Q(s;(z)) >0, W(s;(x))> s‘1’(-9/(4?)_)-
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Selon (13.1) de la famille 9t* = {s, ()} (j =1, 2, ..., T parcou-
rant e) on peut extraire une suite finie de sphéres S, = S, (z,), de
centres r.€e (i = 1, ..., vr) disjointes, telles que

v
(1) M{S{<E S ¢<e—e2s‘><e, W(S) > e (S0);
1

donc, en posant o < < 2, on obtient :

(29) rb<is,>> 2

1
Pour un systéme de sphéres S;, co® —Z Sitk=1, ..., v =),
disjointes on aura l
(3") Misi<t  o(e—Xs—Xsi) < i

Pour un systéme fini S;, (r = 1, ..., mx) de sphéres disjointes on a

(4" Sk,v < Sk, M { S} <E,

@( =S ) <k, WG <
r r
s

la derniére relation étant une conséquence de 1’égalité .f: ¥ =o0
(Uintégrale étant sans l'intervention d’'un ensemble p). LeSksystéme .

isi=1{S, (t=1, ...,v=w), Si, (A=1,...,Vir=1, ..., m)|
fini de sphéres disjointes, contenues dans o9, satisfait a4 la condi-
tion M {s! <& Il s’ensuit que [(19), (4°), (2°), (39)] :

v

v mh
is! =2w(s,)+2 EWSA 1> 524’(51)—82 >E% >0;
=1 A

=1 1=1 t

(l)(o-n_z Sl_z Sl\ ,.> = ¢<GU—E S,—-E S'k)
kyr A

(5%)
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s
En laissant £ — o, on conclut que f W > o; cefte contradiction
établit le théoréme. °

(14.2) Soient H ( €J1*) épais et p un ensemble fermé, p (H)* £ o.
Si Uintégrale f W (rel. 4 p) existe dans H et si j Ty (rel. & p)

est s.a. (dans o) relativement a p pour foute sphére dans H, alors
sur une plénitude de H :

A S L)
ﬁ“l"(x):ﬁ;f W (rel. a p), Q“l"(x):lgjf W (rel. & p).
Si la premiére formule est en défaut, on aura, par exemple,
_ _ s
(10) Dsllr(x)>1);f Wae sure(cH), avec ®(e)=1>o.

On peut supposer e contenu dans l'intérieur ¢° d’'une sphére o H.
A tout z, €e, il correspond une suite de sphéres s, (xr), co, de
centre z, telles que

v ‘v
®(s,(2)) >0, = ﬁ% >B+e= [fw)\p] Ot (s, (2)) + 3
si pa® 7 o el si un x sur e est étranger a p, nous prenons les ® (s, (x))
(j =1, 2, ...) suffisamment pelits de sorte que
s;(xr)ce®— pa® J=1,2,...).

Selon (13.1) la famille s, () (j = 1, 2, ..., * parcourant e) contient
un nombre fini de sphéres disjointes, S, =S, (z,), de centres x,

sur e, S,ce®(j=1,...,m), telles que pS, = o lorsque x, est
étranger a p, et (avec o<<E< 2}

(20) @(Zs,>>2, M{S,}<E, W<S,>>fs‘1f+s<l><s,>.

Dans l’ensemble ouvert o° —2 S, il se trouve des sphéres

S, =S, (z,) de centres z, (i =1, ..., m'), disjoints, de sorte que :

(30) M{S;i<s, <I><c—ZSl—ZS§) <E [pS:=o0 si x; est étranger a p].

2
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Puisque I'intégrale .f, S‘P' (vel. & p) existe, il y a des sphéres Sy,
& =1, ...,+) disjointes,
Sk,ve(8k),  pSkv=o0
si le centre de S est étranger & p, telles que
MiSi)<tE @ (sx -y sk,v> <,
(40) . ’
Swse) =f, Vot ob |nl<1.
v Si
Soit { s} le systéme de sphéres
S, (j=1,‘..., m), Stv (k=1, ..., m';v=1, ..., %)}

onaM{s} <& toute s dont le centre est étranger a4 p étant disjointe

de p, et [(20), (bo)]

Wis) =2qr(s,)+2(2qr(sk,v)) > [fJur-HZq»(s,)]
/ F=1\ v / a

s S
+[fa‘ ‘If‘+‘6%] (avec|6|<1)>£+a,W+%,
N ’ U
a =2‘ S,, a =ESk:
en vertu de (3,), (4,) et en procédant comme dans (5°), il vient que

S
la mesure de 0 — 3 S, — Y Sk.v est inférieure a £. ¥ (rel. &
u ec Z ; ZZ .lr v . ju ( p)
existe; donc, en laissant £ — o, il s’ensuit que

s s
(50) limllf{s}=f lI’;limf v .
g a+a’ 4

Or, selon I'hypothése dans (14.2), f W (rel. A p) est s. a. (dans I*)

relativement & p; par suite, en tenant compte de (3,) et de la seconde
relation (2,), on trouve que la limite au troisiéme membre de (50)

vaut f S‘I", e g
[

§ s
f‘lféf ‘F+ﬁ;
g ¢
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cette impossibilité méne & la premiére conclusion dans (14.2). Le resle
de (14.2) se démontre de la méme maniére.

Relativement a I'additivité de lintégrale f ¥ on a I'énoncé
suivant.

(14.3) Si j Ty (avec ou sans l'intervention d’'un ensemble p) existe

S
dans Jns sur un H de I, alors / ¥ est additive dans Jt* sur H.

Si r,, r, disjoints sont dans On et sont contenus dans H, posons
r =r; 4+ r.. L’ensemble p, qui peut étre vide, étant le méme pour

toutes les intégrales f envisagées, soient
s (1=1,...,1), g, (J=1, ..., V)
des sphéres disjointes,
s,c(ry)e, e, C(r:)? Mis,} <k, Mo} <s,

d)(r,—-zs,) <e, ‘D(rz—Za,) <,

toute sphére dont le centre est étranger a p étant disjointe de p.
Le systéme s, o, satisfait, relativement & r et a p, les condi-
tions (13.7, 7a), avec 2: pour ¢; done, en prenant lim de

YW (s) +,¥ () on obtient h
frslr=frslr+/:1p,
ce qui est la conclusion dans (14.3).
THEOREME 14.4. — Si f est totalisable<(S) sur un H de o, on aura
p2[(s) [ rae] = fx)

sur une plénitude de H.
On peut supposer He M (donc ouvert). La fonction

v () =(s) [ fa

est définie pour tout r (de Ji*)c H. Désignons par 9t la sous-famille
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de JR; comprenant tous les r( €Ji]), cH, tels que D*¥(z) = f(2)
sur une plénitude de r. 9t remplit (13.6, 3,). Soit un

v
r(eJT’L;)cH, 7 =Zq,+e, ee(*), 7. €9,
1

les ¢, étant disjoints; e étant mince, tandis que D* ¥ (z) = [ (x) sur
une plénitude de ¢ (i=1,...,v), il en résulte que redi;
ainsi (13.6, 1,) est vérifiée. Supposons que r» (de 9t)+r (de ny);
alors, D* W (x) valant f(x) sur une plénitude de r*(n =1, 2, ...),
il s’ensuit que red, e.g. (13.6,2,) a lieu. Envisageons une
famille 91, € 9t, d’ensembles ne couvrant pas H. Alors p=H—-2 )

sera non vide et'fermé dans H. Si x, est un point isolé-s de p, il existe
un p, de I, tel que p,cH, pedxy, pope(’) (13.5);

P(pop) =0 et po— PoPCZ(mi)E’;

d’aprés la séparabilité, une infinité dénombrable d’ensembles de It,,
sur une plénitude de chacun desquels D*W = f, couvre p,— pop;
donc D* W = f sur une plénitude de g, — pop, €. g. de p,, d’olt p, €I,
ce qui montre que (dans le cas considéré) un ensemble de 9t est non
couvert par 9t,. Admettons maintenant que p est parfait-s dans H.
A cause de (13.10, 2°), on peut trouver un r’' de I, r'cH, tel
que pr' 2o et

(IT1) f ¥ (|el.ap)=f fdod pour tout r4 (deﬁis)cr’,
L§? "p
donc
s
Uy) f W (rel-ép)=ffpd‘1’, ou f(2)=f(x)surp et osur H—p;
ry ry
(10) [ W (relap)=im 3 w(s)),
1 T spzo

ici W, (¢) == ¥ (v), si le centre de la sphére o est sur p, ¥, (¢) = o
au cas contraire; les s, en nombre fini étant des sphéres fermées
disjointes, c(r,)° (si r, est épais),

Mis,}<s, @(r,—Zs,)<:,
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tandis que s,p = o lorsque le centre de s, est étranger & p. On peut
écrire

(20) f\F‘(,,, (rel. 8 p) = lim 3, Wi (5,)-

En tenant compte de la remarque au début de la section actuelle,
I'énoncé (8.6 b) (pour la dérivée D°) entraine, d’aprés (II'), ceci :

@ Dt Wy elap=Dif =D .= fp)

sur une plénitude de r’. En raison de (II") f Y,y (rel. & p) vaut l'inté-

grale lebesguienne de f, d® sur tout r, (de Ns)cr', tandis que cette
derniére jouit de la propriété de s. a. relativement & tout ensemble

S
fermé, donc relativement & p; conséquemment / W, (rel. & p)

est s. a. relativement a p dans r’ (de ons), I'énoncé (14.2) (pour r’
et W) s’applique, donc (3,) : D* W, () = f,(x) sur une plénitude 7
de r'. 11 s’ensuit que D* W, (x) = f(x) sur la plénitude nr'p de r'p.
Pour x sur nr'p on a ¥, (¢) = W (o), si o est une sphére de centre z,
donc

(4o) DsW(z)=f(z) sur nr'p.

L’ensemble r' — r'p est couvert par une infinité dénombrable d’en-
sembles de 9L,, donc de I, par suite D* W (x) vaut f (x) sur une pléni-
tude de r' — r'p. En raison de (4), r'€9L; r’ est non couvert par Ji,,
car r’ est joint & p. Ainsi, dans les deux cas, un ensemble de It est
non couvert par 9,; It remplit (13.6, 4,). Vu le lemme 13.6, He 9;
le théoréme est établi.

DEFINITION 14.5. — Soit W définie pour toutes les sphéres dans

un H épais de o'; E étant un ensemble contenu dans (H)°, on dira
que W est & variation bornée au sens sphérique, W e V. B., sur E
dans H, s’il existe un n > o tel que, si

(1°) lesS, =S, (z,), cH)’ (j =1, ... v), sont des sphéres disjointes
de centres x, sur E et si M| S, | <, il s’ensuivra que

(2°) N Iw(s,)|<B <.

W est absolument continue au sens sphérique (symétrique), A.Cs.,
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sur E dans H, si & tout ¢ > o il correspond un »(s) > o tel que
(3% Si= si(‘zi)7 c(H)e =19

étant des sphéres disjointes, avec z;€E et Z(D(S,-)'< n(e), il en
résulte que

) 1>

On dira que W est absolument continue inférieurement [supérieu-
rement] au sens sphérique, ¥ e A. C°. L. [ €A. C. S.], sur E dans H,
si (49) est remplacée par

T >—e[ Fws) <]

Les caractéres que nous venons de spécifier sont proches des carac-
téres ainsi désignés dans la définition 11.11; en effet :
(14.5a) A.Cs. (déf. 14.5) est identique avec A.Cs, (déf. 11.11),
si F est remplacé par (H)o (ems);
(14.5b) avec (H) (Heds) pour F, le caractére V<. B. (déf. 14.5)
entraine V<, B, (déf. 11.11); V<. B. (déf. 11. 11) devient V. B. (déf. 14.5),
si lon ajoute la condition M | S; } < m.

La définition du caractére A. Cs. n’est pas modifiée si ’on y remplace

| W) par B Iw )L

(14.6) Si WeA.Cs (A.Cs. 1) sur E, dans un H de s, on aura
¥eV:. B. (V:.B. L) sur E, dans H (ici la propriété Vs.B. 1. de la
variation bornée 1nfer1eure au sens sphérique a une signification
évidente).

L’énoncé (14.6) est vérifié en tenant compte des développements
qui établissent le théoréme 11.18 (avec des adaptations appropriées).

THEOREME 14.7. — Soit W e V+. B. sur (H)* dans un H épais de s,

Alors les dérivés extrémes D¢, D* el tout dérivé intermédiaire D'
de W sont sommables-® sur H.

La démonstration de cette constatation est proche de celle de
I’énoncé (9.4). En posant f(x) = D’* W (z), on obtient ’

¥ (s)(2)
(=) =lim g6,

ol les s; (x) sont des sphéres de centre x et
®(s;(x))—>o0 (J>»).
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Moyennant (13.1) on établit que f(x) est finie sur une plénitude
de H. La preuve du théoréme est achevée en s’appuyant sur le
théoréme de Lusin (9.2) (adapté au cas actuel) et sur (13.1).
Nous faisons usage du fait que la « continuité » de f(x) sur un
ensemble fermé h (< (H)") signifie qu’il existe une fonction n (z, ¢) > o,
telle que les relations xeh, xes (sphére), ® (s) < n (z, ) entrainent
osc. (sh) f <z, ou osc. (sh) f = max (z', " sur sh)|f(@)—/f(&")|.
On procéde en suivant avec des modifications convenables, les déve-
loppements qui interviennent dans la démonstration de (9. 4).

THEOREME 14.8. — Soient H épais de s, WeA. C. L. sur (H),
dans H, et p un ensemble fermé, (H)° p £ o. Alors

(14.8 a) f \fl)nr(x)d«p(x),
“H

14.8 b v (D W(2) 20 (),
(14.80) [ vs D@ e

(dans Uhypothése 14.11 plus bas), les intégrales aux premiers membres
élant relativement a p. Si WeA.C. sur (H), dans H, on
aura (14.8 a, 8 b) avec le signe d’égalité.

Nous disons que s={s,!(i=1, ... v) est un systéme fini de
sphéres dans un H (€it), si les s, sont des sphéres fermées, dis-

jointes, s,c (H)°. Pour un-tel systéme on écrira W (s) =2 ¥ (s), et
(14.9) ¥—(s) = mm ¥(q), Y+ (s) = max ¥ (o),

ou o désigne les systémes finis de sphéres, tout systéme o étant
contenu dans s, e. 8. ¢ ={g,| (j=1, 2, ... v), les sphéres o, étant
disjointes, toute o, contenue dans l'intérieur (s;)° d’une s;; de plus,
les nombres W (s), W+ (s) sont définis relativement @ p au sens que
les systémes ¢ intervenant dans (14.g) sont assujettis 4 la condition
additionnelle, a savoir :

(14.9") toute o, (de o) dont le cenlire est étranger a p est disjointe de p.

Nous notons que

(1h9a)  Wr(DoxU—(s); TH()XW(s) = X W(s) > ¥ (5);

Do ¥+ (2) » DW (2) = f(2) > D ¥ (z)

[aux points olt D'* W (x) existe]. Il existe un » (s) > o de sorte que
W (0) > —¢, dés que o est un systéme fini de sphéres, oc(H)",
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avec @ (9) < (c); donc W—(s) (défini relativement a p) > —¢ et
| W= (s)| < = pour tout systéme fini s (c(H)?) de spheéres, telles
que ® (s) < n(c); ainsi ¥—€A. C*. sur (H)* dans H, d’ou (14.6) :
Y-eVs. B. sur (H)° dans H; par 1a (théoréme 14.7) toute dérivée
intermédiaire D's W— est sommable sur H, le méme étant vrai
pour DsW-—, Ainsi :

f,(]_) ¥ (x) =D ¥—(2)) d® (=) ;f’(g\w(x) —D:¥—(2)) d®(z) >0,
)il H

ou les fonctions a intégrer sont non négatives et les intégrales
(14.95) fﬁsuf(x)dcb(x), fge V() dP ()

existent au sems de Lebesgue, ayant possiblement (I'une ou l'autre)
la valeur + oo. Etablissons maintenant le résultat suivant :

D' W (&) =+ sur un ensemble épais e, c(H)?,

I s
o entraine f Y'=—+ o (rel.ap).
H

Nous avons remarqué que :
(1) ¥-e€V:.B. sur (H) dans H; soient » le nombre intervenant

dans (14.5, 1°) pour ¥— et N> ﬁ, N> % Pour ze€e, des
sphéres s, (z) (j = 1, 2, . . .) de centre x existent, s, (x) C (H)", telles que

®(s,(x)), <l, —>0 pour j—>oo, ¥ (s,(x)) > N&(s,(x)),
(20) N

s,(z)p=o0  si x est étranger & p.
De la famille {s, ()} (j =1, 2, ..., * parcourant e), d’aprés (13.1),

on peut extraire un systéme fini de sphéres disjointes S; = S, (z)
(de centres z;), c(H)’, i =1, ..., v, telles que

MiS}< Iii’ zee, W(S)NN®(S,),
(30) .
@(e—-eZS,)< N’ S, c(H)*— p(H)? si x, est étranger 3 p.

Il en découle que
Y 280> ®(e)
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et
(4o) D W(s) > INE(e).

Selon (13.1), dans I'ensemble ouvert (H)° ——Z S, il y a des sphéres
disjointes o, (j =1, ..., V'), telles que

1 Y I
50 % Mo} < & ¢<H_Zsl—zc,>< X

o, est disjointe de p si son centre est étranger & p.
On obtient [(30), (50), (4o), (10)] :
M 1S+ (5,]) < & (<)
qu(s,) -l—Z‘I"(c',) > %Ntb(e) +Z‘P’(a’,) = %Nd’(e) —B;
toute sphére de centre étranger a p est disjointe de p.

Donc
. EW’(S‘)+2W(0,)->+00 pour N -+ o,

ce qui entraine f s‘lf = + o0 et vérifie (I) [ainsi que (14.8 a) au cas
considéré]. "

Démontrons I'énoncé suivant :
1) DW¥(x)=f(@ fini sur une plénitude de H entraine (14.8a).

Etant donné un ¢ > o, il existe un ensemble ¢, c(H)’, fermé,
tel que

(11) dP(H—e) < :;, f(x) est continue sur €.
Posons
en=lzee; | f(2)|Zn} (n=1,2,...);
e, est fermé, e, ce,, et € =2e,,. Pour un n’ = n () on aura

(21) fb(e'—en,)<§, [ f@)] £n' (<o) sure=e,, dH—e) <.

Soient 0 < &, << ¢, > o; sur e est définie une fonction 7 (z, &) > o,
7 (T, 1) < n (n > o étant arbitraire), telle que

(31) osc. (Se)f<<e, dés que S = S (z) est une sphére de centre z,
z€e, avec O (S) < n (z, &).
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A tout zee il correspond une suite de sphéres s; (z) de centre
telles que

U (s;j(z)) : .
m —f(z)  (pourj—>w),

si(z)c(H),  ®(sj(x)) >0, @(s;(2)) <mn(z, &).
En vertu de (13.1) de la famille s;(x) (j =1, 2, ...,  décrivant e)
on peut choisir un systéme fini {S,] (i =1, ...,v) de sphéres
disjointes de .sorte que :

S;c(H)?; D(S)) < (2, &1), ol z;, €e, est le centre de S;;

(41) Sip=o, si x; est étranger & p;
d)(ei—hj< “, 0 (25,_h) <% on h=e¥sy
(50) g — S| <us
(61) ose. (Sie) f(2) <& [voir (31)]
w(s) |

Posons ¢ (z) = B(s,) Sur Sii=1,...,v). Sizeh, on aura reS;
pour un k et [(5:), (6))] :

(1)  le(@)—=f(@) | £le(@) —flxx) |+ | f(@r) — f(2) [ <265
de plus, pour z€q =2 S, on aura z sur un S; et [(5:), (21)] :

&) le(@) | £le(@)—flzo) |+ |f(2) [ <e+n'y  n'=n(s).

Par conséquent [(7:), (81), (41), (21)] ¢
9) |ZW(sl>—‘[fd¢|=M@d@—féqu:’
| =|fh(q>—f)d¢+.£_hcpd‘l>—fe_hfd¢

<26y ®(H) + (4 + 1) 521 +n' 2 <e pour &;(> o) suffisamment petit.

D’aprés (4:) et une remarque a la suite de (21) M{S;} <=n (arbi-

traire). Choisissons des sphéres s; (j =1, ..., v') disjointes,

Sic (H)o—z Si,
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en sorte que

Mis}<m, 'b(H '—251—251)<'%

s,p =0 silecentrede s, est étranger 4 p.

(104)

Prenons n = 0 (s) (> 0) > o avec = D’aprés (g:)

W)+ P W(s)>—¢ +ffdd> + W (s)).

Nous avons déja remarqué que W—e€ A. C. sur (H)° dans H; d’autre

part [(21), (4] :
¢<2s,) [é«b<ﬂ—25,> — O(H— )4 (e—h)— (g —h)) <t + ‘_2‘] <3

2

donc 2 W (s,) tend vers zéro avec ¢, Vu (2,) ® (H —e) > o avec 3;
en tenant compte de [(14.9 b), (41), (101)], on obtient

f“wé]_@[ZW(S,)..-ZW(S,)] ;ffd(b, ot f=D.¥,
H € H

Iintégrale au premier membre étant relativement & p; (II) a été
vérifié. Ainsi 'inégalité (14.8 a) est démontrée dans tous les cas.
(14.10) On définit les dérivées extrémes et la dérivée (unique) au sens
sphérique général, D-, D°, D°, d’une fonction ¥ a un point x comme
¥(s)
®(s)
(fermées) contenant x et de mesure — o.

Démontrons maintenant (14.8 b) dans I’hypothése suivante.

les limites sup., inf., uniques de » lorsque ¢ représente les sphéres

HyporeEse 14.11. — Si D*W = 4 00(—c0) sur un ensemble
épais e, il existe une plénitude e, de e, ou DY = + oo (— 0).
Si DsW (D W) est fini sur un ensemble épais h, on aura

DY = D:¥ (DoW = D> ¥')

sur une plénitude de h.
Cette hypothése peut étre exprimée ainsi :

Ds=D [ﬁc___]_)'s]

sur une plénitude de Uensemble oix les dérivés envisagés sont définis.
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Etablissons d’abord la proposition suivante :
(II) D W (x) = 4+ o0 sur un ensemble épais e, c(H)’, entraine

[ W=+ el a p).
1

Sur une plénitude e, de e on aura D° ¥ = + oo (hypothése 14.11),

Des systémes (o, ,} (i =1,2,...,v,) de sphéres existent, pour
m=1, 2, ..., en sorte que :

(1) les g,,, (m fixe) sont disjointes,

O'm,zC(H)o, M{Cm‘,}<-,%2-, (p(H —Zd‘m'l><
i

(2") pom,. = o, si le centre de o, est étranger a p;

(3" Z‘I"(cr,,,,,)—>f‘l” (rel. 4 p)  pour m->oo.
" JH

Posons

llJ.(C"m ) . _ _\
T(om ) SUT Gy, 13 em(z) =0 sur H zl‘cm,i.

om(2) =

Soit A I’ensemble des points x pour lesquels un nombre fini m. existe,
de sorte que eram,, pour tout m>m,; e. g.

{

b llmZ’-’m ,—? ]](ZG:)

v=1 m>V 13

Pour tout entier k positif,

¢(H-—l)4<b<H—m (2%,:))
“o(Z(n-Zrm))<Zm<i

(une' constante ¢>o0). Donc ®(H—2) =0 et e =1e, est une
plénitude de e,. Si ze€e’, on aura

X € Ecm,z(mé mx),
[

donc
z€opmy (P=1i(z, m))=3zm
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pour tout m > m,;
I v T m
Vo) <z tn(e) = Gt (mma);
en tant que D°Y¥ = 4 oo sur e;, on obtient lim ¢,, () = + oo sur €.
m

Moyennant un théoréme de Egoroff on conclut qu’il existe un
ensemble e°, cé', épais tel que ¢, (x) > + oo uniformément sur e°;
a tout n>o, il correspond un m(n) fini et indépendant de z
tel que ¢,(x)>n sur e pour tout entier m > m(n). Avec
les oy, [(1')-(3")] formons les sommes

~' "
L =z Om,i (Om,1€°# 0), oy =2 om: (Om.€°=0).
L '

On obtient

) Duenn=[omde=[ sndvr ¥ V0.

Sixed,, x€0,, (quelque i') avec 7, ayant un point £’ en commun
avec e°; alors

)= T

=o(z')>n, des que m > m(n);
ainsi

(5") om(2) d® > n® (a,) > n (P(e?) — w(m)), dés que m > m(n),
am

oll ® (m) (> o) > o pour m—oo. En effet,

. =2°'m,1—2”°'m,17 P (2”0'”.,1> Z P(H — ev)
[

13 13

et [vu (1')]

@(Ecm,,> = ®(H) — w(m).

13

En tant que WeA.C.I (déf. 14.5) sur (H)’, dans H, on

conclut (14.6) que pour une constante 3 (finie) on a z”w (om,)>—B.
Donc (4") et (5") :

D (m) > n(B(e)—w(m)—B  [mxm(a)].
]



TOTALISATIONS DANS LES ESPACES ABSTRAITS. 115

En tenant compte de (3') on déduit la conclusion dans (I1I). Il reste
a vérifier le fait suivant :
(IV) D ¥ (x) = f () fini sur une plénitude h de H implique (14.8 b).
Envisageons des sphéres ¢, d’accord avec [(1')-(3')] & la suite
de (III); les ¢, (x) sont encore définies comme plus haut. Selon
I'hypothése 14.11, on a
(6) DoV (z) =D W(x) = f(=)

(fini) sur une plénitude h° de h (donc de H).
Posons
e,,,={xeh°; (p,,,(.z‘)>f(.2‘)—5}~

L’ensemble A (introduit plus haut) est une plénitude de H. On obtient
lim ¢ () > f (x) sur AR (une plénitude de H), parce qu’il existe
un m, (fini) tel que, si z€X, on aura

_ ‘F(s,. m)
om () = CTE) (m>m,)
avec @ (s, ) = o et s,,» D« (voir plus haut), tandis que D° ¥ (z) = f(x)
sur h°. 11 existe une fonction m (z, <) finie, telle que pour r€ih
on a

om(x) > f(r)—:¢ [tout m > m(x, €)].

Tout x de Ah° appartient & e, (m>m (x, ¢)); donc 2h°C A lim &;
A

il vient /
B(ho) = D(LAY) S (hey) > O (;kl;leﬁ) t@(limey  (pour m> o),
d’ou . )
¢(7\1legek>=¢(h )
et
(7)  lm@(e) = @A) =B(H)  [P(sen) = Blen)]

Avec &, > o, désignons par o, Om,q les spheres o, ; tellés que
(8) 'I)(em"m,p)>(I—'Eln)q)(°'m,p); fl)(emcm,,,)é(l—em)d’(cm,,l),
Par conséquent,

s,,,q)(z,cm,q> P (2 Sm,q— emz Sm, q> < P(H—en).

q
MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 156. 8
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En prenant ¢, = %—)@—), on note (7') que Sm < Z1, ¢p—>o0 et

que ¢ (2 T, ,,) — o0; donc [ W étant A. C-. I. sur (H)° dans H au sens
de la deﬁmtlon 14.5] :

W i (ons)ne

m

q
Selon (8) on a

d(v, ]

(bfo.”i Z; =Hlnim (0<0m<1), o0V, p="0m, p— €mOm,p;
de 1a
® () = MM et f emd® = (1—0p¢,)" f omd®

(I —_ em Em) Omip e
I:car om dd = Y (O'm‘.bp()c(b()eo‘m,,)].
€%m,p mp

Conséquemment [vu la définition de e, et en posant f=f~ 4+ f~
avec f*> o, f~ <o),

€
S gmav> x——mf SO = gy © (enemr),

Tm, P €m ’Tm,p
€
f+d<b+ —L f f=d® — —— @ (enom,p)-
€mTm,p meen, T, p m

. W .
Par suite, en posant 2, =2‘0',,,, ps ON obtient
P

;‘l"(cm_,,) >~/e;xmf+ do +

f f—-dd)— ——-._qw(e,,, )-

I—¢&p,
D’aprés (1) et puisque @ (Z”cm,q> —o0, on a ®(2,)—> ® (H);
donc [(7'), (9, (3)] :

“—mzl‘lf(%,p) éffdd)- e®(H);
H

m

I=%

nm

W (rel. & p) =lim 3 W(op,) > lim N Wom,)
I3

+§;2"lr(c,,,,,,);Jn'f(m_scb(n) (ol f=DsW(x)).:
q
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En laissant ¢— o on achéve la démonstration de (14.8 b) et du
théoréme 14.8.

1.5. Quelques caractérisations de la totale-(S) et classifi-
cation de fonctions (S)-totalisables. — W' étant définie pour les

sphéres dans un H épais de Jt%, nous dirons que :

(15.1) WeA.C'.G., absolument continue (au sens sphérique symé-

trique) généralisée sur H [e. g. sur (H)* dans H], si a tout p (p (H)" £ o)

parfait-s et a tout r (de oR;), c(H)’, joint a p, il correspond un r,

(de J1), cr, tel que :

(15.1a) np#o et U, (13.2) €A.C'. (déf. 14.5) sur r, dans r,.
On note que (15.1 a) veut dire qu’il existe un 7 (<) > o tel que :

(1,) sphéres fgrmées S, =S, (z,) (de centres z,) disjointes, cr,,

Z(I) (S,) < n () implique

]Z‘FMS,)

e.g. (15.1 a) équivaut & WeA. C.. (déf. 14.5) sur r,p dans r,.
L’analogue du théoréme (9.9) pour le cas actuel est comme il suit.

=‘Z(x,er,p)lr($,) <e

THEOREME 15.2. — Si WeA. C'. G. (15.1) sur un H épais de o,
on aura :

(10) H)y =il (n) [A (n) fermés] en sorte que pour tout 4 (n) on ait

une des deux alternatives : ou bien 4 (n)e(*) (13.5), ou bien
¥, meA. C. sur H [e. g. sur (H)' dans (H)’]. Réciproquement (1°)
eniraine W eA. C'. G. sur H.

On pourrait démontrer cet énoncé en employant essentiellement la
méthode qui intervient dans la preuve du théoréeme 12.2 (la défi-
nition du caractére A.C*. G. y étant différente). Pourtant nous
procédons comme dans [(R); § 14].

Démonstration de la premiére partie du théoréme. — Posons’
e = F (= A (%)).

A partir de e, = F (= A (%)) on forme une suite transfinie d’en-
sembles fermés e, (e;De;D...), comme il suit. Si o est de type 1,
e. g. si  est de la premiére espéce et e;_; a un point x' isolé-s, soit rq_,
un ensemble de O, contenant x’' tel que 7u_1€a 1 C gu—1, OU Gay
(fermé) est la réunion d’un nombre fini de frontiéres d’ensembles
de OMS; ey = €, 4 — I'x_1€51. Si « est de type 2, e. g. si a est de la
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premiére espéce et e,_, est parfait-s et e, (H)° 3£ o, soit rx_; un
ensemble de o, c(H)’, joint 4 e, tel que :

(" W.,_.€A. C.surr. (dans ry_;). Soit yx—_, un point de rs_ ex4;
d’aprés (13.3, 7°) un r,_, de JN* existe pour lequel :

- / 7 .
(2) To—t1Cra—t, re—13dya—1 €t oq=0(ra_y, ro—1, ¥a—1) >0 existe;

(3") les relations peJIn’, pro_s 7 o, ®(p) < o, entrainent pCry_,.
On pose

€3 = €gq—t — I'a—1€a—1,
si a est de type 2. Vu (1), il vient

@ Se )

| o’ ’ I
= I Z(x,era_,ea_,)‘lf(sl) < s,

dés que les sphéres fermées S|, = S, (x)) (de centres z) disjointes
sont dans ry_, et Z(D () < iz—1 (¢), ot 'on prend ma . (¢) < &4;
soit S, =S, (xr,) un systéme fini de sphéres dans (H)° avec
Z@ (S,) < Tia—i (). Selon (3') :

NG, e, (S) = (% € Famrea) W(S)),
/ ]

o - . 4
S, de 2‘ sont dans r,_,; les centres des S,, quiinterviennent dans z )

sont sur e,—;; ces S, forment un systéme fini dans r,_, d’accord
avec (1"); d’olt

‘ 2/ ¥ (8)) (Va=Ta—1€2—1) <s

= \ 2, llp(e,,__,) (S,)

e.g. W, est A.C. sur (H)* dans H, si « est de fype 2. Le reste
de la démonstration est d’accord avec la partie correspondante

'dans [(R); § 14]. Si « est de la seconde espéce, soit e, =H(B < a) eg.

Avec l'aide du théoréme 4.1, qui a lieu au cas présent, on montre
qu’il existe un «, transfini tel que les 74, €51 (2 < oy, @ de premiére
espéce) couvrant (H)’. Soient k, (m =1, 2, ...) fermés tels que

D\ kn = (H)". Désignons par £ les kn gzt (« de type 1) et ex—1 Fa

(« de type 2); alors 2£= (H)°, avec £€(*) ou bien ¥pye€A.C.
sur H.
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Admetions maintenant (1°). — D’une maniére employée dans
[(R); § 14] on montre ceci :
(11) i p est parfait-s et p (H)* 5= o et un r de 3, joint a p est dans (H)",
alors il existe un r, de M, cr, tel que r,p # o et r,pc ) (n) pour un n.
Ayant établi cet énoncé, nous notons que pour un ensemble r,,
y indiqué, il est impossible que r, p (2 o) soit contenu dans un A (n),
tel que % (n) € (*) (13.5), car cela entrainerait que p posséde un point
isolé-s [voir le texte qui précéde (13.9)]. Donc, dans les conditions
de (1,), il existe un r, de O, cr, joint 4 p et tel que r,p est contenu
dans un % (n) pour lequel W, €A. C'. sur (H) dans H. Ainsi,
si S, =S, (x,) (en nombre fini) sont des sphéres fermées disjointes,

S, =S8, (x,) c(H)" telles que 2@ (S,) <, (), on aura

| e eranwes)|<s,

d’ol1 [en tant que ripci (n)] ¥, €A.C'. sur r,p dans r,. Consé-
quemment (15.1, 1a) : WeA. C. G. sur H, ce qui achéve la preuve
du théoréme.

Nous dirons qu’une fonction W (r), définie pour r(eoms)c(H)
(Hednts), est I'. G., intégrable (au sens sphérique) Burkill généralisée,
sur H, si 4 tout p parfait-s, joint a (H)°, et a4 tout r de Jois dans H
et joint & p il correspond un r, (€N°), cr, joint & p, tel que I'inté-
grale (au sens sphérique) de Burkill

(15.3) f ¥, (rel. a p) existe.
&1

En procédant comme on I'avait fait dans la démonstration de la
premiére partie du théoréme (15.2), on vérifie le résultat suivant.

(15.4) Si Wel.G. sur (Hy (Hedl:), on aura H=N1, oi
les %, sont fermés et ou bien A,€ (*), ou bien pour un r, (de J1t¥) on
al,cr,c(H)® et f W, (rel. & 4,) existe.

En vertu du théoréme 14.8 on conclut comme il suit.
(15.5) Soit ¥ eA. C*. sur un H de Jits épais. Si D*Wexiste sur une

plénitude de H, I'intégrale f Wy (rel. 4 p) existe et sa valeur est indé-
“H

pendante de p; si pour un p, fermé I'intégrale j"l Y (rel. & p,) existe,

alors la dérivée D*W existe sur une plénitude de H.
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(15.6) A.C:. G. ef I+. G. sur un H ( €t*) pour une W impliquent :
(e) lexistence de DsW sur une plénitude de H; A.C'. G. et (e)
entrainent Is. G. (sur H).

En effet, soit 9t une famille d’ensembles r(e.’)th), c (H)e, tels
que D*W existe sur une plénitude de r. 9t satisfait aux conditions
(13.6; 10, 20, 30). Soit 9, une sous-famille de 9t ne couvrant pas H
(on peut supposer H ouvert). On veut montrer qu’il existe un r’

de It non couvert par 9u,, L’ensemble p = H —2 9t)p. (Z o)
est fermé dans H. Si p a un point z, isolé-s, soit un r, (de o), cH,
tel que

redx, rope(*); "o“"OPCZ(ml)Pi

et D'W existe sur une plénitude de Z(m,) p1, done ro—r,p

(de ﬁg)e&t et r,€9t (car r,p est mince); r, (contenant un point
de p) est non couvert par 9. Si p est parfait-s dans H, en vertu du
caractére A.Cs. G. (sur H) il existe un r, de o°, cH, rp#o,
tel que

(1) W,eA.C. (14.5) sur r, dans r,; d’aprés I*. G. (sur H) il y a
un r, de NS, r.Cry, r:p £ o, tel que

(2°) j ' W, (rel. & p) existe; vu (19), (2°) et (15. 15) D* W, (z) existe
sur une plénitude e de r, [D°W¥,, = o sur r, —r, p]; si x°€ep, on aura

DY W (20) = DY) (0),

tandis que D*W existe aussi sur une plénitude de v =r,—r.p
[car vCZ(m,)p, et p, €91, cI], donc D*W(x) existe sur une pléni-

tude de ry; r, €91, mais r, (étant joint & p) est non couvert par It,.
La condition (13.6, 4,) est remplie. En vertu du lemme 13.6, He gt
et la premiére partie de (15.6) est vérifiée.

Pour démontrer la seconde partie de (15.6) envisageons un p
parfait-s, joint 4 H (eﬁtg) et un r (€M), cH, joint & p. A cause
de A.C*. G. (15.1) sur Hil y a un r, (€J1%), Cr, joint & p, tel que
(1) ¥€A.C. sur r, dans ry;

(20) v (x) = D*W¥, (x) existe sur une plénitude de H(v (x) =D ¥ (x)
aux points de p, ou D W (z) existe, et v () = o hors p]; d’aprés (1), (20)
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et (15.5) f W, (rel. a p) existe, e.g. W est I. G. (sur H), ce qui
vérifie I'énoncé (15.6).

(15.7) W étant définie dans OR* dans un H épais de o, on dira
que WeA.S.G. (est additive au sens sphérique généralisé) sur H,
si & tout p parfait-s, p (H)* £ o, et r(edw)cH, rp # o, il corres-
pond un r,; de IS, r,Cr, r;p # o, tel que ¥ est s. a. relativement a p

sur r; (13.9,90a), e.g. ¥ = [“P‘ (rel. & p) sur ri.

(15.8) Supposons que N

(10) W () = o pour tout 4, €(’), dans un H de o1 épais, que

(20) W soit complétement additive dans o sur H et que

(3)) WeA.S. 6. sur H. Pour que W soit une (S)-fotale, il faul et il
suffit que

(13.8a) YeA.C.G. et I'. G. sur H;

aussi il faut et il suffit que

(13.8 b) WeA.C.G. surH

et (¢) D* W (z) (finie) existe sur une plénitude de H.

En effet, si ¥ est une (S)-totale (13, 10) sur H [ce qui comprend
les conditions (10), (20) et (30)], il se voit qu’a tout p parfait-s, joint
a (H)°, et a tout r (de o), cH et joint & p, il correspond un r,
(de J1¥), r, joint & p, tel que

(1) f W, (rel. a p) =f fd® (de Lebesgue)
4 er

pour tout p (de 5Tc) cri; [ ¥, (rel. & p) existe sur r,, ot WeI'. G.
(15.3) sur H. Selon (13.8")a¢>o il correspond un n > o, tel que

§
w"’)(s)_l W, (rel. A p) | <ce

pour tout systéme fini S (rel. 4 p) dans r;, avec M (S) < n. En tant
que (1) entraine fﬁ W, (rel. & p) €A. C¢. sur r,, on obtient W, €A. C*.
sur r,; donc ¥eA. C. G. sur H (15.1, 1 a).
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On a vérifié la’ nécessité de (15.8 a). Admettons (15.8 a).
Alors (15.1,01 a) & p parfaits-s et r (de og), c(H)® et joint a p,
il correspond un r, (€), Cr, r. p # o, tel que
(1°) W, €A.C. surr, dans r.. Or [(3,), (15.7)] : "WeA. S. G. sur H,
d’ol r; contient un r, de M, r,p £ o, tel que
(2°) W ests. a. relativement a p sur r,, ce qui est le caractére (13. 10, I)
pour r;,. DsW existe sur une plénitude de H (15.6), donc D%,
posseéde la méme propriété; par suite [(1°), (15.5), (14.8)] : I'intégrale

(39) f ¥y (rel a p) =fo‘lI'(,,) (lebesguicnne) =f DU dd
f e ep

existe pour tout p (ef‘ﬁi*)cri (en effet, pour pcr,); (39) établit le
caractére (13.10, II) pour r,. Par conséquent, ¥ = (S) j .f d® (avec

f=D:W) sur H; la suffisance de (15.8 a) est démontrée. Admettons
encore que W soit une (S)-totale sur H; on a déja montré que cela
implique (15.8 a); donc (15.6) : DsW existe sur une plénitude de H,
e.g. (15.8b) s’ensuit. Réciproquement, si (15.8b) a lieu, on
conclut (15.6) que Wel. G. sur H, et 'on se retrouve dans les
conditions (15.8 a), suffisantes pour que ¥ soit une (S)-totale sur H,
ce qui achéve la démonstration de (15.8-8 b).

(15.9) On remarque que, avec I'hypothése (14.11), I'énoncé (15.8-8 b)
présente une nouvelle définition de la totale-(S), équivalente a la défi-
nition donnée dans (13.10). Pourtant, la définition aniérieure s’applique
sans hypothése 14.11.

Des développements donnés plus haut, il s’ensuit qu’'une fonc-
tion W, qui satisfait aux conditions (15.8, 14, 20, 30), est (S)-totale d’une
fonction f (x), définie (finie) sur une plénitude de H, sous les conditions
nécessaires et suffisantes :

(15.10) WeA.C G. sur H et D:W(x) = f () (finie) sur une pléni-
tude de H. -

TrHEOREME 15.11. — Admelfons que W satisfait a Uhypothése 11.4
(comme toujours) ef que (1°) W = o pour les ensembles (*) (13.5),
(20) W soit complétement additive dans oM sur H‘(ebTv) épais;
(3°) WeA. S. G. sur H. Alors la condition
(183.11a) —wo<DW(r), DW(zx)<+w sur H—Hjet DV (x)

existe sur une plénitude de H, H, étant contenu dans une infinité dénom-
brable de frontiéres d’ensembles de s, implique que W soit la totale-(S)
sur H de sa dérivée D* W (x). Nous incluons H — (H)* dans H,.
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Selon (7.3), (H)® est la réunion de certains ensembles fermés F,,
(m =1, 2, ...), tels que F, CFyy. Désignons par E,, (n =1, 2, ...)
Yensemble des points z€F,,, tels que les relations

(1) sphére s = s () de centre z, ¢(s)<—':;
entrainent
(21) |W(s)|<m®(s), (s)°c(H).

En raison de (12.5) une fonction v (z), > o sur (H)°, existe telle
que s (r) désignant une sphére de centre x, I'inégalité

(34) @ (s(z)) <v(x)
implique
(41 s(z)c(H)e.

Vu (15. 11 a), il existe une fonction b (x), définie sur H — H,, positive
et finie sur H — H,, telle que

(51) —b(z)<D'¥(z), DW(2x)<b(x) sur H—H,.
Sur H — H, il existe une fonction ¢ (x) > o en sorte que
(61)  |W(s(x))|Lb(z)P(s(x)), lorsque P(s(x))<e(z).
Soit £ un point sur H — H,; pour un entier m, on aura
(7)  @€Fam, menb(@), Lo£v(@), o= <Le@);

de plus, si s(z) est une sphére avec @ (s(x)) < 7,%; » ON aura

® (s (r)) < ¢ (x) [vu (6) et (70)]
| W (s(2)) | £ b(x) P(s(x)) £ meP(s(2))

et [puisque @ (s ()) < v(z) et d’apreés (4:)] s ()< (H)’; donc z€E,,,
et H—H,c Y E,, d'oi

(81) (Hyo= H), +2Em, ou H), =H,— (H— (H)°).

Montrons que les E, sont fermés. Soit s(y) une sphére fermée de
centre yeE,, [donc yeFn.c(H)’] telle que :

(91) ®(s(3)) <
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D’aprés les conditions (11.7, 1,, 3,), étant donné ¢« > o, il existe une
sphére fermée o(x) de centre x = x., telle que [en prenant x proche
de y et le rayon de o (x) proche de celui de o (y)]

(101)  x€Eu, s(x)es(y), |[[V(ON]I—[¥(s@)||<e
de plus, on peut faire en sorte que v. = ® (s (y)) — P (¢(z)) (> 0)

soit aussi petit qu'on veut. On aura @ (¢ (z)) < ”il [vu (91)]; selon la
définition (1,) et (2,) de E,.:

(111) [W(s(x)) | =m®(s(2)) ot (s(z))c(H);

ainsi (10y) :
[ (s(p)) | <m®(s(z)) +e<m®(s(y))+s

d’ou il vient :

(121) W (s(y))=m®(s(y)).

Si (s (y))° a des points étrangers a (H)°, I'’ensemble ouvert

()= (s(y)°H=e(y)

sera épais; & cause de la seconde relation (11,) il s’ensuit que

s(y)—o(2)2e(y) et vex®(e(y))>o0;

or e (y) est indépendant de ¢, z., tandis qu'on peut faire v. arbi-
trairement petit; cette contradiction entraine l'inclusion :

(134) (s(¥))ec(H)".
Ainsi (o) (avec yeE,) implique (12,) et (13,), donc E, =E,,
e.g. E,. est fermé. Soient s, =s,(x,) des sphéres fermées, disjointes,

en nombre fini,

s,c(H)o, r,€Ey, avee Z(D(s,)<7;— (o<eLr);

alors @ (s)) < % et [(11) et (2)] | ¥ (s,)| < m @(s,;); on aura

| 3w

= mzq)(s,) <,
par suite :

(141) WeA.Cr. sur E,dansH (déf.14.5).
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En tenant compte de (8,) et (14), de I'hypothése (15.11 a) sur H,
et du théoréme 15.9, il s’ensuit que We A. Cs. G. sur H. Les condi-
tions (15. 10) sont remplies, ainsi que les conditions (15.8, 14, 20, 30);

conséquemment W' est (S)-totale sur H de D,W(x) = f(x), ce qui
établit le théoréme.

Si e est un ensemble fermé, posons W' = W — W, (13.2), ainsi :
(13.12) We(s(z)) =W (s(x)) (sizge), =o0 (sizee),

s (x) désignant une sphére fermée de centre x. Envisageons le nombre
(s’il existe)

15.03) T(H—H)= [ We (rel. 3 e) = lim S (2 e) ¥ (s ());
(15.33) T(H—H) = [ W (el 3 0) = lim B (zi&0) ¥ (su(20)

ici [voir le texte par rapport a4 (13.7-7 b)] S=1s,(x,)} désigne un

systéme fini, relatif a e, dans H (de ﬁ‘); s, (x)c(H)’; s, (x,) est
disjointe de e, si le centre x, ¢ e;

N(H, S) =max<¢(s,), (D(H —Zsr)> <e.

On observe que les s, (x,), qui interviennent dans (15.13), se trouvent
dans (H)* — (H)’e, e.g. I' (H— He) est défini seulement moyennant
les valeurs de W' pour les sphéres fermées contenues dans (H)° — (H)e.

TutoreME 15.14. — Admettons que e fermé soit joint a (H)
(H épais de Tn*), f(x) définie sur une plénitude de H soit sommable
sur (H)e, la (S)-totale ¥ (r) = (S) f f d® existe pour tout r (de ﬁ;),
contenu dans (H)" et tel que Te = o, le nombre fini I' (H — He) (15.13)
existe et v(p) =I'(p—pe) posséde les caractéres de (1) l'additivité

compléte dans o sur H et de (20) A.S. G. (15.7) sur H. Alors f est
totalisable~(S) sur H et

(S)fﬂfd«b:fufd:b+r(ﬁ—ne).

Notons d’abord que, d’aprés la définition (15.13), on aura v = o
pour tout ensemble (*) (13.5) contenu dans H. Faisons en sorte
que f=o sur e Alors (théoréme 13.10) il suffira de montrer
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ceci : Si p est parfait-s dans (H)°, alors & tout r (de IN¢), Hc,
pr ;% o, il correspond un r' (€J’), Cr, pr' £ o, tel que :

(I) v ests. a. relativement a p sur r' [e.g. v = f v (rel. 4 p) sur r'];
(I vipy (relap)= | fd® pour tout r (de 5'|E‘>CI".
e L '

iy

En raison de (2,) il existe un F (efﬁis) cr, pF %o, tel que :
(I') v est s. a. relativement a p sur T. Envisageons le cas A, ou pF a
un point étranger a e. On peut trouver un r’ de o, tel que r'cF,

r'"e = o, pr' # o; la (S)-totale
11'(;")=(S)f;fdtl>

existe (car 7"e = o); dans r” il se trouve un r' de ons, joint a p, de
sorte que :

§
(11) f ¥, (relap) =f fdod pour tout ry (de Zm-‘) cr,
LEY P

tandis que :
(20) / T (rel. d p) =W(ry).

Pour tout p (de 577.’) Ccr, on aura ge = o, donc
s s
v(p) =f Yl (rel. ae) =f ¥ (sans qualification);
2 P
s
Pintégrale au troisiéme membre aura la valeur de f ¥ relativement

a n’'importe quel ensemble parfait-s, d’olt v (p) f ¥ (rel. & p) et,

d’aprés (2,), v (p) =¥ (p). En remplacant ¥ dans (1.) par v, il se
voit que (II) est vérifiée; d’autre part, (I) aussi a lieu en conséquence
des inclusions r'cr'c¥ et de (I'). Dans le cas B, ot pFcCe, consi-
dérons un r’ de o tel que :

(31) rp#o et r'c?;

dans r; épais (de oms), cr', soit S = {q (@)} un systéme fini relati-
vement a p [cf. le texte a la suite de (13.7 a)], avec

Ne) = max{db(q(;')), o(rn—Yam)}]<e
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désignons par q (ix) les ¢ (i) dont les centres sont sur p; o = { q (i) }
est un systéme fini dans r,. On obtient (15.13) :

V(“)"ZV(Q(ik)):zfs Ye) (rel. ae) = fslme) (rel. & e).

7 k)

Les ¢ (i) sont dans (r)°cr'( cT), donc les centres des q(i;), étant
sur p, sont sur e et

‘F(U)(c)szqf(e)(q(ik)) =o0;
d’aprés (13.8'), il en découle que

(41) v(o) =fs1ll’(e) (rel. ae) —Wiel(a) >0 avee M(o).

Or, S=1{q (i)} étant -un systéme fini, relativement a p, ¢ (i) est

disjointe de p pour i;Zi(k), donc v (q(i)) = o pour i i(k),
tandis que

vip (g (2(2))) = v(q (&)
par 1a (4.) :

) [ v (rel. 2 p) =limviy(S)
=lim[ 3 v(,»(q(i))+2vm(q(i<x)))]
i£1(k)

= limEv(q(ik)) =limv(s)=o0 (car M(s) < ¢).

Puisque r,pcTp (3:)Ce et f = o sur e, I'égalité (5,) entraine (II).

En outre, (I) résulte de l'inclusion r' cT et de (I'), ce qui achéve la
démonstration du théoréme.

DEFINITION 15.15. — Soit f(S)-totalisable sur les r ( € ﬁS) contenus

dans un H épais de Jns. On dira que f appartient a la classe K., si f
est sommable sur H, et que feK, (« des classes I, II) sur H, si une
des conditions suivantes a lieu :

(1°) ona H =2qi 4+ e, ee(’) (13.5), les q. (eﬁg) étant disjoints,
1
et feKs, (B:< ) sur ¢;;

(29) des p"(n=1, 32, ...) de oM existent, tels que p»4 H et f€Kg,
(B < @) sur p*;
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(3°) il existe un r de s, SH, tel que feKs (3 < @) sur r;

(4°) il existe un e fermé, épais, e (H)* Z o, tel que f est sommable
sur e(H), feKg (3 < a) sur tout r (657‘{;) c(H)y’, avec re=o,
la fonction

v(p) =T (p—pe) [:f'lwe) (rel. & e) (15.;3)]
b

existe, v est additive complétement dans o surHet veA. S. G. (15.7)
sur H.

TuéorEME 15.16. — Toute fonction f(x) (S)-fotalisable sur un H
de O1°, est dans une classe K, (« des classes 1, II).

11 suffirait d’envisager le cas H ouvert, e. g. Heon;. Désignons
par 9L = {p! la sous-classe de fﬁig, peH, d’ensembles tels que
f@)eKy (@ =a(p)) sur p. En vertu de (15.15,3°) la condi-
tion (13.6, 3,) est remplie. Soit un r (E:-)T“L;)CH et r =2q, + e

1

e€(’), les ¢, €9, étant disjoints; on aura
Se€Kap(a(r) =a(q.)) sur gq,

donc (15.15,1°) : feKs, sur r, avec a(r)= 1 + max (« (i),
e.g. on aura redi; I satisfait a (13.6, 1,). Supposons que r°
(de .91)1~r(de DTL{,); alors feKg, (B, = a(r")) sur r* et (15.15, 29) :
f€Ky) sur r, avec « (r) supérieur aux 8,(n =1, 2, ...); ainsi reJt
et il se voit que la condition (13.6, 2,) est aussi satisfaite.

Ayant (13.6, 40) en vue, envisageons une famille 9, = {p}, CI,
ne couvrant pas H; p = H—Z(m,)p (% o) sera fermé dans H.

Si p posséde un point z, isolé-s, il existe un r, (cH) de I, tel que
A

rodxo, ryp€(*);onaurar,pcC Z g,, ou g, est la frontiére d’'un ensemble
1

de O1°, de plus :

(11) rﬂ=ro—-rope.’)~n5, ﬂcz(m,)p;

r (de JK;) est couvert par I, qui est une sous-famille de on:, donc
[vu (13.5') et la remarque a la suite de (13.5")] r° =2 o, les py (E ﬁ‘)
étant disjoints et p, cr, € 9L;; de plus ’

(21) p'=pi+...+pv [=r(ri+...+ rv)]<eﬁg>¢r°= ro— rop-
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A cause de (15.15, 3°) feKg(, sur (p,)°, avec B(¥) = a(ry) + 13
en tant que

TP =(p1) e+ (e, ee(t),  (p)°€dR,
d’aprés (15.15, 1°) il vient :

SfeKyw surpv+rop, o y(v) =14+ max ({Zv)B(v);
or (21) : p'+ rop (de ?R‘)Tro; done (15.15, 2°) : f€Kqu () sur ro,

ol «(ry) est supérieur aux Y(v) (v =1, 2,...), e. g. ro€IL, tandis
que r, (contenant x, de p) est non couvert par 9t,. Considérons le cas

ol p est parfait-s dans H (de a13). Posons
W (r) = (S) ffd¢

pour tout r de M dans H ; W satisfait aux conditions du théo-
réme 13.10. En particulier, il existe un r' de In*, r'cH, pr' 2 o,
tel que

(n W(n):f‘w (vel. & p),

11
(I f W (rel. ép):[ fd® pour tout ry (do ﬁ‘)cr’.
14 1 p

D’aprés (15.13) et puisque ¥'») =W — W, :
vig)=T@e—pep)=| W (rel.ap)=[ W (rel.d p)— i ¥, (rel. a p)
=) L N

=W(p)— [ fd® (lebesguienne) pour tout p( eﬁi‘)cr’.
Yer
Par conséquent : (a) v est complétement additive dans NS sur r,
(b)) veA.S.G. (15.7) sur r'. Soient les r, (v =1, 2,...) tous les
ensembles de la famille on* (7.4, 1°) contenus dans r' —r'p (ean;);
on aura

F—rp= 3,  reEMcI.

Or r, est couvert par 9t,; donc selon (13.5') des pv,k(eﬁ’) et des
ry,« (€ 9,) existent tels que

ry =29V,k, les gy & (v fixe) sont disjoints, py xCrvk
(31) =1 ~x
pé = Py, 1.+ P,k (=ry(ry1+-...+ rv.k)), ems, 4n
(pour k —>).
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On note que

Se€Kawn [a(v, k)=0a(rvz)] sur rvg,
donc (15.15, 39) :

Se€Kywn (Y(v, k) =a(v, k) +1)  sur (py,x)°

D’autre part

o8 = (pv )0+ o+ (1) + vk,  evi€(*);
par la (15.15,1°) : feKga,z sur pi, avec

B(v, k) =1+max ([ k) Y(, 0);

ensuite [(15.15, 2°), (3))] :

(41) feKay, surry, avec a(ry) supérieur aux B(v, k) tk=r1,2,...).

Soit r un ensemble de O3, rcr, avec Tp = o; désignons pér
r(j)(j=1,2,...)lesr, jointsar; on arcEr(j). En vertu de (13.5"),

avec {r(j)} au lieu de I, et d’aprés (4:) des py (e?ris) disjoints
existent tels que

'“=ZPV: pver(v)ean,
1

en sorte que
e=prkb ey (=r(r@) . r((0) (€RE) 4
pv=(p1)°+...+ (pv)°+eY, eve (™).
On a fe K, sur r (v), ol @' est supérieur aux a(r,)) (j=1,2,...) (41);
o' est indépendant de r; selon (15.15, 3°, 19, 29) :
SeKai sur (py)°,
feKyio sur pY,
feKg (B=a"+3) sur r(reﬁg, rcr, Fp=o).
Vu (15. 15, 4°), avec p, r' (de on®) au lieu de e, H, et en raison de (a)
et (b) il vient :
feKy (a=2a'+4) sur 7.

Ainsi r’ est un ensemble de It (r'p £ o), non couvert par 9,. Les condi-
tions du lemme 13.6 sont remplies, He 9L et le théoréme est vérifié.
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Pour conclure, nous remarquons qu’il reste a élucider les fagons
possibles de la réalisation du caractére A.S. G. (définition 15.7)
et de T'hypothése 14.11, qui est relative aux dérivés sphériques
généraux (14.r10). Or I'hypothése 14.11 n’intervient qu’a partir de la
deuxiéme partie [a savoir (14.8 b)] du théoréme 14.8; nous avons
déja remarqué (15.9) que la définition originelle (13.10) de la
totale<(S) est indépendante de I'’hypothése 14.:1:1. En outre, cette
hypothése n’est pas du tout nécessaire dans la totalisation en rapport
avec les dérivés sphériques généraux (14.10); la nature d’une telle
totale et les régles de son calcul peuvent se déduire sans difficulté
des développements donnés plus haut pour la totale-(S).

Notons enfin que le théoréme de Denjoy-Vitali pour les sphéres,
au sens de (13.1), est réalisable aussi d’accord avec les remarques
de A. Denjoy [Un demi-siécle de Notes..., t. II; Observations,
p. 68, 69].
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