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T O T A L I S A T I O N S 

DANS LES ESPACES ABSTRAITS 
Par W. J. TRJITZINSKY 

Urbana, Illinois, U.S.A. 

1. Introduction. — Notre objet est d'abord d'examiner les condi­
tions dans les espaces abstraits U, généralement non distanciés, qui 
conviennent pour la réalisation des totalisations appropriées dans CU. 
Ces conditions sont de nature métrique et topologique [sections (2)-(6)]. 
Il faut que l'espace U soit séparable ainsi que complet dans de certains 
sens; on a besoin du théorème de Cantor-Baire. Dans les conditions 
dont nous faisons usage la théorie topologique du genre survenant 
dans le livre de M. Denjoy [1], désigné par (D), a lieu [voir notamment 
les sections (5) et (6)]. C'est le genre de topologie que M. Denjoy, 
qui est à l'origine des méthodes totalisantes, a déjà employée avec 
beaucoup de succès dans les problèmes de totalisation et dans maintes 
autres questions d'Analyse. Dans les considérations des aspects 
métriques nous nous appuyons sur VOuvrage (D*), relativement au 
théorème de Vitali (Denjoy-Vitali), de Denjoy [2] et sur le fascicule (T) 
de l'auteur [3]. 

Quand on essaie de développer une totalisation nouvelle on trouve 
un guide utile dans [(D); livre 4], où il s'agit d'indications et de 
remarques générales qui conviennent à toutes les totalisations. Actuel­
lement nous présentons deux totalisations, à savoir la totale-D, que 
nous appelons totale de Denjoy, et la totale-(S). Les deux totales, 
et surtout la première, sont modelées sur la totale étudiée dans 
Y Ouvrage (R), un Mémoire de la première valeur, dû à P. Roma-
novski [4], La totale-D est en rapport avec dérivation relativement 
à une certaine famille d'ensembles, qui ressemblent aux intervalles 
d'un espace euclidien (mais, en effet, beaucoup plus généraux). La 
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théorie de cette totale se trouve dans les sections (7)-(10). Dans notre 
théorie, nous laissons de côté Vhypothèse de compacticité, dont on a 
fait usage dans (R). La totale-(S) représente une totalisation symétrique, 
liée avec dérivation par rapport aux « pseudo-sphères », qui sont de 
certains ensembles ressemblant aux sphères d'un espace distancié; 
la théorie de cette totale est développée dans les sections (11)-(15). 
La théorie de la totale-(S) ne fait pas intervenir le caractère de compac­
ticité. Dans les sections (11) et (12), préliminaires à la totalisation (S), 
nous faisons usage de quelques idées qui interviennent dans notre 
Ouvrage (T) [5] sur la totalisation de laplaciens. La totalisation (S) 
est considérablement plus difficile que la totalisation D. 

2. Quelques considérations métriques et topologiques. — 
Soit U un espace pour lequel l'existence d'une distance n'est pas néces­
sairement affirmée; en outre, admettons qu'une mesure <t> (E) borélienne 
soit donnée; <î> (E) est une fonction d'ensemble E (dans U), non 
négative; <D jouit des propriétés de complète additivité et de soustrac-
tivité. Envisageons une famille ^ == { E { d'ensembles E simplement 
régulière au sens de (T; définition 11.5); ainsi : 
(2. i) les E sont mesurables-*!*, o < O (E) < + ce ; 

9 = ^ V V ; ^ i c 5 , c , 

(2.i a) si #v est une famille contenue dans 3%, l'ensemble S (^v), 
réunissant les E de 3 \ , est mesurable-^; $ (S (#;,)) < + oo. Une 
famille 5 simplement régulière peut être constituée par un seul &v, 
soit 5 4 ; ff = &u <D (S (&)) < co. 

Un point p est indéfiniment couvert par une famille & = { E |, s'il 
existe une suite infinie E, (j = i, i, . . . ) , € # , telle que 

( 2 . 2 ) E , ^ , * ( E y ) - > o . 

On dira qu'un ensemble A est indéfiniment couvert par une famille &, 
si tout point de A est indéfiniment couvert par 3\ 

NOTATION 2 .3. — Si 5 est une famille d'ensembles (au moins simple­
ment régulière, avec <D (S (^)) finie ou non), A (#) désignera l'en­
semble des points indéfiniment couverts par 3\ 

Selon le théorème 11.8 de (T) tout ensemble A (3\) (v == i, i, . . . ) 
est mesurable-O, de mesure-<P finie, si les 3 \ sont les familles d'en­
sembles dont il s'agit dans [(2. i), (2. i a)]. 
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Dans la suite, sauf mention contraire, 9 sera une famille au moins 
simplement régulière et composée d'une seule famille 5V, soit 3 — $x; 
ainsi on aura <ï> (S (&)) < + co ; de plus, admettons que A (5) soit 
épais-® [ainsi o < <ï> (A (#)) < + co]. 

Dans les développements dans (D*), en rapport avec le théorème 
exact de Denjoy-Vitali, M. Denjoy a introduit les notions fonda­
mentales de noyau et d'enveloppe. Nous envisageons de telles notions 
relativement à une famille simplement régulière 9 [T; définition 12.5, 
avec <î> (S (#)) < oo]. Ainsi on dira qu'un ensemble X est un noyau, 
relativement à 3, si 

(2.3) XcA(5) et $ ( < J ( X ) ) = O , OÙ <J(X) = A(#(X)) - X, 

9 (X) étant la famille des E de 9 joints à X (il se voit que o- (X) est 
l'ensemble des points étrangers à X et indéfiniment couverts par 
les E de 9 joints à X]. On dira que X, cA(5) , est une enveloppe, 
relativement à 9, si A (9) — X est un noyau. 9 étant simplement 
régulière, la famille partielle 9 (X) jouit de la même propriété; 
donc A (9 (X)) est mesurable^ ; cr (X) étant mince, si X est un 
noyau, il s'ensuit que tout noyau (relativement à 9) est mesurable-*!»; 
dont les enveloppes sont aussi mesurables-<ï>. 

9 = { E j est complètement régulière [(T); définition 12.8], si 9 est 
simplement régulière et si à tout X, c A (9), mesurable-O et à 
tout € > o il correspond un noyau Y, tel que 

(2.4) YcX, 4 > ( X - Y ) < £ . 

Pour les familles d'ensembles considérées dans (D*), M. Denjoy 
a déjà remarqué que les enveloppes et les noyaux ressemblent, mais 
d'assez loin, aux ensembles ouverts et fermés respectivement. 
(2.5) D'accord avec le livre (HR) de H. Hahn et A. Rosenthal [6] 
un espace F est topologique, s'il existe une famille G = { O 5 d'en­
sembles O, c F, qu'on appelle « ouverts », satisfaisant aux conditions 
suivantes : 

(2.5 a) G contient l'ensemble vide; 
(2.5 b) Tout point p de F est contenu dans un O de G; 
(2.5 c) O ^ , € G, si Ot et 0> sont dans G; 
(2.5 d) Toute réunion, même indénombrable, d'ensembles de G est 
dans G; 
(2.5 e) Si xu x2 sont des points distincts dans F, il existe d et 02 

dans G, tels que dBXx, 0 2 sx 2 , Oi02 = o. 
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9 étant simplement régulière, la famille G = j 0 } d'enveloppes 
(relativement à 9) ne satisfait pas, en général, à tous les carac­
tères (2.5 a-2.5 e) pour l'espace F = A (9). Pourtant la famille G 
d'enveloppes jouit toujours des trois premières propriétés. En effet, 
F = A (9) est à la fois une enveloppe et un noyau ; le complément 
d'ensemble vide est F, qu'on considère comme un noyau, donc l'en­
semble vide est une enveloppe, d'où (2.5 a) est satisfait. D'autre 
part, (2.5 b) aussi a lieu, car F peut être considéré comme une enve­
loppe. Enfin (2.5 c) est valide pour la famille G d'enveloppes en 
raison des indications données dans (D*), pour le cas y considéré, 
ainsi que dans (T) au cas où 9 est simplement régulière. 

Quant à (2.5 d), on note que toute réunion, au plus dénombrable, 
d'enveloppes est une enveloppe, tandis qu'il se peut que la réunion 
indénombrable d'un système d'enveloppes ne soit pas une enveloppe. 

HYPOTHÈSE TOPOLOGIQUE 2.6. — On suppose que la famille 9 = } E j 
(avec <!> (S (9)) < + co), au moins simplement régulière, est telle que 
la famille G = { O j d'enveloppes, relativement à 9, jouisse des 
propriétés (2.5 c?) et (2.5 e). 

Sauf mention contraire, Y hypothèse 2.6 sera toujours admise. On voit 
sans difficulté que cette hypothèse entraîne la possibilité de la formu­
lation de la plupart de notions usuelles de la théorie d'ensembles 
[voir (HR); p. 4~7L Nous allons indiquer ceux de ces développements 
qui nous seront utiles dans la suite; nous le ferons d'une façon diffé­
rente de celle comprise dans (HR). 

Un point p, € F = A (9), est intérieur à un ensemble H ( c F), 
s'il existe une enveloppe (relativement à 9) O, telle que 

OBP, Oc H, 

p est extérieur à H ( c F), si p est intérieur à F — H ; p est un point 
frontière de H, si p n'est ni intérieur à H ni extérieur à H. Si p est 
un point de la frontière de H, toute enveloppe contenant p aura des 
points sur H et sur F — H. D'accord avec (D; p. 88) nous désignons 
par H, la fermeture de H, l'ensemble des points non extérieurs à H; 
ainsi, si p e H , toute enveloppe O contenant p aura des points sur H; 
p, € H, est isolé dans H, s'il existe une enveloppe O contenant p et 
disjoint de H — p. On dira que H,, c H , est isolé dans H si tout 
point p de H, est intérieur à F — H + H, [e. g. une enveloppe O = O (p) 
existe, telle que O s p , 0 . (H — H,) = o]. 

DÉFINITION 2.7. — Soit 9 = {E | simplement régulière; ¢(8(57)) < co ; 
admettons l'hypothèse 2.6. On dira que F = A (9) est un espace ysépa-
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rable, si dans tout ensemble d'une infinité de points H, c F, il existe 
un ensemble dénombrable h, tel que h = H. 

En employant l'idée générale dans [(D); p. 88 et 89] de la démons­
tration de la séparabilité des espaces cartésiens, nous vérifions le fait 
suivant. 

(2.8) Admettons qu'il existe une famille dénombrable Gr = { O' ( 
partielle d'enveloppes épaisses-^, relativement à 9, telle que : 
(i°) A (G') = F [e. g. tout point de F = A (9) est indéfiniment 
couvert au sens de la métrique <!> par G'] et telle que (20) si O est 
une enveloppe quelconque de G et p est un point dans O, alors il 
existe un nombre 0 = 0 (p, O) > o de sorte que 

(2.8 a) O'eG', O'sp, $ ( 0 ' ) < T I entraînent Ô'cO. 

Dans ces conditions F est séparable. 

En effet, si H ( c F) est un ensemble quelconque, désignons par 
O',, 0'2, . . . , 0„, . . . , les enveloppes de G' jointes à H. En raison 
de (i°) tout point de H est contenu dans une suite infinie partielle 
des 0'„ de mesure-0 tendant vers zéro. Soient p un point sur H et O 
une enveloppe le contenant. Il existe une infinité de 0^, tels que 

(io) 0'neG9 0'JkBP, * (0 ; f c ) ->o ( p o u r * - > « 0 . 

Vu [(20), (2.8 a)], il existe un k', tel que 0)A.cO pour tout k > k'. 
Or par construction 0'„ contient un point pn de H. Donc il existe des 
points p,H9 en sorte que 

(20) p ^ s H , jo^eO^cO, dès que k > k\ 

Considérons l'ensemble h=={pl,p2, . . . j ; on a / i c H ; en outre, 
toute enveloppe 0 contenant le point p considéré de H contient 
des points de h (20); d'où / ï = H . Vu la définition 2.7 la consta­
tation 2.8 est vérifiée. 

Dans la suite, nous admettrons toujours les hypothèses de 2 .8 ; 
ainsi F = A (9) sera toujours séparable. Dans ces conditions, en tant 
que G ' c G et 

F = A(G')cA(G) et A(G)cF 

(car les 0 de G sont dans F), on aura 

(2.9) A(G)=F. 
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En tenant compte de la définition [(2. i), (2. i a)] et de l'hypo­
thèse 2.6, on s'aperçoit que la famille des ensembles épais-® de G 
est simplement régulière, avec la métrique-*!» [on note que toute réunion, 
même indénombrable, d'ensembles de G, est une enveloppe relati­
vement à 9 (2.5 d) et, par conséquent, est mesurable-O]. 

On dira que p est un point d'accumulation de H ( c F ) , si toute enve­
loppe O contenant p contient des points de H distincts de p. Si p 
est un point d'accumulation de H, toute enveloppe O contenant p contient 
une infinité de points de H (distincts de p). En effet, selon la défi­
nition, O contient un point p^ tel que p i € H , p{ ^ p. Vu (2.5 e), 
il existe une enveloppe O' contenant p, telle que pi est étranger à O'; 
O, = 0 0 ' est une enveloppe, O^p, p, est hors de d ; dans Oi il y a 
un point p>, eH, tel que p>^£ p; nécessairement p> ^ pr, en raison 
de (2.5 e) on trouve une enveloppe O2 contenant p et ne contenant 
pas p>; posons O» = OiO2; p est dans l'enveloppe O2 et p{, p2 sont 
étrangers à O2. Moyennant induction, on montre l'existence d'une 
suite infinie d'enveloppes 0„ (n = i, i, . . . ) et de points pn, de sorte que 

!

0 = 0 0 = ) 0 ^ 0 , 3 . . . 5 

peOrt; p„€HO(/i = 1,2, . . . ) ; p*^/>; 
pneOn-i(n = i, 2, . . . ) 

[Pu P-2, . • -, Pn sont étrangers à 0 „ ( / i = i , 2 , . . . )], 
L'énoncé en italiques, donné plus haut, est démontré. 

(2. I I ) Si p ( e F ) est un point d'accumulation de H ( c F ) , on peut 
réaliser (2. io) avec un choix des enveloppes 0„ de manière que O (0«)-> o 
(pour n -> oo ). 

On note que A (G) = F (2.9), donc il existe une suite d'enve­
loppes Efl (n = 1, 2, . . . ) , telles que EnBp, <S> (En) -> o. En repre­
nant la démonstration présentée au-dessus, avec 

O t = 0 0 1 E 1 , 0 2 =0 1 02E 2 , . . . ; 

nous constatons encore une fois la validité de (2.10), mais avec 

$ ( 0 , 0 , ^ $ ( E , i ) , ->o pour /i->oo; 

ainsi (2.11) est vérifié. 

On dira que p est un point limite de H ( c F ) , si p est un point isolé 
dans l'ensemble de points d'accumulation de H (e. g. est contenu 
dans une enveloppe sans autres points d'accumulation de H). 
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DÉFINITION 2.12. — On dira que la suite de points p (n = i, 2, . . . ) 
converge vers le point p, et Von écrira pn -> p, ou bien lim pn = p, 

si l'ensemble de points d'accumulation de { pn j est le seul point p. 
Un ensemble H ( c F) est fermé, si H contient tous ses points d'accu­

mulation, ce qui équivaut à dire : H = H. On dira que H est ouvert, 
si tout point de H est intérieur à H, e. g. H = (H)°, où (H)° est l'en­
semble des points de H intérieurs à H. Il s'ensuit que F — H est 
fermé (ouvert), si H est ouvert (fermé). 

Il faut vérifier que la nouvelle définition d'ensembles ouverts est 
équivalente à la définition présentée dans (2.5)-(2.5 e), e. g. que les 
enveloppes (relativement à 9) sont identiques avec les ensembles 
ouverts selon la définition que nous venons de donner. Si H est ouvert 
d'accord avec l'hypothèse 2.6, e. g. si H est une enveloppe, tout point p 
de H est intérieur à H, parce que H est une enveloppe contenue dans H 
et contient p ; donc H est ouvert selon la seconde définition. Récipro­
quement, si tout point de H est intérieur à H, associons avec tout 
point p dans H une enveloppe O (p), telle que 

0(p)BPf 0 (p)cH. 

L'ensemble ^ O (p) (p parcourant H) est identique avec H et il 

est une enveloppe en vertu de (2.5 d). On conclut ainsi : 

(2.i3) La famille d'enveloppes est identifiée avec la famille d'en­
sembles H, tels que H = (H)°. 

Or, le complément [relativement à F = A (9)] d'une enveloppe est 
un noyau; donc on conclut comme il suit. / 

(2.i4) La famille de noyaux (relativement à 9) est identique avec 
les ensembles ( c F ) fermés. 

Les réunions et les intersections finies d'ensembles ouverts (fermés) 
sont ouvertes (fermées); toute réunion, même indénombrable, d'en­
sembles ouverts est ouverte [(2. i5), (2.5 d)]; toute intersection dénom­
brable d'ensembles fermés est fermée (si elle est non vide). 

En général, dans l'espace F = A (9) il n'y a pas de compacticité, 
c'est-à-dire le théorème (valide dans les espaces cartésiens et avec la 
formulation ordinaire), constatant que « tout ensemble formé d'une 
infinité de points appartenant à un ensemble fermé E admet un 
point d'accumulation appartenant à E » [voir (D); p. 90], ce théorème 
est en défaut. Conséquemment, le théorème classique de couverture de 
Borel-Lebesgue est aussi en défaut. 
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3. La pseudo-distance et les espaces complets-G'. — L'hypo­
thèse dans (2.8) et (2.8 a) étant admise, ajoutons les conditions 
suivantes : 

HYPOTHÈSE 3 . I . — Si x,, x2 [dans F = A (3)\ sont des points, tels 
que des O, c G ' (2.8), existent contenant xi9 x>, alors on définit le 
nombre 

(3.i a) p(#i, #2) = min^(O) (pour O de G' contenant # t , #2). 

On a p (xl9 x2) = p (xî9 Xi)^o. Admettons qu'une famille G', satis­
faisant à (2.8), (2.8 a), existe, de sorte que 

(3. i b) p ( x ! , ^ 2 ) > o , dès que xx ^ x.2 et p(#i, #2) existe. 

De plus, admettons la condition suivante de continuité de p. 
(3.i c) Le point x2 et le nombre v = p (x>, x^ > o étant fixes, x* ayant 
la possibilité de varier, on a p (xi9 x^) -> <J, lorsque p (xu rr2)-> o. 

On note que p (#,, x2) ne s'annule que si Xi = x2. 
Dans la suite, la partie (3.1 b) de cette hypothèse sera toujours admise. 

Le théorème 12.1 sera le premier endroit où nous faisons usage de la 
condition (3.i c) de continuité de p. 

La fonction p (x]9 x,) n'est pas en général une distance au sens 
usuel, car il se peut que p (xl9 x2) ne satisfasse pas à l'inégalité trian­
gulaire. Vu [(2.8; (i0)], à tout point x de f, des Ov (v = 1, 2, . . . ) 
correspondent, de sorte que 

(io) OveG', OvS-r, $ ( O v ) - > o . 

En conséquence de (2.8 a), la suite d'enveloppes { Ov} contient une 
suite partielle infinie, soit { Ov, j (vt < v2 < . . . ) , de manière que 

(20) 0 V I D O V | 3 . . . ; 0 V l 3 # ; 4>(0Vl)->o. 

(3.2) L'intersection d'une suite infinie d'enveloppes qui satisfait à (i0) 
est nécessairement le seul point x. 

En effet, si 1 J0V contenait un" point xt(^F) distinct de x, la for­

mule (3.i a) donnerait p (x, Xi) = o, ce qui serait contraire à (3.1 b). 

On observe que les deux constatations suivantes s'équivalent : 

(30) #v€Ov , xeOv (v = i , 2 , . . . ) ; OveG'; <ï>(Ov)->o; 
(4o) p(#, # v ) ->o . 
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En effet, (30) entraîne p (x, x.) ^ O (Ov) -> o. En outre, si (4o) 
a lieu, on pourra trouver, pour v = 1,2, . . . , une Ov € G', de sorte que 

O v 9^ v , O v S#, (p(#, #v) ^ ) < ï > (O v ) < p(j", #v) -+" -« 

ce qui implique <!> (Ov) -> o. 
En tant que l'inégalité triangulaire pour p peut être en défaut, 

on ne peut pas affirmer que les deux relations 

p(#, arv)->o, P(JK, # V ) - > O 

entraînent nécessairement l'identité des points x, y. 

(3.4) Si H c F ( = A (9) et p est un point intérieur à H au sens 
spécifié à la suite de l'hypothèse (2.6), alors p est intérieur à H selon 
une définition de points intérieurs, qui fait intervenir seulement les 
enveloppes de la famille G'; la réciproque est aussi vraie. 

En effet, soit p intérieur à H au sens de la section 2. Il existe une 
enveloppe O ( € G) telle que O s p, O c H ; p est contenu dans une 
suite d'enveloppes O' de G' dont la mesure <b (O') tend vers zéro; 
donc (2.8 a), il existe une O ' e G ' telle que 

O'sp, O 'cOcH. 

Ainsi p est intérieur à H au second sens. La réciproque est immé­
diate. (3.4) est vérifié. 

De la même manière, on peut établir les faits suivants : 
(3.5) Les notions d'un point extérieur, de la frontière, de la ferme­
ture d'un ensemble, d'un point (ou ensemble) isolé, de la sépara-
bilité, d'un point d'accumulation, d'un point limite, introduites avec 
l'aide seulement des enveloppes de G', sont équivalentes aux notions 
correspondantes présentées dans la section 2. 

En établissant les propositions (3.4) et (3.5) on n'a pas usé de l'hypo­
thèse 3 . i . 

Nous allons montrer que (2.11) a lieu avec 0«€G' , c'est-à-dire 
la proposition suivante est valide. 
(3.6) Si p ' ( € F ) est un point d'accumulation de H ( c F ) et une enve­
loppe O' de G' contient p, alors des On (n = 1, 2, . . . ) et des points pn 

existent de sorte que 

*0H € G' ; O' = Oo D 0 4 D 0 2 D . . . ; 
(3.6 a) . 

( p*zOn; p n e H O ' ( / i = i , & , . . . ) ; pneOn—i (/1 = 1 , 2 , . . . ) ; 

p„ p2, . . . , pn sont étrangers à 0„, <E> (0« -> o. 
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Selon la définition dans la forme nouvelle, toute enveloppe de G', 
contenant p, contient un point de H distinct de p. Ainsi il existe un 
point pj, tel que 

P i € H , piF^p, p i C O ' = O 0 . 

D'après (2.5 e), il existe une enveloppe O1 contenant p et disjoint 
de p^ Par un raisonnement déjà employé, OoO1 contient une enve­
loppe Oi, telle que 

O^G ' , PeOu * ( O i ) < i ; 

nécessairement, p, est étranger à Ot et O' = O 0 D O I . Dans d il y a 
un point p>, ^ p, appartenant à H. Vu (2.5 e), il existe une O2 de G, 
telle que 0 2 3 p et que p2 soit étranger à O2; l'enveloppe OiO2 contient 
une 0 2 de G', telle que 

P € 0 2 , $ ( 0 2 ) < ^ ; 

nécessairement p2 est étranger à 0> et 0 0 D O O 0 2 . L'énoncé 
[(3.6), (3.6 a)] s'établit par induction (avec 0> (0„) < i~n). 

DÉFINITION 3.7. — On dira qu'une suite de points pn(e¥) 
(n = 1, 2, . . . ) tend vers un point p ( e F ) , au sens de G', et l'on écrira 

(3.7 a) P«~(G' )p , 

si des 0'n existent en sorte que 

(3 7Ô) 0'„€G', p€0'„ , p ^ O ' , , ¢ ( 0 ^ 0 . 

En tenant compte de (30) et (4o) on conclut ainsi : 

(3.8) p * ~ ( G ' ) p \eutdire p(p, p„) ->o [ ( 3 , i a ) ] . 

Nous avons déjà remarqué [voir le texte qui précède (3.4)] que, 
avec la notation actuelle, les relations 

0°) Pn~W)p, Pn~(&')q 

n'entraînent pas, en général, que p = q. Voici une condition suffisante 
pour que (i°) implique p = q. 

HYPOTHÈSE 3.9. — Supposons que tout couple A, B d'ensembles 
joints de G' peut être enfermé dans un ensemble C de G', de sorte que 

( 3 . 9 a ) < Ï > ( A - H B ) - > O entraîne <î>(C)-^o. 

(3.10) Dans l'hypothèse 3.g les relations (i°) entraînent p = q. 

file:///eutdire
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En effet, des A„ et des Bn existent, telles que 

A„eG', B„eG', pnekn, p«eB„, peAw , ^eB„ 

et 
fc(A„)->o, 4>(B,0->o. 

On a A „ B n ^ o. Il existe une enveloppe d de G', telle que 

(2°) A n+B„cC„, $(C„)->o. 

Pourtant, Cn contient les points p, q pour n = 1,2, . . . (car cela est vrai 
pour A„ + B„). La seconde relation (20) signifie que (3.1 a) p (p, q) = o, 
donc (3.1 b) p = q, ce qui démontre (3.10). 

En vertu de [(3.6), (3.6 a)], si p est un point d'accumulation de H, 
on peut trouver une suite de points pn € H (pn =^ p), tels que p „ ~ (G') p. 
(3.11) Désignons par A (GA) { pn ) l'ensemble des points q, tels que 
pn~ (G7) q. A (G') { pn } peut être vide; pourtant, si A (G') { pn \ n'est 
pas vide et si l'hypothèse S. g a lieu, A (G') f pn } sera un point unique. 

Si P / i ^ ( G / ) p et \pni) est une suite infinie partielle de { pn \, 
on aura pni~(G')p [car (3.8) p (p, p „ ) ^ o , donc p (p, p„z)->o, 
d'où (3.8) la conclusion] : 

(3.12) Dans l'hypothèse 3.9, si pn ~ (G') p, on aura pn -> p, e. g. 
lim pn = p, au sens de la définition 2.12. 

En effet, si la conclusion est en défaut, l'ensemble de points d'accu­
mulation de l'ensemble { pn } contiendra un point q distinct de p. 
En vertu de [(3.6), (3.6 a)], on pourra trouver une suite d'en­
sembles K, eG ' , et une suite de points ql9 € ( pn }, de sorte que 
pour i = 1, 2, 3, . . . 

qeAt, ÇieAl\ A J D A S D . . . ; <Ï>(A,)->O. 

Nécessairement, qt = pni, avec nt ->- co, et qt~ (G') q. Pourtant, vu la 
remarque antérieure à (3.12), pni ~ (G') p. On a abouti à une contra­
diction à (3.io) [les relations (i°), qui interviennent dans (3.10), 
étant pour les pn]. Ainsi (3.12) est vérifié. 

(3.i3) Au cas de compacticité, si p,i-+p (définition 2.12), on aura 
Pn-+(G')p. 

En effet, si l'on admet la compacticité, toute suite infinie de 
points q, ( e F ) aura au moins un point d'accumulation. Si la conclu­
sion dans (3. i3) est en défaut, il ne sera pas vrai que p (p, p„)-> o. 
Il existe une suite infinie { pV; ( (j = 1, 2, . . . ) et un nombre positif a 
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de sorte que p (p, pVy) ^ a ( j = i , 2, . . . ) . Alors il se voit que lès 
relations 

OsG', Osp , <ï>(0)<a 

entraînent que lesp/ty sont tous étrangers à O (sinon O contient 
un r = pv, et l'on aura p (p, r) ^ <D (O) < a). Évidemment p n'est 
pas un point d'accumulation de la suite j pV/ j . Ayant admis le carac­
tère de compacticité, on s'aperçoit qu'il existe un point q, =z£ p, qui 
est un point d'accumulation de j pV/ ! ; q sera aussi un point d'accu­
mulation de la suite originelle { pn j . Pourtant, pn->p veut dire 
que p est le seul point d'accumulation de j pn }. Il y a contradiction, 
ce qui établit (3. i3). 

La compacticité est une condition trop restrictive de notre point 
de vue actuel. Donc dans la suite, nous ne faisons pas usage d'une 
hypothèse de compacticité. 

Avec les points d'accumulation et les points intérieurs, définis 
moyennant la famille G' particulière d'enveloppes, on peut définir un 
ensemble fermé H, comme un ensemble contenant ses points d'accu­
mulation (e. g. H = H) et l'on peut définir un ensemble ouvert comme 
un ensemble dont tout point lui est intérieur [e. g. H = (H)0]. En tenant 
compte de (2.i3) et (2.24), on conclut ainsi : 

(3.i4) Les noyaux et les enveloppes (relativement à 9) sont corres-
pondamment identiques avec les ensembles ( c F ) fermés et ouverts, quand 
ces ensembles-ci sont définis comme on vient de l'indiquer. 

Nous introduisons la notion fondamentale suivante : 

DÉFINITION 3 . I 5 . — On dira que l'espace F = A (9) est complet-Gf, 
si les hypothèses (2.8), (3. i) et (3.9) ont lieu et si toute suite de 
points pn ( e F ) (n = 1, 2, . . . ) , telle que 

(3. i5 a) p (p,l9 pn) < s pour tout n ^ n (s) et tout m ^ n (1) 
[un n (E) fini correspondant à tout s > o], nécessairement tend vers 
un point p, au sens de G' (définition 3.7), e. g. : 

(3.i56) Pn~(G')p-

Dans la suite on admet que F ( = A (¢)) est complet^'. 

En tant que la fonction p n'est pas une vraie distance, cette notion 
d'un espace complet-G' ressemble d'assez loin à la notion usuelle d'un 
espace métrique (e. g. distancié) complet. En raison de l'hypo­
thèse (3.9) \voir (3.10)] le point p dont il s'agit dans (3. i5 b) est unique. 

file:///voir
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Étant donné un ensemble H ( c F), le nombre 

(3.16) p(H) = maxp(p l 5p2) (p,, p2 sur H) 

sera analogue au diamètre d'un ensemble dans un espace distancié. 

THÉORÈME 3.17. — Soit F = A (9) complet-Q' (définition 3.i5). 
Si les ¥n (n = 1, 2, . . . ) sont fermés, non vides, tels que 

( 3 . i 7 « ) F i D F j D . . . , p ( F „ ) - > o , 

alors l'intersection F* = F , F 2 . . . est un seul point. 

Choisissons un point pn sur F„ (n = 1, 2, . . . ) . Pour / n ^ n o n a 
pneFm cFn, donc (3.16), 

?(Pn, Pm) ^p(Fn) ( m ^ / z ) . 

L'espace F étant complet-G' et p (Fw) -> o, il s'ensuit qu'il existe 
un point p unique, de sorte que pn ~ (G') p. En vertu de (3.12) 
l'ensemble de points d'accumulation de j pn ) est le seul point p. 
Si k ( > o) est fixe, la suite p*, p*+i, . . . est dans F*; le seul point 
d'accumulation de cette suite est p ; FA est fermé, donc p€F* , cela 
étant pour k = 1, 2, . . . . Par conséquent, F i F 2 . . . contient p. Si q 
était un autre point de l'intersection des F,<, on aurait p et g 
sur F„ (n = 1, 2, . . . ) , d'où p (p, q) ^ p (Fw) et nécessairement on 
aurait p (p, q) = o; selon l'hypothèse 3.1, cela veut dire que q = p. 
Le théorème est démontré. 

Soit P parfait (e. g. fermé, sans points isolés) et supposons que 
l'ensemble E est contenu dans P. Nous empruntons à M. Denjoy 
les termes « interne » et « frontalier » au sens suivant. Un point p 
sur E est un point interne de E, relativement à P, s'il existe une 
enveloppe w (e. g. un ensemble ouvert), telle que 

peo) , co(P — E) = o. 

p, € P, est un point frontalier de E, relativement à P, si pour toute 
enveloppe w contenant p on a 

coE^o, w.(P — E ) ^ o . 

Nous désignons par O (E) et f(E) les ensembles, respectivement, 
des points internes de E et des points frontaliers de E. On dira que w 
est une portion de P, si 

(3.18) w = t») P (fermeture de w P), où t*> est une enveloppe et w P ^ o . 
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(3.19) Soit P ( c F ) parfait. Il existe une suite dénombrable de 
portions <ô/ (î = 1,2, . . . ) de P de sorte que9 si p est un point quel­
conque sur P, on peut trouver une suite partielle de f w,}, soit ô>,v 

(v = 1, 2, . . . ) , en sorte que p soit interne (relativement à P) à w, 
(v = 1, 2, . . . ) , <ï> (â>,v) -> o (pour v -> 00) et p (wjv) (3.16) -> o. 

Les enveloppes de la famille G' (2.8) sont en nombre dénombra-
blement infini. Soient les O, (i = 1, 2, . . . ) les ensembles de G' 
joints à P. Les portions w/ = 0,P (1 = 1 , 2 , . . . ) répondent à toutes 
les propriétés de l'énoncé (3.19). En effet, si p est un point quel­
conque sur P, alors [en tant que A (G') = F D P ] il existe une suite 
infinie d'enveloppes Ay (j = 1, 2, . . . ) de G' telle que A/3p et 
O (A/) -> o. Puisque <D (A/) est arbitrairement petit pour j grand, 
en raison de (2.8 a) on peut trouver une suite d'entiers posi­
tifs j/c, -> co, de sorte que 

Bk=A/kDX/k+l = Bk+i, B/teG', B*sp, $(B*)->o 
(* = i, 2, . . . ; y \ = i) . 

Or Bx, contenant p, est joint à P, donc B* est un Or, e. g. une 
suite O (v/v = 1 , 2 , . . . ) existe telle que 

( a , ) 0 / v c G ' , 0 , v s p , 0 / w DÔ f c + I , 4 > ( 0 , v ) - > o (v = i, 2, . . . ) , 

en vertu de la troisième relation on obtient <l>(0/v)-^o; p e P 
et peO,v, d'où p€0,vPcO,.,P = w/v (v = 1, 2, . . . ) ; de plus 

( « O cû /vcÔ /v, * ( w , ¥ ) ( ^ ¢ ( 0 1 , ) ) - > o . 

Aussi se voit-il que p est interne (relativement à P) à toute portion &â,v 

de P. Soit v, ^ 2, un entier particulier, et envisageons deux points pJf p> 
sur 0,v. Comme une conséquence de la troisième relation (a^, 
on aura pi, p> dans 0,v_,. Or (3.1 a) p (pi, p.{) = minO (O) pour O 
de G' contenant pu p2, d'où p(pi, p2) ne surpasse pas 0(0 / .^); 
par là (3.16) : 

p(Ô,v) = maxp(pi , p 2 ) ( p t , p 2 sur Ô/„) ^ ¢ ( 0 / ^ ) (v = 2, 3, . . . ) 

et, en raison de la quatrième relation (ai), 

p ( 0/v) -> o ( pour v - » 00). 

Il suit de la définition que p (A) ^ P"(B), dès que A et B sont deux 
ensembles quelconques tels que A c B ( c F ) ; ainsi (a2), 

p(û,v)[^p(Ô/v)]->o. 



TOTALISATIONS DANS LES ESPACES ABSTRAITS. l 5 

La constatation (3.19) est vérifiée. Ce résultat reste vrai même si P 
est seulement fermé. 

Le théorème de couverture de Borel-Lebesgue a, dans le cas actuel, 
une forme plus faible comme il suit. 

(3.20) Si un ensemble fermé H ( c F = A (9) est couvert par la réunion 
d'une famille T = j O j d'enveloppes, il est couvert par la réunion finie 
ou dénombrable d'ensembles de Y. 

Selon l'énoncé (3.19), qui s'applique avec P = H seulement fermé, 
il existe une suite dénombrable de portions 

( M û,= ÔJÏ [* = i, 2, ...; O/eG'l 

de H, de sorte que tout p, € H, est contenu dans une suite partielle 
de { w/ j , soit { ÔJIV } (v = 1, 2, . . . ) , avec $ (ûiv) -> o; les l, en général 
dépendent de p. Avec tout point p sur H associons une enveloppe 
particulière O (p) de la famille Y, telle que 0 ( p ) s p . Considérons 
une suite { w,„ j associée avec p comme on vient de l'indiquer. On peut 
faire en sorte que p€0 , v H(v = 1, 2, . . . ) [voir le texte qui pré­
cède (a2)], tandis que (a^ $ (0,v) -> o. En vertu de (2.8 a) [où l'on 
pose 0 = 0 (p), 0 ' = 0/v, l'entier v ( > o) étant variable] on obtient 
0 ; v c 0 (p) pour un v = v (p) suffisamment grand. Ainsi 

(bt) pe [Os{p) H cO, ( / , )H=]w v ( / 0 ) c [Ôi{p) c ] 0 ( p ) (s(p) = i\{p)). 

Un choix de l'entier s (p) ( > o) peut être fait pour tout p sur H de 
manière que (b-2) ait lieu. On obtient 

(6;i) H =2,<àS(p), p parcourant H. 

La réunion dont il s'agit ici n'est indénombrable qu'en apparence, 
car les cô,()0) (p décrivant H) sont contenus dans la suite (&,) j w4 j 
(i = 1, 2, . . . ) dénombrable. En retenant dans (bA) seulement les 
ensembles mutuellement distincts, on s'aperçoit qu'il existe une suite 
de points p/(j = 1, 2, . . . ) , tels que 

py€H, H = 2 ( ,M PJ)' 
j = i 

Or (62)co^l/ïy)cO (pj)9 donc H c ^ O (p,), ce qui démontre (3.20). 
/ 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N» 1 5 5 . 
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4. Les théorèmes du genre de Cantor-Baire et de Cantor-
Bendixon. — Si A, B sont des ensembles, on écrit A > B, si A D B 
et A — B est non vide. Nous démonstrons le résultat suivant (le 
théorème de Cantor-Baire). 

THÉORÈME 4. I . — Soient F a fermés (e. g. des noyaux relativement 
à 9) tels que 

( i . i a) F 1 > F 2 > . . . > F 0 ) > . . . > F a > . . . 

(énumération transfinie). Cette suite [ F a ! est dénombrable au plus : 
nécessairement il existe un a' de classe I ou de classe II (la première 
classe des nombres transfinis) pour lequel E^ = o. 

Envisageons la famille dénombrable G' = j Oi, 02, . . . | dont il 
s'agit dans [(2.8), (2.8 a)]. Je dis qu'il existe un entier U (^ i) 
minimal tel que 

(«i) O^Fi^o, O ^ c F - F . (F = A(*)). 

En effet, au cas contraire, tout Ot (i = i, 2, . . . ) satisferait à 

(a2) OjCF —Fi, ou bien 0 , F 2 ^ o ; 

soit p un point sur E1 — F» ; p étant dans l'enveloppe F — F », il existe 
un O/t tel que O^Bp, O A C F — F2 ; O* ne satisfait pas à la seconde 
relation (a2), donc OA devrait satisfaire à la première relation (a2), 
e. g. OL est disjoint de Ei ; mais O* contient le point p, qui est dans Fi ; 
il y a contradiction, ce qui vérifie l'existence d'un U ( ^ 1) minimal 
tel que (aj) ait lieu. De même il existe un U ( ^ 1) minimal pour lequel 

O l t F,^o , O l f c F - F , . 

Évidemment i> ?£. i}. En général, il existe un îa minimal en sorte que 

(*i) 0 / a F a ^ o , 0 / R c F - F a + 1 . 

Les U sont distincts et la suite des 0,a est contenue dans la suite 
dénombrable G' = { Oi, 02 , . . . j . Or les F a sont dans une corres­
pondance biunivoque avec les 0,a, e. g. avec les éléments d'une suite 
dénombrable; donc la suite { F a ) est dénombrable. Enfin le raison­
nement bien connu dans la théorie classique mène à la conclusion 
que pour un a' de classe I ou de classe II on aura F a ' = o (on use 
du fait que l'ensemble des nombres de la classe II est indénombrable). 
Le théorème est établi. 

Notons que ce théorème est établi au moyen de l'hypothèse 
[(2.8), (2.8 a)] sur la famille G'; c'est une condition qui mène à une 
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sorte de séparabilité. Donc la conclusion du théorème n'est pas surpre­
nante, si l'on tient compte de la remarque de M. Denjoy [(D); p. 44BJ, 
selon laquelle le théorème de Cantor-Baire a lieu dans tout espace 
qui est (i°) distancié et (20) séparable. Pourtant, dans le cas actuel, 
l'espace n'est pas vraiment distancié. 

D'accord avec la définition classique nous dirons qu'un ensemble H 
est clairsemé, si tout sous-ensemble de H contient des points isolés. 

(4.2) Un ensemble H clairsemé est dénombrable. 

Notre démonstration de cette proposition est modelée sur celle 
d'une preuve de ce résultat au cas classique, donnée par SierpinskL 
Au lieu d'un réseau, nous usons de la famille G' (2.8). Soient 0¾ 
(i = 1, 2, . . . ) les enveloppes de G', dénombrées d'une façon quel­
conque. Les points isolés de H (et en effet d'un ensemble quelconque 
dans F) sont au plus dénombrables, car à tout point p de cette sorte 
on peut associer une OL{P) (eGf) d'indice minimal, telle que On{p Bp 
et Ok(P) est disjointe de H — p. Soit H t l'ensemble des points non 
isolés de H. Nous enfermons tout point isolé de H dans une Ot de G' 
d'indice minimal i, de sorte que 0, contienne le point considéré et ne 
contienne pas de points de Hi distincts de ce point. L'ensemble des 
points isolés de H, est au plus dénombrablement infini. Les Ol9 dont 
on fait usage pour enfermer les points isolés de Hu sont distincts 
entre eux et ils sont distincts des 0^ employées pour enfermer les 
points isolés de H. En procédant de cette manière, on obtient une 
suite d'ensembles 

H > H 1 > H 2 > . . . 

[où H* — H1+1 est non vide, H0 = H], Il est concevable que H soit 
vide pour un n fini; alors H est dénombrable. Supposons que H„ ^ o 
pour tout n < 00 (&> étant le premier nombre transfini). Désignons 
par Hto l'ensemble des points de H qui restent après qu'on a retranché 
successivement les points isolés de tout ensemble Hfl (n < w). En procé­
dant ainsi transfiniment, on obtient une suite d'ensembles 

H > H 1 > . . . > H w > . . . > H a > . . . . 

Les H a sont en une correspondance biunivoque avec une certaine 
suite partielle, nécessairement dénombrable, de G' [à la façon 
de (ai), (a,), avec H a pour F a ] ; donc la suite des H a est au plus dénom­
brable, e. g. il existe un a' des classes I, II pour lequel Ha> = o. 
D'autre part, à chaque pas (e. g. en procédant d'un H a nŒ^s^c fê^*^ \ 
à Ha+i, qui peut être vide) on retranche un nombre d é ^ ^ ^ a i i e L . ^ % 
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(au plus) de points de l'ensemble envisagé; donc H clairsemé est 
dénombrable dans tous les cas, et l'énoncé (4.2) est vérifié. 

Dans la théorie actuelle [e. g. les conditions qui interviennent 
dans (2.8), (2.8 a) étant admises] le théorème suivant de Cantor-
Bendixon a lieu. 

THÉORÈME 4 .3 . — Si H ( c F = A(5)) fermé n'est pas dénom­
brable, H est la réunion d'un ensemble parfait P et d'un ensemble dénom­
brable, en effet clairsemé, H0. 

Si p ( € F ) est un point particulier et Q ( c F ) un ensemble, deux 
alternatives se présentent : 
(i°) Il existe un O de G' tel que O ^ p et OQ est clairsemé. 
(20) Pour tout O de G', tel que O B p l'ensemble OQ n'est pas clair­
semé (e. g. OQ contient un sous-ensemble dense en lui-même). 

En tenant compte de l'emploi du terme « point de condensation » 
dans le cas classique, nous dirons que p est un point de condensation 
de Q, si l'alternative (20) a lieu. 

Si H est clairsemé, H sera dénombrable (4.2). Admettons donc 
que H n'est pas clairsemé. Posons 

(4.4) H = N + ( H - N ) , 

où N est l'ensemble de points de condensation de H. La décompo­
sition (4.4) est analogue à celle donnée dans le livre de M. de la 
Vallée-Poussin [Intégrales de Lebesgue, Paris, 1934] afin d'établir le 
théorème 4.3 au cas classique. Tout point de condensation est un 
point d'accumulation (la réciproque n'est pas vraie). Par hypothèse, 
H contient ses points d'accumulation, donc H D N ; l'écriture (4.4) 
est justifiée. Soit p un point d'accumulation de N; tout O, €G' , 
qui contient p, contient des points q de N; q de N est un point de 
condensation de H, donc [(20), avec q, H au lieu de p, Q] l'ensemble OH 
n'est pas clairsemé; d'où p est un point de condensation de H, 
e. g. p € N ; par là, N est fermé. Notons le fait suivant : si Q D Q0 et Q0 

est dense en lui-même, tout point de Q0 sera un point de conden­
sation de Q0, ainsi que de Q. Supposons, si c'est possible, que N 
[dans (4.4)] possède un point isolé r. Il existe un O de G', tel que 

(3«) O s r , 0 ( N — r) = o; 

r étant un point de condensation de H, il s'ensuit que (20) OH n'est 
pas clairsemé; il existe donc un ensemble Q, c O H ( Q ^ o ) 
dense en lui-même; tout point de Q est un point de condensation 
de Q, donc de H (qui contient Q). Il y a un s de Q, s je r; s ( € O) étant 
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un point de condensation de H, on aura s G N — r, ce qui est contraire 
à la seconde relation (3°). Par suite N est parfait. 

Si H — N n'était pas clairsemé, on pourrait trouver un Q, c H — N, 
dense en lui-même; tout point p de Q étant un point de condensation 
de Q sera un point de condensation de H ; donc p e N. Cette contra­
diction établit le fait que H — N est clairsemé, ce qui démontre le 
théorème. 

5. Des théorèmes topologiques généraux. — Nous dirons 
que H ( c F = A(J)) est non dense sur P parfait, si toute enve­
loppe O, jointe à P, contient une enveloppe O', jointe à P et dépourvue 
de points de HP. On dira que H, contenu dans P, est dense sur P 
(e. g. « non non dense » selon l'usage de M. Denjoy), si H est partout 
dense sur une portion (3.i8) cô de P, c'est-à-dire, si Hw = w. 
Un ensemble gerbe (ou une gerbe) de P est une réunion au plus dénom­
brable d'ensembles dont chacun est non dense sur P (autrement dit 
c'est un ensemble de la première catégorie). H, c P parfait, est un 
résiduel de P, si P — H est une gerbe de P. Ces locutions sont d'accord 
avec l'emploi de ces termes par M. Denjoy [(D); p. 137 et i38]. 

Nous procédons toujours dans l'hypothèse de définition 3 . i5 , qui 
signifie que F = A (9) est un espace complet-Gr [cette hypothèse fait 
intervenir les conditions (2.8), (3.i) et (3.9)]. 

On sait que dans un espace distancié et complet au sens ordinaire, 
le théorème, généralement connu sous le nom de Baire (voir S. Saks, 
Theory of the intégral, Warszawa-Lwow, 1937, p. 54) est valide. Notre 
espace n'est pas strictement distancié et il n'est pas vraiment complet. 
Néanmoins il est naturel de s'attendre à ce que, dans le cas actuel, 
le théorème, que nous venons de mentionner, reste vrai dans une 
formulation convenable. Au lieu de donner tout de suite une démons­
tration d'un tel théorème nous préférons suivre le mode 'des déve­
loppements topologiques de M. Denjoy, comme présentés dans 
[(D); livre II]. Parmi certains autres résultats, une telle théorie va 
entraîner un analogue du théorème indiqué dans le livre de Saks. 

Le résultat [(D); p. i35] suivant a lieu dans le cas actuel. 
(5. i) Si H, c P parfait, est fermé, l'ensemble f(H) (des points fron­
taliers de H relativement à P) est non dense sur P. 

La démonstration de (5.i) , qui est assez proche de celle donnée 
dans [(D); p. i35], sera omise. 
(5.2) Dire qu'un ensemble H est clairsemé au sens donné antérieu­
rement à (4.2) équivaut à ce que H est non dense sur tout ensemble 
parfait. 
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La preuve est comme au cas classique [(D); p. i36) et nous la 
laissons de côté. 
(5.3) Étant donnés un ensemble P parfait, des points am € P 
(n = i, 2, . . . ) , partout denses sur P et des enveloppes &>„, Ban9 

l'ensemble 

(3.3a) R = PÎ7mw„ 
n 

(des points sur P, contenus dans une infinité des GJ„) est partout dense 
sur P. 

Éventuellement, nous montrons que R (5.3 a) est un résiduel de P. 
La démonstration de [(5.3), (5.3 a)] est partiellement modelée sur 
celle d'un théorème fondamental analogue dans [(D); p. 139]. Il n'y a 
pas de compacticité au cas actuel; pourtant nous allons user du fait 
que F ( = A (9)) est complet-G'. L'énoncé (5.3) est démontré, si l'on 
montre que toute enveloppe (ou bien sa fermeture) O = 0„ de G', 
jointe à P, contient un point de R. Soit O une telle enveloppe. Une 
infinité des an se trouve dans O; ant d'indice minimal est dans O; 
Oco„t est une enveloppe contenant a,h. En raison de [(2.8), (2.8 a)], 
il existe une enveloppe Oj, telle que 

( io ) Oi€G', Oi3a„„ ¢(0 , )0 , , ÔcOwv 

Soit alti le point d'indice minimal parmi les an dans O,; n2 > n,; 
l'enveloppe Oico„s contient a,,,. Encore [(2.8), (2.8 a)] on trouve une 
enveloppe 02, telle que 

( 2 0 ) 0 2 eG' , 0 , 9 a*,, $ ( 0 2 ) < i ; Ô2cO,a>„8. 

En procédant ainsi, on trouve successivement les indices (chacun 
étant minimal) n, < n2 < . . . et des ensembles 0,(j = 1, 2, . . . ) 
de sorte que 

(30) 0 ,€G' ; O ^ D Ô , ; aU) (sur P) € 0 y c 5 , c w r t / ; * ( O y ) < '• 

Posons F , = 0 / P ; on a 

a„ y eO y PcF y , donc Fy^ o; 

les F7 sont parfaits et (30) 

(4o) F ^ F . D . . . . 

En tenant compte de la définition (3.16) on note que 

(50) P ( A ) ^ p ( B ) , dès que A c B . 
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Or (30) F /CÔ/CO/ - , , donc 

(60) P C F ^ P C O , - , ) ( y ^ i ) . 

Lorsque xl9 x2 sont des points dans Oy_i, p (xi9 #2) ( 3 . i a ) vaut 
min<ï>(0') pour O', eG ' , contenant xu x2; O,-, étant dans la 
famille G7, on obtient p(xi9 ^ ) ^ ^ ( 0 / - , ) (xl9 x2 dans Oy_i); donc (3.16) 
p (07_j) ^ O (Oy-i) [en effet, si A € G', on aura toujours p (A) ^ <D (A)] ; 
conséquemment [(60), (30)] 

P t F / X O ' - O - 1 U ^ 2 ) et p(F7)->o. 

En tenant compte de (40) il se voit que le théorème 3.17 s'applique 
aux ensembles Fy = OyP; ainsi il existe un point unique a, tel que 

F , F 2 . . . = ae=P. 

On observe que a e Fy c P (car Fy est une portion de P). En outre (30) 

(70) aeÔ/CO;-! , d'où a € j ~ J o y ; 
1 

en tant que 0 ; e G ' et <E> (07) ( < -. J -> o, (3.2) entraîne la rela­

tion a = d , 02, . . . . On peut écrire anj ^ (Gr) a (définition 3.7). 

En raison de (3.12) on obtient all} ->• a (définition 2.12) ; e. g. l'ensemble 

de points d'accumulation de l'ensemble \ afl/ \ existe et consiste du seul 

point a (eP). Or [(7o), (30)] 

aeOjCoinj ( / = 1 , 2 , . . . ) , a € O 0 = O ; 

c'est-à-dire, a (sur P) est un point de R (5.3 a) contenu dans 0 . 
L'énoncé [(5.3), (5.3 a)] est vérifié. 

L'énoncé suivant a été démontré pour la première fois au cas clas­
sique par Baire. 

THÉORÈME 5.4- — Soient P ( c F = A (9)) parfait et les H,„ c P 

(n = 1, 2, . . . ) , non denses sur P. Alors R' = P — ^ H * est partout 

dense sur P. 
On note que, selon la définition, R' (étant le complément relati­

vement à P d'une gerbe située sur P) est un résiduel. Il suffit d'établir 
que, si une enveloppe 0 de G' est jointe à P, R' aura un point sur O. 
Or H, étant non dense sur P, toute enveloppe A jointe à P contient 
une enveloppe B, jointe à P et disjointe de H,; en raison de (2.8 a) 
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on peut choisir B dans la famille G' [car, si q est un point de P dans B 
et l'enveloppe B n'est pas dans GA, on pourra trouver une B, de G' 
contenant q et telle que B ,cB; B, est disjointe de H,, puisque B 
l'est]. Ainsi il existe une enveloppe O,, telle que 

OjcG', Ô!cO, 0 , P ^ o , 5,11, = 0, ¢ ( 0 , ) 0 - , 

soit bi un point de OjP. Puisque H2 est non dense sur P il existe 
une 02 telle que 

i 
0 2 eG' , 0 2 c O , , 0 2 P ^ o , 02H2 = o; $ ( 0 2 ) < 

2 ' 

désignons par b2 un point de 02P; on a 02H, = o, e. g. 0>. (H, + H2) = o. 
En procédant ainsi indéfiniment, on obtient successivement des enve­
loppes O/ (j = i, 2, . . . ) et des points b/ de sorte que (avec O0 = 0) 

( Oy €G'; 0 , - , 3 0 / - , fty€0/P; 
( i ° ) < - i 

j 0 / ( ^ + . . . + ^ ) = 0 5 * ( 0 / ) < j . 

Posons F/ = 0/P et suivons le raisonnement donné .plus haut à la 
suite de (30) jusqu'à (60). Dans le cas actuel on obtiendra encore 

(2o)F/ (5*o) parfait; F , D F 2 D . . . , p(F/) ^ p(0/_ , ) ^ ¢ ( 0 / - , ) , 

si l'on tient compte du fait que 0/_, € G' et d'une remarque à la suite 
de (60) (à propos de l'inégalité p (A) ̂  O (A), valide si A € G' ; 
vu (i°) p (Fy), < (j— i) - 1 0 ' ^ i)->opour/->oo. Conséquemment (20) 
et le théorème 3.17 mènent à la conclusion que l'intersection des 
portions F/ de P est un point unique b; ainsi (i°) : 

(3«) F,F2 . . . = 6€P, Ô€ÔycO/_„ 6 € £ J o y . 

<D(Oy) tendant vers zéro, (3.2) implique que 0,0>... = b, ce qui 
signifie que bj (i°) ^ (G') b et (3.12) b/ -> b. Comme à la suite 
de (70) (avec a et les an), on conclut que l'ensemble \ b; j a un point 
d'accumulation unique b (€P). Si j est un entier quelconque, > o, 
les relations (i°) entraînent que Oy est disjoint de H, + . . . + Hy; 
d'autre part (3°) : 5cOycÔ/, donc b est étranger à H, + . . . + Hy, 
cela étant pour j = 1, 2, . . . , le point b sur P est étranger à la réunion 
des Hy (j = 1, 2, . . . ) ; d'où b est un point du résiduel R'; de plus, 
b est dans l'enveloppe 0 de G' jointe à P et autrement considérée au 
hasard. Le théorème 5.4 est démontré. 
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Nous pouvons maintenant compléter l'énoncé (5.3) ainsi. 

THÉORÈME 5.5. — Les afl9 € P parfaits (n = i, 2, . . . ) , étant partout 
denses sur P et une enveloppe w,4 contenant an (pour n = 1, 2, . . . ) , 
l'ensemble R = P limco^ est partout dense sur P et R est un résiduel 
de P. 

Cela s'établit au moyen du théorème de Baire (5.4) d'une manière 
suggérée par une démonstration analogue [(D); p. i44 et i45] au cas 
classique. Nous posons A„ = co„ + &)„+, + . . . ; A„ est une enveloppe; 
011 a 

(5.5a) I ^ P J J A ^ P - ^ H * , OU H „ = P - P A „ ; 

Hn est fermé (e. g. est un noyau) et non dense sur P (car An est partout 
dense sur P); le théorème s'ensuit en vertu du théorème 5.4-

(5.6) Les théorèmes 5.4 et 5.5 s'équivalent. 
Nous venons d'indiquer que le théorème 5.4 entraîne le théorème 5.5. 

Pour démontrer la réciproque, nous suivons les lignes de raisonnement 
présentées pour un but analogue dans [(D); p. i43 et i44]« H y a 
assez de modification pour justifier l'inclusion ci-après des détails. 
Notons d'abord les deux propositions suivantes : 

(a,) Si H, c P parfait, est non dense sur P, H le sera. 
(a2) Toute réunion finie d'ensembles non denses sur P est non 
dense sur P. 

Admettons le théorème 5.5 et envisageons les conditions du théo­
rème 5.4. Ainsi Hn, c P parfait (n = 1, 2, . . . ) , est non dense sur P. 
Posons 

(a-i) F „ = H, . . . -hH„ (fermé), A „ = F — Fn (ouvert), 

où F = A ( # ) ; 

on a Ai _^ A > ^ . . . . Soient 0„ (n = 1, 2, . . . ) les enveloppes de la 
famille G' jointes à P. En raison de (a,) et (a>), F„ fermé est non dense 
sur P. Par là, 0„ contient un point pn, € P, dans An ouvert (pn € PO„A„), 
Or A (G') = F et A { 0 „ O,, . . . ) DP, e. g. tout point p de P est 
contenu dans une infinité de 0„ ( € G') de mesure tendant vers zéro : 

<a4) p ( s u r P ) € 0 W y (./ = 1 , 2 , . . . ) , OfljBpnr $ ( 0 „ , ) - > o . 

Vu (3.2), T T o r t / = p ; on a p« ,~ (G ' )p (définition 3.7); de 

plus (3.12) Pn^p (définition 2.12), e. g. p est le seul point d'accu-
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mulation des pnr Il se voit que les pn [ € P (n = i, 2, . . . ) ] sont partout 
denses sur P, tandis que pn € A* ouvert. Selon le théorème 5.5, à présent 
admis, R = PlimAn est partout dense sur P (et R est un résiduel). 

Puisque A i ^ A î = ^ . . . on a R = P 1 T A „ ; ainsi (a.,) R est disjoint 

des F* et, en particulier, des H„ (n = 1, 2,...) ; donc R c P —V. H„ = R' 

et R' ( c P ) est nécessairement partout dense sur P. (5.6) est vérifié. 
La proposition suivante est un analogue du corollaire dans [(D); 

p. 147], elle s'ensuit de (5.1) et du théorème 5.4 et nous la présentons 
sans démonstration. 

(5.7) Si En (n = 1, 2, . . . ) est fermé et P parfait est la réunion 7 En. 

l'ensemble P — ^ ° ( F W ) [où °(F„) est l'ensemble des points internes 

à En relativement à P] sera non dense sur P. 

(5.8) Dans les conditions de l'énoncé (5.7), si Q est une portion 

de P disjointe de K = P — V ° (En) on aura 

Qc2s/> a v e c s y = 57P> ByeG' ( / = 1 , 2 , . . . ) , w /co(FW y) , 

où les n/ sont des entiers positifs. 

C'est une proposition analogue- à un résultat au cas classique 
[(D); p. 147 et i48] mais dans une forme plus faible en raison du 
défaut possible de la compacticité. Q étant disjointe de K, on a 

Q e V o ( F „ ) . Si p est un point de Q, p€°(F^) pour un n=n(p); 

p est interne à En, relativement à P, donc dans G' il y a un A (p) 
et un B (p), tels que A (p)Bp, B (p) B p, A (p) est disjoint de P — En{p)f 

A (p)DB (p); d'où la portion cô (p) = B(p)P est disjointe de P — En{p); 
<ô (p)cEn(P). Or, si r est un point sur w (p), on aura r € P et 
r € B ( p ) c A ( p ) , e. g. r sera contenu dans un A (p) de G' disjoint 
de P — En{p)9 e. g. r sera interne à E/l{/)), relativement à P, et 
w(p)c °(F„ (,,)). Les B (p), p décrivant Q, étant dans la famille G', 
sont au plus en nombre dénombrable; ainsi 

Q c 2 B ( / ) ) (/? P a r c o u r a n t Q) = 2 , B C P / ) > 

où les py (j = 1, 2, . . . ) sont des points sur Q ( c P ) . La conclusion 
dans (5.8) s'ensuit, avec B/ = B (p,-) et n, = n (py). 
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6. Des théorèmes topologiques généraux (suite). — Nous intro­
duisons une définition de la continuité de fonctions numériques 
(réelles) sur des sous-ensembles de l'espace F ( = A (9)). 

DÉFINITION 6 .1 . — f(x)9 définie (finie) sur un ensemble par­
fait P ( c F ) sera dite continue (continue-(Gr)) à un point a, € P , si, 
étant donné un s > o, on peut trouver une enveloppe 

A ( = A ( . ) = A(a , i ) ) 

de G', telle que 

(6.ia) \ 3 a , / ( a ) — e < / ( # ) < / ( a ) H-S pour tout x sur AP; 

f(x) est continue sur P, si f(x) l'est en tout point de P. 
(6.2) Si / (x) est continue-G' sur P ( c F) parfait, les ensembles 

(6.2a) Hz= \xeP;f(x)^c], H r = {xeP;f(x)^c} 

sont fermés (s'ils existent) pour tout c réel. 
En effet, supposons b un point d'accumulation de Ht (Ht est 

contenu dans P fermé, donc b € P). Tout A de G' contenant b contient 
un point de H7 distinct de b. Or f(x) est continue au point b (sur P). 
Selon (6.1 a) il existe un An tel que 

(i°) V,/€G', AnBb, f(x)<f(b)-\— pour tout #eAnP, 

Dans An il y a un xn9 e Ht, xny^b\ donc 

(2») c ^ / ( * „ ) < / ( 6 ) + I et / ( 6 ) > c - i ; 

cela étant pour n = 1, 2, . . . , il s'ensuit que f (b) ^ c, e. g. b € Ht et Ht 

est bien fermé. Pour ¥L~ on procède avec l'inégalité f(b) < f(x); 

l'énoncé (6.2) est vérifié. On peut envisager la semi-continuité supérieure 
(inférieure), caractérisée par les relations A B a, f(x)<f(a) + s 
[ou bien f (a) — z < f (x)] sur AP ; alors il se voit que Ht (6.2 a) 
[ou bien H7] est fermé. 

(6.3) Soit f(x) une fonction numérique définie (et finie) sur P ( c F ) 
parfait; si H ; (6.2 a) (quand il existe) est fermé pour tout c réel, 
alors à tout point a de f et à tout e > o, un A = A (a, s) correspond, 
tel que 

(6.3a) AeG', Asa , f(x) </(«)-+- s sur AP. 
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Si H~ (6.2 a) est fermé pour tout c réel, une constatation du genre 
donné relativement à (6.3 a) aura lieu avec l'inégalité remplacée par 
la suivante : f(a) — s < f (x) sur AP. 

Démontrons la première partie de cet énoncé. Ainsi H t est fermé. 
Soit a un point sur P et s > o; posons b = f(a) + s. On note que 

(3-) Q Î = { * e P ; / ( * ) < & } = P - H t ; 

Qt est interne à P„, e. g. une enveloppe O existe, telle que Gt = OP. 
Or au point a (sur P) on a / (a) < b, donc (3°) a e Qt et O B a. Vu (2.8 a), 
on peut trouver un A = A (a, s) tel que A G G', A ^ a , A c O ; en tant 
que AP c Qt, toutes les relations (6.3 a) auront lieu. La deuxième 
partie de (6.3) s'établit de la même manière. (6.3) est vérifié. 

(6.4) Soit f (x) définie (et finie) sur P ( c F) parfait ; si Ht, Hr (6.2 a) 
(quand ils existent) sont fermés pour tout c réel, alors f(a) est continue-Gr 

sur P selon la définition 6 .1 . 

En effet, H+ étant fermé et a étant un point quelconque sur P, 
on a la conclusion (6.3 a). Puisque H~ est aussi fermé, il s'ensuit 
qu'un B = B (a, s) existe, tel que 

(6.3a') B€G', B s a , f(a) — £<f(x) s u r BP. 

L'enveloppe AB = D (a, s) contient le point a; vu (2.8 a) on peut 
trouver un C, c D (a, s), tel que 

C€G', Caa, / ( a ) — £ < / ( ^ ) < / ( a ) - 4 - £ sur CP; 

nous avons établi (6.4). 
Les définitions de continuité et de semi-continuité, présentées plus 

haut, équivalent (dans les hypothèses de l'Ouvrage actuel) aux définitions 
de ces caractères données dans [(T); section 16]. 
(6.5) Dire que f(x), définie et finie sur P ( c F ) est continue (-(G')) 
à un point rr0 de P équivaut à ce que f(x)-+f(x0), lorsque x, variant 
sur P, ~ (G') £0 [e. g. [(3.8), (3.1 a)] p (x9 x0) ->• o, x variant sur P], 

Admettons f(x) continue au point x0 selon la définition 6 .1 . 
Si la conséquence indiquée dans (6.5) est en défaut, il existe un 
nombre a > o et une suite de points x 7 € P (j = 1, 2, . . . ) , de sorte 
que p (xj9 x») - > O et | f(%f) — f(x<>) I > a? On peut trouver des 
enveloppes O, (j = 1, 2, . . . ) , telles que 

Oy€G', OjBX0, OJBXJ, $ ( O y ) - > o . 

Soit s ( > o) inférieur à a; il existe une A = A (x0, € ) , telle que 

A€G', A 3# 0 , 1 / ( -^)-- / (#0) | < e pour a? sur AP. 
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Pour j ' suffisamment grand, afin que <b (O/) soit suffisamment 
petite, en vertu de (2.8 a) on obtient O / C A ; pour x=x7, j =jr 

nous avons abouti à deux inégalités contradictoires. Donc, si / (x) est 
continue au point x0, on aura f(x) -> f(x0) quand x ( € P ) ^ (G') x0. 
Réciproquement, supposons que 

1 / ( ^ ) - / ( ^ 0 ) | ->o quand p(ar, x0) (xç. P) ->o; 

ainsi il existe un 8 (z), > o, tel que | /"(x) — /"(o:o)|<:, dès que 
p (x, x0) < à (z) ( X € P ) . Choisissons une A = A (x0, z), telle que 

AeG', ABX0, <&(A)<8(e); 

pour tout x sur AP on aura 

p(x, ^o) = mm(B, € G', B(X, X0)) <I>(B) ^ ¢ ( A ) < 8 (E) , 

e. g. | /*(x) -Tf(xù) | < s. Par là f(x) est continue au point x0 selon 
la définition 6.1 , ce qui achève la démonstration de (6.5). 

Il est possible maintenant d'aborder la considération des résultats, 
dans les conditions actuelles, analogues aux trois théorèmes fonda­
mentaux topologiques [(D); p. 174, 175, 199 et 208] dus à M. Denjoy. 
(6.6) Soit f(x, t) continue (définition 6.1) en x sur P, c F , parfait, 
pour tout /, situé sur un ensemble e d'un espace euclidien, e possédant 
un point d'accumulation (au sens ordinaire) t0, étranger à e; on désigne 
par h (x) l'ensemble des points d'accumulation (au sens usuel) de la 
fonction f(x, z), lorsque x est sur P et /, se, -> /„. 

Voici l'analogue du théorème général [(D); p. 174 et 175]. 
(6.7) Admettons que 1 soit un nombre réel, pouvant être infini, et que 
des points xn (n = 1, 2, . . . ) partout denses sur P et des tn, ze, ->/<, 
existent de sorte qu'une des trois relations ci-après ait lieu : 

( i ° ) / ( * « , *« ) ->>>; 

(2«) hmf(xn, tn)^\ fini; 
n 

(3°) Wmfjxn, tn)^\ fini. 
n 

Alors il existe un résiduel R de P, tel que sur R, dans le cas envisagé : 

(io) h(x)3l\ 

(20) l im/or, 0 = 1 * ; 

(30) HnT/(tf, 0 ^ -
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Toute fonction f(x9 tn) est continue sur P, donc il existe une enve­
loppe An de G', telle que (6.1 a) 

(a , ) AnBxn, f(xn, tn)— i < / ( # , tn)<f(xn, tn) + -

pour tout x sur AJP. En raison du théorème 5.5 l'ensemble R = P lim An 

(e. g. l'ensemble des points de P contenus dans une infinité des A„) 
est un résiduel de P. Au cas (i°), si x est un point sur R, vu (aj) pour 
une suite nt (nt ->x> avec i), on obtient lim f(x, tn) = > ; (i0) s'ensuit 
sur R. Dans le cas (20), x étant sur R, d'où xe A„f (i = 1, 2, . . . ) , 
on obtient 

Um f(x0t) ^ hmf(x, tni) ^ lim f(xnt, tni) -h — \ ^ iimf(xni tn) ^ ) , 

e. g. (20) en résulte. De même pour le cas (3°). (6.7) est vérifié. 
Dans (D) le théorème inverse (relations fermées) est présenté sous 

deux formes alternatives, à savoir [(D); p. 199 et 200]. Notre énoncé, 
analogue à [(D); p. 200] est comme il suit. 
(6.8) Admettons (6.6) et soit A un nombre réel, qui peut être infini. 
Toute portion cô' [ = A'P, où A' est une enveloppe] de P contient une 
portion cû [ = AP, A étant une enveloppe] de P, à laquelle il correspond 
un n = ^ (û, z) ( > o), de sorte que l'inégalité \t — U \ < f\ (tee) et 
l'une des relations suivantes, valide sur P, 

(1') l im/0r ,O = >, 

(2') l im/(#, t) ^L\ fini, 

(3') !im/(#, 0^>> fini, 

entraînent correspondamment sur w : 

i/or,o->i<* afini), / ( * , O > J ( A = + » ) , 

f(x,t)<-\ ( X = - » ) ; 

(21) / ( * , O <>> + s ; 

(3.) f(x,t)>\-t. 

Notons d'abord que, si une portion cô = AP de P est contenue dans 
une portion û0 = A0P de P, cô sera une portion de cô0. En effet, on peut 
vérifier que 

(61) AP = AA 0 P, e. g. w = Aw0. 

(n) 
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On a Â J P c P et AÂ^PcAPcÂP, donc 

(ai) AAoPcAP; 

en outre, AP [ c AP] c A0P (car co c cô0 selon l'hypothèse) et AP c A, 
d'où 

(b3) APcAAoPcAAoP et APcAA0P; 

(&,) et (b2) entraînent (bi), ce qui établit la constatation en italique. 
Si l'énoncé (6.8) est en défaut, on peut trouver un s > o et une 

portion cô' = A T , telle que pour toute portion cô = AP de P, contenue 
dans ô>' [cô donc étant une portion de cô'], le nombre r, (cô, z) ( > o) 
n'existe pas. A l'ensemble cô' ( ^ o) parfait la constatation (3.19) 
(où l'on pose P = cô') s'applique. En tenant compte d'une remarque 
à la suite de (3.19), il se voit qu'il existe une infinité dénombrable 
de portions'cô, (i = 1, 2, . . . ) de cô', de la forme cô, = 0,cô' (O,€G'), 
en sorte que, si x est un point sur cô', il y aura une suite partielle ô3/v 

(v = 1, 2, . . . ) telle que, pour v = 1, 2, . . . , 

(64.) x est in terne à û>/v, <ï>(w,-v)->o, p(«ô,v) ( 3 . i 6 ) - > o . 

En général, toute portion d'une portion de P est une portion de P. 
Donc les cô/ sont des portions de P, contenues dans cô'. Selon une 
remarque faite plus haut, les nombres YJ (CÔ,-, S) n'existent pas. 

Pour /, sur e, avec \tt — U \ < - » un xL sur cô, existe tel que dans le 

cas envisagé [parmi (1'), (2') et (3')], la conclusion correspondante 
[parmi (i,), (2j) et (3i)] est en défaut : 

( 1 1 ) 

| / 0n , f / ) - A | ^ E (Xfixe), f(xhtt) ^-(1=-^-00), 

/(*i,*i) ^ - 7 ( A = - o o ) ; 

(2,) f(xh ti)^l + z; 

(32) / (*/ , * / ) ^ À —e 

[comme dans (D); p. 200], cela étant pour î = 1, 2 Soient x 
un point quelconque sur côr et O une enveloppe contenant x. La 
suite w/v (v = 1, 2, . . . ) (bi) étant associée avec x, en raison de (2.8 a) 
il existe un v = v, (minimal) tel que cô,v = 0,cô'cO,vcO pour v = v,. 
Le point x^ (v = v^ sera dans O. Donc les xt (i = 1, 2, . . . ) sont 
partout denses sur cô' : x,eO,. Considérons par exemple (6.8, 1% 
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limf(x, t) — A avec A fini. En supposant que (6.8) est en défaut, 
nous avons obtenu (i2) | f(xi9 /,) — A | ^ s (i = 1,2, . . . ) , donc 

(u) l i m l / t o , t,) — X | ^ e . 

La fonction g(x, f) = \f(x, t) — A j est continue-G' en x sur P, pour 
tout /€e , comme /"(#, /) l'est par hypothèse [cela est facile à vérifier, 
en employant la définition de continuité selon (T); section 16]. 
Le théorème (6.7) s'applique avec cô', g (x9 t)9 z au lieu de [P, f(x9 t)9 A; 
l'hypothèse (6.7,3°) lim g (xl9 /,) ^ s est satisfaite; donc sur un 
résiduel R de cô' on a 

(6.8, 3U) ÏÏ^(*, 0 = Ï Ï 5 | / O r , O - M ^ e , 

ce qui est contraire à (6.8, 1') (pour A fini). De la même façon on obtient 
des contradictions dans tous les autres cas. Le théorème (6.8) est 
démontré. 

Reprenons la remarque en rapport avec (ô4), mais avec P au lieu 
de cô'; ainsi, soit A, (i = 1, 2, . . . ) la totalité de toutes les enve­
loppes, telles que 

(6.9) A,-eG', A / P ^ o ; 

posons a, = A, P ; alors, si x € P, il existe une suite U (-> 00 avec v) 
d'entiers positifs, tels que (pour v = 1, 2, . . . ) 

(6.9 a) x est interne à â,v, <ï>(â,v)->o, p(a/v) (3 . i6 ) ->o . 

Dans la constatation (6.8), on peut affirmer que toute portion cô' = H'P 
de P contient une portion â = BP de P, où B € G' et qui possède 
un -n (â, s) > o (pour tout s > o) ; toute portion â de telle sorte est 
parmi les â, [(6.9), (6.9 a)]. Pour établir l'existence d'une â dans cô' 
il suffit (2.8 a) de choisir une B e G ' , avec B c A, où A est l'enveloppe 
intervenant dans la définition de ÔJ dans (6.8); on peut poser 

*!(«, O = 'l(w, E). 

La forme alternative de (6.8), analogue au théorème dans [(D); p. 199], 
est un peu plus faible qu'au cas classique (cela est dû au fait que dans 
la théorie actuelle le théorème de Borel-Lebesgue peut être en défaut). 
(6.10) Admettons (6.6) et envisageons les hypothèses, pour x sur P : 

(1*) \imf(x,t) = \', 
t 
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( 2 * ) h m / ( # , t ) ^ \ fini; 
t 

(3*) !im/(#, * ) ^ A f,ni-

Dans chacun des trois cas respectifs et pour tout s > o, il existe 
un K (P, c), c P, fermé et non dense sur P (pouvant être vide), de sorte 
que tout point x0 sur P — K (P, s) est interne à une portion cô0 

(de P), contenue dans P — K (P, s) et possédant un nombre 
f) (cô0, s) > o, de sorte que, sur cô0 et dès que \t — U \ < *i (cô0, z) (t € e), 
la conclusion appropriée parmi les suivantes ait lieu : 

( O 
| / ( * , 0 - A | < E (A fini;, / ( * , < ) > 7 a = + * ) , 

/ ( * , « ) < - 7 ( * = - » ) ; 

( 2 j • / ( * , ! ) < X-f- E; 

(3J / ( * , O > X - E, . 

En tenant compte de la remarque en italique à la suite de (6.9 a), 
il se voit que la suite <x, (i = 1, 2, . . . ) contient une suite partielle 
infinie, soit ân (j' = 1, 2, . . . ) , telle que pour toute xnj9 le nombre 
ri (â,,;, s) ( > o) existe; parmi les â„y nous incluons toutes les â, possé­
dant le nombre -n (ôc,v, s). Or, â„y = A„,P (A^, eG', jointe à P); 

]£A„ ;P est interne (relativement à P) à P; K(P, s) = P — ^ A ^ P est 

fermé. Dans le théorème (6.8), avec la modification indiquée à la suite 
de (6.9 a), on peut regarder la portion cô y mentionnée, comme étant 

dans la suite ânj; doncVA^P est partout dense sur P et K(P, s) 

est non dense sur P. Soit x0 un point sur P — K (P, s), e. g. 

dans^A„ yP; donc 

(c4) x0eAn' ( « ' = / i y ) poupuny'; x0eP; 

pour la portion ân/ = A„/P le nombre r\ (ân>, z) ( > o) existe. A^ est 
disjointe de K (P, z), mais â„/ peut être jointe à K (P, s). En raison 
de (2.8 a), il existe une enveloppe B0, telle que 

(c2) B0€G', B03x0i BocA^; 

la portion c ô 0 = B ° P ( c B 0 ) est disjointe de K (P, s), donc elle est 
contenue dans P — K (P, s), de plus (c2) xd e B0 P, e. g. x0 est interne 
à w0; enfin pour cô0 le nombre -n (w0, s) > o existe, en tant que w0câ^, 
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de sorte qu'on peut prendre ri (CÔ0, s) = rj (â„/, s). Le théorème (6.10) 
est vérifié [on note que nécessairement cô0 est parmi les portions 
«„, O' = ^ 2> • • • ) ] • 

Nous abordons maintenant la considération des deux formes alter­
natives [voir (D); p. 208 et 209] du théorème inverse, faisant intervenir 
des inégalités ouvertes. Le théorème [(D); p. 209] est valide dans la 
théorie actuelle; ainsi l'on démontre l'énoncé suivant : 
(6.11) Admettons (6.6) et considérons les hypothèses, valides sur P : 

( ï ) ûmf(x,t)<\ ( - o o < X ) ; 

(2) }jmf(x,l)>l (X<-t-oo). 
t 

Toute portion cô' [ = A' P, A' une enveloppe] de P contient une por­
tion w [ = AP] de P, telle qu'il existe deux nombres y (cô) > o, YJ (cô) > o 
de sorte que l'inégalité \t — /0 | < n (cô) (/€e) entraîne sur cô au 
cas (T) : 

(1) / ( * , 0 < A - T ( S ) (Afm,)> / ( * , 0 < ^ j ( * = + * ) , 

et au cas (2) : 

(2) / (* ,0>AH-T(Î5) (A fini), / ( * , * ) > - ^ y ( X = - « ) . 

La démonstration suit les lignes données dans [(D); p. 209], en suppo­
sant (s'il est possible) le théorème en défaut; ainsi il y aurait une 
portion cô' de P, telle que pour toute portion cô = AP, contenue dans cô', 
les nombres ri (cô), y (cô) manquent; on fait usage des portions cô* de cô', 
d'accord avec (64), et l'on obtient, dans les cas respectifs, certaines 
relations qui sont parmi les hypothèses du théorème (6.7); les conclu­
sions correspondantes de ce théorème présentent, dans tous les cas, 
une contradiction aux hypothèses dans (6.11), ce qui établit (6.11). 

La forme alternative de l'énoncé (6.11), qui correspond au théo­
rème [(D); p. 208] est plus faible que celui-ci. 
(6.12) Dans les conditions (6.6), envisageons une des deux hypo­
thèses suivantes, valide sur P : 

(a) \î^f(x,t)<X ( _ o o < X ) ; 

(b) lim/f-r, t) > X (X<-4-oo). 

Il existe alors un ensemble K (P) (pouvant être vide), c P, fermé 
et non dense sur P, tel que tout x0 sur P — K (P) est interne à une 
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portion cô0 (de P), c P — K (P), possédant deux nombres y (û0), ri (w0), 
de sorte que l'inégalité \t — U \ <v\ (w0) (tee) entraîne sur cô0 l'iné­
galité appropriée parmi les suivantes : 

(a) f(x,t)<\-y(û0) (Xfini), / ( * , « ) < - I _ (X = + - * ) ; 

(b) / ( * , * ) > A + T(Û0) (Xfini), f(x, 0 > - - 7 | n ( * = - • ) . 

Soient A, (i = i, 2, . . . ) des enveloppes satisfaisant à (6.9); les 
portions â, = A,P jouissent des propriétés (6.9 a). Vu (2.8 a), on peut 
admettre que dans la constatation (6. n ) la portion ôô = AP de P 
(contenue dans cô' = A' P quelconque) soit d'un caractère spécial, 
à savoir avec A dans la famille G'; A est alors une enveloppe parmi 
les A, (6.9). Soient les âW/ (j = 1, 2, . . . ) les â, chacun possédant 
deux nombres y (â„y), ri (â/Z;) ; les â/t constituent une suite infinie. 

V An> P est interne à P et partout dense sur P [vu (6.11) et la remarque 

en italiques à la suite de (b)]; K (P) = P — 2 | A „ ; P fermé est non 

dense sur P. Soit x0 un point sur P — K (P), donc X o € ^ A W | P 

et £0€ A„ ;P pour un j ' . En raison de (2.8 a), il y a une B0 de G', 
contenant x0, telle que BoCA^.; donc w0 = B 0 P ( c A n / ) est disjointe 
de K (P) et x0 est interne à cô0; cô0 (étant contenue dans â;l/.) possède 
les nombres y (cô0), ri (cô0). Comme dans la démonstration de (6.10), 
on voit que cô0 est nécessairement parmi les â/m L'énoncé (6.12) est 
établi. 

Notons que le corollaire dans [(D); p. 176] reste vrai dans la théorie 
actuelle, comme une conséquence du théorème (6.7). Nous laissons 
de côté la démonstration, qui est pareille à celle dans (D), en remar­
quant seulement que dans le cas présent, comme au cas classique, 
si Q est partout dense sur P, une suite de points xu xl9 . . . sur Q 
existe, partout denses sur P [en effet, vu (2.8), l'espace F = A (9) 
est séparable selon la définition 2.7]. 

Le théorème direct de J3aire [voir (D); p. 212 et 213] a lieu. 
(6.13) Soit fn(x) (fonction numérique) définie sur P ( c F ) parfait 
et y continue (définition 6.1) (n = 1, 2, . . . ) ; supposons que 

\imfn(x)=/(x) 

finie existe sur P. Alors il existe un résiduel R de P, en tout point 
duquel f(x) est continue spécialement à P. 

MÉMORIAL DES SO. MATH. — N ° 1&6. 3 
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La démonstration se fait comme au cas classique, en s'appuyant 
sur les théorèmes (6.8) et (6.10). Pourtant l'énoncé (6.10), qui est 
plus faible que le théorème correspondant [(D); p. 199], et la notion de 
continuité dans la théorie actuelle exigent certaines modifications. Nous 

présentons donc les détails. Soit e l'ensemble des points t = — » - j 
(n, p = 1, 2, . . . ) du plan, U = (o, o), 

f(xJt) = \fn(x)-fp(x)\; l i m / ( * , 0 = o (*€P)r; 

l'hypothèse (6.8.1') est satisfaite avec A = o, d'où toute portion 
cô' = A'P de P contient une portion cô ( = AP) pour laquelle 
•n = n (cô, z) > o existe, de sorte que (6.8, ii) ait lieu, dès que \t\ < ri; 
ainsi f(x9 t) <z sur w, si | Z | < YÎ. Par là 

\fn(x) — / 0 ) 1 = s (arecô, n-1 < TJ) 
et 

l /(*') - / ( * ) I ^ | / (*') " /» (* ' ) I •+• \fn (*') - / „ ( * ) | -4- \fn(B) " / ( * ) 
^ 2s -h |/«(#') —fn(x) | (j? et #' sur w, /i-1 < Y\). 

En tenant x fixe sur cô, laissons xr ( € cô) ^ (G') x. En vertu de la 
continuité-G' de fn (x) et de (6.5), on déduit 

(di) lim \f(x')—/(#)|_;2s, quand x ( €w) ~ (G')x. 

En tant que lim f(x9 Z) = o sur P, (6.10, 1*) a lieu (avec X = o), 

donc il existe un K (P, s) (vide ou non), c P, fermé et non dense 
sur P, tel que, si xQ € P — K (P, s), on peut trouver une portion cô0, 
disjointe de K (P, z) et contenant x0 comme un point interne et 
possédant un nombre ri0 = nQ (cô0, s), de sorte que (6.10, i¥) : 
f (x9 t) = \fn (x) — fp (x) | < s sur 6>o, si 11 \ < ri0. Par le raisonnement 
menant à (d,) on obtient 

(0*2) lim \f(x') — f{x0) | —: 2£, lorsque x'(eïô0) ~ (G')x0. 
oc 

Soit x0 un point sur le résiduel R = P — V K ( P , n~l); soit w0fW 

la cô0 associée avec s = - [x„ interne à û0, cô0 disjointe de K (P, n-1)]. 

On note que pour tout entier positif n : 

\ï^\f(x,)-f(x0)\(xi €P, ~(G')ar0) 
a;' 

= lim |/(a7')— /(#0) | (#', 6w0)/l, ->#o)î 
X' 
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donc (d2) : 

ÏÏï|/(aO-/(*0)|(*
f, «P, ~ ( G > o ) ^ £ -x' n> 

Conséquemment, | f(xl) — f(x0) | -> o, lorsque x'9 € P , ^ (G') x0, dès 
que x0 € R . En raison de (6.5), il s'ensuit qu'en tout point du rési­
duel R, f(x) est continue-G', spécialement à P ; (6.13) est vérifié. 

7. La totale-D, l'unicité et quelques-unes de ses propriétés. — 
Dès lors, admettons que la famille simplement régulière 9 d'ensembles, 
qui interviennent dans la définition de F = A (9) (<D (F) < 00), soit 
complètement régulière [définition 12.8 dans (T)]; cela revient à ce que, 
étant donnés un ensemble H mesurable-^ et un z > o, on peut trouver 
un ensemble ouvert O (enveloppe) et un ensemble fermé Q (noyau), 
tels que 

(7.i) QcHcD, ¢ ( 0 - Q ) < E . 

Ci-après, parmi les propriétés d'une certaine famille 0\l d'ensembles 
il y en aura une, à savoir (7.4, 70), qui sera aussi en rapport avec le 
caractère de la régularité complète. 

PROPRIÉTÉ 7.2. — La famille G ' = j 0 ' } dénombrable d'enve­
loppes 0 ' (relativement à 9) épaisses-<I>, dont il s'agit dans (2.S), 
possède le caractère suivant : 

A toute enveloppe 0 il correspond une suite de 0, (j = 1, 2, . . . ) , 
telles que 

(7.2*) 0 = ^ 0 / , O/gG'. 
j 

Dans la terminologie de (R) cette propriété veut dire que F satis­
fait au second axiome de dénombrabilité (G' étant une « famille 
dénombrable complète de voisinages »). D'autre part, le carac­
tère (2.8, 20) de G' entraîne la régularité, selon (R), de l'espace topo­
logique F. Nous ne faisons pas d'hypothèse de compacticité, comme 
M. Romanovski l'a fait dans (R); par conséquent, le théorème de 
Borel-Lebesgue de couverture n'est pas disponible dans la théorie 
actuelle. La mesure <ï>(e) est une fonction, ^ o , complètement additive 
d'ensemble borélien e, sans qualification que e soit à fermeture compacte. 
La mesure-^ est supposée étendue de sorte que, si E0 est mince-®, 
tout sous-ensemble de E0 sera mince-®; on suppose que ¢ ( 0 ) > o 9 

si 0 est une enveloppe non vide. 
Nous vérifions ceci. 

(7.3) Tout noyau (relativement à 9) est l'intersection d'une suite 
non croissante d'enveloppes. 
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Nous introduisons une famille DM = { R } d'ensembles R ( c F), qui 
correspond à la famille d'ensembles fondamentaux dans (R) et qui 
satisfait aux conditions de l'hypothèse suivante : 

HYPOTHÈSE 7.4. — (i°) Les R de DM sont des enveloppes. Il y a 
une famille DM* = J r*|, CDM, dénombrable, telle que tout O ouvert 
est la réunion d'ensembles d'une sous-famille de DVi*. En effet, 
si G ' c m et si G' satisfait à [(2.8), (2.8 a)], on peut poser DM" = G'. 
On dira qu'un ensemble E possède une décomposition dans DM, si 
E = E0 + Ri + . . . + Rm, R, € DM, ¢ (E0) = o, les ensembles au 
second membre étant disjoints; si, de plus, E0 est contenu dans les 
frontières des R/9 on dira que la décomposition j R, j de E est une 
décomposition-f dans DM. (i°) Si R e J l l , reDM et R D T , alors il y a 
une décomposition-/* dans 311 de R, dont r est un composant. 
(3°) Si Rd€3ït(f = 1,2), R i R - i ^ o , alors R t R 2 aura une décom­
position-/* dans DM. (4°) Toute décomposition dans DM d'un R, e DM, 
est une décomposition-/* dans Jll ; de plus, si R de DM et z > o sont 
donnés, il existe une décomposition-/* dans DM de R, dont les compo­
sants sont de mesure inférieure à z [donc $ (x) = o, si x est un point 
dans F]. D'accord avec les notations dans (R), si S = j r, j est un 
système fini d'ensembles r/9 eDM, disjoints, on posera 

M(S) = max$(ry). * ( S ) = V $ ( r 7 ) 

et, en général, W (S) =^W (r,)9 si W est définie dans DM. (5°) r, r{, R 
étant dans DM, si { r, J est une décomposition-/* dans DM de r et r y cR , 
on aura r c R . (6°) A tout R de DM et z > o, correspondent un r ( € JU) 
et un p ( € DM), tels que r c R, R C p, O (R — r) < z, ¢ (p — R) < z. 
(70) Étant donnés un H fermé et un z > o, il existe un O ouvert et 
un à ( = 6 (z, H, O)) > o, tels que O D H , ¢ ( 0 — H) < z, tandis que 
les relations r^DM, r H ^ o , 4 > ( r ) < ô entraînent r c O ; étant donnés 
un r (de DM) et un point y€r9 il existe un r0 (de DM), tel que 
r0 S y, if 0 C r, et un o- = o- (r, r0, y) > o de sorte que les relations p € Jll, 
p r0 7^ o, ¢ (p) < a- entraînent p < r. (8°) E étant fermé, deux 
nombres 1 < a < b existent tels que les relations r (de DM) fixe c E, p 
(de DM) variable c E , rp ^ o, ¢ (p) < a ¢ (r) entraînent 

*e(£?)<b$(r). 

(90) Si r € DM, les relations ¢ (r) -> o, p (r) [(3.16), (3.1 a)] -> o s'équi­
valent. 
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Notons que l'existence de DM* s'ensuit de [(2.8), (2.8 a)], si G'cDM, 
et que (70) et (%°) diffèrent essentiellement des hypothèses corres­
pondantes dans (R). Ces conditions sont des analogues des carac­
tères VIII, IX dans (R) (la i r e et la 2e conditions de régularité). 
En outre, (6°) se rattache aux propriétés de continuité de la mesure-^ 

Soit W (r) une fonction (possiblement non additive) finie pour 
tout reDM. Les intégrales supérieure, inférieure et exacte (si elle 
existe) de W, au sens de Burkill, sont définies, d'accord avec (R), 
ainsi : soient r € DM et S = j r, , une décomposition dans DM de r; 

on pose W ( S ) ^ 2 w ( r / ) e t 

f*F = ïïm>(S), fw = \jmW(S), 
(7.5) { Jr ^ -

/ V = limtF(S) [(si l im. . . existe) pour M (S) ->o] . 

Les deux théorèmes dans [(R); § 2] restent vrais. Il n'y a rien à modi­
fier dans les démonstrations. Les deux énoncés sont les suivants : 

(7.6) Si fw existe, alors Y (r) = fw existe pour tout r9 eDM, c R 

et T (r) est additive; si / W existe, il y a un -n = n (z), > o pour s > o, 
JR 

tel que [ *F (S) — r (S) [ < s dès que S = {17 | est un système fini 
de r7, € DM, disjoints, contenus dans r, avec M(S)[= max 0(r,-)] < ri. 

Selon (R) on dit qu'un point x de R est « isolé au sens spécial », 
s'il existe un ensemble ouvert O, B x, tel que EO soit un sous-ensemble 
de la frontière d'un r de DM; nous dirons, dans ce cas, que x de E est 
isolés. On dira que E est parfaits, si E est un noyau sans points 
isolés-5. Tout ensemble parfait-s est parfait au sens ordinaire. W est 
intérieurement continue [terminologie de (R)] pour un r de DM, si 
un ri, > o pour z > o, existe tel que | *F (r) — W (r') \ < z dès que 
r'çDM, r'cr et ¢ (r — r') < r,; W est intérieurement continue sur 
un R de DM, si W est intérieurement continue pour tout r, € DM, c R. 

DÉFINITION 7.7. — Soit DM' la famille d'ensembles de la forme H + e, 
où H est un ensemble de DM (donc ouvert) et e est un ensemble quel­
conque, contenu dans H — H. Soit DM la famille minimale conte­
nant DM' telle que si Hi, H2 sont dans DM, les ensembles Hi + H2, 
H] H2, Hi — H t H2 seront dans DM. 

HYPOTHÈSE 7.8. — La mesure^ est supposée étendue de sorte 
que tout sous-ensemble d'un ensemble mince^ sera mince-^ Admet­
tons que les frontières (donc aussi les sous-ensembles des frontières) 
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d'ensembles de DM (aussi de DM') sont minces-^ Soit W (H) une fonc­

tion complètement additive (et finie) dans DM e. g. W (H) = V f f H n ) , 

dès que H e DM, HneDM (n = i, 2, . . . ) , les H„ sont disjoints et 
H = Hi + H> + . . . , la réunion pouvant être dénombrablement 

infinie • W (e) = o dès que e est contenu dans la frontière d'un ensemble 

de DMr (de DM). 

Dans la suite, on admettra toujours l'hypothèse 7.8 (sauf avis 
contraire). Si Q et les Qv(v = 1, 2, . . . ) sont dans DM et Q,* Q, ou 
bien Q, j Q, alors *F (Qv) -+

 XV (Q). On observe le fait suivant : 
En vertu de l'hypothèse 7.4 tout ensemble H de DM possède une décom­

position dans DM : 

(7.9) H = N O j - h e 0 , les Q„ € DM étant disjoints, 

où e0 (mince-^ est contenu dans une réunion finie de frontières de 
quelques ensembles de DM (ayant la possibilité de comprendre des 
ensembles de DM qui ne sont pas parmi les Q,) ; on dira que (7.9) est 
une décomposition-f dans DM; e0GDM et W (e0) = o, donc 

V(H) =2^((¾) 
(le même est vrai pour ¢). 

LEMME 7 . I O . — Soient Sft une famille partielle de DM et 7 un 

ensemble de DM. Supposons que ? c " V p , p parcourant SI. On pourra 

trouver des rv, € # l , des pv (v = 1, 2, . . . ) et des gV)i (i = 1, . . . , fcv 

fini), tels que 

(7.10 a) les pv disjoints sont dans DM, pvCrrv r = y i p v ; 

A , 

(l.iob) ^ = ^ . ^ , 1 + ^ est une décomposition-j^dans DM, <ï»(ev) =:o; 

00 « v 

(7.10 c) T W ^ T ^ ) , OÙ T ( W = j T ( 9 v , ) . 

En effet, en vertu de nos hypothèses de séparabilité, il existe une 
suite finie ou dénombrablement infinie d'ensembles de Sft couvrant 7; 
soient les rv (v = 1, 2, . . . ) les ensembles de cette suite joints à ? : 

(io) r c Y r v , ? r v ^ o , rv€#l. 
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On aura r ="V ?rv , r / \ € 0 Î l ; (7.ioa) s'ensuit en posant 

p, = ? r , , p2 = 7 ^ 2 - - ^ 2 ^ , P3 = 7 r 3 — 7 r 3 ( p i - + - p 2 ) , 

Or tout pv possède (7.9) une décomposition-f dans DM ; la conclu­
sion (7.10 b) en résulte. La partie (7. ioc) du lemme s'ensuit de 
l'additivité complète (7.8) de W dans 5îl et du fait que *F (e) = o pour 
tout ensemble contenu dans la frontière d'un ensemble de DM. Le lemme 
a été vérifié. 

Voici une modification du lemme dans [(R); § 3]. 

LEMME 7 . H . — Soit Sft, cDM, une famille d'ensembles contenus 
dans un R de DM et jouissant des caractères suivants : 
(i0) si r, c R , est dans 311 et si rn (n = 1, 2, . . . ) épais de DM 

possède une décomposition-f dans DM avec composants dans Sft J e. g. 

r'1 = 2 ? ? + e"> o u l e s ?" ( P o u r n fixe) G Sft et sont disjoints et e" est 

si rncrn+x et limr" = r, alors r^St; 
n 

(20) tout ensemble r de DM, contenu dans un R' de Sft, est dans Sft; 
(30) si tout r de DM, dont la fermeture est contenue dans un R' 
de DM, est dans Sft, alors R'eSt; 
(4o) si Sflu aSt, ne couvre pas R, alors il existe un R' de Sft non 
couvert par Sftu 

Dans les conditions (i0)-(4o) U s'ensuit que Rçàt. 

En vertu de (4o) R = 2 ? » P décrivant SI. Soit r un ensemble 

de DM, avec r c R . Selon le lemme 7.10 des rv, des pv et gVj/ existent 
tels que 

A - C ^ ^ V , r v €#l , r = 2 , p v , 

les pv sont disjoints, pvc/*rv, pv€DM; 

p v =^ff V ) f -h ey (décomposition-/dans DM), 

contenu dans une réunion finie de frontières d'ensembles de DM 

( i i ) 

( 2 i ) 

grv>i(v fixe) disjoint?, q^^crr^ q^teDM, $ ( e v ) = o. 
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Il se voit (20) que gv , i€^l. Posons (n ) : 
n 

(3i) r=r»-hp», r»=2?v» Pn=2p*î 
v = i V>/1 

on note que rn € DM, p" = r — rn € 5iï, r" f r. En tant que r (de JR) 
est épais, on peut supposer que les rn sont épais. Or [(3i), (2,)] : 

rn =2, / j ? v i + ^ (décomposit ion-/dans DM), 
Vrrl / = 1 

où les qn 1 (disjoints) sont dans Sft. D'après (ift) r € # l , ce qui est une 
conséquence des hypothèses reDM, r c R ; donc (30) R c ^ l . Le lemme 
est établi. 

Nous allons justifier la définition suivante, pareille à la définition, 
donnée dans [(R); § 4], de la totale de Denjoy. 

DÉFINITION 7.12. — On dira qu'une fonction f(x)9 définie sur une 
plénitude d'un ensemble R de DM, est totalisable-D sur R, s'il existe 
une fonction W complètement additive dans DM, telle que *F est inté­
rieurement continue, dans DM, sur R et telle que, si p est parfait-s 
et r, c R , de DM est joint à p, il existe un r'9 cr, de DM joint à p, 
de sorte que pour tout ru eDM9 r' on ait 

( 7 . 1 2 a ) fwp= f f(x)d*(x), où iF„(r) = j V ( r ) ( S 1 ^ ° ) > 
Jfi J,xP ( 0 ( s i r p = o), 

l'intégrale au second membre étant lebesguienne. Le résultat du calcul 
(dont les règles seront établies dans la suite) de W (R) à partir de la 
fonction f(x)9 totalisable-D sur R, sera appelée totale-D de f(x) 
sur R, 

(7.126) V(R) = (D) Çf(x)d*(x). 
JR 

Nous allons établir l'unicité de la totale-D moyennant les lemme 7.10 
et 7.11. Supposons, s'il est possible, qu'à une fonction f(x) tota­
lisable-D deux fonctions Wu W2 (de la sorte spécifiée dans la défi­
nition) correspondent; posons *F = **', —W2. Soit SI = { p \ la famille 
de tous les ensembles p, telles que (R de DM étant donné) : 

(1') peDM, pcR, *r(Pl) = o pour tout p,, eDM, cp 

(e. g. W est identiquement nulle dans DM sur p). Il s'ensuit immédia­
tement que (7.11.20) a lieu. 
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Supposons pour le présent que tout r (de 311), avec f contenu dans 
un R' (de D\l), est dans St. Soit R, (de :>ll)cR'. Selon l'hypo­
thèse (7.4, 6°) pour n = i, 2, . . . on trouve un rn (de DM), avec rvcRi, 

tel que ¢ (Ri — rfl) < - ; nécessairement rnGSt. Or U1* est intérieu­

rement continue dans DM pour Ri; donc 
| \ F ( R l ) _ i I r ( r n ) | = | i F ( R i _ r / î ) | < £ p o u r n^nz 

(nz suffisamment grand). En tant que W (rn) = o, on déduit 

| V ( R 1 ) | = | V ( R , - r l l ) | < e ( i i ^ / i a ) , d'où ^ ( R t ) = o . 

Par suite, R'eSt, ce qui vérifie la condition (7 .n , 30). 
Supposons maintenant que r (de DM) c R et rn (de DM) épais a une 

décomposition-/** dans DM : 
» k' 

rn = \ q* -+- en, k' = kn, les q? disjoints, q? e St, 

tandis que rncrn+l (n = i, 2, . . . ) et lim rn = r. Soit ri (de DM) cr. 
n 

Alors les nr", eDM, constituent une suite non décroissante, telle 
que limn/"1 = ri. Or 

k' 

r1r
n = £^r1q?-t- r^rn, W(r^en) = o, 

1 = 1 

ou [(7.4, 30)] : 
V 

r i ^ ? = \ qn,uj-+- e? (décomposition-/dans DM), 
/=i 

avec 
qnyi}/ (de DM) cq? (de St), W(e?) = o. 

D'après (7.11, 20), déjà établie, il s'ensuit que qn,ij€St, donc 
W (qnJ)/) = o et *F (r, q?) = o; enfin W (n rn) = o. En tant que rt r

n f r, 
d'après le caractère de l'additivité complète dans DM de *¥, on obtient 
W (rA) = lim W (r4 r") = o pour tout ri (de Oïl) contenu dans r. 

t)onc rcSl, ce qui vérifie la condition (7. n , i0) pour la famille St. 
En résumé : la famille St (1') satisfait aux conditions (7.11, i0-30). 
Soit 01 x = { pi }, cSl, une famille qui ne couvre pas R. L'ensemble 

fermé E = F —Vpi (pi décrivant 011) est joint à R. 
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Si RE possède un point x isolés, il existe un ensemble ouvert r0, 
Bx, r0cR, tel que r0E est contenu dans la frontière d'un ensemble 
de DM; à cause de (7.4, i°) on peut supposer que r0eDM; r0E étant 
dans DM, l'ensemble r0 — r0E sera dans DM; de plus, r0 — r 0 Ec 2jpt 

(p! décrivant Sti). D'après le lemme 7.io il existe des rv, €#li, 
des pv (v = i, 2, . . . ) , des gv>* (i = i, . . . , K) tels que 

(4') r0— r 0 E = ^ p v , pvc(/'o— r0E)rv, p^(eDM) disjoints; 
V = 1 

p=2>qv i~+- ev (décomposition-/dans DM), $(e\) = o. 
z = l 

Or gV)î (de DM)crveSt1 (c0l); donc (7. n , 20) q^^eSt. On obtient 

r « = r 0 E - h ^ p v = 2 2?v,i-+-c"€jft, 
V = l V = l Z = l 

n 

r r ecr 0cR, É ? * = J V ev-+- r0E, 
Vrrl 

où rn est contenu dans une réunion finie de frontières d'ensembles 
de DM, le troisième membre représente une décomposition-/** dans DM 
de rn, avec les composants çv t€0t; de plus r 7 ifr 0(cR). A cause 
de (7. i i , i0), déjà établi, on déduit que r0eSt. Ainsi : 
(5') Si RE possède un point x isolés, il existe un r0 de 0t non couvert 
par 01,. 

L'alternative de l'hypothèse dans (5') est le cas où E est parfaits 
dans R (e. g. E fermé n'a pas de points isolés-s dans R). Nous nous 
souvenons que W = Wt — Wi9 Wt et W2 étant de la sorte indiquées 
dans la définition 7.12. En vertu de cette définition (avec p = E 
et pour Wi), R (de DM) étant joint à E, il existe un r', cR, de DM, 
joint à E, tel que 

J,x J,lE L ( ° (« rE = o) I 

pour tout rt (de 211) cr ' . Dans r' il se trouve un p' (de DM), joint à E, 
tel que 

Jf ^2jb= / f(x)d$(x) pour tout p(deJTl)cp / ; 
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nous choisissons p' avec p 'cR. On aura 

Jf *FE=o pour tout p (de 2î l)cp' 
o 

Cela veut dire 
n 

(6') \\m^WE(9/)=\\m 2 ^(2/) = o, 

lorsque S = { q, j est une décomposition dans DM de p et M (S) -> o. 
Selon (7.4, 4°) S est nécessairement une décomposition-/* dans DM, e. g. 

n 

p = ^ y 0y-H e0, gr/ ( € "O disjoints, 

e0 étant contenu dans les frontières des q;; W (p) = V f (^). Consi­

dérons un g* tel que q^E = o; alors ^ c p — p E c R — RE, donc 

? * C 5 J P I (PI parcourant 0tt). Selon le lemme 7. io (avec 01 x pour Sft 

et 5* pour f) on déduit l'existence des rv (€# l i ) , des pv (v = i, 2, . . . ) 
et des qvi(i = 1, . . . , k ), tels que 

» 
(6 t) ^ = 2 ? v [pv(de5îi) disjoints; p v c r v ] ; 

V = l 

(62) pv = ^tfv>I-+-ev (décomposition-/dans 2îl); 
1 = 1 

(63) V ( Î » ) = 2 V ^ ) « ^ ) = 2 ^ ^ -
v = i z = l 

Or gv,* (de Oïi)cpv crv (de ^ c ^ l ) ; d'après (7 .n , 20) on aura 
Çvfz€0l, d'où W (qv,i) = o, ^(pv) = o et enfin W (q^) = o, dès que qk 

est disjoint de E. Donc (6') 

u; (p) = V ( ^ 7 E ^o)W(q/) = 0 pour tout p (de 311) cp' 

(p', €211, est joint à E). Ainsi, p ' € # l ; tout point de p'E (non vide) 
est non couvert par 0tl9 donc p' de St est non couvert par Sti9 si E 
est parfait-s; e. g., en tenant compte de (5'), on conclut que dans 
les deux cas il existe un ensemble de 0t non couvert par Stu La condi­
tion (4o) du lemme 7 . n est satisfaite, ainsi que les autres. Consé-
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quemment R € 0t, e. g. W (r) = o et T, (r) = *F2 (r) pour tout r 
(de 211) c R . On peut donc conclure comme il suit : 

THÉORÈME 7 . i3 . — La totale-D de Denjoy, spécifiée selon la défi­
nition 7.12, est unique. 

Examinons maintenant les analogues des propriétés d'une totale-D, 
données pour le cas considéré par M. Romanovski dans [(R); § 5]. 
D'abord on note immédiatement le fait suivant : 
(7. i3 a) Si f est totalisable-D sur un R de 211, /*sera totalisable-D 

sur tout r (de 211) c R ; (D) / fd& sera complètement additive dans 211 

(sur R) et intérieurement continue sur R. 
(7. i3&) Soit j qt} (i = i, . . . , n) une décomposition dans DM d'un R 
(de DM); admettons que f soit totalisable-D sur qt (i = i, . . . , n) et 

supposons que la fonction T (r) =^V (D) / fd<b soit intérieurement 

continue sur R. Alors f est totalisable-D sur R. 
La démonstration est accomplie à peu près comme dans [(R); § 5] 

en notant que, si une fonction W est complètement additive dans 211 
et si ¢€211, la fonction W (qr) de r (de 211) le sera aussi; de plus, 
si un r (de 211), c R , est joint à un ensemble p parfait-s, pr sera joint 

à un qk ( on note q u e ^ V = R — e0, où e0 est contenu dans les 

frontières des q, 

(7. i3 c) La classe des fonctions totalisables-D est linéaire. 

En effet il est immédiat que si c est une constante et f est totali­
sable-D sur un R de 211, cf aura la même propriété; 

(V)j\fd<ï> = c(D)ffd<P. 

Il suffit maintenant d'établir que fx + /*2 sera totalisable-D sur R, 
si les fi (i = i, 2) le sont. Ceci se démontre comme dans [(R); § 5]. 
On aura 

(D)/( / i + / 0 d* = (P)ffx d* -+- (D)j72 d$. 

(7 . i3d) (D) f fdto^o, si f^o (sur une plénitude de R) est 
JR 

totalisable-D. 

Soit W la fonction qui correspond à f selon la définition 7.12. 
Introduisons la famille 0tr, cDM, d'ensembles p, c R , tels que 
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V (pi) ^ o pour tout p! (de 211) c p. 'SI' satisfait à la condition (7.11, 20). 
Or à la suite de la définition 7.12, nous avons introduit une famille 0t 
et nous avons démontré que Sft satisfait à (7.11, i0). En reprenant 
cette démonstration, avec 0V au lieu de Sft, on obtient W(qn,l%D^o 
(au lieu de = o), donc W (^q") ^ o et W (r, rn) ̂  o. Enfin, puisque rxr

n 

(de 21l) f r, (de DM) et en vertu de l'additivité complète dans 211 de *F, 
il s'ensuit que *"(!•,) == lim *F ( 1 ^ ) ^ 0 . On vérifie ainsi que 0tr 

satisfait à (7.11, i0). En reprenant la preuve de (7. n , 30) pour 0t9 

avec Str au lieu de 01, on fait l'emploi de (7.4, 6°) et de la continuité 
intérieure de W, ce qui donne W (r,t) ^ o (au lieu de = o) et 

1 F ( R i ) = ^ ( R i - r / l ) + ¥ ( r w ) ^ > F ( R l _ r / i ) j 

où I W (Ri — rn) | < z pour n ^ n£; donc W (R,) ^ o (au lieu de = o); 
d'où 01' remplit (7. n , 3„). Soit 0l\, cSl', une famille ne couvrant 

pas R. L'ensemfcle E = F — ^ P * (Pi€0t',) est fermé, E D F — R 

et ER ^£ o. Reprenons les développements donnés pour Stt (dans le 
texte qui précède le théorème 7.i3), avec Sft\ au lieu de Sftx et St' 
au lieu de 0t. On montre que, si E a un point isolés, il existe un r0 

de SI' non couvert par 0t\. Si E = p est parfait-s, en tant que Rp =^ o, 

il existe un p' de DM, joint à p, avec p ' c R, tel que i Wp= j fd&^o 

pour tout p (de 211) c p'. Donc [au lieu de (6')] : 

n 

(6") ^^Wp(q/) = \\m^(qJp^o)W(q/)^o 

pour M (S) -> o, où S = f q, \ est une décomposition (nécessai­
rement-/*) dans 211 de p. Si qt E = o, on aura (vu le lemme 7.10) 
des r v (€# l ' i ) , des pv et des q,,i(i = 1, . . . , /c v ) , de sorte que les 
formules (61), (6,) et (6,) aient lieu. On aura gv,* (de 2R)cp vcr v , 
où rv € 0t\ c Sft'9 donc gv,z € 0tr et W (gv,,) ^ o, W (pv) ^ o; par consé­
quent W (qk) ^ o, lorsque g*p == o; ainsi (6") : 

^ ( p ) = 2 ( ^ * ° ) v ( ? / ) + 2 ( ^ = - ^ ^ ^ 2 ^ ^ o)^?'>-

En laissant M (S) -> o on obtient (6") : W (p) ^ o dès que p ( € 211) c p'; 
donc p ' €# l ' . En tant que p' p 7^ o et p = E est l'ensemble des points 
non couverts par 0t\, l'ensemble p' sera non couvert par 0t\. La condi­
tion (7.11, 4o) est satisfaite pour 0t\, St'. Selon le lemme 7.11 on 
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conclut que R € # l ' , ce qui démontre l'énoncé (7. i3 d). En particulier : 

(7 . i3rf) (D) ffd& = 0 s i / = o sur une plénitude de R (de 2ÏI). 
JR 

Nous allons établir la proposition suivante : 
(7.i3 e) Si f est sommable (au sens lebesguien) sur un R de DM, 
on aura 

ffdto = (T))ffd*. 
^R JR 

Selon l'hypothèse 7.8, les frontières d'ensembles de DM sont minces-^ 

Avec f sommable sur R il se voit que W(Jr) = f fd<& est complè-

tement additive dans 211 (sur R), W est nulle pour tout ensemble 
contenu dans la frontière d'un ensemble de 211, W est intérieurement 
continue sur R. Il suffit de montrer que, si p est parfait-s et si un r 
(de 211), c R , est joint à p, on aura 

( / ) v = / V , , = f* fd$ [pour tout /-! (de DM)cr]. 

Or v = limv', pour M (S) -> o, où S = j p,} est une décomposition 

dans 211 de n et v' = ^ (p*p T^ O) W(p*); on a v' = ffd<& avec 

h = 2 P*' ^ r*P = °> o n a u r a h = o9 vf = o, v = o, donc (7') sera 
vérifié pour ce rjB Si n p =z£ o, nous notons que h0 = r ,p — /ip est 
vide ou bien mince-O, /1 + /i0 D ri p. Selon (7.4, 7°) il existe un ensemble 

ouvert 0„ et un ô„> o, tels que 0„Drip, ¢(0,,—/Sp) < -» tandis que 

les relations p € DM, p r, p ẑf o, ¢ (p) < ô̂  entraînent p c 0„ ; on 
aura hcOn, donc A + /i0cO„ (car h0 C r, p c 0„), dès que M (S) < ô„; 

par là, ¢(/1 + /10— rip) < - pour M (S) < 3„. Conséquemment 

v'— f fd$ = T / r f$ ->o, quand M(S)->o, 
I J i l P I I « / / * _ ! l P I 

ce qui établit (7'); l'énoncé (7.13 c) est vérifié. 

8. Dérivation de la totale-D. — Considérons un R particulier 
de DM. Soit 0t la famille d'ensembles de DM contenus dans R. En vertu 
de (7.4, 4°) tout point sur R est contenu dans les fermetures d'une 



TOTALISATIONS DANS LES ESPACES ABSTRAITS. 47 

suite d'ensembles r, rc0t9 de mesure^ tendant vers zéro, e. g. tout 
point de R est indéfiniment couvert (au sens de la métr ique-^ par 
la famille St = { f }, où r parcourt la famille 01; on dira que R est 
indéfiniment couvert par 0t; R = A {0t ) veut dire que R est l'en­
semble des points indéfiniment couverts par St. Un r de 0t est 
noyau relativement à Sft [e. g. l'ensemble des points de R [en effet 
de F = A (5)] étrangers à r et indéfiniment couverts par les ensembles 
de «91 joints à f est mince-^. Pour tout f de St on a o < ¢(^) < oo ; 
de plus *Sr(lGSt) = R, donc ^ f ^ n <<*. Soient f un ensemble 

de St et Œ(r) la réunion des p de SX, joints à f, avec ¢ ^ ) < a$(r); 
d'après la condition (7.4, 8°) on aura ®e(Q(r)) < b®(r) (i < a < b). 
Conséquemment, la famille St est régulière au sens de Denjoy, donné 
dans son Mémoire (D*) (où se trouve le théorème exact de Denjoy-
Vitali). Ainsi pour la famille Si le théorème de Denjoy-Vitali est 
valide. Toute famille partielle St' de Si qui couvre indéfiniment R 
[donc R = A («91')] jouira des mêmes propriétés que .91, e. g. Si' sera 
régulière au sens de Denjoy en même temps que Si. Bien entendu, 
si «91' couvre indéfiniment R — h0, où h0 est mince-^ le théorème de 
Denjoy-Vitali sera encore valide pour Slu En vertu de l'hypothèse 
relative à 7 . i , il s'ensuit que la famille «91 est en effet parfaitement 
régulière au sens de Denjoy. Donc tous les résultats du Mémoire (D*) 
s'appliquent à Si. Indiquons en quelques-uns parmi eux. 

(8.i) L E THÉORÈME DE DENJOY-VITALI. — Soit «91, une famille 

partielle de Si. Supposons que l'ensemble A(<9l,)(cR) des points 

indéfiniment couverts par «9lt n'est pas mince-®. Alors A(^7i1) sera 

mesurable-® (®{à (<9Îi)) > o). On pourra trouver une suite dénom­

brable de py, G0Îl9 disjoints, tels que ¢ ^ ( . 9 1 , ) — A ( , 9 Ï 1 ) r ) = o, 

où T = V p y . Étant donné un z > o, les p, peuvent être choisis, tels 

Ç U C * ( T ) < « ( A ( ^ 1 ) ) + E. 

Si W est une fonction définie (et finie) pour tout ensemble 
de SI (c2ll) , introduisons les dérivées et la dérivée unique (si elle 
existe) : 

(8.2) D * F ( * ) = ï ï m - ^ , D*F(*) = h m ^ 
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et D** = D W = D W (si D = D), pour f (de St) contenant le point x 
(considéré sur R) et ®(r) tendant vers zéro. 

(8.3) Les dérivés D W(x), D 1 ' ( Ï ) (8.2) sont mesurables-® (le même 
est vrai pour toute dérivée intermédiaire). 

Avec l'ensemble R de 211 encore fixe et E étant un ensemble mesu­
rable-^ E c R , on introduit les épaisseurs extrêmes et unique, relati­
vement à la famille Si et pour le point x sur R, 

!

r](E, x) = DW*(x), 7)(E, x) = DW*>(œ) 

et rï(E,x) = DW£(x) (si-0 = 7)), 

ou ^ ( r ) =<&(Er) = * ( E r ) pour rett. 

(8.5) LE THÉORÈME D'ÉPAISSEUR. — Soit E ( c R ) un ensemble 
mesurable-^ La famille 01 (voir le début de la section actuelle) parfai­
tement régulière contient une sous-famille «91, (nécessairement parfai­
tement régulière), telle que les ensembles A (.91,), E sont identiques 
sauf pour des ensembles minces^; l'épaisseur ri(E,x) = i sur une 
plénitude-® de E et rt(E, x) = o sur une plénitude-® de R — E (les 
épaisseurs sont relativement à «91 ). 

On dira qu'une fonction *F(e) complètement additive d'ensemble 
mesurable^ e ( c R ) est absolument continue-®, si pour tout z > o 
il existe un 9 > o tel que ®(e) < <5(ecR) entraîne \W(e)\ < z. Pour 
une telle fonction on aura les résultats suivants : 

(8.6) la dérivée D W(x) (relativement à St) existe et est finie sur une 
plénitude^ de R; 

(8.6 a) la fonction D(x) = D m (x) [où D W(x) existe], = o (ailleurs) 

est sommable^ sur R et W(e) = f D(x) d®(x) pour tout e ( c R ) 

mesurable-^ 
On a aussi une constation suivante : 

(8.6 6) Soit f(x) sommable^ sur R; la fonction I(e) = ff(x)d®(x) 

d'ensemble mesurable^ e, cR , est absolument continuel (dans R) 
et Dl(x) (relativement à Sft) vaut f(x) sur une plénitude^ de R. 

Moyennant le théorème 8.1, on obtient la proposition suivante 
[analogue à un résultat dans (R; § 10)] : 

(8.7) R (de 211) étant donné et *F étant une fonction d'ensemble 
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de 01 [la famille d'ensembles r (de 211)cR], si / V = o dans Sft, 

on aura D *F(:r) = o sur une plénitude de R. 
La démonstration de (8.7) est comme celle contenue dans [(R); § 10] 

et elle sera omise. De la même manière s'établit le résultat suivant. 

(8.7 a) Si fw existe, alors D W(x) = D, / V (de même pour D) 

sur une plénitude de R. 

THÉORÈME 8.8. — Si f est totalisable-D sur un R (de 211), on aura 

Da (D) / fd® =f(x) sur une plénitude de R. 

Désignons par «91 la famille d'ensembles de 211 contenus dans R 
et tels que, sièr€c9l, on aura D f ( i ) = f(x) sur une plénitude de r, 

où }i(r) = (D)Cfd®. SI satisfait à la condition (7.11, 2„). 

(7 . i i , 30) est aussi vérifiée, comme une conséquence du carac­
tère (7.4,6°) de ¢. Afin de vérifier (7. n , i0) envisageons un r 

(de 211), c R , et des r", tels que r", €211, cr"+1, avec limr"=r, 
n 

tandis que 

^=2^ (®(en) = o) 

est une décomposition-/1 dans 211 de rn, avec g,,,, €«91. D*F = f sur une 
plénitude de q/it l9 donc de rn et de r [car r = r' + (r1—r') +...] ; ainsi r € 01 
et 01 satisfait à (7.11, i0). Soit 0tl9 c.01, une famille telle que 

p = R—^p(pG0li) possède des points dans R. Si x0 est un point 

isolé-s de p on peut trouver un p0 (de 211) c R, tel que p0 B x0 et que pp0 

soit contenu dans la frontière d'un ensemble de 211 ; ^pp 0 )=o et p0—pp0 

est couvert par une réunion (qu'on peut prendre dénombrable) 
d'ensembles de Slu donc DW(x) = f(x) sur une plénitude de p0, 
e. g. p0€ SI, tandis que «91, ne couvre pas p0. Si p est parfait-s dans R, 
on trouve un r' (de 2TI) cR , r'p ^é o, tel que pour tout r, (de211), cr', 

on ait (7.12 a), e. g. f Wp= f fpd®(fp= f sur p, = o ailleurs); 

moyennant (8.6 6) et (8.7 a) on conclut, comme dans [(R); § 10], 
que r'est et r' n'est pas couvert par 0tim La condition (7.11, 4o) est 
satisfaite, d'où R€«9l, ce qui est la conclusion du théorème. 

MÉMORIAL DES SG. MATH. — N° 1 5 5 . 4 
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9. Les caractères A. G. G., I. G. — Comme dans [(R);§ 12], 
nous dirons qu'une fonction W(r) d'ensemble r (de 211) c R (de DM) 
est à variation borrée sur R, ^ e V . B. (sur R), s'il existe un ri > o 
tel que 

2 l ^ ( * , ) | ^ B < o o P°u r »*({*,)} )<*», 

où B est- une constante indépendante de tout système fini S = { qf \ 
de q, (de 211), c R , disjoints. Si W est additive dans 211 (sur R) et 
si W(e) = o dès que e est dans la frontière d'un ensemble de 211, 
alors W € V. B. (sur R) entraînera 

( 9 . i ) | * F ( ~ ) | ^ B ( < o o ) pourtout r ( d e 2 T l ) c R . 

C'est une conséquence du fait que tout f de 211 possède une décom­
position-/" (7. g) dans 2îl et qu'on peut faire en sorte que les mesures^ 
des composantes de cette décomposition soient aussi petites qu'on 
veut. Réciproquement, si (9. i) a lieu pour une fonction W additive 
dans 211 (sur R) et jouissant de la propriété indiquée plus haut relati­
vement aux frontières d'ensembles de 211, on verra que *F€V. B. 
(sur R), avec n'importe quel ri > o (et avec B remplacé par 2B). 

Les développements, se rattachant à un théorème de Lusin, que 
l'auteur a donnés dans le Mémoire [(T); cf. § 17], dans la théorie actuelle, 
mènent au résultat suivant : 
(9.2) Soit f(x) mesurable^ et finie sur une pléni tude^ d'un ensemble 
mesurable E, contenu dans un R de 211 ; alors à tout z > o il correspond 
un H=, c E , fermé, tel que ®(E — H=) < z et que f(x) soit continue 
sur H=. 

Le caractère de continuité d'une fonction f(x) sur un ensemble H 
est entendu au sens de (6.1) [voir (6.1)-(6.5)]. En vertu de l'hypo­
thèse (7.4, 90), cette espèce de continuité, par exemple en un point x0 

de H, équivaut à ce que, étant donné un z > o, il existe un r de DM, 
tel que 

( 9 . 3 ) rBXo, \f(x)—f(xo)\<z pour tout J? sur r H ; 

si f(x) est continue sur H et x0 est un point de H, alors, étant donné 
un s > o, il existe un r (de 211), BX0, tel que | f(x') — f(x") \ < £ 
pour x'9 x" sur rH, e. g. tel que ose. (rH) f(x) ^ s [l'oscillation de f(x) 
sur rH] ; en effet il y a un ri0=ri(x0, z) > o, tel que si f (de DM)BX0 

et ®(r) < ri09 on aura ose. (r H) f(x) ^ z. 
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Le théorème dans [(R; § 12)] aura lieu dans notre cas; ainsi : 

(9.4) » V € V . B . ( « i r R ) 
J entraine que les dérivées de W soient sommables sur R. 

Soit D* W (x) une dérivée intermédiaire (qui peut être une dérivée 
extrême). On démontre, moyennant le théorème 8. i de Denjoy-Vitali 
[en suivant la méthode indiquée dans (R); § 12] que 
(i0) D*W(x) est fini sur une plénitude de R. Nous allons donner le 
reste de la démonstration de (9.4), en tant qu'elle diffère considé­
rablement de la preuve correspondante dans [(R); § 12], ce qui résulte 
du défaut possible de compacticité (donc de l'uniformité de la conti­
nuité sur certains ensembles fermés). Soient z > o et h = hl9 c R, 
fermé, tels que 

(20) 2<Ï>(R) s < i, 4>(R — h) < s, f(x) = D* *V(x) est continu sur h 

[c'est une conséquence de (9.2)]. Il existe un r / > o, tel que 

2i V | I T < „ ) | ^ B K . ) , 

^ dès que les qj • (de DM) ( / = 1 , . . . , v fini) sont disjoints, 
?/CR et M\q/}<rï'. 

La continuité de f(x)(20) sur h entraîne l'existence d'une fonc­
tion rt(x) = ri(x9 z) positive, qu'on peut supposer telle que ri(x) ^.r/ 
et qui est définie sur h, de sorte que : 

.. j les relations xeh 
(4o) < 

( 4>(r) < i)(x) entrai 

xe'r( €2R), 

entraînent ose. (rh)f<i s-

Or la dérivée (intermédiaire) f(x) est finie sur h; donc à tout point x 
de h, il correspond une suite p/(x)(j = i, 2, . . . ) , c R , telle que 

( 5 o ) [p(x)(eDM)Bx, * ( P / ( * ) - * o , ¢ ( ^ ¾ - > / ( * > -

( on peut supposer que ®(pf-(x)) < f\(x) (^r{), 

D'après le théorème (8.1) de Denjoy-Vitali de la famille \p/(x)'\ 
(j = 1, 2, . . . , x parcourant h) on peut extraire une suite de rt 

(i = 1, 2, . . . ) disjoints, tels que 

(60) 

®( h— hj?rt j = o; rz€2H; rt contient un xt d'e h, 

tel que ®(n) <i\(xt) (^rf); 

(1 = 1, 2 , . . . ) . 

/ ( * , ) - ^ 
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Donc [(4o), (20)], avec un v = ve fini et /zv = h (rt +... + rw) : 

(7o) 
® ( A - A v ) < « , ®(^n\^®(hy)>®(h)--z>®(R)--2e; 

ose. (rihy)f^L ose. ( r /A) /< s. 

Sur r, + . . . + rv(D/zv) on définit la fonction (simple) 

^ ) = . ¾ ¾ ^ ^ 
D'après (60) et (70), 

| / ( * ) - 9 < * ) | ^ | / ( * ) - / ( * / W ) < 2£ sur hs 

^ 

où i(x) est un entier ^ v . Ainsi (20), 

f\f(x)\d*(x)< f\y(x)\d®(x) + 2z®(YK) 

V 

v v 

^2^191^+1=21^(^)1+1. 

Or les r*(€«3îl), c R , sont disjoints et (60) ®(rt)<ri', donc (30), 

Jf | / |<^<ï><B-r- i (B finitest indépendant de v = v£) . 
/«v 

En tant que [(20), (70)]: 0 (R — /iv) < 2c, Za conclusion dans (9.4). 
s'ensuîZ. 
. La continuité absolue d'une fonction W(r) de r (de 211), r c R , 

(de 211), exprimée en écrivant W € A. C. (sur R), est un caractère 
spécifié comme il suit : à tout s > o, il correspond un ri (z) > o, 
tel que : 

(9.5) les relations qt(i = 1, . . . , v fini) €2îl, <//CR, les gt étant 
disjoints, 

®t 2,qi\<r\(z) entraînent 2>(?<) < s . 
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Comme dans[(R); § 13] on dira que WeA. C. I., si 2 ^ ( ^ ) > — £' 

et que *F€A. C. S., si 2 ^ ( ^ ) < s' N o t o n s <Iue> s i *" e s t a d d i t i v e 

(sur R) dans Jll et si W(é) = o, dès que e est contenu dans la fron­
tière d'un ensemble de 211, alors 

( MTeA. C. (sur R) entraîne | W(r) | < e, 
(9 .5a) \ , _ x 

( des que r ( d c 2 1 l ) c R et ®(r)<y\(^). 

La réciproque de cette remarque pour W, de la sorte indiquée, est 
aussi vraie. Comme dans [(R); § 13], on note que la définition du 

caractère A. C. (9.5) n'est pas modifiée si l'on remplace 2 * ^ ) 

par 2 - ^ ( ^ ) 1 - 0 n v é r i f i e <Iue ^ A . C. (sur R) entraîne WeV. B 

(sur R). 
(9.6) * € A . C. I. (sur R) entraîne 

(9 6a) / V ^ fDW(x)d®(x), fw^ Ç\}^(x)d®{x)\ 

si 'F€ A. C. (sur R), (9.6 a) aura lieu avec le signe d'égalité; dans (9.6 a) 

une désignation fDWd® veut dire soit une intégrale lebesguienne, 
soit + oo. 

Si s est un système fini dans R [e. g. s = j qt \ (i = i, 2, . . . , fini), 
qt(€211) cR, qt étant disjoints], on pose 

(9.7) *T-(s) = min*F(<r), V+(«) = max?(cr) 

pour désigner respectivement les bornes inférieure et supérieure 
de W(o-) pour les systèmes finis o-, contenus dans s; on a 

v+(*) ^ o ^ ^-(5), ur+ (*) ^ v (5) ̂  v-(*), 
( ' 7 a ( D^+(^)^D* 1 F(^)^D^-(^) (^surR), 

D* désignant n'importe quelle dérivée intermédiaire. Si W€A. C. I. 
(sur R) on aura *F-€A. C. donc V.B. sur R et DT~(x) sera 
sommable sur R, ce qui vérifie la remarque à la fin de (9.6). En vertu 
de (9.7 a), du fait que W~€V. B. et de (8.1) on conclut, comme dans 
[R; § 13)], que (au cas ^ € A. C. I.) : 

(ii) ï)W(x) =-4-00 (sur un ensemble épais c R) entraîne /*F=-f-oo. 
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L'alternative de l'hypothèse dans (11) est D f ( i ) = f(x) fini sur 
une plénitude de R. D'après (9.2) il existe un e', c R , fermé tel que 

®(R— e') < - et f(x) est continue sur e'. Sans compacticité on ne 

peut pas affirmer que | f (x) | est bornée sur e'. Pourtant f(x) étant 
continue (et finie) sur e', on aura 

00 

e' = \^en, où en= { xee'; \f(x) | ̂  n } est fermé et encen+i. 

Il existe donc un n = n(z) tel que 

®(e'-en)<
Z- et | / ( * ) | ^ » ( t ) « o o ) 

sur e,j. En résumé, il existe un e ( = e/i(£)) fermé, c R , tel que : 

(2,) $ ( R — e) < s, / ( # ) est continue sur ¢, | / ( # ) | ^ ^ ( E ) sur e, 

Soit o < Zi < z; il existe un YÏ (X, st), positif pour x sur e, 
tel que ose. ( r , e ) / * < : , , dès que f (de 211 ) contient un x 
de e et 0(r) < rî(x, £|); o > o étant donné, on peut supposer 

que r;(x, ct)^TQ. Or ̂ , , i{-*f(z) pour tout x sur e, avec p7(x) 

(de DM)BX (j = 1,2, . . . ) et ^p / (x ) ) -> o; nous faisons en sorte que 
®(?/(x)) < Ti(x> £0- D'après (8. i) de la famille { pf(x) {(j = i, 2, . . . , 
x décrivant e) on peut choisir un système fini S = J r, j (i ^ v), tel que : 

(3.) •(—-Sr^J, ¢(2/,-. %«)<'{; 

ft (de 21l) contient un xt de e tel que 

W(rt) 
®(rl)<i\(xt, £ , ) ( ^ T ) ) ; ®Jr7j f{Xl) < £1; ose. (rte)f(x) < £i 

[la dernière inégalité résulte de la remarque à la suite de (2,)]. En 
W(r ) 

posant cp(x) = Q ( )
 s u r r" o n 0 D t i e n t [(3J), (20] : 

V 

I ?(*)— / ( ^ ) I < 2 £ 1 s u r ^v=«2r" 
1 

v 

|ç(a?)| </!(«)-+-1, ^ sur r ' = 2 n î 
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dont (avec S = j rt j ) : 

^(S)- ffd®\ = \ Cyd®- ffd®\ 

= \ f(l-f)d*+f ld*-f fd® 
\Jh* Ji'-hv Je-hv 

< 2 £ i < ï » ( R ) + ( / l ( E ) - H £ 1 ) ^ + n ( £ ) ^ < S 

pour £1 assez petit. 

Or M ( { rt j ) < ri (Si), d'où il existe une décomposition 

a = { r* } H- { r,} 

(dans 211) de R, telle que M (a) < rt. On trouve que W(o-) surpasse 

ffd® — z + W~({rk}); W~€A. C. et ¢ ( 2 ^ ) - ^ ° a v e c £î on 

établit la seconde inégalité (9.6 a) dans tous les cas, comme dans 
[(R); p. 84], en laissant z et ri tendre vers zéro. 

La première inégalité (9.6 a) se démontre essentiellement comme 
dans [(R); § 13], Le cas où T)W(x) = + 00 sur un ensemble épais 
exige l'emploi du théorème de Egorofî; le cas où DW(x) est fini sur 
une plénitude de R fait intervenir l'épaisseur moyenne sur certains 
ensembles de 211. Le reste du théorème (9.6) est immédiat. 

R étant un ensemble de DM, on dira [d'accord avec (R); § 14] que 

( 9 . 8 ) rçr€ A. C. G., absolument continue généi alisée sur R, 

si 

(9.8 a) p parfait-s, reDM, r cR, rp ^ o 

entraîne que WPG A. C. sur un ri (de 211), cr, tel que rxp ±̂ o. 
L'analogue du théorème dans [(R); § 14] sera comme il suit : 

oc 

(9.9) *F€A. C. G. (sur R) équivaut à ce que R =2^( n )> où les l(n) 

sont fermés, l(n) est dans la frontière d'un ensemble de DM, ou bien 
W\{n)eA. C. sur R. 

La condition donnée dans (9.9) entraîne W € A. C. G. ; ceci se démontre 
comme dans [(R); § 14] avec des modifications évidentes dues au fait 
que les X(n) sont seulement fermés (plutôt que compacts). Le raison-
uement est du genre employé dans le théorème de Baire (qui s'applique 
dans la théorie actuelle). 
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Si We A.C. G. (sur R), d'accord avec la définition (9.8, 8 a), la condi­
tion dans (9.9) s'ensuivra. En tant que la démonstration de cette 
proposition dépend de la condition (7.4, 7°), qui diffère essentiellement 
de l'axiome correspondant VIII dans (R), nous donnerons quelques 
détails de la preuve. Posons e0 = F (l'espace) et formons une suite 
transfinie d'ensembles fermés ea de la façon suivante. Si a est de la 
première espèce et ea-i a un point x' isolé-s (a de type 1), on trouve 
un ra-i (de 211) contenant x', tel que ra-i ea_i est dans la fron­
tière 0a-i d'un ensemble de 211; e a = e a - t — ra-iea-i . Si a est de 
la première espèce et ea-i est parfait-s et ea-i R ^ o (a de type 2), 
alors (9.8, 9.8 a) il existe un r'a_, (de 2H)cR, joint à ea-i, tel que 
(1') *Fea__t€A. C. sur râ_,. Soit ï/a-i un point de r̂—1 ea-i- En vertu 
de (7.4, 70) il existe un ra-i (de 211), tel que : 

, ,. ( V i C / a - u ^a-iSJa-i , 
(2 ) < 

y le nombre <r = <J( r'a_, ra_!, jKa—1 ) > ° existe ; 
on aura 

'\x-i £a- i ^ o ; 
(3') 

( les relations p€ 211, p /-a_i 7̂  o, <J>(p)<s, entraînent pcr'a 

Posons (avec a de type 2), e a = e a - i — r v _ , ea-i. Or (i1) veut dire 
que | W^-^S') I < £ pour tout système fini S' = j p', j, cr'a_„ 
avec ®(Sr) < Yîa-i(0; o n Peut choisir r}a_,(z) ne surpassant pas v(i'). 
Soit S = { p, { un système fini dans R avec ¢(8) < ri0L_y(z); alors 
¢ ¢ 0 < (r. On obtient (3') : 

^ . - ^ - , ( S ) = 2 ^ ( P / ) ( p / r . - . c . - , ^ o), P/ (dans 2 ' ) cr' 

les p, intervenant dans 2 s o n t joints à ea-i, ils forment un système 

fini S', cra-i, avec ^ S ' ) ^ ® ( S ) < rîa-i(0; donc 

|Vr.-.e.-1(S)j = |V e . - 1 (S ' ) |<e; 
c'est-à-dire 

(4') WT^ea-iG A. C. sur R, si a est de type 2. 

Si a est de première espèce, si ea_i est parfait-s et ea-i R = o, 

alors e a = e a - i . Pour a de la seconde espèce, ea = r i ( P < a ) e p . 

Le reste de la démonstration du théorème (9.9) est comme dans [(R) ; § 14], 
en employant des ensembles Km fermés, plutôt que compacts, et avec 
l'aide du théorème 4 . i (Cantor-Baire). 
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La classe de fonctions W € A. C. G. (sur R) est additive. 
Selon la locution dans (R), une fonction W(r), définie pour r( € DM) c R, 

sera dite I. G., intégrale Burkill généralisée, si les relations p parfait-s, 

r ( de 211) c R , r p ^ o entraînent que / Wp existe pour un n (de 211), c r, 
J>i 

joint à p. Avec l'aide des considérations en rapport avec (i')-(4') 
on vérifie le fait suivant (indiqué dans [(R); § 14] dans l'hypothèse de 
compacticité) : 

(9.10) Si ^ e I. G. sur R, alors R = 2 A* où les Â" sont famés et ln 

est dans la frontière d'un ensemble de DM, ou bien pour un rn (de DM), 

/,jCr„cR, l'intégrale f W-,n existe. 

En se rapprochant de la terminologie de M. Denjoy, on peut consi­

dérer l'intégrale T % , (avec rxp^ o), si elle existe, comme une sorte 
J'\ 

de variation de W sur (ou autour de) r,p. W € I. G. (sur R) signifierait 
que la variation de *F est réductible sur tout ensemble p parfait-s 
( p R ^ o), c'est-à-dire que toute partie rp^o (r (de 2H)cR) de p 
contient une partie r ,p = o (r, (de 211)cr), sur laquelle la variation 
est définie. 

10. Quelques caractérisations de la totale-D, classifications 
de fonctions D-totalisables. — Une conséquence assez immédiate 
de (9.6) est la suivante : 

(10.1) Si W € A. C. sur un r (de 211), alors pour que J W existe 

il faut et il suffit que D W(x) existe (et est finie) sur une plénitude de r. 
Moyennant (10.1) et le lemme 7. n , on conclut comme il suit : 

(10.2) Les caractères A. C. G. et I. G. sur R pour W entraînent l'exis­
tence de D W(x) sur une plénitude de R. Si '**€ A. C. G. sur R et D W(x) 
existe sur une plénitude de R, alors We I. G. sur R. 

Nous obtenons l'énoncé suivant [analogue au théorème dans 
(R); § 15]. _ 

(io.3) Admettons que W soit complètement additive dans DM sur un R 
de DM, ainsi qu'intérieurement continue (dans 211) sur R. Pour que W 
soit une D-totale [pour tout r (€21l )cR] , il faut et il suffit que 

(10.3«) ^ e A . C. G. et I. G. sur K; 



58 W. J. TRJITZINSKY. 

aussi [en vertu de (10.2)] il faut et il suffit que 

(10.36) Wç A. C. G. sur R et D W(x) {finie) existe sur une plénitude de R. 

La nécessité de (10.3 a) s'ensuit avec l'aide de la remarque à la 
suite de (7.6); la suffisance de (10.3 a) résulte de (10.2) et de (9.6). 

Notons la constatation suivante, donnée dans [(R); § 15], qui, 
dans notre cas, s'ensuit de (8.1). On aura W(R) = o, dès que 
(10.4) p est fermé, W est additive sur R, D W(x) = o sur une pléni­
tude de R, *F(r) = o pour tout r ( c R ) disjoint de p, ^VeA. C. 
sur R. 

Soit f(x) définie sur une plénitude d'un R (de DM); soit W(r) une 
fonction de r ( € 211), c R, avec les caractères : 
(io.5) *F est complètement additive dans DM et est intérieurement 
continue dans DM sur R, We A. C. G. (sur R) et D W(x) = f(x) sur une 
plénitude de R; pour une f donnée, si une telle fonction W existe, *F sera 
unique. 

En tant que WeA. C. G. entraîne que D W(x), DW(x) sont finis 
sur une plénitude on peut supposer dans (10.5) que D ^(x) = f(x) 
fini sur une plénitude, de R. Si ^\ (i = 1, 2), de la sorte ainsi indiquée, 
correspond à une même /*, alors ^ = ^ . — M^eA. C. G. (sur R) 
et D ? (x ) = o sur une plénitude H de R. Soit ire = \ r' \ la famille 
des r'(c R) de 211 tels que W(r}) = o pour tout n (de 211) c r'. 01 satis­
fait à (7.11, 20), ainsi qu'à (7. n , 30) [en vertu de (7.4, 6°) et de la 
continuité intérieure]. Avec (7.11, i0) en vue, supposons (pour le 

présent) que r est un ensemble de 211, r c R , tandis que r"€DM 
(n = 1, 2, . . . ) et 

(ii) r«cr"+', / j r
n = r 

et que, de plus, rn possède une décomposition-/1 dans DM (7.9), dont les 

composants qtlyl sont dans 91, rn=^q/ltl+ en(®(et) = o). Soit p 

(de 211)cr. Alors en raison de (7.4, 3°) on obtient 

?r»(em)=^pqn>l + pen=^^h?tJ+en (*(<?») =o ) , 

où le troisième membre représente une décomposition-/* dans DM 
de pr"; on a h'^cq^t^tM), donc / i " y € # l et W(prn) = o. On note 

que pr" (de 2TÏ) f pr = p; W étant complètement additive dans DM, 
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il en résulte que *F(p) = lim *F(pr") = o, donc r € # l [dans les condi-
// 

tions données en rapport avec (i.)]; «91 vérifie (7.11,10). Soit 
»91, = j p J, ç.91, une famille ne couvrant pas R; 

P = F - 2 P ( P € 3 1 I ) . 

Si p a un point x» isolé-s, il existe un r„ (de 211) B X09 r0 c R, tel que r0p 
soit dans la frontière d'un ensemble de 211; soit p0 (de 2R)cr0 . 

On aura p0—pop (de DM)c^p(p^9li); d'après le lemme 7.10 

(avec 91, pour 91 et p0—p0p pour r, W étant complètement additive 

dans 21l) on peut trouver des rv, €.91¾ des pv, €211 disjoints, et des çv>, 
(i = 1, . . . , k, fini) disjoints, tels que 

iF(po-pop)=2 , F (pv) î où T l W ^ v , , ) , *v,,€3R; 
Vznl / 

«7v, 1 c pv c /'v [ € c9l 1 c 91] ; 

donc 

grV|,€OT, V(grVif) = o, *F(pv) = o et ¥ (p 0 ) = V(Po/>) = o. 

Par là, r,,€«91; mais r0Bxu, d'où r0 est non couvert par «91,. Il reste 
à considérer le cas où p est parfait-s; p R ^ o ; vu [(9.8), (9.8a)], 
pour *" = W2—*Fi et R, il résulte que 

(2,) Wpe A. C. sur un rd (de 2ÎI), cR, joint à p. 

De plus, (3j) si r (de 211) cr , , fp = o, on aura W(r) = o en effet, 

le lemme 7.10 s'applique encore en vertu de l'additivité complète 

dans 2îl de *T; on note que rc£p(pe 91^91) • A "cause de (10.4) 

(avec r, pour R) et de (2,), en tant que D *F(x) = o sur une pléni­
tude, on déduit que *F(r,) = o; en effet, W(r>) = o pour tout r2 

(de 211)cr,; donc ri€«91 et n n'est pas couvert par 91 ̂  (car r^p^6o). 
La condition (7.11, 4o) est vérifiée; par conséquent R€«9l, e. g. *F = o 
sur R, ce qui démontre l'énoncé relativement à (10.5). 

Le résultat suivant correspond à la remarque à la fin de [(R); § 15]. 

THÉORÈME 10.6. — Pour qu'une fonction W complètement additive 
dans DM et intérieurement continue dans DM sur un R (de DM) soit 
V-totale d'une fonction f(x). définie sur une plénitude de R, il faut et 
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il suffit que (10.6 a) WeA. C. G. sur R et D W(x) = f(x) sur une 
plénitude de R. 

Adoptons les deux définitions contenues dans [(R); § 16] : 
(10.7) W est dite continue dans DM pour un r (de 211)cR (de DM), 
si | W(r) — W(p) | < z, dès que p (de 211)cR, 

®(r — rp) + ®(p — pr)< Y)(S) ; 

W est continue dans DM sur R, si elle l'est pour tout r cR , (10.7 a) 
DM satisfait à la condition de mobilité, si (p, r, r', R étant dans 211) pcr, 
r c R , x € ? entraînent l'existence d'un r' tel que pcr', r'cR, #€r', 
®(r') = ®(r) (si x€r , on peut prendre r' = f). 

THÉORÈME 10.8. — R étant un ensemble de^DM et DM satisfaisant 
à (10.7 a), si W complètement additive dans DM est continue dans DM 
sur R (10.^) et si (10.S a) — 00 < D W(x),D W(x) < + 00 sur R — H0 

et D *¥(x) existe sur une plénitude de R, H0 étant dans une infinité 
dénombrable de frontières d'ensembles de DM, alors 

W = (D) fw(x)d®(x) 

sur R, e. g. W est la totale-D de sa dérivée. 
Ce résultat est analogue au théorème contenu dans [(R); § 16], 

La démonstration est assez différente pour justifier la présentation 
des détails. En vertu de (7.3), moyennant les complémentaires, 
on conclut que des Fm(m = 1, 2, . . . ) fermés existent, tels que 

X 

(1') F m C F m + 1 , > F m = R . 

1 

Soit Em l'ensemble des points x de Fm tels que les relations 

(2') p € 2 î l , * ( p ) < - L , pBX 

entraînent 

(3') \W(p)\^m®(9), pcR. 

D'après (7.4, 90) il existe sur R une fonction v(x) positive, telle que 

(4') p € 2 î l , pBX, ®(p)<v(x) 

entraînent 

(5') pcR. 
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En vertu de (10.8 a), il existe sur R—H0 une fonction o < b(x) < +x>, 
de sorte que 

(6') -b(x)<DW(x), DW(x)<b(x) sur R - H0. 

Sur R — Ho est définie une fonction r(x) > o, telle que 

(7') P € 2 U , pBX, ®(p)<z(x) 

impliquent 

(8) \W(p)\^b(x)®(p). 

Pour xeR les Fm contiennent x à partir d'un m. Si x est un point 
sur R — Ho, on peut trouver un entier mu*9 tel que 

(9') xeFmx, mt^b(x), - L ^ v ( x ) , -L. ^z(x); 
fit •£ tfljp 

envisageons p comme dans (2/), mais avec m = m*; alors (9') : 

pBx, 4 > ( P ) < T ( J : ) , ®(p)<v(x)\ 

on aura [(7') et (8'), (4') et (5')] : 

\W(9)\^b(x)®(p)^mv®(p), pcR; 

donc [(2') et (3')] x sera sur E„la. Conséquemment, 

(10') R - H 0 c 2 E " i -

Si x est un point sur E,„, on aura x€F / y i; considérons un p satis­
faisant à (2'); selon (7.4, 6°), on trouve p,, p2 (de 211), tels que 

(11') piCp, pcp2, ^(p2—pi) est arbitrairement petit, <ï,(p2)< — 

En raison de (10.7 a), il y a un p' de 2TI, tel que 

(12') plCp', p'CP2, p'BX, ®(p') = ®{p) [<^> vu(2')J; 

un point y de E,„ sera dans p'; d'après la définition de E,« [(2') et (3')] 
et vu (12') : 

(i3') \xV(p')\^m®(p') = m®(p), p'cR, d'où p,cR. 

Démontrons que pcR; au cas contraire, p étant ouvert, l'en­
semble p — pR sera non vide; p — pR ouvert est épais, et [(n'), 
(12') et (i3')] : 

p —pRcp2—pr, o < ®(p — p R) =; ®(pi— pi) arbitrairement petit; 
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c'est impossible, car p est indépendant de pi, p>; donc p c R . Ainsi, 
vu la continuité (10.7) dans 211 de *T sur R, on obtient (i3') : 

04') \W(p)\^m®(P), pcR. 

En résumé : x€E / w cF„ M p satisfaisant à (2'), entraîne 04')» 
e. g. (3') Par conséquent, x€E,„ ; E,„ est fermé. La conclusion du 
théorème 10.8 s'ensuit [comme dans (R); § 15] en notant que ' 

oc 

R = H 0 + 2 E ' " [ E ' « fermés], ^ E „ € A . C. sur R, *F€A. C. G. sur R 

[vu (9.9)] et en s'appuyant sur le théorème 10.6. 
(10.9) Étant donné un R de 211, admettons que f(x) soit tota-

isable-D sur tout r (de 211) avec r c R . Posons W(r) = (B)ifd® 

p o u r r c R et supposons qu'il existe une fonction ^*(p) complètement 

additive (dans DM) sur R et intérieurement continue (dans 211) sur R, 
telle que W*(r) = W(r) pour tout r (de 211) avec r c R . Alors 

(D) ffd®. :¥*(R). 

Cet énoncé découle de la définition 7.12, comme dans [(R); § 17], 
en notant que r0 (de 211)cR, r0p ^ o (p parfait-s) entraînent l'exis­
tence d'un r (de 211), tel que r c r 0 , rp ^£ o. 

(10.10) Soient R€21l et e un ensemble fermé; S = { qt j désignant 
une décomposition dans 211 de R, considérons la limite, si elle existe : 

(10 10 a) r (R—R 6 , ) = 1 ^ 2 ( ^ = 0 ) ^ ( ^ ) (pour M (S) - ^ o ) . 

Si l'on pose Wc (r) = W (r) (re = 0 ) , = 0 (fe ^ o), où r (de 211) c R, 

e. g. We = W— Wl9 on obtient T(R —Re) = / V * (l'intégrale de 
JR 

Burkill). Le second théorème contenu dans [(R); § 17] prend la forme 
suivante : 

THÉORÈME 10. n . — R, €2U et e fermé étant donnés (Re ^ o), 
supposons que f(x)9 définie sur une plénitude de R, est sommable sur Re, 

W (r) = (D) f fd® existe pour tout r (de DM), c R , tel que re = o, 
JR 

f (R — Re). (10.10 a) existe et la fonction T (p — pe) I = fwe, p 
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(de DM) c R est complètement additive (dans DM) et intérieurement 

continue (dans DM) sur R. Alors 

( 1 0 . I I a) (D) ffd®= f fd®-+-T(R—Re). 
JR ^Re 

Cela se démontre, comme dans [(R); § 17], moyennant la défi­
nition 7.12 et la remarque à la suite de (7.6), mais en tenant compte 

du caractère de l'additivité complète (dans DM), qui intervient au 
cas actuel. 

DÉFINITION 10.12. — f étant D-totalisable sur les r (de 211) et a 
pouvant être transfini (des classes I et II), on dira que /*€ K0, sur un R 

de 211, si f est sommable sur R; pour a > o, on dira que 

(10 12 a) / € K a sur un R de DM, 

si l'une au moins des conditions suivantes a lieu : 
(i°) pour une décomposition-f (dans 211) S = \ qt j de R on a 

/ e K j ^ ( ? / < « ) sur ^ , 

(20) des pn (n = i, 2, . . . ) de 211 existent, tels que 

p" fR et / e K p , ( P n < « ) su rp" , 

(3°) au cas où R€21l, il existe un r (de 211), D R , sur lequel f est 
définie, tel que 

/ e K p ( ? < « ) sur r ; 

(4°) au cas où R€21l, pour tout r (de 2ïl) avec r c R , on a 

/ € K p ( P < « ) s u r r ; 

(5°) au cas où R € DM, il existe un e fermé tel que f est sommable 
sur Re, de sorte que /*€ Kp ((3 < a) sur tout r (de 211), c R, tel 

que Te = o, et T(p — pe) (10. io a) = f Wc existe et soit complè-
_ I "p J 

tement additive (dans 21l) et intérieurement continue sur R. 
Cette définition correspond à une définition dans [(R); § 17]; 

pourtant il y a des modifications significatives [par exemple, voir 
(10.12,2°)]. Le résultat suivant [analogue au troisième théorème 
dans (R); § 17] aura lieu avec la définition actuelle des classes Ka . 

http://10.ii
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THÉORÈME 10. I3. — Toute fonction f(x) D-totalisable sur un R 
de DM appartient sur R à une classe Ka (a des classes I, II). 

Soit 91 = { p}, c 211, la classe d'ensembles p C R, tels que 
/*(z)€Ka [pour un a = a (p)] sur p. Si R'€91, e. g. feKz.(a' = a (R)) 
sur R', et si r (de 211)cR', il s'ensuivra (10.12, 3°) que /*€Ka+i 
sur r, donc r€«9l; ainsi 9L remplit la condition (7.11, 20). 

Soient maintenant : r ( € 211) c R, rn € 211 (n = 1, 2, . . . ), r" f r, 
rn possédant une décomposition-/* dans 211 avec les composants dans 91, 
donc 

rn = 2 # / I , Ï - + - en [®(en) = 0 ; les qn}t, e9l, disjoints pour n fixe]. 

On aura/"eKs,,,, sur ç,M(î = 1, . . . , fc„; n = 1, 2, . . . ) . Prenons a >|3n,z. 
Selon (10.12) i°) /*€Ka sur rn; d'après (IO.12, 20) /*€Ka+i sur r 
et r€«9l; la condition (7. n , i0) est vérifiée. 

Étant donné un R' ( c R ) de DM, supposons que tout r (de 211), 
avec rcR', est dans 91. On aura /*€Ka(n pour de tels r. De la famille 
211* = { r* ) dénombrable d'ensembles r* de DM, qui interviennent 
dans (7.4, i°) tirons tous les ensembles tels que r*cR'; désignons-les 
par r\ (i = 1, 2, . . . ) ; r\ €«91. Si r (de 211) est un ensemble, tel 
que rcR' , on pourra trouver parmi les r\ une suite { ry j de sorte que 

(1*) r c 2 ' V > rrj^o, r,cR', / e K a y [(a, = a(ry)) sur r , ] . 
1 

En vertu du lemme 7.10 [avec j r, j pour .91 et r pour r] on obtient 
oc ^ v 

r = 2 p î pv, €211, disjoints; p v c / \ ; pv ̂  gv,t -+- ev 

1 1 = 1 

[une décomposition-f dans. 211, ® (e.,) = o]. Ici les <K*(€21l) sont 
disjoints. Or/*€Ks; sur r[ (i = 1, 2, . . . ) ; soit un a > ft (i = 1, 2,.. .); 
posons p" = pi + . • - + ?n; alors 

P" = 2 ^^i+e* 
v = i 1 = 1 

[décomposition-f dans 211, ¢ (e") = o], 

p«(de 2 î l ) f r; ^ c R ' ; «?v,zCrv 

(un des / , ) , d'où /*€K^ sur qv,i, avec (3, = (3'f + 1 ^ «• 
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Selon (10.12, i°), /*€Ka-4-i sur p'1; d'après (10.12, 20), f 6 K a + 2 sur r 
(r de 211 ayant r c R ' ) ; enfin (10.12, 4°) feK*^ sur R'. Donc R'€«9l 
et la condition (7. n , 30) est satisfaite. 

Supposons qu'une famille 9l1 = \p], c«9l, ne couvre pas R; 

p = R — 2 ? (P parcourant 91A) --£ o. Si p contient un point x0 isolés, 

on trouvera un r0 ( c R ) , r0€21l, r0Bx0, ropcg09 où g0 est dans la 
frontière d'un ensemble de DM. Avec l'aide du lemme 7.10, nous 
procédons comme dans le texte qui précède (7.5'); ainsi on trouve 

des rv, €«9li (v = 1, 2, . . . ) , des pv (€21l) disjoints, tels que 

00 h* 

f'o — r0p = 2 Pv, Pv C /'v, pv = 2 ^,1 + v̂ 
v = l i = \ 

(décomposition-/* clans 21l); 

r " = r 0 p - f - 2 p v = 2 ^9n,i^-e^(GDM, $ ( e « ) = o ) f ' ' o . 

Or /*€Ka, sur rv; soit a > av(v = 1, 2, . . . ) ; gv,i (de 2H)crv, donc 
(10.12,3°) : /*€Ka sur q^y, d'après (10.12, i°) (avec rn pour R.) 
on aura /*€Ka+i sur rn; enfin (10.12, 20) : /*€Ka+2 sur r0, d'où r0e9l, 
mais r0 est non couvert par 9lu Si p est parfaits dans R, (e. g. l'inter­
section de R et d'un ensemble parfait-s), alors f étant D-totalisable 
sur R (selon l'hypothèse), d'après la définition 7.12, en écrivant 

V(P) = ( D ) / 7 d * ( p c R ) , 
J? 

on conclut comme il suit. 

W est complètement additive (dans 21l) et intérieurement continue 
sur R; il existe un r' (de 211), c R , joint à p, avec r ' c R , de sorte que 

fwp=( fd® pour tout n (de 211) c r. 
J,x JflP 

Or 

^ = v - wp, r (p -pp) (= fwA = w(p) - fwp=W(?) - f fd® 
\ Jp i Jp JpP 

pour p (de DM) cr' 

(f étant sommable sur rrp); donc (Ii) T(p — pp) est complètement addi­

tive (dans DM) et intérieurement continue sur r'. Soient les r's tous les 
MÉMORIAL DES SC. MATH. — N ° 1 5 5 . 5 
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ensembles de 211* (7.4, i°), tels que f\ c R — p (ouvert); on aura 

f\C2P(P parcourant 91 {); d'après le lemme 7. io (avec «911 pour 91 

et r's pour r) on conclut ainsi : 

Dans 9tx il y a une suite j rv ! (v = i, 2, . . . ) telle que 

r's = 2 P* " Pv ( € 21l) disjoints ; pv c rv ( € 91^ ) ; 
v = i 

pv = 2?v,zH-^v L5'v,f(€ 2Jl) disjoints, 4>(ev) = oJ; 

ici le choix des rv, pv, *?v,<, ev dépend de s. 
Or /*€Kpv (pv = pv,,) sur rv = rv,<. Prenons un a > j3V)i (v, s = 1, 2,...). 

En tant que g v / c r v ( = rVo), il s'ensuit de (10.12, 3°) que /*€Ka 

sur qv,L Le système J çVïi | (i = 1, . . . , ftv; v = 1, . . . , n) représente 

une décomposition-/*' (dans 211) de p" = pj + . . . + pn ( € 211 ) ; d'après 
(10.12, i°) / € K a + i sur p". Or p'1 f r\ (pour n -> 00), d'où (10.12, 20) : 
/*€Ka+J» sur r's avec a indépendant de s. Soit un r€2l l , r c r ' , rp = o. 
Soient les r ' (j = 1, 2, . . . ) tous les ensembles de la suite J r\ \, 
tels que 

r c / . r / , rrJ ^6 o, ri p = o, / e K a + 2 sur r/ (car r/ est un r'5). 
1 

En reprenant le raisonnement à partir de (1*), on trouve des 

pn ( € 211 ) f r (pour n -> oc ), tels que 

pw = ^ ^.9^,1-+- en (décomposition-/ dans 2ÏI), qvjCr^; 
v = i 1=1 

d'après (10.12, 3°), /*€Ka+«i sur çVïI; selon (10.12, i°) /*€Ka4_4 sur p77; 
en vue de (10.12, 20) : 

(ïs) / e K a + s sur r, dès que reDM, rcr, rp = o. 

En résumé, d'après (Ii), (I2), f étant sommable sur rrp9 et en vertu 
de (IO.12, 5°) [avec r' et p pour R et e] on obtient /eKa+r, sur r ' ; 
donc r' € «91 et r' n'est pas couvert par «91, (car r'p^ o). Ainsi «91 remplit 
les conditions ( 7 . u , i0, 20, 30 et 4o) du lemme 7.11; par consé­
quent, R€«?l, ce qui démontre le théorème 10.13. 
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Si T (r), dans la remarque (7. i3 b), est intérieurement continue sur R 
[dans (R) il a été noté que pour cela il suffit que W (qr) (q €211, r€2ïl) 
ait ce caractère, comme une fonction de r; par exemple, il suffit que 
toute intersection de deux ensembles de DM soit dans 211], alors il y 
aura les opérations suivantes de calcul de la totale-D : 
(10.1) l'opération indiquée dans (7. i3 b); 

(10.11) l'opération traduite par le caractère de la continuité inté­
rieure dans DM; 

(10. III) l'opération traduite par le caractère de l'additivité complète 

dans 211; 

(10. IV) l'intégration lebesguienne sur certains sous-ensembles de R, 

comme dans (10. n a); 

(10. V) le calcul de T (p — p e) (10. i o a), qui intervient dans (10.11 a). 

Le calcul de (D) / fd® s'échelonne suivant une suite transfinie 

d'opérations qui termine pour un a des classes I et II. 

11. Les caractères A. G . G., V . B. G. — Nous désignerons 
par S (x, r) [S0 (x, r)] l'ensemble de points z, tels que 

(11. i) p (x, z) (3.1 a) ^r [p(.r, z) < r, si r > o ] . 

Nécessairement S (x, r ) c F ( = A (&)). S (x, r) est une « sphère », 
ou bien une « pseudosphère ». Soient x9 z deux points quelconques 
dans F ( = A (5)); p (x, z) est le minimum de ¢ (O), où 

(i") OeG', OBX, OBZ, 

s'il y en a de tels O. Or, selon la définition, toute enveloppe est contenue 
dans F, donc ¢ (O) ^ ¢ (F) et p(x, z)^®(F); conséquemment 
le nombre r, associé avec une sphère S (x, r)(xeF), ne surpasse 
jamais ® (F).fSi pour un couple de points x, z on a p (x, z) = ® (F), 
il s'ensuit que 
(2°) $ ( F — O) = o pour tout O satisfaisant à (i°). 

En effet, ¢ (F) ( = p (x, z)) = min ¢ (O) (i°), e. g. ¢ ^ ^ ¢ ( 0 ) 
(i<>) ^ ¢ (F). Réciproquement, si pour un x et un z (20) a lieu, il en 
découle que 

(3<>) P(x,z) = ®(F) 

[on note que p (x, z) = min ¢ (O) (i°), où, vu (20), o n a O ( 0 ) = $ (F)]. 
Définissons par 

(11.2) C(x, r) = S(x, r) - S°(#, r) = { z; p(x, s) = r} , 
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la « surface », si elle existe, de la sphère S (x9 r). En vertu de (20) 
et (3°) pour que la surface y' = C (x9 ®(F)) soit vide, il faut et il suffit 
que pour tout z(eF) il existe un O de G', contenant x et z et ayant 
® (O) < ¢ (F). Ainsi, y' sera vide si F n'appartient pas à G', tandis 
que la mesure^ de chaque O de G' est inférieure à ¢ (F). 
(11.3) Supposons que max (G') ¢ (O) = c < ¢ (F) ; alors toutes les 
remarques précédentes, à partir de (i°), sont valides en remplaçant ®(F) 
par c. 

Si F est un ensemble de G', le nombre p (x, z) sera défini pour tout 
couple de points x, z dans F et l'on aura c = ¢ (F). Nous dirons que r 
est un « rayon effectif » de S (x, r), si à tout z > o il correspond un z 
dans S(x, r) tel que p(x9 r)>r—:. Nous supposons qu'il existe une 
constante c0, o < cô (^ c), telle que la « surface » C (x9 r) de S (x9 T) 
(o < r ^ c 0 ) ne soit pas vide, cela étant pour tout x dans l'espace 
envisagé. Les sphères survenant par la suite auront un rayon ^ c0. 
Ainsi le rayon d'une sphère considérée sera toujours effectif. Admettons 
que ® (C (x, r) = o. 

(11.4) Si x est un point sur F [et r est un rayon effectif d'une 
sphère S (x, r)]9 alors ® (S (x9 r)) ^ r. 

En effet, choisissons un point z tel que r — s < p (x9 z) < r. Il existe 
une enveloppe 0£ de G' de sorte que 

OgBx, 0 : 9 2, r—i<[p(x, z)^]®(0,)<r. 

Si y est un point quelconque dans Oc, il s'ensuit que 

p(x, j ) = m i n ( 0 ' € G ' , O'BX, O ' S J ) $ ( 0 ' ) ^ ®(Og) <r; 

donc y et 0£ sont contenus dans S (x9 r). Ainsi 

®(S(x, r ) ) ^ $ ( 0 £ ) > r — s. 

En laissant z ->- o, on déduit la conclusion de (11.4)- Le corollaire 
suivant en résulte. 

(11.4 a) ®(S(x, r)) > o, si r (effectif) est positif. 

Envisageons l'espace L de points r sur le segment linéaire [o, c0] 
et l'espace produit F* = F x L [où F = A (5) c 'IL], Avec tout couple 
de points v = (x, r), Vi = (xx, ri) de F*, pour lesquels p (x, x}) existe, 
nous associons le nombre 

(11 .5) p*(P, ^) = p(x, 3 - 0 - h l r - r i l . 
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p* n'est pas une vraie distance, carp ne l'est pas. Si T (v) (v = (x, r)) 
est une fonction numérique définie dans F*, on dira que T (v) est 
continue au point v pourvu que 

(11.5a) | r (e) — T (t>i) |-> o, quand p*(p, t>i)->o (^ restant dans F*). 

T (v) est continue dans F*, si T (v) est continue en tout point de F*. 

DÉFINITION 11.6. — Soient 211, 21Ï les familles d'ensembles dont il 
s'agit dans l'hypothèse 7.4 et la définition 7.7. Introduisons les 
familles DM*, 211'% 211% 21iJ comme il suit. 211v est la famille compre­
nant DM et toutes les sphères ouvertes; DM'" est la famille d'ensembles H + e , 
où H (ouvert) €211* et e c H — H; DM* est la famille minimale conte­
nant 211'% telle que, si H,, H, sont dans 2Îl% les ensembles H, + H2, 
HiHi, H]—Hjjrft seront dans DM*; DM*, est la famille d'ensembles 
ouverts de DM*. 

Comme il a été spécifié dans l'hypothèse 7.8, tout sous-ensemble 
d'un ensemble mince^ est mince-^ Tout ensemble contenu dans la 

frontière d'un ensemble de DM* (en effet de 211*) est mince-®. On note 
que la frontière d'un ensemble de 211* est contenue dans la réunion 
d'un nombre fini de frontières d'ensembles de DM* (e. g. de 211 et de 
sphères). 

HYPOTHÈSE 11.7. — Soit W (H) une fonction additive, numérique 
réelle, définie (et finie) dans la famille DM* = j H } (définition 11.6), 
possédant les caractères suivants : 
(io) ^ ( S f o r)) est contenue dans F* = F x L comme fonction de 
point (x, r); 

W(S(x, o))[=W(x)] = o; W(S(x, r ) ) ^ o 

uniformément par rapport à x, lorsque r -> o; W (E) = o dès que E 

est contenu dans la frontière d'un ensemble de «311* (donc de 2ïl*). 

(20) W est complètement additive dans DM*, cela voulant dire que 

^)=2^(1^), 

dès que H €211% H„€2ÏÏ* (n = 1, 2, . . . ) et les H„ sont disjoints 

[donc W(Q) = lim *F(Q„), lorsque Q et Q„ sont dans DM* et Q„ f Qj . 



7 0 W. J. TRJITZINSKY. 

(30) La fonction ® est relativement à 211/ une fonction W, satisfaisant 
au moins aux conditions données plus haut. 

On note que ¢ est une extension d'une mesure borélienne, tandis 
que W en général ne l'est pas. 

Envisageons les dérivées et la dérivée unique (si celle-ci existe) 
sphériques9 symétriques ainsi : 

(H.8) \ D ^ ( ^ ) = l i m j g ^ ^ ( P o u r r ( > o ) - > o ) ; 

D*W(x) = D*W(x) = D?W(x),< si D * . . . = D ' . . . , 

On remarque (11.4 a) que ¢ (S (x9 r)) > o pour r > o. 

DÉFINITION 11.9. — (A) est la classe des fonctions W(H) [H €211% 

(définition 11.5)] satisfaisant à l'hypothèse 11.7, telles que la dérivée 
unique D* W (x) existe et est finie en tout point de F = A(#). En outre, 
(a) est la classe de fonctions f (x) = D*W(x)9 **' (H) parcourant la 
classe (A). 

(11.10) La classe (A) est additive, e. g. si Wu W* appartiennent à (A) 
et d, c> sont des constantes, on aura Ci Wt + c>W-2 dans (A). 

DÉFINITION l l . 1 1 . — Soit VF réelle jouissant du caractère (11.7, i0). 
Si E est un ensemble quelconque dans F, on dira que : 
( l l .11 a) *F€A. C% sur E (absolument continue au sens sphérique), 
si à tout e > o il correspond un ri (0 = ri (z, E) > o, -> o avec z 
de sorte que les relations 

| S (a?/, r/) S(JC% rt) = 0 ( » > ; ) , les xi (j = 1, 2 , . . . ) € E. 
( l l . 1 1 « t ) \ o < r / , ^®(^(xi,rJ))^'rï(z) 

entraînent 

( l l . i i ai) 2 l l F ( S ( - r / ' 0 ' ) ) l ^ e -
/ 

Nous dirons que 
( l l .11 b) ^ € V % B . sur E (variation bornée au sens sphérique), si 

( l l .11 ôi) Var. (W; E) = m a x 2 I ^ ( S ^ ' » r / ) ) l < ° ° 

http://ll.11
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pour toute suite de S (x>, rj) disjointes, avec x'€E. T est absolument 
continue généralisée au sens sphérique sur E, 

( l l .11 A) u/eA.C<. G. sur E? 

si E = 2 E « > de sorte que We A. C% sur En (n = i, 2, . . . ) ; W est de 

variation bornée généralisée au sens sphérique sur E, 

( l l . i i B) VeV*. B. G. sur E, 

si E =2 E * e t *"€V%B. sur E„ (n = .1, 2, . . . ) . 
n = l 

Dans cette définition, les suites de sphères dont il s'agit sont finies. 
Nous démontrons maintenant l'énoncé suivant : 

THÉORÈME 11.12. — Admettons que W satisfasse à la pro­
priété (11.7, io). Supposons que sur E —d0, où d0 est au plus dénom­
brable, on ait 

( 1 1 . 1 2 a) — 00 < D ' ^ = î>^<H-oo. 

Alors WeA. C% G. sur E. 

Pour n = 1, 1, . . . introduisons les ensembles 

(io) E„= j x e E ; ^ ( S ( ^ r ) ) 1 ^ ( S ( ^ O) I ^ * P o u r ^ tel que o < r-£ i j . 

On vérifie que, si n t est un entier positif quelconque,, 

(20) E = «T0-+- 2 E*-

Soit — = c0; on aura — ̂  maximum de ¢ (Ôi) pour 0 /€G. Pour 
/lo wo 

tout entier n^n0 envisageons la famille G'n = { 0„,jf Ow>2, . . . | de 
tous les ensembles de G' de mesure ne surpassant pas ^[G'n peut jouer 

le rôle de la famille G']. Pour un n fixe, retenons parmi les 0*,/ préci­
sément la suite de tous les ensembles, soient Ol

n, 0,% . . . , de sorte 
que 0;, ne contienne pas O™, dès que i et m sont des entiers positifs 
distincts. Soit Gn = { 0)l9 0;l9 . . . ! cette famille partielle de G'„. 
On note que 

(3.) 2 ° i ; * = F ' *<ol»>^i-

http://ll.11
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L'ensemble E — d0 (20) peut être exprimé comme la réunion 
oc 

(40 E - * = 2 2E"''> OÙ EM=E«°«-

En distribuant les points de d0 avec la suite dénombrable d'en­
sembles E,,,, (n^n0; i = i, 2, . . . ) , on peut faire en sorte que 

(¾) E = 2 (^/1./+E„,0, où 2 ^ 1 , / = ^ 0 , 
n,i n,i 

j | f l | / ( iEB l l ) étant un seul point, ou bien ytijl étant l'ensemble vide. 
Considérons un ensemble yn,t + E„f, non vide; soient xi (j = 1, 2, . . . ) 
des points et r, des nombres, tels que (avec n9 i fixes), 

(60) xiejrait-hEnth o<r„ S(xf,r/)S(x^,rm)=o, (j ^ m); 

nous supposons qu'il y ait au moins un xj. Or selon l'hypothèse (11.7,10) 
à tout z > o il correspond un \ (z) > o, de sorte que r ^ \ (z) 

entraîne | W (S (x9 r)) \ < ^; vu (11.4), <*> (S (x9 r) ^ l (z) implique 

r ^ £ (s), d'où 

( l l . i3) $(S(#, r ) )^Ç(s ) entraîne | V(S(a?, r)) | < i , 

I; (s) eïanZ indépendant de x. En revenant à la situation (60), considérons 
d'abord le cas où j ^ 2 et il n'y a plus qu'un xi sur E,M. Apec Ze 
terme | W (S (x2, r2)) | possiblement absent, on aura 

(70) | V(S(*S r ;)) | -+- | \F(S(**, r,)) | < s, 

dès que 

(80) ®(S(xi, ri)) + *(S(x*, r O ) ^ e ( i ) -

L'alternative de la situation où les formules (70) et (80) s'appliquent 
est le cas où deux au moins des xi sont sur En,t; ainsi, ou bien : 
(90) yn,i existe et x1 = yntl et x-, x\ . . . (deux au moins) sont sur E*,,, 
ou bien : 

(ioo) as1 n'existe pas et x9-, x% . . . (deux au moins) sont sur E^,. 

Lorsque (90) ou (io0) a lieu, on obtient [(60), (4o)] : 

( x/eEn,t=EnO'n (y = 2,3 , . . . ) , 
( S(xi, rj)S(xm, rm) = o (j je m; j ^ 2, m ^ 2), 
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pour les x* (deux au moins) qui interviennent. Or (30) 

p(xf, ay») = min (O* € G1, O^x', Ol*x'")®(Oi) ^®(Ol
n) ^ -

(j ^ 2 , m^i). 

Si pour un j ^ 2 [pour lequel un xJ dans (90) ou (io0) survient] on 

avait r y > - 5 il s'ensuivrait que x'n(m^ j ; m ^ 2) serait contenu 

dans S0 (x% r,)9 ce qui serait contraire à la dernière relation (n 0 ) , 

donc ry ̂  - (j ^ 2). En tant que x/ est sur En (110) et r, ^ - ? il résulte 

de la définition (i0) de E„ que 

| ^ ( S ( ^ r , ) ) | ^ A * * ( S ( * / , / V ) ) (y^2) . 

Donc, le terme xFj(S (x1, r,)) pouvant être absent, il se voit que 

(i20) 21^^(^^ ^))1^1^(^(^, /'1))i-+-^2<ï>(s(^/
5 o))-

Définissons rin (z) comme le minimum des deux nombres \ (z) et — 

[n (0 est indépendant des x' et des r, (j ^ 1)]. La condition 

(i3o) ^d®(S(xi,r/)))^f^n(,), 

entraînera 

donc (11.13) 

* ( S ( * ' , r 1 ) ) ^ T 1 „ ( £ ) = 5 ( e ) , 

| V ( S ( ^ , n ) ) | < i 

[si xr intervient, e. g. au cas (90)] et 

J ^ S ^ r y ^ W O ^ j J j » donc n^®(S(xf, r7)) ^ ^ 

Conséquemment (i20) : 

04o) 2 | V ( S ( * 7 ' r ' ) ) l < £ ' 

lorsque deux au moins des x'€E„,, et (i30) a lieu, toujours avec (60) 
en vue. Au cas où il n'y a plus qu'un x* sur E*,, le même choix de ri (e) 
suffira [car r\n (e) ^ \ (z)]9 ce qui s'ensuit de (70) et (80). Ainsi (i40) 
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sera valide, sans exception, lorsque (60) et (i30) ont lieu [le nombre rin(z) 
étant indépendant des x, et des rj\. Ainsi (définition 11. n ) lorsque 
yn>i + E*,, ^ o, on aura *F€A. C% sur yn,t + E*,, (60). Or (50), 

E = ^(yal-h ^ 1 1 ^ 
n,i 

par conséquent (définition 11. n ) *F€A. Cs. G. sur E, e. g. W est 
absolument continue généralisée au sens sphérique sur E, ce qui 
démontre le théorème 11.12. Voici une conséquence de ce théorème : 

(11.14) Supposons que ® satisfait à (11.7, i0). Toute fonction W 
de la classe (A) (définition 11.9) est absolument continue généralisée au 
sens sphérique dans F = A (#) : U*€ A. C\ G. sur F. 

Notons que, si W satisfait à (11.7, iu), il existe une constante p. 
telle que 

(11.15) |*r(S(.z-, r))\^\L= ix(W)<oo (xeF; o^r^cQ). 

En effet, selon (11.7, i„) on aura 

| T ( S ( a 7 , r)) | < e pour o < r ^ 8 ( £ ) , 

où d (z) est indépendant de x; donc il existe une fonction rji (r), > o 
pour o < r ^ c 0 , finie et telle que /h (r)\o avec r | o , de sorte que 

\V(S(x,r))\<Mr)\ 

(11. i5) s'ensuit avec fx = r^ (c0). 
L'inégalité triangulaire étant en général en défaut pour la fonc­

tion p (x9 y) (qui n'est pas une vraie distance entre les points x9 y), 
néanmoins dans la suite il nous faudra faire usage d'une certaine 
inégalité entre les trois nombres 

( O p = p(xl,xl), p, = p(ar„ x2), p , = p(ar2, a?,), 

xu Xi9 x, étant des points dans F. Si, par exemple, pt ^ p2, le point x, 
sera dans la « pseudo-sphère » S (x,, pi), et l'on aura 

( 2 ' ) p ^ p ( S ( j ? t , p i ) ) ( 3 . 1 6 ) ; 

le second membre ici représente une sorte de « pseudo-diamètre » 
de la sphère S (x2, pi). Nous allons établir le fait suivant : 

(11.16) lim p(S(x, r)) = o (si x est un point fixe dans F). 
/ > 0 
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En effet, notons d'abord que deux points y = y (x9 r), z = z (x, r) 
existent (x9 y9 z étant distincts), de sorte que 

(3') ye$(x, r), zeS(x, r), p(S(x, r))<ip{y, z). 

En tant que p (y9 x)^retp (z, x) ^ r, on peut trouver des ensembles 
A = A (x9 r), B = B (x9 r), tels que 

(4') AeG', BeG', AB(J, x), BB(Z,X); 

(?(?, x)^)®(A)<2?(y, x)^zr; (p(s, x) ^ ) ®(B)< 2p(z, ^ ) Z 2 r . 

x étant dans A et dans B, les enveloppes (de G') A et B sont jointes; 
de plus (4') ¢ (A + B), < 4r, -> o avec r. Par conséquent, selon 
l'hypothèse 3.9 il y a une enveloppe C telle que : 

(5') CeG'; C D A + B ; $ ( C ) - > O avec 4>(A -t- B), donc avec r. 

Or C contient les points y9 z9 donc p (y, r)^®(C); vu (3') et (5'), 
on obtient 

p(S(j?, /•)), < 2 $ ( C ) , ->o, lorsque r->o, 

ce qui vérifie (11.16). 

Quelques développements dans la suite seront dans la condition 
suivante. 

HYPOTHÈSE 11.17. — La formule (11.16) a lieu uniformément par 
rapport à X(GF); il existe une fonction w (r) (o < r ^ c 0 ) , qui ne 
dépend pas de x9 telle que 

( l i . i 7 a ) p(S(j7, r)) ^ w(r) et lima)(r) = o. 

THÉORÈME 11.18. — Soit (11.7, i0) valide pour W et pour ®. Admet­
tons que l'hypothèse 11.17 ait lieu. Soit E, c F , un ensemble tel que 
pour tout nombre \ > o E soit contenu dans la réunion d'un nombre 
fini d'ensembles de G' de mesure ne surpassant pas l. On aura 

( l l . i 8 a ) WeA.Q. sur E entraine We Y*. B. sur E; 

par conséquent 

(11.18 6) WeA.O.G. surE entraine W<= V*. B. G. sur E. 

Posons que W^A. C% sur E [(11.11 a ) - ( l l . n a2)]. Il existe un 
ri (e) > o tel que 

(ii) S(xi, rj)S(xt, ^) = 0 (i^J), xi (y = i , 2 , . . . ) C E, 

°<n> 2 * ( S ( a r / ' r / ) ) ^ 7 l ( , ) 
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implique 

(20 2 | , F ( S ( * ; ' r ' ) ) | - £ i * 

Soit c°(o < c ° ^ | c o ) tel que co' (r) [à la suite de (71)] ^ c 0 et 

co (co' (r)) ^ c» pour o < r ^ c°. Si O est un ensemble de G' tel que 
OE ẑ£ o, ¢ (0) ^ c°, considérons le cas où OE possède plus d'un 
point; s'il y a deux points x' (j = 1, 2, . . . ) au moins sur OE et 
les S(x% rj) sont disjoints, on aura [par un raisonnement qui inter­
vient à la suite de (n 0)] , 

p(x/, xin) ^ ¢ ( 0 ) , 

de plus, 

(3i) r,<.p{xi, xm) ^®(0) (pour les x/, xm qui surviennent). 

Donc les sphères S (x1, ry) sont contenues dans l'ensemble 

(4,) 0 , = 2 ( * € 0 ) S ( * , r), ou r = <ï>(0). 

0, est l'ensemble des points y, tels que p (y, 0) ^ r, le nombre p (y, Q) 
étant défini comme le min p (y, z), le point z parcourant 0. On a 

(50 2 * ( S ( a f ' ' r /»^*(0i)-
/ 

Soient y, z des points sur 0 o donc 

P(y, 0 ) ^ r , p(s, c O ^ r ; 

deux points 1/1, Zi dans 0 existent, tels que 

3 3 
pOSJiX -r, p(z, zt)< - v ; 

on établit cela en considérant séparément les cas où p (y, 0), p (z, 0) 
sont positifs ou bien zéro. Vu (1', 2') 

p(*, 7 i ) ^ p ( S ( * , , m a x- {p(*> *i)> pCKn *i)})) 

puisque p (z/i, Zi) ̂  r on obtient (11.17 a) : 
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D'autre part, 

P(r, ,s)^p(S(jKi, raax. j p ( ^ j i ) , p(y, yO))); 

3 
or P (U> ffi) < 7 r> donc [(61), (11.17 a)] : 

(7i) P(r? ^) = P(S(7i, cu'(r))) = a)(co'(/•)), 

où co' (r) = max J - r, co ( - r J (-> o avec r); de la, 

p ( 0 , ) ^ a > ( c o ' ( r ) ) . 

Soit x0 un point quelconque de O, ; pour tout point z de O, on aura 

p(*o, s ) ^ p ( O r ) ^ w ( t o ' ( r ) ) ; 

conséquemment, O, cS(z 0 , co(co'(r))). Ainsi (5i) : 

(81) 2 ^ ( ^ ^ / ) ) = ^ 0 , « (« ' (O) ) , où r = $(0)(^c<>); 
/ 

ici co (co' (x)) (-> o avec r) est indépendant de x0. En notant que 
(11.7,10) a lieu pour ¢, le raisonnement du genre survenant à la 
suite de (11. i5) mène à la conclusion qu'il existe une fonction rio(f)9 

> o pour o <Z^ic ,„ finie et telle que ri0 (t) | o avec Z |o , en sorte 
que ® (S(x»91)) < rl0 (t) [n0 (t) étant indépendant de x0]. Vu (81) le résultat 
suivant en découle : 

( y\®(S(x/r,)) ^T l 0((o((o '(r))) = (o0(r), ->o, 
( 9 i ) ; 

( avec r = $(0)(^c°); 

le second membre ici est indépendant des x'9 r,9 dont il s'agit à la suite 
de (2^. Envisageons la constatation [(ii), (21)] avec 

(11.15) £ = {x=^(iF) 

à cause de (91) on aura 

(101) ^®(S(xf, 1-,))̂ 71(11), dès que ¢ ( 0 ) ^ ^ ( ^ ^ ) , 

/ 
où r^ (> o) est un nombre tel que co0 (r) ^ n (p) pour o <r^r^. 
Dans la situation décrite dans le texte qui précède (3i), les condi­
tions (1,) seront satisfaites (pour OE) avec z = /J., lorsque ¢ (O)._; r^; 
donc (21) : 

(ut) 2 I w(sW>r'» I ^ * (si ̂ 0 ) ^ rrf' 
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Si la suite de sphères S (xh ri) (avec xi € OE) consiste en une seule 
sphère S (x1, A ) (cela inclut le cas où OE consiste en un seul point), 
en raison de (11.15) on aura | W (S (x1, r,)) | ̂  p (il est entendu 
que r, ^ c0). En résumé, si 

(12O OeG', O E ^ o , ¢ ( 0 ) ^ / ^ (lo,), 

les S(x/
9r/) (une au moins) sont disjointes, x ' € O E , TJ > o, alors 

l'inégalité ( i i i ) aura lieu, donc (11. n Z>,) : 

(i3,) Var. (<F; OE) ^ JJL = ji(V)<oo, si ¢ ( 0 ) ^ / - ^ (io,). 

Dans la famille G; on peut trouver un nombre k = A: (p.) fini d'enve­
loppes Ov (v = i, . . . , k)9 telles que 

k 

(i4i) OvE^o, E c 2 ° v , $(O v)^/v. 
i 

Nous faisons en sorte que 0/ ne contienne pas Om pour i ^ m. Dési­
gnons par S/ = S (yi9 07) une suite de sphères, telles que 

(i5i) S/S,-=o («Vy), j / e E . 

Soient les S,,/ = S (y1»', o-,,,) celles parmi les S,- dont les « centres » 
se trouvent sur OiE; yl>1 €OiE. Puisque ¢ (0,) ^ r ^ , (12,) et (i3,) 
(avec 0 = O,) s'appliquent; ainsi (s'il y a des SM) 

(161) 2 1 v< s ' . '> ^ V a r - ( ^ ° i E ' ) ^ »*• 

Soient les S2,/= S(y2'', o-v) celles des S, dont les centres y 2 ' son t 
sur 02 — 0 4 0i , e. g. y2><€0,E— 0 2 0 , E ; les Sîf/ ne comprennent 
aucune des Si,/; les Si,/ et les S*,,, ensemble, représentent toutes les S/ 
dont les centres sont dans d + 0, . En tant que ¢ ( 0 , ) ^ ^ (14,), 
selon (12^ et (i3,) on déduit encore : 

(171) 2 1 V ( S î ' f ) ! - V a r - ( l r ; ° 2 E ) - ^ • 

En général, désignons par 

S^,/=S(7^S<J7,/) (q^Çk) 

les S,- (i5i) dont les centres y?'' (1 = 1 , 2 , . . . ) sont dans 

0 '^=0< 7-0< 7(01-h02 . . . -+-0^_1) ; 
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on remarque que yi<1 € O!, E, que la suite { S7,< j (î = i, 2 , . . . ) ne contient 
aucune des S,,., (p < q) et que les S,,, (p = 1 , . . . , q; i = 1, 2, . . . ) 
comprennent toutes les S, dont les centres sont dans 0 , + . . . + 0^. 
De la même manière que (io«) et (171), on obtient 

(181) 2 I *(*<») I = Var. (VF; 0 ,E) = p. 
L 

Les suites S/ (j = 1 ,2 , . . . ) et S,,., (p = 1, . . . , k; i = 1, 2, . . . ) sont 
identiques; les S, sont disjointes (i5i); donc (181) : 

k k 

(19.) 2 ' T ( S / ) ' = 2 S ' V ( S ^ > ' ^ 2 V a r - (V; °^E )-k*> 
J P — \ l p = l 

conséquemment, 
k 

(fl.19) V a r . ( ^ ; E ) ^ 2 V a r - ( l r ' 0 / ' E ) = A^ 0 ^ ) -
P=\ 

Cela veut dire [(11.11 b); (11.11 h)] que *F€ V \ B. sur E, en consé­
quence de la supposition que WeA. Cs. sur E; ce qui démontre la 
partie (11.18 a) du théorème. La conclusion (11.18 b) résulte de (11.18 a), 
déjà établie, et de la définition (11.11 A). Le théorème 11.18 est vérifié. 

REMARQUE 11.20. — La conclusion (11.18 b) du théorème 11.18 
reste vraie, si la condition W € A. C*. G sur E, qui intervient dans (11.18Z>), 

a lieu au sens que E = 2 E « » * '€A. C*. sur En(n = 1, 2, . . . ) , tandis 
1 

que pour tout * > o, E„ est contenu dans la réunion d'un nombre fini k (ri, H) 
d'ensembles de G' de mesure ^ t, cela étant pour n = 1,2, . . . , E possi­
blement ne jouissant pas de cette propriété. 

En effet, WeA. C*. sur En entraîne [d'après (11.18 a) pour En] 
WeV*.B. sur En (n = 1, 2, . . . ) , ce qui veut dire «FeV^.B. G. 
sur E. 

Voici une conséquence de (11.14), du théorème 11.18 et de la 
remarque 11.20. 
(11.21) Admettons que ® satisfait à (11.7, i0), l'hypothèse 11.17 et 
que We(A) [définition 11.9; alors ^ € A . C?. G. sur tout E c F ] . 

Si E = 2 E » ( c F ) ' o ù chaque E„ (n = 1, 2 , . . .) est de la sorte spé­

cifiée dans I I .20, on aura WeV*.B. G. sur E. 
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12. Les caractères A. C*. G., V*. B. G. (suite). — Rappelons-
nous qu'un ensemble E, contenu dans un ensemble G ( c F ) , est 
partout dense sur G, si tout point de G est un point d'accumulation 
de E; dans l'Ouvrage actuel, cela revient à ce que, si y est un point 
de G, tout ensemble O de la famille G', contenant y, contient des 
points x de E distincts de y. Le résultat suivant est analogue à une 
constatation dans [(T1); p. 108]. 

THÉORÈME 12. I. — Supposons que ^, ¢ satisfont à (11.7,10). 
Admettons (3 . i c ) (ainsi que le reste de l'hypothèse 3 . i ) . Si E, 
c G ( c F ) , est partout dense sur G et si 

(12. ia) \FeV*. B. [A. C ] sur E, 

il s'ensuivra que 

(12. ib) WeV*. B. [A. C ] sur G. 

Supposons d'abord que W € V \ B. sur E et soient S/ = S (yi, 07) 
des sphères telles que 

(i0) S,Sm = o ( « V » ) , 7y'€G. 

Selon ( l l .11 6,) : 

(20) Var. ( V ; G ) = m a x 2 | V ( S , ) | , 
/ 

le maximum ici étant pour les S, assujetties à (i0). Or, selon l'hypo­
thèse actuelle, 

(30) Var. (V; E) = m a x 2 I V(S(* ' , P«)) I < - * - • , 
/ 

le maximum étant pour S (x', p,) (î = 1, 2, . . . ) , telles que 

(4o) S(a?', p,)S(ar'", p / M )=o (i jL m), x^eE. 

Envisageons une suite (i0), S* = S (y', c,) (i = 1, 2, . . . ) , et choi­
sissons une suite (4o) de sorte que 

(50) | | T(Sf) | — | V(S(^*, Pf)) 11 < «a-* (i' = i ,2 , . . . ) • 

Pour vérifier la possibilité de la réalisation de (50) notons d'abord 
que | W (S (x, r)) |, ainsi que W (S (x, r)), est continue dans l'espace 
produit F* = F x L , comme fonction de (x, r), e. g. [(11.5), (11.5 a)] : 

| |V(S(^ ,a ) ) | —|V(S(* f p))l|-^o, 

http://ll.11
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quand 

P*(0', cr), (x, p)) = p ( j ' , t r ) - H | < T _ p | - > 0 [(y, or) restant fixe, € F * ] . • 

Donc il existe une fonction q (t) = q (y, <J; E), > o pour o < l ^ £0t 

de sorte que 

( 6 o ) j | | ^ S ( r , a ) ) | - | t T ( S ( ^ , P ) ) | | < Ç 

( P°«r ?*((y, *), (•*, p ) X ? ( ï ) , 

d'où pour (x, p) (€F*) tel que 

(70) P(J, * ) < J?(S), l * - p | < J Ï ( 5 ) . 

En tenant compte de [(3.6), (3.6 a)], définition 3.7 et (3.8), il se 
voit que, E étant partout dense sur G et yi étant un point sur G (i0), 
il existe une suitte de points xi, (v = 1, 2, . . . ) sur E, tels que xi =̂ y1, 
p (yl

9 xi) -> o pour v ->• 00. En choisissant v assez grand et en posant 
xi = x', d'après (60) et (70) (avec (z/, c) = (y , cr,) (i0) et \ = sa-*) 
on obtient 

( [| V ( S ( ^ ' , Œf))| — | V ( S ( ^ ' , p ) ) | | < « 2 - ' , 
(80) { I 

J où xleE et p{yl, x1) < -qt(ii-1), 

qt{ii-1) =q(y*,at; 6 2"') ( > o), pour\u que | cr,-— p | < -qt(*i-1), 

on peut faire en sorte que dt = p(yi
9x

i) (où x'€E, xl^yl) soit 
aussi petit qu'on veut, mais en tout cas tel que dt < - qt (s i~l). 
Pour i = i, 2, . . . il faut choisir p = pi et x ' (€E) dans (80) de 
sorte que 

|*Z— P/ |< 5 ^ ( £ 2 - 0 5 

tandis que les S (x'', p/) soient disjointes. C (y1, cri) (11.2) étant la 
surface de S (y', cr,), posons 

(9o) P / = p(x*, C(yt, d,-)) [ = minp.(^S *) P™1" zeC(yt, cr,)]. 

D'après la remarque qui précède (11.4) (donc cr/f^c0), C (y, cr,) 
n'est pas vide; pour di< = p (x'", yz) > o (x'€E) suffisamment petit 
x'€ S0 (y, (7,) et p,(9o) est positif. On trouve un point z1 = z1 (Xe) 
tel que 

(loo) ^ ' € C ( / S cr,-), ( p / = )p(a?', * ' ) < ( ! + * ) P * ; 

MÉMORIAL DBS SC. MATH. — N ° 1 5 5 . 6 
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la première relation ici Veut dire p (y', z1) = 07. Selon la définition 
des pt (90) les S (x1', p,) ( c S (y1, 07) (f = 1, 2, . . . ) sont disjointes. 
Or, pour un i fixe, envisageons les points y1, o?9 z

1; le point y1 et le 
nombre 07 = p (y, z') sont fixes, tandis que z1 (io0) est possiblement 
variant avec x' ( € E ) ; en vertu de la condition (3.1 c) (avec xx = x', 
x2 = y1, xt = zl

9 <r = 07) il se voit que p (x', z1) -> 07, lorsque 
d* = p (x', y1) (> o) -> o, x' restant sur E; vu (io^) (pour le i considéré) 

lim pt^L cr,^ lim (1 -+- d,)p,-= Jjm p,-, d'où l i m p , = cr,, 

quand dt ->- o (avec x' € E). La dernière relation signifie que sur E 

on peut trouver un x', de sorte que dt < 7 qt (z i~
l) et que pour 

le pt (90), qui lui correspond, on obtient 

(iio) I f r ' - P / K ^ ^ a - 1 ) -

Le point x' ( € E) et le nombre p, (90) étant ainsi choisis, on s'aperçoit 
que (80) est satisfait, avec ce p = pi9 tandis que les S (x', pf) sont 
disjointes [voir une remarque à la suite de (io0)]. La constatation (50) 
est vérifiée. 

D'après (50) 

I V(SO-', *,)) | = | V(S(*<, Pl)) I -h ).!, où I X, I < £ 2 - , 

les 07 étant les nombres introduits en rapport avec (i0). Par là (a») : 

2 1 v(s,) 1 ( i 0 )<21 ^(S(^, ?/)) 1+« 
/ 1 

pour certains x ' ( € E ) et p„ qui satisfont à (4o); d'où 

2 l i r ( S 0 l < V a r . ( i F ; E ) - + - £ (fini); 
i 

les S/ = S (y, 07) sont assujetties à (i0), donc 

Var. (W; G)^Var . (W; E) H-s et Var. (V; G)^Var. (W; E). 

De même, Var. (*¥; E ) ^ Var (W; G), car E c G , par conséquent (30) : 

(120) Var. (W; G) = Var. (W; E)<-hoo et WeY*. B. sur G, 

ce qui démontre le théorème pour le caractère V*. B. 
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Considérons maintenant le cas où We A. O. sur E [(11.11 a, a„ a2)]. 
Ainsi, à tout s > o, il correspond un n (s) (= ri(z9 E) > o (->o avec s), 
tel que 

'i«) 2 * ( S ( - r S p i ) ) = ^ ( 0 [JF'CE; les S(j?«, Pl) disjointes] 
*• 

entraîne 

(2°) 2 i ^ ( s ( ^ p ' ) ) i - £ -

D'autre part envisageons une suite S (y, cr,), telle que 

(3°) 2 * ( S ( - ^ ' a < ) ) ^ ( £ ) b"€G; les S(y', <r,) disjointes]. 

Moyennant le, procédé, survenant de (50) jusqu'à (n 0 ) , on peut 
trouver des x', € E, et des p, (> o) de sorte que S (x', p,) c S (y, cr,), 
donc les S (x', p,) sont disjointes, tandis que 

|<*i— p i | < \qi{**-1) 

U°) { =±qO',°i**-1) (8o), P(rz, * ' ) < ^«(ea-1), 

I *T(S( r<, O ) | - | V(S(*«, p,)) 11 < t a - (« = 1 ,2 , . . . ) , 

de plus on note que [vu (3°)] 

(50) 2 < ï > ( s ( ^ p ' ) ) ^ 2 < ï > ( S ( - r s a 0 ) - T i ( e ) -

En écrivant 
I ^ ( S ( 7 S ^ ) ) I = I ^ ( S ( ^ P O ) K ^ , 

on obtient ] A, | < £2~z; donc 

(60) 2 1 ^( s (^> •«» i < 2 1 ^ ^ ( ^ p»» 1 * e -

D'après (5°) les x1 et les p„ à présent considérés, satisfont à (i°); 
de là [(20), (6°)] : 

2 | V ( S ( y , <*t)) | < 2 £ , dès que^ , <J4 satisfont à (3°). 

Par conséquent WeA. C\ sur G (11.11 a, ai9 a,), ce qui achève la 
démonstration du théorème. Voici un théorème dans le genre de 
M. Denjoy. 



84 W. J. TRJITZINSKY. 

THÉORÈME 12.2. — Supposons que W, ® satisfont à (11.7,1). 
Admettons l'hypothèse 3 . i , la condition (3.i c) incluse. 

Pour que We A. C\ G. [V". B. G.] sur un ensemble fermé (e. g. noyau) E 
il faut et il suffit que tout sous-ensemble fermé H de E contienne une 
portion 

( 1 2 . 0 « ) w, où to = A ° H ( ^ o ) et A " G G ' , 

de sorte que 

(iZ.îb) ^ € A . C[V* . B.] sur cô. 

[Comparer avec (T'); p. n i ] . Si *F€A. C'. G. sur E, il existe une 

réunion finie ou dénombrable E = 2 ^ « , en sorte que 

( i i ) ty'eA. C \ sur En (n = 1, 2, . . . ) ; 

la fermeture E „ c E ; d'après le théorème 12.1, 

(o , ) WeA. C \ sur En. 

Ainsi on peut supposer que les E„ sont fermés. Pour H, c E , fermé 

on a H = 2 ^ E „ , où les HE„ sont fermés. Il existe un HE„i, qui 

contient une portion w de H; on peut faire en sorte que ô> soit de 
la forme (12.2 a). D'après (2,) (pour n = n') on obtient W€A. C\ 
sur cô (car wcE„'). Ainsi (12.2 b)9 pour le caractère A. C'., s'ensuit 
du caractère A. Cv. G. sur E de W. 

La réciproque pour les caractères A. C*., A. Cs. G. — On admet 
que tout H (7^ o), c E, fermé contient une portion w, telle que 

(3 , ) co = A ° H ^ o , où A°eG' , et V e A . C \ sur w. 

Les ensembles de la famille G' (2.8) forment une suite dénombrable; 
désignons par An (n = 1, 2, . . . ) la totalité de tous les ensembles 
de G' (s'il y en a), tels que 

!

A „ E ^ o et ty'eA. G\ G. s u r A „ E , 

donc ? 6 À . C \ G s u r Q = 2 A „ E . 

Si l'ensemble H = E — Q n'est pas vide, H est fermé. Au dernier 
cas (3i) s'applique, e. g. il existe un ensemble w = A°H ( ^ o), 
où A°€G', tel que *F€A. Cv. sur w. Ainsi (40 : U^eA. C*. G. sur 
Q + A°H; donc W<= A. O. G. sur A°E (car A°EcQ + A°H). Néces­
sairement A0 est un A„> et A0 doit être disjoint de H; il y a contra-
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diction, donc le théorème est établi pour les caractères A. C\ G. 
et A. C*. La vérification du théorème pour les propriétés V \ B. G. 
et V*. B. s'achève de la même manière. 

En tenant compte de (11. i4) et (11.21), du théorème 12.2 et du 
fait que F ( = A ( 5 ) ) est fermé (ainsi qu'ouvert) on est mené au 
résultat suivant. 

THÉORÈME 12.3. — Admettons que ® satisfait à (11.7, io) et que les 
hypothèses 11.17(3.1) [(3.ic) incluse] ont lieu, tandis que ^^(A) 
(définition 11.9). Alors tout ensemble H fermé contient une portion 

(12.3a) w, où w = A ° H ^ o et A°€G', 

de sorte que W€A. C*. sur cô. De plus, si F = 2 ^ * (réunion finie 

ou dénombrable),é où chaque En jouit de la propriété qu'à tout s > o 
il correspond un nombre fini d'ensembles de mesure ^i de Gr, dont 
la réunion couvre E/l9 alors : tout H fermé contient une portion cô de la 
forme (12.3 a), telle que WeV'.B. sur w. 

Le « rayon » d'une « sphère » ne surpassant jamais c0 [selon le texte 
qui précède (11.4)], démontrons les propositions suivantes. 
(12. /fl S°(x, p) (11.1) est ouverte. 
(12.4 a) Si O est une enveloppe et x € 0 , il existe un r > o tel 
que S (x, r) est contenue dans O. 

Notons d'abord que C (x, p) est non vide, car p ̂  c0. Soit y un 
point dans S0 (x, p) ; p (x, y) < p. Posons 

(1') P ' = p ( j , C(.r, p)) = min(*€C(.r , p)) p(y, z). 

Il existe un point zn € C (x, p), tel que (p' ^ ) p (y, zn) < p' + - • 

Supposons, s'il est possible, que p' = o. Alors on obtient limp (y, zn) = o; 
e. g. zn~ (G')y. En tant que p (x, zn) = p (fixe), la condition (3.1 c) 
de continuité (dans l'hypothèse 3 . i , toujours admise) entraîne que 

]imp(#, zn) = p = p(x,y) 

n 

[on pose 
* ! = # „ , #2 = 7 , #3 = ^7 . p(a-2*\$)=<*=p(#, Y)], 

ce qui est contraire à l'inégalité p (x, y) < p. Par conséquent p' ( i ' ) > o . 
On note que S (y, p') C S (x, p). On peut trouver un point u, tel que 

(2') u^y; p(/ , «) < h donc ueS(x, p), 
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Ensuite, il se voit qu'il existe une enveloppe B, pour laquelle 

B € G ' ; B = M , BBU; (p(y, u) ^ ) ¢ ( B ) < p'. 

Pour tout point v dans B on aura 

p(y, P) = min(G€G'; G S ( j , P ) ) *(C)^*(B) < p'; 

d'où *>€S0(x, p) et BcS°(x , p), ce qui vérifie (12.4). 
Pour démontrer (12.4 a) il suffira de considérer le cas où OeG' 

[une conséquence de (2.8 a)]. Soit C la frontière de O, e. g. C = O — O. 
Si p' = p (x, C) == min (z€C) p (x, z) = o, soient zn (n = i, 2, . . . ) 

des points tels que z„€C, p(x, zn)<-> Ainsi lim p (x, zn) = o; 
n n 

znrxj(G')x; x est un point d'accumulation des zn. Mais C est fermé, 
d'où .x€C. Il y a contradiction, donc p' > o. On aura S (x, r)cO 
pour tout o ^ r < p'; (12.4 à) est établi. 

On note que p (S (x, r)) = max p (y, z) (pour y, z dans S (x, r)) ^ r, 
en tant que r ^ c() et C (x, r) ^ o de sorte qu'il y a un z sur C (x, r) 
[pour lequel p (x, z) = r]; de plus [(11.16), (11.4)] 

l imp(S( .r , r)) = o et ®(S(x, r))^r; 
1 

enfin, avec ¢ assujettie à (11.7, i0), ¢ (S(x, r)) -> o avec r. Par consé­
quent, on conclut comme il suit. 
(12.5) Envisageons les trois affirmations (avec x fixe) : 

( i°) ®(S(x,r))^o; 

(2°) P ( S ( # , r ) ) - > o ; 

(3°) / - - > o . 

Une quelconque de ces constatations entraîne les deux autres. — 
D'après l'hypothèse 2.8 F ( = A(#)) est séparable (définition 2.7); 
donc il existe une suite dénombrable de points xt (i = 1, 2, . . . ) , € F , 
partout denses sur F. Soit ry(j = 1, 2, . . . ) l'ensemble de tous les 
nombres rationnels, tels que o < r / f ^ c 0 ; énumérons en une suite 
simple 

(12.6) Sk=S(yk,pk) (yk=xlk, p*= o*) (^ = 1,2,---), 

les sphères S(x„ r,) (i,j = 1, 2, . . . ) . F est indéfiniment couvert, au 
sens de la mesure^ par les S?, e. g. tout point x ( € F) est contenu 
dans une suite infinie de sphères de \ SJ} (12.6) de mesure-® tendant 
vers zéro [en raison de (12.5) ce recouvrement est aussi au sens 
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de (12.5, 2<>) et au sens de (12.5, 3°)]. En effet, si x est un x, c'est 
immédiat. Si x n'est pas parmi les x„ posons dt = p (x, x,). 
A 3 > O ( Î < C 0 ) il correspond un x, tel que d< <z; x € S ° ( x „ r ) 
pour tout dt < r ^ c0. Il existe un p, (rationnel), tel que d, < p, < z; 
alors x€S°(x„ p,); de plus, la mesure^ de S0 (x„ p , ) ( s : ) peut être 
faite arbitrairement petite, avec c, avec un choix approprié de x, 
et de p/. 

13. Définition de la totale-(S), son unicité et quelques-unes 
de ses propriétés. — Admettons que le théorème de Denjoy-Vitali 
ait lieu pour les sphères au sens suivant. 
(13. i) Soit 31* une famille de sphères (fermées) telles que tout point 
d'un ensemble H est contenu dans une suite de sphères de 31* de 
mesure tendant vers zéro. Alors, étant donné un : > o, on peut trouver 
des sphères disjointes S, (i = i, . . . , v) dans 31% telles que 

M j S, ;• < s (ou M { S, j = m a x ^ S , ) ) , 

®ei H - H 2 S , )<«, ®e{ 2 S * - H 2 S ' ) < £ -

Ce théorème aura lieu, si i < a < b existe, de sorte que pour tout s 
fixe de 31* on ait ®e(Q(s)) < b ®(s), où Q(s) est la réunion des cr 
de 31* pour lesquelles sa- -^. o, ® (cr) < a® (s). 

Si W est une fonction définie pour les sphères (fermées) et si p ( c F) 
est un ensemble quelconque, posons 

( W(P)(s) = m"(s) (si le centre de la sphère s est sur/)), 
( = o (si le centre est étranger à/?). 

Notons que, avec l'hypothèse (11.7, 30) toujours admise et à cause 
des propriétés de « sphères », déjà indiquées, et l'hypothèse (7.9, 6°) 
pour OU étant admise, on obtient l'énoncé suivant. 
(13.3, 6°) A tout r de DW (définition 11.6) et à tout e > o des r£, p£ 

de JVC correspondent, tels que 

r £ cr , rcpz, ®(r— r £ ) < e, ^ p £ — r ) < s. 

En effet, si reOM, on peut choisir r£ et p£ dans DM (vu 7.9, 6°); 
si r est une sphère ouverte, on peut prendre pour re et p£ de certaines 
sphères ouvertes de même centre que r. 

HYPOTHÈSE (13.3, 70). — Admettons l'hypothèse (7.4, 70) avec la 
famille Jîl remplacée par OVLS (DXls comprend 0X1 et les sphères ouvertes). 
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HYPOTHÈSE 13.4. — Soit W assujettie aux conditions de l'hypo­
thèse I I . 7 ; en particulier, W sera complètement additive dans DM*. 
(13.5) On dira qu'un ensemble e € (*), e est de type (*), si e est contenu 
dans un nombre fini de frontières d'ensembles de DM* [tout ensemble 

de type (*) est mince]. Si 31, cOllg (définition 11.6), est une famille 

donnée, on dira qu'un ensemble r de DM* possède une décomposition 

finie dans DW avec composants dans 3t9 si r =\qt + e9 où e€(*), 
1 

les qte.3t et sont disjoints. 

(13.5') Si 31 est une sous-famille de 011 j et r de DMS
0 est couvert 

par 31, des rv et pv (v = 1, 2, . . . ) existent tels que r = 2 ? v > l e s Pv 
1 

sont disjoints, pvcrv , p v€0ï l \ r v € # l . 
En effet, vu la séparabilité, une suite au plus dénombrable 

d'ensembles rv de 31 contiendra r; on aura r = 2 r r v , rrv€01lj; 

on peut poser 

pi = rru p v = / v v — rr,.(p, H-...-+- p v - i ) (v > 1), 

avec les propriétés indiquées dans (13.5'). De plus, on note que 

p " = p i - + - - . . - + - p v ( = r ( r i - 4 - . . . - * - r v ) ) 

est ouvert, pv€cmj et pvf r. 
LEMME 13.6. — Soit «91 une famille contenue dans Oit g (défi­

nition 11.6), les ensembles de 31 étant contenus dans un H de DMS
09 

31 jouissant des propriétés suivantes. 

(io) Si r de ORJ, r c H , possède une décomposition finie dans DMS 

avec composants dans 31 (13.5), r sera dans 31. 

(20) Si r€5îis , si rne3l (n = 1, 2, . . . ) et rn f r, alors re3l. 

(30) Tout ensemble r de DM J, contenu dans un r' de 31, est dans «91. 
(4o) Si 3ll9 c3l, ne couvre pas H, il y a un r' de 31 non couvert 
par 3lu 

Dans ces conditions (i0)-(4o) H €«91. 

En vertu de (4o) H = 2 ( ^ ) p î d'après (13.5') : H = 2 ? * ' o ù 

1 

les pv sont disjoints, pvcrv , pv€01l*, r v € 0 l ; (pv)°GDMl et, vu (30), 
(pv)°€«9t; or 

P v = p i - h . . . - f - p v = ( p i ) ° - H . . . - + - ( p v ) 0 - + - e v , 
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avec ev€(*) et pv€5ilj> donc selon (i0) on aura pv€«9t; pvf H, d'où, 
en raison de (20), H €«91, ce qui démontre le lemme. 

Si r€01i; et p est fermé, joint à r, alors à z > o il correspond un 
nombre fini de sphères fermées S/ = s (x;) (de centres x7) disjointes, 
telles que 

(13.7) s,^r (j = 1, . . . , v£), M { * / ) < £ , $ ^ , . - 2 * / ) < e , 

(13-7«) s//> = o, si xj est étranger à p. 

On dira que S = j sy- J est un système fini, relativement à p fermé, 
dans un r de Jli;, si les s/ en nombre fini sont des sphères fermées 
iisjointes dans r, assujetties à (13.7 a). Posons 

(13.7*) N ( S ) = # N { * / i = max(M{* / | , ¢ ( , - - 2 ^ ) ) ( = N(r, S ) ) ' 

L'existence de telles sphères s'ensuit en vertu du théorème (13.1), 
en procédant comme il suit : avec tout point x sur pr associons une 
suite de sphères dans r, de centre x et de mesure tendant vers zéro; 
avec tout point x sur r — pr associons une suite de sphères de centre x, 
situées dans r — pr et de mesure tendant vers zéro; les sphères 
indiquées dans (13.7, 7 a) sont choisies parmi les sphères de la famille 
de sphères que nous venons de définir. Ou bien le centre de S/ (13.7, 7a) 
est sur pr, ou bien sf est disjoint de p. 
(13.8) Nous définissons une sorte d'intégrale de Burkill (au sens sphé­
rique symétrique) pour r, €5ït% épais (si la limite existe) : 

(i3.8«) rv („= r'^î=iim
0 2

 v('/)L=vrf(^^)L 

où les s/ sont assujetties à (13.7, 7a), avec (r)° pour r, et Wip) est 
donnée par (13.2); nécessairement les centres des s/ intervenant 
dans (13.8 a) sont sur p. Si la limite (13.8 a) n'existe pas, on peut 
envisager les intégrales sup. et inf. : 

(13.86) / ...= ïhn~2'--> f ...= lini2---; 

f W{p) (13.8 a) est ce que devient la limite (si elle existe); 

(13.8c) /^-1152^ 
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[les Sj assujetties à (13.7, 7a) avec (r)° pour r], lorsque W est remplacée 

par W{p). Le nombre / W dépend de p, en tant que les s, (13.7, 7 a), 

servant à le définir, sont en rapport avec p; ce nombre est la valeur 
d'une intégrale relativement à p. 

(13.8') Si pour un r épais de DM'Y (r) = f W (rel. à un p fermé) 

fini existe, il y aura un n = ri (z) > o, tel que | W (S) — r (S) | < e, 
dès que S = {s, J est un système fini (rel. à p) dans (r)°, 
avec M (S) < rj. 

Dans la démonstration de cet énoncé, les intégrales et les systèmes 
finis [dans (r)0] seront relativement à p. Or T (r) = lim W (S) 
[S système fini dans (r)°, avec N (S) ( 1 3 . 7 6 ) ^ 0 ] ; donc il existe 
un r\ = rj (z) > o, tel que 

| i f r (S(D)_^(S(2) ) |< i , 

dès que S1 •>, S(2) sont systèmes finis dans (r)° avec N (S(i)) < rt (i = 1, 2). 
Soit S = { pz J (i = 1, . . . , v) un système fini dans (r)°, avec ® (pt) < ri. 
Il y a un système fini S* = j plt/ j dans (p,)0, tel que : 

( 1 0 ) W 

donc ¢ ( 2 ^ 2 ^ ^ 5 -

Soit 
S'={ff* }-+- jp, } (k = i, . . . , v';' i = i, . . . , v), D S , 

un système fini dans (r)°, tel que 

®(<jk)<^ et ^ K - 2 p I ~ 2 f f V < 5 " 

Choisissons un système fini SGk = {crkf,n j dans (crA)°, avec 

¢ ( ^ - 2 ^ - ^ 3 7 -

ainsi 

<Sk,m 1 < 3 •(Z-Z 
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et l'on obtient 

-*((-S"'-S^H-(2^-2^)+(2'*-2fl».-))<^ 
de plus 

toutes les sphères p„ 07, p,,,, crA>m sont de mesure inférieure à rj. 
En posant 

A l = I Pi,/ )> A j = jcTA.m J, 

* 
on observe que pour les systèmes finis [dans (r)0] At + A2, S + A2 

on a N ( . . . ) < n; par là 

| V ( A 1 ) - V ( S ) | = | V ( A 1 H - A î ) - « , ( S + A f ) | < ^ 

en outre (i0) : V(Ai )— f V < - , enfin W (S) — f V | < £ , 

ce çui i?éri/z6 (13.8'). 
On dira que x0 est un point isolés d'un ensemble p, s'il existe 

un r0€31l (ou bien de DM") tel que r o sx 0 et r0p^(*) (13.5); p est 
parfaits, si p est fermé et dépourvu de points isolés-s. 

(13.9) On dira que W (définie dans 5\v) est s. a. (additive au sens 

sphérique) relativement à un p fermé pour un reDM*, si 

(13.9«) V t ^ l i m V v i i , ) , 

l-\ 

les 57 étant assujetties à (13.7,7a) avec (r)° pour r, e.g. si 

W(r) = fSW (rel. à p). 
En tant que *P(e) = o pour e€ (*), ce qu'on admet toujours, il s'ensuit 

que W est s. a. pour tout r de DM* mince [car alors r€(*) , (r)° est 
vide, *F(r) = o, p n'intervient pas et (13.9a) aura lieu sans * , ] . 
W est s. a. sur un r de DM% si W est s. a. pour tout r, (de DM^cr 
(relativement à un même p fermé). 
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THÉORÈME 13. IO. — Soit f(x) une fonction de point x définie 
(finie), sur une plénitude d'un H de DM% On dira que f est totali-
sable-(S), totalisable au sens symétrique, sur H, s'il existe une fonc­
tion W, nulle pour les ensembles (*) (13-. 5) dans H, telle que : 

(i°) W est complètement additive dans .m* sur H; 

(20) si p est parfait-s dans (H)° (au cas où H est épais) et si r, 
G DM*, c H et p r ^ o , alors il existe un r' (de DMS), c r , tel que 
prr ^ o et 

UT 

(rel. à p) dans r'; 

(II) V*(W9rp) (13.8 a) = / Wip) (rel. à p) = f fd® (intégrale 

de Lebesgue) pour tout r, de DWcr'. On dira que 

(13.ioa) (S) f fd® = W(H), 

où le premier membre est la totale-(S) de f sur H. La totale-(S) est 
unique. 

Les règles de cette totalisation seront développées dans la suite. 

Si HfeSil* ) est mince, c'est que H€(*) (13.5) et W = o pour tout 

sons-ensemble de H et le cas est trivial. Si H(€^U*) est épais, 
^ ( H ) = ^((H) 0 ) ; dans ce cas, si la totale-(S) existe pour un des 
ensembles H, (H)°, elle existe pour l'autre et la valeur sera 
W(H) = «"((H)0). Dans la démonstration de l'unicité de la totale-(S) 

on peut se borner au cas où He^HJ (e. g. H de DMs est ouvert). 
Supposons, s'il est possible, qu'à une fonction f(x) totalisable-(S) 
deux fonctions Wu W* de la sorte spécifiées correspondent; 

W = Wi — <F2 est définie dans DM' sur H et remplit les conditions 
du théorème. Soit 31 la famille de tous les ensembles p, tels que 

(i,) peDMi, pcH, U'(p,) = o pour tout pj (de DÎv), çp. 

31 vérifie (13.6, 30). — Supposons que r ( € 5 i l A ) c H et que r 

possède une décomposition finie dans DM' avec composants dans 31, 
V 

e- §• r = 2 ^ "1" e ' e€(*)» *es 9" € ^ > s o n t disjoints. Soit p i (€5 i i*)c i \ 



TOTALISATIONS DANS LES ESPACES ABSTRAITS. 93 

alors pi = 2 ?^i + e'> e ' ^ ( * ) , où les pxqt sont disjointes; pjÇ, est 

dans DM* et est contenu dans un ensemble de 31, d'où 

V(p l î l ) = o et V ( P l ) = 2 v ( P i ? « ) - * - ^ ( 0 = o, 

par là, r€«9l; 31 remplit (13.6, i0). Soient reDM^, r"e3t et r " f r . 

Si pi (eDM*)cr9 on aura pir* ( e S î v ) f p., et, d'après (13. io, i°), 

*F(p,) = HmW (p,r"); p,r" de DM* étant dans r" de Sft, il en résulte 
que *F(p,r") = o, donc *F (pi)<= o et re3l; 31 satisfait à (13.6, 20). 

Ayant (13.6, 4o) en vue, envisageons une sous-famille 31 ̂  de 31 ne 

couvrant pas H. L'ensemble p = H — ^ (3lj)p est fermé dans H. 

Si p a un point x isolés, il existe un r0 de DM, r „cH, contenant x et 

tel que r0pe(*) (13.5); r0p^DM"; on obtient 

ro=ro-r0peDMt), / ^ ^ ( ^ O p . 

Selon (13.5') : r° = 2 Pv» où .les p, ( e Jl ï ' ) sont disjoints, 

i 

P v C r v ( € ^ l i ) , p v = p . , - + - . . . - h p v ( € O " T l l
< ; ) = (p i ) ( ) + - - - - + - ( p v ) 0 - + - ^ 

*v6(*), (py)°€5ri-

d'après (13.6, 30), déjà établie, et puisque (p^cr^Sl.cSl, il 
s'ensuit que (p/)°€«9l. En vertu de (13.6, i0) : pv€«9t. Or p^rQ 

(de Sn.;), donc (13.6, a0) : r°e3l; d'autre part, 

r0 (de DM) = /•»-*- r0/> = r«-h (*), 

e. g. r° possède une décomposition finie dans DM" avec un seul compo­
sant dans 3l9 d'où, à cause de (13.6, i0) : r0€«9t. Mais r„ contient un 
point de p et conséquemment r0 de 31 est non couvert par 3119 si p 
a un point isolés. Considérons le cas oh p est parfaits dans H. On a 
\V = ur1 t[r2j où Wu V-2 sont de la sorte indiquées au théorème. 
D'après (13. io, 2°) pour Wi9 en prenant un r de DM% r c H , pr^ o, 
on trouve un r' de DM*, r'cr, pr' ^ o, tel que 

rs 

^ = / *Fi (rel. à p ) dans r% 

f V 1 ( , , (rel. à/>) = f fd® [tout r^eOW) cr']. 
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A cause de (13.10, 20) pour W29 avec rr au lieu de r, il existe un p' 
de DM% p ' c r ' , pp' =36 o de façon que 

T 2 = C U72 (rel. à p ) dansp', 

f WMp) ( r e l . àp ) = f fd® [ t o u t p ( € 5 î l 0 c p / ] ; 
JP JpP 

d'où 

(2O W=fw (rel. à p) dans p', f W{p) (rel. à p) = o 

pour tout p de la sorte indiquée, ce qui veut dire (13.2) : 

(30 lim V ^(^7) = lim 2^(/,)(^) = 0, 
SjP^O I 

où st (j = 1, . . . , vz) sont des sphères fermées et disjointes, telles 
que s; c p, tandis que s, est disjointe de p si le centre de sy est étranger 

à p, ¢ (s,) < z, ¢ ( p — 2 s/) < £- 0 n obtient 

(40 p = 2 ^ / + P=> Pe€-^Ji *(P=)<", ^ ( p ) = 2 ^ / ) + 1 l r ( P c ) . 

Parmi les s, désignons par s* les sphères disjointes de p (donc le 

centre de s, pour j ^ /c sera sur p). Il se voit que s* c p — pp C 2 ( ^ 0 P1 • 

Or (5A)° (€J Î I S ) est couvert par 311 (c3l (ii)); «9lt est une sous-

famille de DMS
0. En vertu de (13.5') (s*)0 = 2 ^ , les /zv sont disjoints, 

Avcrv Av€0Tl% rve«9ti; 

A^= A i - + - . . . - 4 - ^ [ = ( ^ ^ ( ^ + . . .-*-rv)] 6 ¾ ; 
Av = ( A i ) 0 - + - . . . - + - (A v )° -h<?v 

avec ev€(*); d'après (13.6, 30) (h,)°e3l; selon (13.6, i0) h"e3l; 
à cause de (13.6, a0) et puisque /ivf(sA)° on obtient (sx)°€^l. 
Ainsi V (¾) = *F (SA)'O = o et [vu (4i), (3,)] : 

(50 V(p)= 2 * '( ' / )+ *'(?=) 

= 2 UT(^/)-H
lf(P3) = Hm^(pO pourtout p(e5ÏLs)cp'. 

SfPJ^O 
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Dans les développements donnés plus haut, les Av, /\, A\ «v dépendent 
de k. En raison de (4,) et de la première relation (2,) 

lim"/(p£) = W(p)- 1 ^ 2 ^ ( 1 / ) = V(p) ~ / ' V (rel. à p ) = o; 
*- P 

dans (5,) : W (p) = o pour tout p de «m* dans p' ( G JR*)» d'où p'€*9l; 
mais p' est joint à p et par conséquent p' n'est pas couvert par 3tâ. 

Ainsi il existe un ensemble de 31 non couvert par 51,. La condi­
tion (13.6, 4o) est yérifiée. Donc H€«9t, e. g. ^ i (r) = ^ (r) pour 
tout r ( € 3 H s ) c H , ce qui démontre le théorème. 

THÉORÈME 13.11. — La totale-(S) possède les propriétés suivantes : 

(13.il a) si f est totalisable-(S) sur un H de DM% f sera totalisable-(S) 

sur tout r (de «7Hv)cH; la totale-(S) possède sur H les carac­
tères (13.10, i°, 20); 

(13. Ï I b) soient qt (i = 1, . . . , n ) les composants d'une décompo­

sition dans DM' d'un ensemble H (de DM>)\ e. g. H = 2 9* + e> *€(*), 

les qt ( € DMS
0) sont disjoints ; si fest totalisable-(S) sur qt (i = 1, 2,..., n), 

/" sera totalisable-(S) sur H et 

(S) ffd®=S(S) f fd®(=BT(r)) pour tout r(eDM*)cH; 

( 1 3 . I I c) la classe de fonctions totalisables-(S) est linéaire; 

( 1 3 . I I d) (S) ffd®^o (pour HeDM*)9 si / " ^ o sur une pléni-

tude de H et si f est totalisable-(S) sur H; 

( 1 3 . I I d') si f=o sur une plénitude d'un H de DM*9 on aura 

(S)ffd® = 0 sur H; 

( 1 3 . I I e) si f est sommable^ sur un H de DM*, alors 

ffd® = (S) f fd®. 

On observe que (13. n a) s'ensuit immédiatement de la définition 

de la totale-(S). Pour démontrer (13.11 b)9 désignons par Wt la fonc­

tion qui correspond à f sur qt. Alors T (f) = 2 * " « (1¾) P o u r r d e ™~s 

http://13.il
http://13.ii
http://13.ii
http://13.ii
http://13.ii


96 W. J. TRJITZINSKY. 

dans H; on doit montrer que T (r) est la totale-(S) de f sur H. 

Si r€(*) , on a rqte(*) et T (r) = o. V, (p) (p(e3\v)cqi) est complè­

tement additive dans DM* sur ql9 d'où Wt (rqt) a la même propriété 

dans DW sur H, e. g. T (r) possède ce caractère sur H. Soient p parfait-s 
et un reDM% r c H , pr ^ o. pr est joint à un g*. En effet, au cas 
contraire, p r c e [de (*)] et l'on aura pr^(*)9 e. g. p aurait des points 
isolés-5, ce qui est contraire à l'hypothèse. Un point x de pr est dans 
un qk (ouvert); q^r étant ouvert, il y a un p' de DW tel que p'BX 
et p' cqkr; or f est totalisable-(S) sur qk9 donc (vu 13.10, 20) il existe 

un r' de DM% r ' c p ' , pr' ^ o, tel que pour tout r^eDM^jcr' : 

(I) Wk(ri) = f V*,,, (rel. à p) dans /•', 

(II) f \ \ t (rel. à p ) = f /<**. 
^/1 J'IP 

Pour tout ri de 311% contenu dans r', on a 

r ( r 4 ) = 2 ^ . ( ^ ^ , ) = ^ ( ^ ) , 

car n cg>t et riçz = o (i ^£ k). Ainsi [(I), (II)] T est s. a. relativement 

à p sur r' et / r(/D) (rel. à p) = / f ^ dans r', ces conséquences 
*^i Jrxp 

résultant de l'hypothèse : p parfait-s, r(€JH*)» ^ c H , pr ^ o. 
Cela veut dire que T est la totale-(S) sur H de f; (13. n b) est vérifié. 

L'énoncé (13.11 c) s'établit aisément; on montre que cf sera totali-
sable-(S), si c est une constante et si f est totalisable-(S) ; de plus, 
si fi9 f2 sont totalisables-(S), ^fi + c2/\ (c«, c2 constantes) sera tota-
lisable-(S). 

Pour démontrer (13. n d) désignons par W la fonction qui corres­
pond à f selon le théorème 13.10. Soit 31' la famille d'ensembles p 
de DMS

0, tels que p c H et W (p,) ^ o pour tout pt ( € DM') c p. On peut 

se borner au cas de HGDMI. 31' remplit (13.6, 30). Procédons à la 
manière indiquée dans la démonstration du théorème 13.10 à la 
suite de (1,), mais avec 31' au lieu de la famille 31, spécifiée dans (11) 
(l'égalité W (p,) = o de (ij) est remplacée par l'inégalité fermée 
^ ( p i ) ^ o ) . On montre que «91' remplit (13.6, i0) et (13.6, 20). 

Soit 3t\9 c3l'9 une famille d'ensembles ne couvrant pas H ( e ^ l l j ) ; 

p = H — 2 (^7li)pi e s t fermé dans H. Si p a un point x isolé-s, 
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il existe un r0 (de DM') c H, r0Bx, r0pe(*); r° =,r0 — r0p (de 5RJ) 

est contenu dans 2 ( ^ ) P l B ^ous procédons comme dans la partie 

correspondante de la démonstration du théorème 13.10, mais avec 3l\, 
31' au lieu de 9tu 31 ; on montre que r0, non couvert par 3t\, est dans 31' 
(si p a un point isolé-s). Supposons que p est parfaits dans H. Prenons 
un'r, <zDMs, c H joint à p. Selon (13. io, 2°) il existe un p' (de DM*) 

( c r ) cH, pp' p£ o, tel que pour tout p (€5rt ç)cp' on ait 

(I') V ( P ) = r V (rel. âp), 

(II') l im2*(Mr=f/ r f*"ko 
SjpjEiO L. PP J 

(car /*^o sur une plénitude de H); dans (IF) les sy = s(x7) 
(j = i, ..., vg) sont des sphères disjointes, assujetties à [(13.7), (13,7 a)] 
[pour (p0)] : 

Sjc(p)°, *(*,)<*, *(p-2*')< 8 î 

Sjp = o, si xf est étranger à p. 

On a (p)° = 2 5 / + Pe> p£^5îlj, ¢(pe) < s; soient les s* celles des 

sphères sy dont les centres sont étrangers à p [donc les sk sont dans 
(p)° = (p)°p]; en raisonnant comme à la suite de (4i), on obtient 
(sk)

0e3l' et W(sk)^o; de plus, à cause de (Y), 

V(p i ) ->V(p)- l im2^(«y)= s l | r (P)- /* , ï r ("!•*/>>; 

d'où (II1) : 

!T(P)= 2 V(*/) + V ( p e ) ^ 2 V ( ^ ) ' * ' V ( p a ) 

= 2 V(f/)-+-V(pe) = lim 2 - " - + - l i m ' F ( P ^ ^ 0 

pour tout p (€J î l* )cp ' . 

Par là p'eâl'; mais p' (de JR*) est joint à p, donc p' est non couvert 
par 3t\. Par conséquent SI/ remplit (13.6, 4o). Selon le lemme 13.6 
He3t% ce qui démontre (13. n d). ^ 

Si f = o sur une plénitude d'un H de DMS, envisageons la fonc­
tion W nulle pour r(e5Ms)cH. En particulier on aura W = 0 pour 

iCbfOBIAL DES 80. MATH. — N° 155. 7 
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les ensembles (*) (13.5); W satisfait à (13.10, i°). On peut vérifier 
que W remplit les conditions (I), (II) de (13.10,20). Donc W 

( = o dans DM* sur H) est bien la totale-(S) de /*sur H; d'où (13,11 d') 
est établi. 

Si f est sommable^ sur un H de DM*, que nous pouvons supposer 
ouvert, posons 

W(r) = Çfd® (reDMs, rcH). 

Démontrons que f est totalisable-(S) sur H et 

V(H) = (S) Ç fd®. 

Les ensembles (*) étant minces, o n a f ( e ) = o pour e ( c H) € (*). 
En tant que W est une intégrale lebesguienne, W possède le carac­
tère (13.10, i°). Soient p parfait-s dans H et r'(€«.m*)cH, pr1 yé o. 

Montrons que (I) : Wfr) = f W (rel. à p) pour tout ri(€«5ît*)cr'. 

Posons jc = ; f (s/), où les s/ sont des sphères fermées dis-

jointes, S/C(ri)° [pour r{ mince (I) est déjà vérifiée], 

®(S/)<t, *(ri—2*y)<6, Sjp = Q 

si le centre de s,- est étranger à p. Or 

gz =Jfd®-> avec v = va = 2 */ \ 

évidemment 

ge-+ ffd® = W(ri), 

lorsque s ->- o; (I) est vérifiée. Démontrons (avec les mêmes r', r4) 

(II) f V ( „ (rel. àp)= f fd®\= f fd®], où ri = (rty. 
Jrx JriP L Jr\p J 

On a 

(«i) f *(p) (rel. àp) = liraA£, A£ = V ^(*/>> 
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les S/ étant les ensembles ainsi désignés plus haut. Si r°tp = o, le 
second membre dans (II) sera nul; aussi h, = o (en tant que S/CrJ, 
et tous les s/ seront disjoints de p) ; (II) est vérifiée dans ce cas. 
Si r\p^ o, notons que 

(a,) hz=ffd®, v = v(e)= 2 ^ = 2 ^ 

les centres des s,- intervenant dans 2 • • • étant s u r P- Désignons 

par sk les s/ disjointes de p ; alors 2 5 / = v+2S* e t ' e n P o s a n t 

v0 = ri p — vp, on obtient v0 = n p — p 2 s / ( c a r
 P 2 5 *

 = °)' ^'°^ 

• v 0 = p ( r 1 - 2 ^ ) c n - 2 * / 

et 
(«s) ¢(^0) ( < 0 ->o ; v + v 0 [ = ( v - v ^ + r,j5]Dr,/). 

En raison de (13.3, 70) pour tout entier n > o il existe un On 

ouvert et un 8n = à (-, T^p, On\ tels que 

On^np, ®(On—r1p) < ^ , 

de sorte que les relations 

(«O s = une sphère fermée, s.{rxp) ^o, ®(s) < *5„ 

entraînent s c O „ . Les s,- dans ^ sy (a>) sont dans (n)0 et sont joints 

à p (en effet leurs centres sont sur p), donc s, (dans 2 j c ®n> 

lorsque ¢ (s,) < àn; ainsi v (a,) c On pour M { s7 | < 4n. Or v0 cp r 4 c 0„ ; 
d'après (a t) : v -f v 0 — r p c O n — r t p et 

(a5) $(v + v0— r,/?)< - pour € ^ o w , 

e. g. ¢ (v + v0 — n p ) < — > où n s -> + 00 avec - • 

En tenant compte de (ai), (a,) il vient 

K) k - r /d*U| ffd*-f fd®\=\f . . . - r . . . - r . . . i 

'v + V o - r ^ 
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Vu (a^ f ... -> o avec :; d'après (a,) l'autre intégrale au dernier 

membre de (a„) tend vers zéro. Conséquemment, 

limA£= / fd®, 
JrlP 

ce qui vérifie (II). On voit donc que la fonction 

W(r) = / fd® (reDM*, rcH) 

satisfait à toutes les conditions de la totale-(S) de /"(théorème 13.10); 
l'énoncé (13. n e) est démontré. 

14. Dérivation de la totale-(S) et théorèmes sur les carac­
tères V . B., A. C . — En tant que Je théorème de Denjoy-Vitali (13. i) 
a lieu pour les sphères, on note que, avec la dérivation au sens 
sphérique Dç (11.8), les théorèmes analogues aux énoncés (8.5)-(8.6 b) 
seront valides (e. g. le théorème d'épaisseur et les théorèmes du genre 
de Lebesgue, relatifs aux fonctions sommables et aux fonctions W 
complètement additives et absolument continues d'ensemble mesu­
rable-^ . 

THÉORÈME 14. I . — Soient H épais un ensemble de DM*, 31 la famille 
de sphères fermées contenues dans (H)° et V une fonction définie 
dans 31. Pour r(eD\v)cH posons 

(14. la) f W = l i m y \W(s , ) , 
/ = 1 

si la limite existe, où les s, (j = i, . . . , v£) disjointes €.91, s7c(r)°, 

M { s; \ < z, ® (r — 2 S y ) <s- & f W = o pour toute ae3l, on aura 

Ds W (x) = o sur une plénitude de H. 
Le nombre dans (14. i) est la valeur de l'intégrale de Burkill, au 

sens sphérique symétrique, lorsque l'ensemble p n'existe pas. Si le 
théorème est en défaut, il existe un ensemble e, c H, et un s > o, 
tels que _ 

• t» (e )=T l >o et D * * F ( # ) > e > o 

(ou bien Dç W (x) < — z). Nous choisissons e dans l'intérieur o-0 d'une 
sphère cr c (H)°. A tout x de e il correspond une suite s; (x) (j = i, i, ...), 
C<J°, de sphères de centre x, telles que 

¢(^))-^0, W(s,(x)) > z®(Sj(x)). 
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Selon (13. i) de la famille 3ls = \ s, (x) } (j = i, 2, . . . , x parcou­
rant e) on peut extraire une suite finie de sphères S, = S, (x,), de 
centres x,€e (i = 1, . . . , v?) disjointes, telles que 

(1°) M{S,|<?, s<c*>, « W e - ^ s , ) ^ , ^ ( s o > s ^ ( S O ; 

donc, en posant o < \ < - » on obtient : 

(20) *(i><)>r 

Pour un système de sphères S'A, c < r ° — 2 ^ ( ^ = i> •••> v ' = v'0» 
1 

disjointes on aura 

(3°) M { Si} < Ç, 4 > ( Œ _ 2 s , - 2 s i ) < | -

Pour un système fini SA,, (r = 1, . . . , mi) de sphères disjointes on a 

(4°) S^CS'A, M (SA|VJ<6, 

®hk^Sk r\ < Ç2"*-1, 2 V < S * "> < Ï 7 ' 

la dernière relation étant une conséquence de l'égalité / W = o 

(l'intégrale étant sans l'intervention d'un ensemble p). Le système 

. . . , v'; r = i , . . . , mk) ) i s] = j S, (* = i , . . . , v = vg), SA , (A 

fini de sphères disjointes, contenues dans <7°, satisfait à la condi­
tion M { s j• < l. Il s'ensuit que [(1°), (4°), (2°), (S0)] : 

v mk 

(5») 

V 
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En laissant £->o, on conclut que f W > o; cette contradiction 

établit le théorème. 
(14.2) Soient H (€5ri*) épais et p un ensemble fermé, p (H)° ^. o. 

Si l'intégrale f W (rel. à p) existe dans H et si j *¥ (rel. à p) 

est s. a. (dans DM) relativement à p pour toute sphère dans H, alors 
sur une plénitude de H : 

D'V(a?) = D.i T V (rel. à p ) , V*W(x) = D* Ç W (rel. à p ) . 

Si la première formule est en défaut, on aura, par exemple, 

(io) D ' V ( « ) > D î / , f , + Ê sure ( c H ) , avec ®(e) = i\>o. 

On peut supposer e contenu dans l'intérieur CT° d'une sphère <rcH. 
A tout x, € e, il correspond une suite de sphères s7 (x), c o-0, de 
centre x, telles que 

¢(.,00) + 0, «/= J^£g>p /+. = [ j f^v] «>-«(.,(*)) + «; 

sf pcr0 ^£ o eZ sî un x sur e esZ étranger à p, nous prenons les ® (s, (x)) 
(j = i, 2, . . . ) suffisamment petits de sorte que 

S/(x)c^-p<jo (y = 1 , 2, . . . ) . 

Selon (13.1) la famille s, (x) (j = 1, 2, . . . , x parcourant e) contient 
un nombre fini de sphères disjointes, S, = S, (xy), de centres x, 
sur e, S/Ccr0 (j = 1, . . . , /n), telles que pS, = o lorsque x, est 

étranger à p, et ( avec o < £ < - j : 

(20) * ( 2 s y ) > ^ Mfs/S<£> ^ ) > j f V + ^(Sy). 

Dans l'ensemble ouvert cr°—2 S/ il se trouve des sphères 

S; = SI (x;) de centres x[ (i = 1, . . . , /n'), disjoints, de sorte que : 

(3«) M ( S ; Î < Ç , ^ ( » - 2 S ' " 2 S Î ) < 2 [i> S; = 0 si ^ est étranger àp]. 
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Puisque l'intégrale f W (rel. à p) existe, il y a des sphères S* v 

(v = i, . . . , v'k) disjointes, 

Sft,vC(Si)°J pSjt ,v=o 

si le centre de S*,v est étranger à p, telles que 

( M {S*,v} < Ç, ® hk-^Sk,y\ < ga-ft-i, 

( 4 o ) s 

/2^^=/,^-^4¾ oû |8*|<:i-
Soit j s \ le système de sphères 

« 
S/ ( / = 1 , . . . , 1 1 1 ) , SA,V ( * = I , . . . , m'; V = I , . . . , v*); 

on a M { s 1 < E, toute s dont le centre est étranger à p étant disjointe 
de p, et [(20), (4o)] : 

/w _ _ 

w{«} =2v(sy) +2C2v(St.vA> /V+«2*(s , ) 
/ k = i \ v / L a J 

+ [ £ ' * - » ? ] ( a v e c | S 1 < I ) > £ f l 4 

en vertu de (30)> (4o) et en procédant comme dans (5°), il vient que 

la mesure de a — 2 S/ — 2 2 S * - V e s t i n f é r i e u r e à H. J W (rel. à p) 

existe; donc, en laissant £-> o, il s'ensuit que 

(50) \\mW\s)= f W^Km f ^ + y -

V (rel. à p) est s. a. (dans DM*) 

relativement à p; par suite, en tenant compte de (30) et de la seconde 
relation (20), on trouve que la limite au troisième membre de (50) 

vaut i W, e. g. 
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cette impossibilité mène à la première conclusion dans (14.2). Le reste 
de (14.2) se démontre de la même manière. 

Relativement à l'additivité de l'intégrale f W on a l'énoncé 

suivant. 

rs 

(14.3) Si / W (avec ou sans l'intervention d'un ensemble p) existe 

dans DM* sur un H de DM*, alors / *F est additive dans DMS sur H. 

Si ri9 r2 disjoints sont dans DM* et sont contenus dans H, posons 
r = r4 + r>. L'ensemble p, qui peut être vide, étant le même pour 

toutes les intégrales i envisagées, soient 

Sl (1 = 1, . . . , v i ) , Œ, (y = 1, . . . , v 2 ) 

des sphères disjointes, 

* i C ( r i ) o , ^ C ( r 2 ) < > , M ( * , } < e , M { «r, } < e, 

¢(/^1-2^) <£' *(r«-2ff0 < S' 

toute sphère dont le centre est étranger à p étant disjointe de p. 
Le système sl9 cry satisfait, relativement à r et à p, les condi­
tions (13.7,7 a), avec 2s pour z; donc, en prenant lim de 

S->0 

2^(^) +2^(^) °n °btient 

Jr Jri Jr% 

ce qui est la conclusion dans (14.3). 

THÉORÈME 14.4. — Si f est totalisable-(S) sur un H de DM% on aura 

Vi[(S)ffd*\ =/(*) 

sur une plénitude de H. 
On peut supposer He^î lJ (donc ouvert). La fonction 

W(t) = (S)ffd® 

est définie pour tout r (de 5 î i ' ) c H . Désignons par 31 la sous-famille 
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de 3îi0 comprenant tous les r ( eDMl)9 c H , tels que D ' ^ x ) = f(x) 
sur une plénitude de r. «91 remplit (13.6, 30). Soit un 

V 

r ( € . m j ) c H , j=J^qi+e, c € ( * ) , q^3t, 

les qt étant disjoints; e étant mince, tandis que D" W (x) = f(x) sur 
une plénitude de qt (i = i, . . . , v), il en résulte que re3l; 
ainsi (13.6, i0) est vérifiée. Supposons que rn (de .91) f r (de 5îij); 
alors, D* W (x) valant f(x) sur une plénitude de r" (n = i, 2, . . . ) , 
il s'ensuit que r€«9t, e. g. (13.6, 20) a lieu. Envisageons une 

famille 31 u c 31, d'ensembles ne couvrant pas H. Alors p = H — 2 ( t9 I0 P 

sera non vide et*fermé dans H. Si x0 est un point isolé-s de p, il existe 
un p0 de DM*9 tel que p u cH, p03x0, pop€Q (13.5); 

4>(pop)=o et po— p o p c 2 ( ^ i ) P i 

d'après la séparabilité, une infinité dénombrable d'ensembles de âlu 

sur une plénitude de chacun desquels Ds W = /", couvre p0 — p0p; 
donc D* W = f sur une plénitude de p0 — p0p, e. g. de p0, d'où p0^3l, 
ce qui montre que (dans le cas considéré) un ensemble de 31 est non 
couvert par 31,. Admettons maintenant que p est parfait-s dans H. 
A cause de (13.10, 20), on peut trouver un r' de DM% r ' c H , tel 
que pr' ^ o et 

(II) f W{p) (iel. a p ) = f fd® pour tout rt (de JMS) cr', 

donc 

(II') Ç W(p) (rel .àp)= ffpd®, ou fp(x)=f (x) sur p et osurH—p; 

(1.) fV<„ (rel. àp)=l.m 2 ^(*;)> 
Jrt " 1 p*0 

ici W(p) (<7) = «T (cr), si le centre de la sphère a- est sur p, *F(/,, (cr) = o 
au cas contraire; les sy en nombre fini étant des sphères fermées 
disjointes, C^r.)0 (si r, est épais), 

M (*,}<*, ¢ ( ^ - 2 ^ ) < £ ' 
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tandis que s,p — o lorsque le centre de s, est étranger à p. On peut 
écrire 

(20) f V(/7, (rel. à p) = l îm2v ( p , (*,). 

En tenant compte de la remarque au début de la section actuelle, 
l'énoncé (8.6 6) (pour la dérivée D5) entraîne, d'après (II7)» ceci : 

(3o) Dîf*W{p) (rel. àp) = Dij r > \ . .= Vlf\.. = fp(x) 

sur une plénitude de r'. En raison de (II') / W[p) (rel. à p) vaut l'inté­

grale lebesguienne de fp d® sur tout r, (de DM*)cr% tandis que cette 

dernière jouit de la propriété de s. a. relativement à tout ensemble 

fermé, donc relativement à p; conséquemment f W{p) (rel. à p) 

est s. a. relativement à p dans r' (de DM*)9 l'énoncé (14.2) (pour r' 
et W(p)) s'applique, donc (30) : D* W{p) (x) = fp (x) sur une plénitude r\ 
de r'. Il s'ensuit que T>'W[p)(x) = f(x) sur la plénitude -nr'p de r'p. 
Pour x sur -nr'p on a W{p) (<r) = W (cr), si cr est une sphère de centre x, 
donc 

(4o) Y>*W(x)=f(x) sur r^r'p. 

L'ensemble r' — r'p est couvert par une infinité dénombrable d'en­
sembles de 3tu donc de 31, par suite D* *F(x) vaut f(x) sur une pléni­
tude de r' — r'p. En raison de (4o), r'^Sl; rr est non couvert par 3lu 

car r' est joint à p. Ainsi, dans les deux cas, un ensemble de 31 est 
non couvert par 3tx; 31 remplit (13.6, 4o). Vu le lemme 13.6, H €«91; 
le théorème est établi. 

DÉFINITION 14.5. — Soit W définie pour toutes les sphères dans 
un H épais de DMS; E étant un ensemble contenu dans (H)°, on dira 
que ^ est à variation bornée au sens sphérique, W€VÇ. B., sur E 
dans H, s'il existe un r\ > o tel que, si 
(i°) les S7 = S7 (x,), c(H)° (j = i, . . . v), sont des sphères disjointes 
de centres x, sur E et si M | S, } < rj9 il s'ensuivra que 

(20) 2 l T ( S ^ ) | - B < W ' 

W est absolument continue au sens sphérique (symétrique), A. C5., 
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sur E dans H, si à tout s > o il correspond un ri (z) > o tel que 

(3°) S^S/O*,) , c(H)o (/ = 1,...,v) 

étant des sphères disjointes, avec x y € E et "S.®(S/)<r}(z), û en 
résulte que 

(4°) | 2 ' F ( S ^ <s* 

On dira que W est absolument continue inférieurement [supérieu­
rement] au sens sphérique, *F€A. O. I. [*Ir€ A. C*. S.], sur E dans H, 
si (4°) est remplacée par 

2^(Sy)>-£[2^(Sy)<£]-
Les caractères que nous venons de spécifier sont proches des carac­

tères ainsi désignés dans la définition 11. n ; en effet : 
(14.5 a) A. C*. (déf. 14.5) est identique avec A. C5. (déf. 11. n ) , 
si F est remplacé par (H)° (eDMs

0); 

(14.5 b) avec (H)° (H€«5Î15) pour F, le caractère V ' .B. (déf. 14.5) 
entraîne Y*. B. (déf. l l . n ) ; V*. B. (déf. l l . n ) devient Y*. B. (déf. 14.5), 
si l'on ajoute la condition M j S*} < Y?. 

La définition du caractère A. C*. n'est pas modifiée si l'on y remplace 

|2^(S/) |par2l^(S/) | . 
(14.6) Si WeA. C*. (A. C*. I.) sur E, dans un H de DM*, on aura 
WeY*. B. (V*.B. I.) sur E, dans H (ici la propriété V*.B. I. de la 
variation bornée inférieure au sens sphérique a une signification 
évidente). 

L'énoncé (14.6) est vérifié en tenant compte des développements 
qui établissent le théorème 11.18 (avec des adaptations appropriées). 

THÉORÈME 14.7. — Soit *Ve Y*. B. sur (H)° dans un H épais de DM*. 
Alors les dérivés extrêmes T>, D5 et tout dérivé intermédiaire D's 

de W sont sommables-® sur H. 
La démonstration de cette constatation est proche de celle de 

l'énoncé (9.4). En posant f(x) = D" W (x), on obtient 

f(*) = nmZM*\\> 
Jy J j * ( * / • ( * ) ) 

où les S/ (x) sont des sphères de centre x et 

®(sj(x))->o ( / - * « ) . 



108 W. J. TRJITZINSKY. 

Moyennant (13. i) on établit que f(x) est finie sur une plénitude 
de H. La preuve du théorème est achevée en s'appuyant sur le 
théorème de Lusin (9.2) (adapté au cas actuel) et sur (13. i). 
Nous faisons usage du fait que la « continuité » de f(x) sur un 
ensemble fermé h ( c (H)°) signifie qu'il existe une fonction n (x, z) > o, 
telle que les relations xeh, x e s (sphère), ¢ (s) < r) (x, z) entraînent 
ose. (sh) f<z9 où ose. (sh) f = max (x'9 x" sur sh) \ f(x') — f(x") \. 
On procède en suivant avec des modifications convenables, les déve­
loppements qui interviennent dans la démonstration de (9.4). 

THÉORÈME 14.8. — Soient H épais de DÏl% WeA. C\ I. sur (H)°, 
dans H, et p un ensemble fermé, (H)° p =z£ o. Alors 

(14.8a) f vr^ fv*W(x)d®(x), 
" H • ' I l 

(14.8 6) f *T^ fD»W(x)d®(x), 
i l II J\\ 

(dans l'hypothèse 14. n plus bas), les intégrales aux premiers membres 
étant relativement à p. Si WeA. Cç. sur (H)°, dans H, on 
aura (14.8 a, 8 b) avec le signe d'égalité. 

Nous disons que s = { s, \ (i = i, . . . v) est un système fini de 

sphères dans un H (eDMs), si les st sont des sphères fermées, dis­

jointes, s,c(H)°. Pour un,tel système on écrira W (s) = 2 ^ ( ^ et 

(I4.9) ^ - ( * ) = min^(ff), W+(s) = m a x ^ J » , 

où cr désigne les systèmes finis de sphères, tout système a étant 
contenu dans s, e. g. cr = { <J, \ (j = i, 2, . . . v), les sphères cr, étant 
disjointes, toute <J/ contenue dans l'intérieur (SA)0 d'une SA; de plus, 
les nombres W~ (s), W+ (s) sont définis relativement à p au sens que 
les systèmes cr intervenant dans (14.9) sont assujettis à la condition 
additionnelle, à savoir : 

(14.9') toute (j, (de cr) dont le centre est étranger à p est disjointe de p. 
Nous notons que 

(14.9a) V + ( 0 ^ o ^ «•-(*); ^ ( 0 ^ ( 0 = 2 ^ ( 0 = ^ - ( 0 ; 
l 

D-W+(ar) ^ D ^ ( . r ) = / ( * ) ^ D'W-(x) 

[aux points où D'ç W (x) existe]. Il existe un YJ (z) > o de sorte que 
W(o)> — s, dès que o- est un système fini de sphères, crc(H)0, 
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avec ¢ (cr) < n (z); donc W~ (s) (défini relativement à p) ^ — s et 
\xV~~(s)\^s pour tout système fini s (c(H)°) de sphères, telles 
que ®(s)<m(s); ainsi *F~€A. C\ sur (H)° dans H, d'où (14.6) : 
*"€V* .B . sur (H)° dans H; par là (théorème 14.7) toute dérivée 
intermédiaire D'* W~ est sommable sur H, le même étant vrai 
pour D*u7-. Ainsi : 

f (D W(x) — ^W-(x))d®(x)^f (1D'>W(x) — 1D^W-(x))d®(x)^o, 

où les fonctions à intégrer sont non négatives et les intégrales 

(14.gb) f D> V(x)d®(x), CD>W(x)d®(x) 

existent au sens de Lebesgue, ayant possiblement (l'une ou l'autre) 
la valeur + 00. Établissons maintenant le résultat suivant : 

DN ^(x) =-+- 00 sur un ensemble épais e, c (H) a , 

( i ) 
entraîne / ^ = + 00 (rel. à p ) . 

Nous avons remarqué que : 

(i0) *F -€VJ. B. sur (H)° dans H; soient r\ le nombre intervenant 

dans (14.5,1°) pour W~ et N > - j ^ - > N > - - Pour x€e , des 

sphères s, (x) (j = 1, 2, . . . ) de centre x existent, s, (x) c (H)°, telles que 

[ ®(Sj(x)), < i , ->o pour /->«>, W(s/(x))^^®(sJ(x)), 
( 2 0 ) \ 

( s/(x)p = o si x est étianger à p. 

De la famille j sy (x) } (j = 1, 2, . . . , x parcourant e), d'après (13.1), 
on peut extraire un système fini de sphères disjointes S/ = Sz (xt) 
(de centres xt)9 c(H)°, i = i v, telles que 

( M j s , } < i , *,e *, V(S I )^N$(S I ) , 

< ï > ( e - e 2 S 7 < N ' Slc(H)«~p(H)o si xt est étranger à p. 

Il en découle que 

2*(s«>>5*<*> 



110 W. J. TRJITZINSKY. 

et 

(4o) 2 V < S ' ) > Ï N * < « > -

Selon (13. i), dans l'ensemble ouvert (H)°—2S* ^ y a d e s sphères 

disjointes vt (j = i, . . . , v'), telles que 

( <jj est disjointe de p si son centre est étranger à p. 

On obtient [(30), (50), (4o), (io)] : 

M(fS l } + { a y } ) < I « 7 i ) ; 

2v(s«)+2V(<i' )>ïN* ( t f )"h2V(ff / )-îN* (0"Bî 

toute sphère de centre étranger à p est disjointe de p. 
Donc 

2 ^ ( ¾ ) + 2 V ( f f / ) ^ ^ ° ° î>our N^-+-ao, 

ce qui entraîne / W = + oo et vérifie (I) [ainsi que (14.8 a) au cas 

considéré]. 
Démontrons l'énoncé suivant : 

(II) D* W (x) = f(x) fini sur une plénitude de H entraîne (14.8a). 

Étant donné un z > o, il existe un ensemble e', c (H)°, fermé, 
tel que 

(i4) ®(H — e') < -j / ( # ) est continue sur e'. 

Posons 
en={xee'; \f(x) \^n\ (n = i, 2, . . . ) ; 

en est fermé, encen+i et e' = 2 ^ - Pour un n' = n (z) on aura 

( 2 l ) $(e'-en,)<e-, \f(x)\ ^n'«cc) sur e = *„„ c ï > ( H - e ) < £ . 

Soient o < zr < z, -n > o; sur e est définie une fonction YJ (X, zt) > o, 
n (x, £i) ̂  rj (YJ > o étant arbitraire), telle que 
(3i) ose. (Se) f< si, dès que S = S (x) est une sphère de centre x, 
xee, avec ¢ (S) < YÎ (X, £«.). 
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A tout x€e il correspond une suite de sphères sy (x) de centre x 
telles que 

^Jl^^f(x) (poury + oo), 

* / (ar )c (H)o , ®(sj(x))-+o, ®(sJ(x))<ri(x, e,). 

En vertu de (13. i) de la famille S/(x) (j = i, 2, . . . , x décrivant e) 
on peut choisir un système fini { S/ i (f = 1, . . . , v) de sphères 
disjointes de .sorte que : 

S/C(H)° ; ¢ ( ¾ ^ < r\(xi, £1), où x^ € e , est le centre de S/; 

, . . 1 S/p = o, si Xi est étranger à p ; 
(4 i ) i 

4>( e _AJ< £ J ,c ï>^2S/- * ) < J > où A = * 2 S ' Î 

(5 , ) I «^ÇSO _ - < si; 

( 6 0 ose. (Ste)f(x) < £1 [WOÏ>(3I )J . 

uj*(S.\ 
Posons cp (x) = $)${ sur S, (i = 1, . . . , v). Si x€/z, on aura X€SA 

pour un k et [(5i), (61)] : 

(7i) l <P (*) - / ( * ) I =U 9 (*) - / ( * * ) I H- l/(**) - / ( * ) | < 2«t ; 

de plus, pour x € ç = 2 S / o n a u r a x s u r u n Syt e t KSl)» ( 2 l ) l : 

( 8 0 | ç(tf) | ^ | ? ( * ) - / ( * * ) | -t- \f(*k) | < 61-+- /1', #1'= n ( e ) . 

Par conséquent [(71), (8,), (40, (21)] : 

(90 y ^ s o - f / ^ u i fid*-ffd&\ 

= 1 f(l-f)d*+f <?d®-f fd® 
| «A Jq — h Je —h 

< 2 £ ^ ( H ) - h ( E i - i - r c ' ) - H- / I ' - < s P°" r £ i ( > o) suffisamment petit. 

D'après (4«) et une remarque à la suite de (2«) M { S/} < r\ (arbi­
traire). Choisissons des sphères s,(j = 1, . . . ,v') disjointes, 

syc(H)o-2S<> 
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en sorte que 

' M i », >, < r], * ( H - ^ s < - 2 / ' ) < ^ ( .C) ' - ' • " 
l[ 5yp = o si le centre de s7 est étranger àp. 

Prenons YJ = y? (z) ( > o) -> o avec z. D'après (91) 

2^r(s<) +2v(*/> > -e +/7<** +2^-^-

Nous avons déjà remarqué que *F~€ A. C. sur (H)° dans H; d'autre 
part [(2t), (4,)] : 

*(2/') [^$(H""2S|) =<!>((H-e) + (e-h)-(q-h))<t+ J J <i-
donc 2 ^ ~ (s/) t e n (* v e r s z ^ r o a v e c £« Vu (2,) ¢ ^ — e) -> o avec ;; 

en tenant compte de [(14.9 b), (40, (iot)], on obtient 

l'intégrale au premier membre étant relativement à p ; (II) a été 
vérifié. Ainsi l'inégalité (14.8 a) est démontrée dans tous les cas. 

(14.10) On définit les dérivées extrêmes et la dérivée (unique) au sens 

sphérique général, Dff, D*, Da , d'une fonction ? à u n point x comme 

les limites sup., inf., uniques de . v ? lorsque cr représente les sphères 

(fermées) contenant x et de mesure ->- o. 

Démontrons maintenant (14.8 b) dans l'hypothèse suivante. 

HYPOTHÈSE 14.11. — Si D S *T= +00(—00) sur un ensemble 
épais e, il existe une plénitude e« de e, où D* W = + oo (— 00). 
Si DÇ*F (Dç U7) est fini sur un ensemble épais h9 on aura 

D<**F = r>¥ (D<**F = Ï>*F) 

sur une plénitude de h. 

Cette hypothèse peut être exprimée ainsi : 

D<r=D [D*=î>] 

sur une plénitude de l'ensemble où les dérivés envisagés sont définis. 
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Établissons d'abord la proposition suivante : 
(III) Dç *F (x) = -f oo sur un ensemble épais e, c(H)°, entraîne 

f W= +co (rel. à p). 

Sur une plénitude e{ de e on aura Da T = + 0 0 (hypothèse 14.11). 
Des systèmes j cr„M } (i = 1, 2, . . . , vm) de sphères existent, pour 
m = 1, 2, . . . , en sorte que : 
(1') les crwljl (m fixe) sont disjointes, 

*„MC(H)O, M {*„,.,} < J L , ¢ ^ - 2 ^ ^ ^ 5 

(2') pcrWI(l = o, si le centre de amtl est étranger à p; 

(3') \ V K t , 0 - > / V (rel. à p ) pour /n->oo. 
- H 

Posons 

?in(J?) = ^ : m ' ; s u r c m i l ; <pm(#) = o s u r H — > < i „ M . 

Soit À l'ensemble des points x pour lesquels un nombre fini mx existe, 

de sorte que x € 2 c V < pour tout m^mr, e. g. 

>.=iim2^^=2 0 (2 a ' n ' , Y 

Pour tout entier k positif, 

*(H - x) ̂  * /H - r j (2*m-»)) 

(une constante c > o). Donc ¢ (H — A) = o et e' = Aet est une 
plénitude de e,. Si x€e', on aura 

^ € 2 a m '^ m ~ m ' r ^ 
donc 

# € < 7 m , i ' ( l ' = * ( # , / H ) ) = SJ;JTO 
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pour tout m^m*; 

en tant que D°W = + 0 0 sur eu on obtient lim cpm (x) = + 0 0 sur e'. 
m 

Moyennant un théorème de Egorofî on conclut qu'il existe un 
ensemble e°, ce', épais tel que ym(x)-^- + 0 0 uniformément sur e°; 
à tout n > o, il correspond un m (n) fini et indépendant de x 
tel que cp,„ (x) ^ n sur e° pour tout entier m > m (n). Avec 
les crwl>I [(i')-(3')] formons les sommes 

*'m = SjVm,i (am,ie°=4o), a ^ = 2 Œ # n i ( ^ 1 ^ = 0 ) . 
1 1 

On obtient 

(40 yv(a m o = r?™ ̂  = r ?m d® + y V ( . w o. 

Si x € a'm, x € <Jm,i' (quelque î') avec dm^ ayant un point x' en commun 
avec e°; alors 

9(^) = ¢ / ^ /) = l(*')^n> des que m > m ( / i ) ; 

ainsi 

(5') / 9m(x)d®^n®(<x,
m)^n(®(e0) — to(/n)), dès que m>m(n), 

où w (/n) (^. o) -> o pour m -> 00. En effet, 

et [vu (i')] 

En tant que T e A . C M . (déf. 14.5) sur (H)°, dans H, on 

conclut (14.6) que pour une constante (3 (finie) on a > W (<rm,i)^± — B. 

Donc (40 et (5') : 

2 V ( f f » . « > ^ * < * ( « • ) - » ( " ) ) - B [m^m(n)]. 
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En tenant compte de (3') on déduit la conclusion dans (III). Il reste 
à vérifier le fait suivant : 

(IV) D> W (x) = f(x) fini sur une plénitude h de H implique (14.8 b). 
Envisageons des sphères cr„M d'accord avec [(i')-(3')] à la suite 

de (III); les cp,„ (x) sont encore définies comme plus haut. Selon 
l'hypothèse 14. n , on a 

(6') D°W(x) = D**F(.r) = / ( # ) 

(fini) sur une plénitude h° de h (donc de H). 
Posons 

em= \xeh°; y,n(x) >f(x) — z \. 

L'ensemble A (introduit plus haut) est une plénitude de H. On obtient 
lim cpw (x) ^ f (x) sur A/Z° (une plénitude de H), parce qu'il existe 
un m r (fini) tel que, si X € A , on aura 

^ V * » m ) 

avec ¢ (sr, m) -> o et s,, m 3 x (voir plus haut), tandis que D* W (x) = f(x) 
sur h°. Il existe une fonction m (x, z) finie, telle que pour X€A/I° 

on a 
?/«(-^) >f{JC) — £ [tout m ^ /n(x, e)]. 

Tout x de A/V appartient à *«„, ( / n ^ m ( x , s)); donc A/I°C A lim ek; 
t, 

il vient 
¢(/^) = ®(lh°)^®(lem)^®( >J~J«* ) t ^ /X lim «A (pour m-> oo), 

d'où 
®pAunei\ = ®(h») 

et 

( / ) lim ®(\em) = ¢(/¾0) = ¢(11) [¢(^, , , ) = ¢(¢,,.)]. 

m 

Avec s m ^ o , désignons par o-,,,,,, <Jmsq les sphères <r„M telles que 

(8') ®(em<J„ltP) > ( I - e„,) ®(°m,p), ®(em*m,q) = (I - «m) ^ m , ? ) -

Par conséquent, 

\ q / 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N° 155. 8 
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En prenant cjn = ^ ~6m > on note (7') que zm ^ 1, sm -> o et 

que ¢ ( 2 °"W1 '? ) "^ o ; ^ o n c ^ ® t a n t A. C\ I. sur (H)° dans H au sens 

de la définition 14.5] : 

(9') . !i^^2^)-0, 

Selon (8') on a 

(h / m P = QmSm (o<0 / r t <l ) , OÙ Vm,p= ^m,p— em<3m,p; 

de là 

*(«»•/.) =?, ( g '"/ ," , ' i e t f 1md* = (l-*mtmy-*f ,mrf* 
^1 "m* m) Ja Je „ 

u rn, p «rn urn s /» 

Conséquemment [vu la définition de em et en posant f = f- -{- f-
avec /*+ ̂  o, /*- ^ o], 

r ç i , , ^ ^ - — 5 - 7 - / - fd®—~—L—^*,,,* >, 

Par suite, en posant lm =2°v»,/» on obtient 

Jmâ Jp \ l — Zfn Jp \ 1 — m 

D'après (1') et puisque $ ( 2 °m,<r)->°» o n a * (?#II)->-^ (H); 

donc [(7'), (90. (3')] : 

^YV(ŒM I , )^/V<»-«*(H); 
P 

fw (rel. à p) = l i m y v ^ , , ) ^ lim V'¥(»„,,„) 

+ lim V ' t p - ( , r a ? ) à / * / r f * - £ * ( H ) (où / = D > «•(*)).-
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En laissant s ->o on achève la démonstration de (14.8 6) et du 
théorème 14.8. 

15. Quelques caractérisations de la totale-(S) et classifi­
cation de fonctions (S)-totalisables. — W étant définie pour les 
sphères dans un H épais de DM% nous dirons que : 
(15. i) WeA. C*. G., absolument continue (au sens sphérique symé­
trique) généralisée sur H [e. g. sur (H)° dans H], si à tout p (p (H)° p£ o) 
parfait-s et à tout r (de DM^), c(H)°, joint à p, il correspond un rx 

(de DM"), c r , tel que : 
(15.i a) r,p^z£o et W(p) (13.2) €A. C\ (déf. 14.5) sur r, dans r,. 

On note que (15.1 a) veut dire qu'il existe un r) (z) > o tel que : 

(io) sphères fermées S7 = S7 (x,) (de centres xf) disjointes, cru 

2<ï> (Sy) < n (z) implique 

|2*Vï(s,) =12(^/^)^,) < e ; 

e. g. (15.1 a) équivaut à *ÏJ,€ A. C\ (déf. 14.5) sur rsp dans r«. 
L'analogue du théorème (9.9) pour le cas actuel est comme il suit. 

THÉORÈME 15.2. — Si ^ e A. Cs. G. (15.1) sur un H épais de JM% 
on aura : 

(i°) (H)° = 2 ^ (^) [A (n) fermés] en sorte que pour tout À (n) on ait 
1 

une des deux alternatives: ou bien À(n)€(*) (13.5), ou bien 
W{/in))eA. C\ sur H [e. g. sur (H)° dans (H)0]. Réciproquement (i°) 
entraîne *Ir€A. C\ G. sur H. 

On pourrait démontrer cet énoncé en employant essentiellement la 
méthode qui intervient dans la preuve du théorème 12.2 (la défi­
nition du caractère A. Cç. G. y étant différente). Pourtant nous 
procédons comme dans [(R); § 14]. 

Démonstration de la première partie du théorème. — Posons1 

e0 = F ( = A ( * ) ) . 
A partir de e0 = F ( = A (5)) on forme une suite transfinie d'en­

sembles fermés ea (eoDe. D . . . ) , comme il suit. Si a est de type 1, 
e. g. si a est de la première espèce et ea-i a un point x' isolé-s, soit ra_ t 

un ensemble de :>1is, contenant x' tel que Fa_iea-i C ^ - i , où 0a-i 
(fermé) est la réunion d'un nombre fini de frontières d'ensembles 
de .m*; ea = ea_, — ra_i ea-i. Si a est de type 2, e. g. si a est de la 
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première espèce et ea-« est parfait-s et ea_t (H)° ^ o, soit ra_i un 
ensemble de DM% c(H)°, joint à ea-i tel que : 

(i') ^Va-o€ A- - ^N- s u r r'<*-i (dans r'a_,). Soit ya-i un point de r^-i ea-i ; 
d'après (13.3, 70) un ra-i de DM* existe pour lequel : 

(2') 7"v_i c /a_i, r a - i 9 / a - i et ara = <J( /4-I , ra_ 1? r a - i ) > o existe ; 

(3') les relations pGDM% pra_, £̂ o, ¢ (p) < cra entraînent pcr'a-i. 
On pose 

si a est de type 2. Vu (1'), il vient 

2 «>._,, ( s'/ ) = 2 ( *; « '"a-- «c^. ) v C S'y ) <«. 

dès que les sphères fermées S', = S', (x)) (de centres x)) disjointes 

sont dans r'a_, et V $ (S';) < %_, (s), où l'on prend y)a_, (s) ^tt*\ 

soit S, = S, (z,) un système fini de sphères dans (H)° avec 

2 * (S/) < r'«-< (0- Selon (3') : 

M/ — sont dans r'a_i ; les centres des S,, qui interviennent dans > ? 

sont sur ea_iî ces S, forment un système fini dans r'a-i d'accord 
avec (1"); d'où 

2 Vlv.)(S/) (*« = ''a-i^a-i) = 2 UVa-i)(S/) 
^ ^ / I I ^ -

<«, 

e- #• ^c.) es* A. Cs. sur (H)° dans H, si a es/ de type 2. Le reste 
de la démonstration est d'accord avec la partie correspondante 

dans [(R); § 14]. Si a est de la seconde espèce, soit ea = T T ( P < a) e3-

Avec l'aide du théorème 4.1, qui a lieu au cas présent, on montre 
qu'il existe un a0 transfini tel que les /•«_! ea_! (a ^ a0, a de première 
espèce) couvrant (H)°. Soient km (m = 1, 2, . . . ) fermés tels que 

2*™ = (H)°. Désignons par \ les /cm ^a-i (a de type 1) et ea-i 7\x-i 

(a de type 2); alors 2 ^ = (H)°, avec £€(*) ou bien W^eA. C*. 
sur H. 
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Admettons maintenant (i<>). — D'une manière employée dans 
[(R); § 14] on montre ceci : 

(ii) si p est parfaits et p (H)° ^oetunrdeDM; joint à p est dans (H)°, 
alors il existe un rx de DM% c r , tel que r,py± o et r,p<zl(n) pour un n. 

Ayant établi cet énoncé, nous notons que pour un ensemble r„ 
y indiqué, il est impossible que r, p ( ^ o) soit contenu dans un A (n), 
tel que 1 (n)€(*) (13.5), car cela entraînerait que p possède un point 
isolé-s [voir le texte qui précède (13.9)]. Donc, dans les conditions 
de (i,), il existe un r, de DM% c r , joint à p et tel que r,p est contenu 
dans un A (n) pour lequel W0{n))eA. C\ sur (H)° dans H. Ainsi, 
si S7 = Sy (Xj) (en nombre fini) sont des sphères fermées disjointes, 

Sy = Sy (x7)c(H)°, telles que 2 * ( s / ) < *>« (0» o n a^ra 

2(^^))^)1^, 
d'où [en tant que r,pc.l(n)\ W{llp]sA. C% sur r^p dans ru Consé-
quemment (15.1, 1 a) : WeA. C\ G. sur H, ce qui achève la preuve 
du théorème. 

Nous dirons qu'une fonction W (r), définie pour r (€01lv)c(H)° 
(H^DM*)9 est l\ G., intégrable (au sens sphérique) Burkill généralisée, 
sur H, si à tout p parfait-s, joint à (H)°, et à tout r de DM* dans H 
et joint à p il correspond un rA (G.DM')9 c r , joint à p, tel que l'inté­
grale (au sens sphérique) de Burkill 

( 15.3) f W[p) (rel. à p ) existe. 

En procédant comme on l'avait fait dans la démonstration de la 
première partie du théorème (15.2), on vérifie le résultat suivant. 

(15.4) Si WeV. G. sur (H)ft ( H € ^ i ), on aura H = 2 * " ' où 

les l„ sont fermés et ou bien lne(*)9 ou bien pour un rn (de DM*) on 

a lncrnc(Hy et /"V^,,, (rel. à ln) existe. 

En vertu du théorème 14.8 on conclut comme il suit. 
(15.5) Soit *F€A. C\ sur un H de DM' épais. Si D**Texiste sur une 

plénitude de H, l'intégrale f W (rel. à p) existe et sa valeur est indé-
H 

pendante de p ; si pour un p0 fermé l'intégrale J W (rel. à p0) existe, 

alors la dérivée DsX¥ existe sur une plénitude de H. 
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(15.6) A. Cs. G. et l*. G. sur un H ( eDÏv) pour une W impliquent : 
(e) l'existence de Ds}¥ sur une plénitude de H; A. C\ G. et (e) 
entraînent I*. G. (sur H). 

En effet, soit Sft une famille d'ensembles r ( € ^ H j ) , c(H)°, tels 
que D*W existe sur une plénitude de r. «91 satisfait aux conditions 
(13.6; i0, 20, 30). Soit 9tA une sous-famille de 9t ne couvrant pas H 
(on peut supposer H ouvert). On veut montrer qu'il existe un r' 

de Dt non couvert par «91,. L'ensemble p = H — 2 ( t 9 l 0 p i (T^ °) 

est fermé dans H. Si p a un point x0 isolé-s, soit un r0 (de DM*), c H, 
tel que 

rQBx0, rope(*); r 0 — ; - 0 p c 2 ( ^ i ) p i 

et D'W existe sur une plénitude de ^(«9l ,)p, , donc r0 — r0p 

(de DfMs
0)et)t et r0e9l (car r0p est mince); r0 (contenant un point 

de p) est non couvert par 9tu Si p est parfait-s dans H, en vertu du 
caractère A. C5. G. (sur H) il existe un r, de DM% c H , n p ^ o , 
tel que 

(i°) ^ , 6 A. C\ (14.5) sur r, dans r,; d'après P. G. (sur H) il y a 
un r> de DM*9 A C n , r2p ^ o, tel que 

(20) / W(p) (rel. à p) existe; vu (i°), (20) et (15. i5) DAlF(;E7)(x) existe 

sur une plénitude e de r2 [ D ' 1 ^ = o sur r2 — r>p]; si x°€ep, on aura 

D<*FU°) = I>*Wip)(x»), 

tandis que D*W existe aussi sur une plénitude de v = r2—r2p 

[car v c 2 ( ^ i ) p i e t P i€^ l iC^ l ] , donc D5,F(x) existe sur une pléni­

tude de r2; r2e9t, mais r2 (étant joint à p) est non couvert par «91,. 

La condition (13.6, 4o) est remplie. En vertu du lemme 13.6, H€«91 

et la première partie de (15.6) est vérifiée. 

Pour démontrer la seconde partie de (15.6) envisageons un p 

parfait-s, joint à H (e^l t j ) et un r (çDM*)9 c H , joint à p. A cause 
de A. C*. G. (15.1) sur H il y a un r, (€^liç), c r , joint à p, tel que 

(i0) W(/,)€A. C\ sur n dans r, ; 

(20) v (x) = DsX¥{p)(x) existe sur une plénitude de H(v(x) = D f ( i ) 
aux points de p, où D W(x) existe, et v (x) = o hors p] ; d'après (i0), (20) 
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et (15.5) f W(/t) (rel. à p) existe, e. g. W est P. G. (sur H), ce qui 

vérifie l'énoncé (15.6). 

(15.7) W étant définie dans DM' dans un H épais de DM% on dira 
que W € A. S. G. (est additive au sens sphérique généralisé) sur H, 
si à tout p parfait-s, p (H)° ^ o, et r (€ JliA)cH, rp ^ o, il corres­
pond un r, de DM*9 r, c r, r, p ^ o, tel que W est s. a. relativement à p 

sur r, (13.9, 9 a), e. g. W =J UT (rei. à p) sur r„ 

(15.8) Supposons que 

(io) ^Q) •= o pour tout À, €(*), dans un H de DM* épais, que 

(20) W soit complètement additive dans DM' sur H et que 

(30) WeA. S. G. sur H. Pour que W soit une (S)-totale, il faut et il 
suffit que 

(15.8a) V e A . C \ G . et K G . sur H; 

aussi il faut et il suffit que 

(io.Sb) WeA.C G. sur H 

et (e) Ds*F(x) (finie) existe sur une plénitude de H. 

En effet, si W est une (S)-totale (13, 10) sur H [ce qui comprend 
les conditions (i0), (20) et (30)], il se voit qu'à tout p parfait-s, joint 
à (H)°, et à tout r (de DXï>), c H et joint à p, il correspond un r, 
(de DM*)9 r, joint à p, tel que 

d) f W(p) (rel. a p ) = f fd® (de Lebesgue) 

pour tout p (de DM*) c r, ; f %p) (rel. à p) existe sur r„ d'où W € P. G. 

(15.3) sur H. Selon (13.8') à s > o il correspond un n > o, tel que 

V<„)(S)-T V(/,,(rel. àp) < s 

pour tout système fini S (rel. à p) dans r„ avec M (S) < -n. En tant 

que (1) entraîne rV(^) (rel. à p) € A. C*. sur r„ on obtient W^e A. C. 

sur n ; donc WeA. O. G. sur H (15.1, 1 a). 
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On a vérifié la' nécessité de (15.8a). Admettons (15.8a). 

Alors ( 1 5 . I , » I a) k p parfaits-s et r (de DMfj, c(H)° et joint à p, 
il correspond un r2 ( € DM*), c r, r2 p ^ o » tel que 

(i°) Wip)eA. C\ sur r2 dans r2. Or [(30), (15.7)] : ^ € A . S. G. sur H, 
d'où r2 contient un r, de DM*, r, p 7^ o, tel que 
(20) W est s. a. relativement à p sur r^ ce qui est le caractère (13.10, I) 
pour r,. D**F existe sur une plénitude de H (15.6), donc D'^F^) 
possède la même propriété; par suite [(i°), (15.5), (14.8)] : l'intégrale 

(3«) f W{p) (rel à p ) = C^W{p) (lebesguienne) = f D*Wd® 

existe pour tout p(€31!*)cr, (en effet, pour pcr 2 ) ; (3°) établit le 

caractère (13.10, II) pour r,. Par conséquent, W = (S) / fd® (avec 

f= D*W) sur H; la suffisance de (15.8 a) est démontrée. Admettons 
encore que W soit une (S)-totale sur H; on a déjà montré que ce^a 
implique (15.8 a); donc (15.6) : D*W existe sur une plénitude de H, 
e. g. (15.8 b) s'ensuit. Réciproquement, si (15.8 5) a lieu, on 
conclut (15.6) que ^ e P . G. sur H, et l'on se retrouve dans les 
conditions (15.8 a), suffisantes pour que W soit une (S)-totale sur H, 
ce qui achève la démonstration de (15.8-8 b). 
(15.9) On remarque que, avec l'hypothèse (14. n ) , l'énoncé (15.8-8 b) 
présente une nouvelle définition de la totale-(S), équivalente à la défi­
nition donnée dans (13.10). Pourtant, la définition antérieure s'applique 
sans hypothèse 14.11. 

Des développements donnés plus haut, il s'ensuit qu'une fonc­
tion W9 qui satisfait aux conditions (15.8, i0, 20, 30), est (S)-totale d'une 
fonction f(x), définie (finie) sur une plénitude de H, sous les conditions 
nécessaires et suffisantes : 
(15.10) W€A. C\ G. sur H et D**F(x) == f(x) (finie) sur une pléni­
tude de H. 

THÉORÈME 15.11. — Admettons que W satisfait à l'hypothèse 11.4 
(comme toujours) et que (i°) W = o pour les ensembles (*) (13.5), 

(20) W soit complètement additive dans DM* sur H\^DMS) épais; 
(3°) WeA. S. G. sur H. Alors la condition 

( 1 5 . I I a) —oo<DJf lF(^), D*W(x)<-h«> sur H — U0etD*W(x) 

existe sur une plénitude de H, H0 étant contenu dans une infinité dénom­
brable de frontières d'ensembles de DM*, implique que W soit la totale-(S) 
sur H de sa dérivée D*W(x). Nous incluons H — (H)° dans H0. 

http://15.ii
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Selon (7.3), (H)° est la réunion de certains ensembles fermés Fm 
(m = i, 2, . . . ) , tels que FmcFm + i . Désignons par Eltï (m = i, 2, . . . ) 
l'ensemble des points x€Fm , tels que les relations 

( i i ) sphère s = s (x) d é c e n t r e r , ®(s)< — 

entraînent 

(21) \^(s)\^m®(s), ( s ) ° c ( H ) o . 

En raison de (12.5) une fonction v (x), > o sur (H)°, existe telle 
que s (x) désignant une sphère de centre x, l'inégalité 

(3 i ) ®(s(x))<v(x) 

implique 

(4 i ) s(x)c(H)°. 

Vu (15.11 a), il existe une fonction b (x), définie sur H — H0, positive 
et finie sur H — H0, telle que 

(5 , ) — b(x)<D*W(x), D*W(x)<b(x) sur H — H0. < 

Sur H — Ho il existe une fonction c (x) > o en sorte que 

(6 , ) \W(s(x))\^b(x)®(s(x)), lorsque ®(s(x))<c(x). 

Soit x un point sur H — H0; pour un entier mx on aura 

(7 , ) ^eF„,x, mx^b(x), -±-^v(x), -±-^c(x); 

de plus, si s (x) est une sphère avec ¢ (s (x)) < — > on aura 

¢ (s (x)) < c (x) [vu (6,) et (7,)], 

\W (s(x)) \ ^ b\x) ®(s(x)) ^ mv®(s(x)) 

et [puisque ^s (x ) ) < v(x) et d'après (4i)] s(x)c(H)°; donc x€E ,^ 

et H — Hoc2E'»> d 'ou 

(8,) (H)o=H'0-+-2E'"' où H'0 = H0—(H-(H)o). 

Montrons que les E,„ sont fermés. Soit s (y) une sphère fermée de 
centre yeËm [donc z/€Fmc(H)°] teUe que : 

(91) *(*ooxi-
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D'après les conditions (11.7, io, 30), étant donné s > o, il existe une 
sphère fermée o-(x) de centre x = xZ9 telle que [en prenant x proche 
de y et le rayon de a (x) proche de celui de cr (y)] 

(10,) xeEm, *(x)cs(y), \\V(s(y)) \ - | *?(*(*)) || < f ; 

de plus, on peut faire en sorte que vs = ® (s (y)) — ® (<? (x)) ( ^ o) 

soit aussi petit qu'on veut. On aura ¢ (ff(x)) < — [vu (91)]; selon la 

définition (1,) et (2,) de Em: 

( u , ) \V(7(x))\^m®(<j(x)) et (<j(*))«c(H)<>; 

ainsi (io,) : 

I V(sLr)) I < m®(*(*)) + e = m®(s(y)) + e, 

d'où il vient : 

(12,) W(s(y))^m®(s(y)). 

Si (sfjj))0 a des points étrangers à (H)°, l'ensemble ouvert 

(s(y))^-(s(y)yH=e(y) 

sera épais; à cause de la seconde relation ( n , ) il s'ensuit que 

*(7) — ^ ) ^ ( 7 ) et v^®(e(y))>o; 

or e (y) est indépendant de s, xc, tandis qu'on peut faire v£ arbi­
trairement petit; cette contradiction entraîne l'inclusion : 

(i3 t) (*(jO)°c(H)«>. 

Ainsi (91) (avec yeEm) implique (121) et (i3,), donc Em = E,„, 
e. g. Em est fermé. Soient sy = s, (x;) des sphères fermées, disjointes, 
en nombre fini, 

*,c(H)o, x,eEm, avoc ^^(s/)< ^ ( o < e ^ i ) ; 

alors ¢ (Sj) < — et [(1,) et (2,)] | W (s;) \ ^m ®(Sj); on aura 

|2^(5/) =^2^ (* / ) < s ' 
par suite : 

(i4i) ^*€A. C*. sur EmdansH (déf. 14.5). 
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En tenant compte de (8,) et (i4,), de l'hypothèse (15. n a) sur H0 

et du théorème 15.2, il s'ensuit que WeA. C*. G. sur H. Les condi­
tions (15. io) sont remplies, ainsi que les conditions (15.8, i0, 20, 30); 
conséquemment W est (S)-totale sur H de DSW (x) = f (x), ce qui 
établit le théorème. 

Si e est un ensemble fermé, posons W» = W — *¥{e) (13.2), ainsi : 

(15.12) W^(s(x)) = W(s(x)) (six^e), = o (si arec), 

s (x) désignant une sphère fermée de centre x. Envisageons le nombre 
(s'il existe) 

(15 .i3) T(H —H^)= f W* (roi. à e) ^Mm^S (xl^e)W(sl(xl)); 

* 
ici [voir le texte par rapport à (13.7-7 b)] S = | s^x,) } désigne un 

système fini, relatif à e, dans H (de DMS); s /(x /)c(H)°; s, (xy) est 
disjointe de e, si le centre x,$e; 

N(H, S) =mzx(®(s,), ®(u ~ 2 v ) ) < s-

On observe que les s, (x*), qui interviennent dans (15. i3), se trouvent 
dans (H)° — (H)°e, e. g. T(H — He) est défini seulement moyennant 
les valeurs de W pour les sphères fermées contenues dans (H)° —(H)°e. 

THÉORÈME 15.14. — Admettons que e fermé soit joint à (H)° 

(H épais de 5rr), f(x) définie sur une plénitude de H soit sommable 

sur (H)°e, la (S)-totale W(r) = (S)ffd® existe pour tout r (de DMS
0), 

contenu dans (H)° et tel que Te = o, le nombre fini T (H — He) (15. i3) 
existe et v(p) = T(p — pe) possède les caractères de (i0) l'additivité 

complète dans DM* sur H et de (20) A. S. G. (15.7) sur H. Alors f est 
totalisable-(S) sur H et 

(S) ffd®= ^ / r f ¢ ^ - ^ ( H - H e ) . 

Notons d'abord que, d'après la définition (15.13), on aura v = o 
pour tout ensemble (*) (13.5) contenu dans H. Faisons en sorte 
que /*=o sur e. Alors (théorème 13.10) il suffira de montrer 
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ceci : Si p est parfait-s dans (H)°, alors à tout r (de DM'), H c , 
pr ^é o, il correspond un rr (eDMs)9 cr , pr' ^ o, tel que : 

(I) v est s. a. relativement à p sur r' [e. g. v = / v (rel. à p) sur r']; 

(II) / \{p) (rel à p ) =f fd® pour tout r. (de DM*)c r'. 
Jrx J,lP 

En raison de (20) il existe un r ( €^117, Cr, pf^o, tel que : 
(F) v es/ s. a. relativement à p sur r. Envisageons le cas A, où pf a 
un point étranger à e. On peut trouver un r" de DM*, tel que r"cr, 
r"e = o, pr" ^ o; la (S)-totale 

*T(r*) = (S) / 7 ^ 

existe (car r"e = o); dans r" il se trouve un r' de DM*, joint à p, de 
sorte que : 

(ii) / W(p) (rel. à p ) = / / « ^ pour tout r, (de 5ÏÏ*) cr', 

tandis que : 

(2,) f V (rel. àp) = ^(r4) . 

Pour tout p (de DM*)crx on aura pe = o, donc 

v(p) = T WW (rel. à e) = / *F (sans qualification); 

l'intégrale au troisième membre aura la valeur de f W relativement 

à n'importe quel ensemble parfait-s, d'où v (p) = / W (rel. à p) et, 

d'après (2,), v (p) = W (p). En remplaçant W dans (i,) par v, il se 
voit que (II) est vérifiée; d'autre part, (I) aussi a lieu en conséquence 
des inclusions r ' c r ' c r et de (F). Dans le cas B, où prce, consi­
dérons un r' de DM* tel que : 

(3i) r'p ^ o et r 'cr; 

dans r, épais (de DM*), cr', soit S = f q(i) } un système fini relati­
vement à p [cf. le texte à la suite de (13,7 a)]> a v e c 

N(S) [ = m a x { ^ ( 0 ) } ®(n-^q(i))\] <*> 
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désignons par q (ik) les q (i) dont les centres sont sur p; cr = j q (ik) j 
est un système fini dans r,. On obtient (15.13) : 

v( f f)=2v^^*^=5j f W(e) (r e L k e ) = Ç Wie) (rel. à c ) . 

Les q(ik) sont dans (r,)°cr'( c r ) , donc les centres des q(ik), étant 
sur p, sont sur e et 

W ( f f ) ^ W ( î ( 4 ) ) = o ; 

d'après (13.8'), il en découle que 

(4,) v(<r) = f Vie) (rel. à e) — W ( J ) H ^ O avec M(<r). 

Or, S = { q (i) j% étant un système fini, relativement à p, q (i) est 
disjointe de p pour i ^ i (k), donc v(/0)(g (i)) = o pour i^£i(k), 
tandis que 

v(/>) (?(*(*)) ) = *(?(«*)); 

par là (4,) : 

(5i) / v(/,, (rel. àp) =limv(yD)(S) 

= lim 2 v(^)(Sr(0)+2V{jD)(5r(^^^) 

L ^'(*) J 
= lim 2 v (#(**)) = l imv(j) = o (car M (s) < s). 

Puisque r ,pcrp(3 , )ce et /"=o sur e, l'égalité (5,) entraîne (II). 
En outre, (I) résulte de l'inclusion r'cr et de (F), ce qui achève la 

démonstration du théorème. 

DÉFINITION 15.15. — Soit /"(SJ-totalisable sur les r ( € DM*) contenus 
dans un H épais de DM*. On dira que f appartient à la classe K0, si f 
est sommable sur H, et que f e K a (a des classes I, II) sur H, si une 
des conditions suivantes a lieu : 

V 

(i<>) on a H = 2 ? ' + e' ee^ ( 1 3 - 5 )> l e s ?' (^¾) é t a n t disjoints, 
i 

et feKfc (P/< a) sur qr, 
(2°) des p"(n = i, 2, . . . ) de .m* existent, tels que pnf H et /*€Kpw 

(p„< a) sur p"; 
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(3°) il existe un r de DM*, D H , tel que feKp (? < a) sur r; 

(4°) il existe un e fermé, épais, e (H)° ^ o, tel que f est sommable 

sur e(H)°, feKp ((3 < a) sur tout r ( e5 î ï ; )c (H) 0
f avec re = o, 

la fonction 

v(P) = r (p —pe) = f W (rel. à <?) (15.i3) 

existe, v est additive complètement dans DM* sur H et v € A. S. G. (I5.7) 
sur H. 

THÉORÈME 15.16. — Toute fonction f(x) (S)-totalisable sur un H 

de DM% est dans une classe Ka (a des classes I, II). 
Il suffirait d'envisager le cas H ouvert, e. g. H €^11^. Désignons 

par «91 = ! p j la sous-classe de DM*Q9 p € H , d'ensembles tels que 
/*(x)€Ka (a = a (p)) sur p. En vertu de (15.15, 3°) la condi-

tion (13.6, 30) est remplie. Soit un r ( e O H j ) c H et r = 2 ? < + e> 
1 

e€(*)» les ql9 €«91, étant disjoints; on aura 

/ € K a ( i ) ( a ( 0 = « ( ? i ) ) s u r qt, 

donc (15.i 5, i°) : f€K a ( , i sur r, avec a (r) = 1 + max (a (i)), 
e. g. on aura r€«9l; dt satisfait à (13.6, i0). Supposons que rn 

(de «91)f r(de DM;); alors feKpti (p„ = <x(rn)) sur rn et (15. i5, 2°) : 
/*€Ka(/) sur r, avec a (r) supérieur aux fin(n = i, 2, . . . ) ; ainsi r€«9t 
et il se voit que la condition (13.6, 20) est aussi satisfaite. 

Ayant (13.6, 4o) en vue, envisageons une famille «91, = | p j , c«9I, 

ne couvrant pas H; p = H — 2 ( ^ i ) p ( 7 ^ ° ) s e r a fermé dans H. 

Si p possède un point x0 isolé-s, il existe un r0 ( c H ) de DM% tel que 

r0 Bx0, r0p € (*); on aura r0p C 2 0/> o u 9/ e s t l a frontière d'un ensemble 
1 

de DM*, de plus : 

( i i ) r°=r0— r0peDM*0, r^c^i^t^p] 

r° (de DMl) est couvert par âti9 qui est une sous-famille de DM\, donc 
oc 

[vu (13.5') et la remarque à la suite de (13.5')] r° = 2 Pv» les pv ( € DMS) 

étant disjoints et pv C rv € 9tt ; de plus 
(ai) p ' = p i + . . . - h p v [ = / * ( r 1 ^ . . . - » - r v ) ] ( € 5 î l j ) t ' , 0 = ^ o — r 0 / > . 
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A cause de (15.15, 3°) feKpM sur (pv)<>, avec (3(v) = a(rv) + i; 
en tant que 

pv-f- r0p = (p, )"-+-. . .-+- (pv)°-+- *v, <?v€(*), ( P l )0€5î i ï , 

d'après (15.15, i°) il vient : 

/€Kv(V) surpv-+-r0p, où y(v) = I - 4 - max (i^ v) j3(v); 

or (2,) : pv + r0p (de DM')^r0; donc (15. i5, 2°) : f e K a ^ sur r0, 
où a (r0) est supérieur aux y(v) (v = i, 2, . . . ) , e. g. r0€«9i, /andîs 
^ue r0 (contenant x„ de p) es/ non couvert par 9tu Considérons le cas 

où p est parfait-s dans H (de DM{). Posons 

V(r) = (S) / " / ^ 

% ^_ 
pour tout r de DM' dans H; W satisfait aux conditions du théo­
rème 13.io. En particulier, il existe un r' de DM*, r 'cH, pr' ^ o, 
tel que 
(!) V ( r f ) = T ^ (rel. àp ) , 

(II) r ^ ) (rel. à p)— f fd® pour tout r, (de 5îl*)cr'. 

D'après (15.13) et puisque W = W — W{p) : 

/*ç r5 rs 

v(p) = r ( p - p p ) = / W/» ( r e l . à p ) = / *F (rel. ftp)-/ ^ ( r e l . à p ) 
^ P " P ^ P 

= u / ( p ) _ T /</«$ (lebesguienne) pour tout p (e5 î l* )cr ' . 
* -p/> 

Par conséquent : (a) v est complètement additive dans DM* sur r', 
, (b)veA. S. G. (15.7) sur r'. Soient les rv (v = 1, 2 , . . . ) tous les 

ensembles de la famille DM* (7.4, i°) contenus dans r' — r'p (€«mj); 
on aura 

r'—r'p = 2 r ' " t\eDMcDM\ 

Or rv es/ couvert par «91,; donc selon (13.5') des pv,*(€0iv) et des 
rV);t(€ «91,) existent tels que 

ao 

A'v = 2 ? v , * , les pvfjfc (v fixe) sont disjoints, pVîiCrVii 

(3i) { K = l _ 
pi =pV ) , . . . + pv,A (=r v (r v , i -+- . . . - t -r v ^)) , ^Oîtg, f r v 

(pour £->oo). 



l 3 o W. J. TRJ1TZINSKY 

On note que 

. / e K a ( v , * ) [a(v, k) = a(r v ,*)] sur rv,*, 

donc (15.i5, 3°) : 

/ € K Y ( V I A , ( Ï ( V , * ) = a ( v , * ) - 4 - i ) sur ( p v , * ) 0 . 

D'autre part 

Pv = (pv,l)°-+-...-4-(pvsft)°-+-^v,/fc, e v , ^ € ( * ) ; 

par là (15. i5, i°) : fsK^^)k) sur pi, avec 

P(v, k) = i -4- max (i —: £ ) f (v, «); 

ensuite [(15.15, 2°), (3,)] : 

(4i) / e K a [ / v ) sur/*v, avec a (rv) supérieur aux p(v, À) (A: = i , 2 , . . . ) . 

Soî/ r un ensemble de DMS
Q, rcr', avec rp = o; désignons par 

r (j) (j = i, 2, . . . ) les rv joints à r; on a r c 2 r 0")" ^ n v e r t u de (13-5')» 

avec î r ( j )} au lieu de 9t, et d'après (40 des pv \GDM*) disjoints 
existent tels que 

r = 2 P v ' P v C ( v ) € ^ i 
i 

en sorte que 

pv=p 1 -4 - . . . - 4 -p v ( = r ( r ( i ) - + - . . . - » - r ( ( v ) ) ) ( € 5 î i ï ) t r ; 

P v = ( p i ) 0 + . - . + (pv)°-4-ev, ^ v € ( * ) . 

On a /*€ Ka' sur r (v), où a' est supérieur aux a (r;) (j = i, 2, . . . ) (40; 
a' es/ indépendant de r; selon (15.15, 3°, i°, 20) : 

/ e K a ' + i sur (pv)°, 

/€Ka'_H> sur pv, 

/ e K p (£J = «'-+-3) sur r ( r € J Î I J , / c r ' , r p = o ) . 

Vu (15.15, 4°)» avec p, r' (de «m*) au lieu de e, H, et en raison de (a) 
et (b) il vient : 

/ € K a (a = a'-4-4) sur r'. 

Ainsi r' es/ un ensemble de 9t (r'p =z£ o), non couvert par 9tu Les condi­
tions du lemme 13.6 sont remplies, H € # t et le théorème est vérifié. 
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Pour conclure, nous remarquons qu'il reste à élucider les façons 
possibles de la réalisation du caractère A. S. G. (définition 15.7) 
et de l'hypothèse 14. n , qui est relative aux dérivés sphériques 
généraux (14.10). Or l'hypothèse 14. n n'intervient qu'à partir de la 
deuxième partie [à savoir (14.8 6)] du théorème 14.8; nous avons 
déjà remarqué (15.9) que la définition originelle (13.10) de la 
totale-(S) est indépendante de l'hypothèse 14. n . En outre, cette 
hypothèse n'est pas du tout nécessaire dans la totalisation en rapport 
avec les dérivés sphériques généraux (14.10); la nature d'une telle 
totale et les règles de son calcul peuvent se déduire sans difficulté 
des développements donnés plus haut pour la totale-(S). 

Notons enfin que le théorème de Denjoy-Vitali pour les sphères, 
au sens de (13.1), est réalisable aussi d'accord avec les remarques 
de A. Denjoy [Un demi-siècle de Notes..., t. II; Observations, 
p. 68, 69]. 
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