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MINKOWSKISCHE SUMMEN
UND INTEGRALE

SUPERADDITIVE MENGENFUNKTIONALE.
ISOPERIMETRISCHE UNGLEICHUNGEN

Von Dr. Alexander DINGHAS,

o. Prof. a. d. Freien Universitat Berlin.

VORWORT

Der geniale Gedanke von Brunn uber die Abbildung zweier
konvexer Punktmengen aufeinander durch gleiche Volumen-
verhaltnisse und die darauf von Minkowski aufgebaute Theorie der
konvexen Korper hat in den letzten zwanzig Jahren beachtliche
Fortschritte erfahren, die nicht nur zur Verscharfung und Vertiefung
alter Resultate, sondern dariiber hinaus zu neuen Ergebnissen
gefithrt haben.

Der Plan, einige wesentliche und charakteristische Fortschritte
auf diesem Gebiet in einem Bericht zusammenzufassen, tauchte
zuerst auf bei cinem Besuch von mir bei Herrn Valiron in Paris im
Jahre 1953. Spater, nach dessen Erkrankung, besprach ich den Plan
konkreter mit Hérrn Fréchet in Berlin, der auch die Liebens-
wiirdigkeit hatte, Herrn Villat dafiir zu interessicren.
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Die Darstellung eines so umfangreichen und so alten Gebietes,
wie das hier zur Sprache kommende, zwingt den Verfasser zur
Auswahl und gelegentlichen Betonung dessen, was er (mit mehr
oder weniger Recht) fir wichtig hilt. Das gibt dem Buch den Reiz
des personlichen Geschmacks. Ich versuche hier, eine Linie zu
halten, die bei Brunn und Minkowski anfingt und iiber Lusternik
zu den neuesten Arbeiten fihrt. Auf dem Wege zeige ich dem
interessierten Leser, was der mir zur Verfiigung stehende beschrinkte
Raum zu zeigen gestattet. Herrn Prof. Villat gebiithrt mein Dank
dafiir, dass er den Druck des Manuskripts in deutscher Sprache
genehmigte, ein sonst nicht tiblicher Vorgang in dieser vorwiegend
franzosisch sprachigen Sammlung.

Herr Privatdozent Dr. H. Pachale und die Herren J. Tippe und
B. Watzek haben mir bei der Durchsicht der Korrekturen Hilfe
geleistet. Friulein Hertha Schleiff hat sich viel Mithe gegeben, das
druckfertige Manuskript in die Schreibmaschine zu iibertragen.
Thnen gebiihrt mein Dank.

Zuletzt gilt mein nicht minderer Dank dem Verlag Gauthier-Villars

in Paris fir das Eingehen auf jeglichen Wunsch und fiir die rasche
Drucklegung.

EINLEITUNG

Der gesamte Fragenkomplex, woriiber hier berichtet wird, beginnt
mit der Dissertation von Brunn [1, 2] und den kurz darauf einset-
zenden wichtigen Arbeiten von Hermann Minkowski [1].  Von hier
aus fithrt ein mehr oder weniger gerader Weg zum Begriff des super-
additiven Mengenfunktionals, der, soweit er mit den klassischen
Sitzen von Brunn-Minkowski und Lusternik zusammenhingt, den
Hauptgegenstand dieses Mémorials bildet.

Das allgemeinste und zugleich einfachste Problem, dem die Brunn-
Minkowskische Theorie der konvexen Kérper untergeordnet werden
kann, lasst sich durch folgende Begriffsbildung abgrenzen :

Es sei Hy cine additiv geschriebene, kommutative Halbgruppe
(kurz : ein Halbmodul) mit den Elementen z, y .., und es bedeu-
ten A, B, ... nichtleere Teilmengen von H,.
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Man definiere die Menge A + B durch die Gleichung
(1) A+B={z+y|reA, yeB}.

Bezeichnet dann 2™ die Gesamtheit aller nichtleeren Teilmengen
von Ho, so bildet diese (Hille [1]) wegen der Erfiillbarkeit der beiden
Bedingungen
1. A+ BeaMh
und
2. (A+B)+C=A'+(B+0) (A, B, Ceal)

eine additive Halbgruppe, die Ho(z<>{z}!) als Teilhalbmodul
enthdlt. Wir bezeichnen sie als den durch H, erzeugten Min-
kowskischen Halbmodul.

Liegt nun ein bestimmter Teilhalbmodul X von 2™ vor, und ist @
ein darauf definiertes, endlichwertiges, nichtnegatives Mengenfunk-
tional, so erhebt sich die wichlige Frage, inwieweit ® superadditiv
ist, d.h. die Eigenschaft besitzt, dass fir je zwei Elemente A, B von X

(2) ®(A+B)> Min{F, ®(A)+ ®(B)}
mit
(3) F=sup {®(M)|MeX}

ist. Gilt anstelle (2) die Ungleichung
(4) P(A +B)<®(A)+P(B),

so soll ® subadditiv heissen.

Die Ungleichung (2) kann, je nachdem F endlich oder unendlich
ist, auf die beiden Normalformen

(5) ®(A +B)> Min {1, ®(A) + &(B) ]}
bzw.
(6) ®(A +B)> B(A) + ®(B)

gebracht werden. Superadditive Mengenfunktionale vom Typus (5)
kommen beispielsweise in der Schnirelmanschen additiven Zahlen-
theorie und beim Satz von Cauchy-Davenport vor. Auch die klas-
sische isoperimetrische Aufgabe in einem Riemannschen Raum .R”

von positiver Krimmung fihrt zu einer Ungleichung von der
Form (5).
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Ist H, ein reeller Vektorraum und enthélt X mit A auch die Menge
(7) A ={)z|zeA, \reell},
so heisst @ ein lineares Mengenfunktional, falls
B(AA) =|%|D(A)

gilt. Jedes nichttriviale, lineare, superadditive Mengenfunktional
ist offenbar vom Typus (6). Ist @ ein solches Mengenfunktional
und schreibt man (6) in der Form

(8) ®(A+%AB)N®(A)+21B(B) (A>o0),

so folgt daraus durch Grenziibergang

(9) Q(A|B) > ®(B)

mit

(10) Q(AIB)=]_I.~IQ€I>(A+)J;)—(D(A)'
A>0 .

Die Ungleichung (9) bzw. eine Potenz von (g) bezeichnen wir als die
zu (6) gehorende Ungleichung fiir die Relativoberfliche. Geht man
entsprechend von der Ungleichung

(11) P(A+2B) < ®(A)+ ) D(B) (A>o0)

aus, so erhilt man
(12) Q(A|B)< ®(B).

Das ilteste und zugleich grundlegendsic Resultat in der Richtung,
innerhalb spezieller Halbmoduln lineare, superadditive Mengenfunk-
tionale anzugeben, stammt von Brunn [1] und Minkowski [1], und
lautet :

Der Minkowskische Halbmodul 2™, dessen Elemente die nichtlee-
ren, abgeschlossenen, konvexen Teilmengen von E” sind, besitat
ein nichttriviales, superadditives Mengenfunktional ®, nimlich
die n-te Wurzel des Jordanschen Inhalis der betreflenden Menge.

Dieses Ergebnis wurde von Lusternik [1] im Jahre 1936 erheblich
vertieft und verallgemeinert. Lusternik zeigte im wesentlichen :

Die Ungleichung (6) gilt auch dann, wenn A, B beliebige,
nichtleere Teilmengen von E» sind, sobald @ das innere Lebes-
guesche Mass L, bedeutet.
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Die Mengen, fir die in (6) und (g) das Gleichheitszeichen steht,
sind im Falle des Brunn-Minkowskischen Falles relativ leicht zu
ermitteln. Dagegen stdsst man bei der entsprechenden Frage im
Lusternikschen Fall auf erhebliche Schwierigkeiten analytischer
Natur, die erst in der neueren Zeit zum Teil behoben werden konn-
ten. Manches schwierige Problem [z. B. der Fall I.(A) =L(B) = o]
bleibtnoch ungelsst. Mit Riicksicht auf den ausgedchnten Stoff des
Brunn-Minkowski-Lusternikschen Fragenkomplexes und die damit
zusammenhangenden isoperimetrischen Ungleichungen musste oft
klassisches Material entweder unberiicksichtigt bleiben oder neu
geformt werden. Dieser Entschluss fiel mir zum Teil umso leichter,
als die inzwischen erschienenen ausgezeichneten Biicher von Herrn
Hadwiger in Bern mich der Miihe enthoben haben, manches, wie z. B.
den klassischen Fall konvexer Kérper, in aller Ausfihrlichkeit zu
behandeln. Dort findet der Leser auch ein vollstindiges Literatur-
verzeichnis. Was vorliegendes Mémorial anbetrifft, so habe ich
mich hier bemiiht, den Begriff des superadditiven Mengenfunk-
tionals im abstrakten. Raum aller nichtleeren Teilmengen von E~
besonders herauszustellen und das Hauptgewicht der Darstellung
darauf zu legen. Die dazu notwendige Vorarbeit war lang und
konnte erst vor kurzem durch die Publikation meiner Arbeiten [9],
[10] und [11] zum Abschluss (soweit ¢in solcher in der Mathematik
moglich ist) gebracht werden. Das Warten auf das Erscheinen
dieser Arbeiten erklart auch zum Teil die verspatete Drucklegung des
Manuskripts.

ERSTES KAPITEL

MINKOWSKISCHE MENGENSUMMEN UND SUPERADDITIVE MENGENFUNKTIONALE

4. Minkowskische Halbmoduln und Minkowskische Vektorriume.
— Es bedeute im folgenden E” den gewdhnlichen Zahlenraum,
beschrieben durch die (euklidischen) Koordinaten ¢y, ..., ¢, sciner
Punkte. Der entsprechende Punkt soll kurz durch ¢ bezeichnet
werden. Fir ein reelles « soll ferner 2¢ den Punkt mit den Koor-
dinaten a¢,(k =1, 2, ..., n) bezeichnen. Sind z(zi, ..., z.),
Y(y1, -+, ¥n) zwei beliebige Punkte von E”, so stellt definitions
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gemiss z+y den Punkt mit den Koordinaten z(—+y1, ...,
Zn-+yn dar.

Folgende Teilmengen von E~ erzeugen wichtige Minkowskische
Halbmoduln :

A. Die Menge N aller Punkte z von E* mitz4 >o0(k=1, 2, ..., n).
Die Teilmenge von E~, deren Punkte z durch die Bedingungen
Z+> o charakterisiert sind, soll mit N bezeichnet werden. Sowohl
N als auch N sind Halbvektorraume, d. h. sie geniigen den Axiomen

(Banach [1]) :

Ty =y—+z;
z+(y+z)=(x+y)+3;

Aus z + y = z + 3z folgt y = z;
a(z+y)=oax+ay (a>o0);
(¢+B)zr=ax+px (a>o0,B>0)

FF 0o

und
6. a(fz)=(af)=.

B. Die nichtleeren, kompakten, konvexen Punktmengen von E~,
Der daraus entstehende Minkowskische Halbmodul wird mit 2™
bezeichnet. Beschrinkt man sich auf solche konvexen Kérper, die
mindestens einen inneren Punkt aufweisen, so erhilt man den
wichtigen Teilmodul 2.

Der Halbmodul 2 stellt unter Zugrundelegung der Operationen
(1) und (7) einen Vektorraum im Banachschen Sinne dar. Sindin
der Tat A, B zwei Elemente von 2™, so sicht man leicht, dass die
ersten zwei und letzten drei Axiome in A erfillt sind. Dass auch 3.
erfillt ist, sicht man am leichtesten, wenn man A, B und A 4 B als
Durchschnitt ihrer Stiitzhalbriume auffasst.

C. Die nichtleeren, kompakten Mengen von E~. Der dadurch
erzeugte Minkowskische Halbmodul wird mit 2" bezeichnet werden.

D. Die nichtleeren Teilmengen von E”. Der dadurch erzeugte
Minkowskische Halbmodul wird mit 2™ bezeichnet werden.
Es gilt offenbar

Nc2Mc oM c ol caflo,
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Fir die geschichtlichen Zusammenhiinge dieser Nummer, insbeson-
dere fiir den Halbmodul 2" sind neben Minkowski [1] noch Bonnesen-
Fenchel [1] und Fenchel [1] zu erwihnen. Die Bezcichnung
Minkowskische Addition tritt, soviel ich weiss, zuerst bei Hadwiger

[4] auf.

9. Stetige und bewegungsinvariante Mengenfunktionale. —
Bedeutet wie iiblich |2z —y| die gewthnliche Entfernung von z
und y, so soll | A, B| bei gegebenen, nichtleeren A, B c E» die
durch die Gleichung

. A, B|= Max { inf |2 — ; —
(2.1) |A, B Mah{;g("gnlx 71 sup nf |2 yl)}

definierte Grosse darstellen. Man stellt leicht fest, dass | A, B| die
Eigenschafien

1. |A, B|>o0;

2. lA,A':O;

3. |A,B|=|B, A|
und

4 |A,B|<|A,C|+]|B,C| (GCE?)

aufweist. Da noch fir A, Be 2" aus |A, B| =0 stets A=B folgt,
so metrisiert (2. 1) den Minkowskischen Halbmodul 2".

Neben der Definition (2.1) ist folgende gleichwertige Definition
von A, B von Nuizen : '

Es sei allgemein M eine nichtleere Teilmenge von E2. Man lege um
jeden Punkt 2 von M eine offene Kugel S” mit dem Radius A (k> o)
und dem Mittelpunkt z und bilde die Menge (Cantor [1])

(2.2) Mi=uy(Sh|zeM].
Dann gilt
(2.3) |A,B|=inf{h|A">B, BioA }.

Die Menge M* heisst oft die Cantor-Minkowskische Menge von M in
der Entfernung % oder auch die Aussenmenge von M.

Es bedeute nun X einen Teilmodul von 2". Dann heisst bekannt-
lich X vollstandig, wenn jede Cauchysche Folge ein Grenzelement
hat, das in X enthalten ist. Dabei wird unter einer Cauchyschen
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Folge eine Folge (A,)(n=1, 2, ...) verstanden mit der Eigen-
schaft, dass zu jedem ¢ > o eine natiirliche Zahl no= n,(¢) existiert
derart, dass fir alle m, n > n,

(2.4) | Am, Ap] <e
gilt.

Nach Definition existicrt fiir eine Cauchysche Folge (A,) ein Ele-
ment A von X mit der Eigenschaft

(2.5) lim [A,, A|=o.
ny w

Umgekehrt ist jede Folge (A,), fir die ein A €X existiert derart,
dass (2.5) gilt, eine Cauchysche Folge.

Liegt der Halbmodul 2™ vor, so kann dieser durch die Entfernung
(2. 1) nicht metrisiert werden, da aus |A, B|=o0 nicht ohne wei-
teres A =B folgt. In diesem Falle wird (2.5) durch die Gleichung
(2.6) lim A,=

n->ow
ersetzt. Fir den Teilmodul 2" von 2% fallen bekannitlich die Defi-
nitionen (2.5) und (2.6) zusammen (Kuratowski [1]).

Es sei X ein Minkowskischer Halbmodul und ® ein auf X defi-
niertes Mengenfunktional. Dann ist @ endlichwertig, wenn fiir jedes
beschrinkte, nichtleere A € X ®(A) endlich ausfillt.

Ist X vollstandig, so heisst @ stetig, wenn aus (2.5) bzw. (2.6)

folgt.

Mengenfunktionale, die in den nachfolgenden Entwicklungen eine
Rolle spielen, weisen im allgemeinen neben der Endlichwertigkeit
und der Stetigkeit noch folgende Eigenschaften auf :

1. Gilt A, Be X (A € B), so ist
(2.8) ®(A) < ®(B);
2. Fur jedes AeX gilt

(2.9) ¢(A)>o.

3. ®(A) ist translationsinvariant.
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Spiter werden weitere wichtige Klassen von superadditiven Men-
genfunktionalen besprochen werden. Fir die hier entwickelten
Zusammenhinge vgl. man an erster Stelle Hadwiger [9] und [10],
sowie Dinghas [10].

3. Das Hélder-Minkowskische Funktional ®,. — Ist ze€ N und
sind ry(k=1, ..., n; n>>1) positive Zahlen mit 7y +. ..+ r,=1, so
setze man fir rs£ o, —oo << r << 4o

1
(38.1) O (z) = (rizf+ral +...+ ryat)"

und definiere ®__(z), ®o(x) und ®_ () durch die Gleichungen

(3.2) C_.(z)= lm ®,(z)=Min{z, 2, ..., 2o }.
r>—o
(3.3) Qy(z) =lim®,(z) = a1 2. . .20n
r>o
und
(3.4) P, (r)=lim O,(x) = Max {x1, 23, ..., Tn}.
r>o

Die Funktion ®, hat bemerkenswerte Eigenschaften und bildet die
Quelle einer Reihe wichtiger Ungleichungen der Analysis.

Sarz 1. — Bei festem z €N, x £ X.1 (1) ist ®,(z) eine eigentlich
monoton swvachsende stetige Funktion von r, also

(3.5) P_.(2) <P(2) <Pr(2) <Pu(2) (—x<lr<r<w)

Ferner gilt fiir , yeN

(3.6) D (x+y)> () + P, (y) (—o<r<i)
bzw.
3.7) Oz +y) < Pr(2) +Pr(y) (U<r<+w)

sobald z, y linear unabhdingig sind.
Wir beweisen elementar zunichst den

Hivessarz 1. — Ist x £ ). 1, so ist

(3.8) Dy (2) > Oy ().

(*) Solange 1 als Punkt von N gedacht wird, versteht man darunter den Vektor mit
den Koordinaten 1.
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Beweis. — Man setze firk=1,2,...,n

Fo=(ri+...4+re) (nal +...+ r@gl) — (reo+. o+ rezg)?

und bilde F;.,—F; (2 £l < n). Man findet dann

l
Frop—F;= 2"1+1 r(Zi— )2

=1

Daraus folgt wegen Fy=r, re(zy—za)?und ry+... 4+ rp=1

(3.9) Q3 (z) — @ (z) = g(@k| ri)

mit

(3.10) g(.zﬂr/‘):z riri(zi—21)2> o.
(A>1)

Wir bewcisen jetzt den Satz 1. Man selze fir o =% =<1
3.11) Fr(M)=®,(1—N)z+hy)— fa—1) D (2) +28.(y) )
und bilde F.(1). Man findet dann

(3.12) F! () = (r—l)cb,(u)g(ﬂ";“’"‘

rkuf_

q’i(u))

mit uy=(1—2A) x4+ ry;. Daraus folgt, dass F.(1) fir r>1
konvex [F, (k) < o] und far r <1 konkav [F, (3)>o0] ist. Setst
man dann A = é, so erhalt man den Beweis von (3.6) und (3.7).

Das Gleichheitszeichen dort kann offenbar dann und nur dann eintre-
len, wenn g verschwindet, d. h. wenn z und y linear abhangig sind.
Bildet man F', (o) und F;.(0), so findet man leicht

(3.13) Fr(o) =0(z|y) — 2r(y)

und

B " — Yk— Tk rkxlk‘
(3.14) Fr(0) = (r—n) @ (2) g(T (I):I(x)).

Hierbei ist

{3.15) Q(z|y) =Zrkw£"’yx/¢;l (z).
1
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Somit gilt i
(3.16) N riap s 8171 (2) 80()
oder :
(3.17) Y neapt yrz 5 (@) Bo(9),

1

je nachdem r <1 oder r > 1 ist. In beiden Ungleichungen tritt das
Gleichheitszeichen dann und nur dann ein, wenn g =o ist, d. h.
fir linear abbangige « und y.

Zum Beweis der Monotonie von ®,(z) bei festem z € N verfahre
man so : Es sel zunichst 7 > o und

(3.18) () £, (2) (r<r).

Man setze yr= 2} (k =1, ..., »). Dann folgt aus (3.18)

(3.19) 2N £0ly)  (o<o=F<):
Nun gilt fir kleine e > o
BI(1-+ ey) =143 By (3) + S o(o —1) B2(y) + (),
wobei allgemein (&%) (a > o) eine Grosse bedeutet, die fur kleine e

absolut genommen kleiner als Ke* mit einem endlichen von ¢ un-
abhingigen K bleibt. Andererseits ist mit Racksicht auf (3.6)

Po(1+cy) 1+ Po(y)
und somit durch Vergleich
(3.20) 281(y) —(1—0) e P}(y) + () 2 2Pg(y) — (1—0) ¢ DI().

Lasst man hier ¢ — o konvergieren so folgt daraus in Verbindung
mit (3.19) ®3(y) = ®4(y). Da nundiese Bedingung dann und nur
dann erfillt ist, wenn y=»A.1 ist, so ist hiermit (fir r> o) die
Monotonie von ®, () bewiesen. '

Ist r<<o, so bezcichne allgemein % den Punkt von N mit den Koor-
dinaten (wl’, D —xl—) Dann gilt

(8.21) ®, () = @=L (1),

z
MEMORIAL DRS SC. MATH. — N. 149,
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und somit ist ®,(z) fir r <o mit abnehmendem r abnehmend.
Das beweist vollstindig den Satz 1 (%).
Die Superadditivitit von

(8.22) @, (z) _—.nx',;k

lasst sich ohne Differentiationsprozesse folgendermassen begriinden :

Hirrssatz 2. — Es sel

o<y Lar L. La< +w,

und es bedeute allgemein G,(k=1, 2, ...y ) das geometrische
Mittel von a., . .., a;. Setzt man dann

Pio(z, a) =12%2 4 22k3a +...+ (k—1) at—2

[k > 2, Po(m) a) = I];
so gilt

L/ 1\2 11
(3.23) a+...+a— UG =2 (ai — Gﬁ) P/(__,(a,’f, G,{f)
2

Beweis. — Man setze

Fr=a1+...+ ar— kGy (Zékél).
Dann ist
Fi—Fi_y=ar— kG + (k—1)Gj—y,

und es geniigt, wegen

Fy=(Va, — ya,)*

die Gleichung

1 1 2 1 1
ap— ka+ (k —-I)Gk_1 = <a’i —_ Gll%—1> Pk_g (a’; 3 G,I;—-i)
zu beweisen. Das folgt aber leicht aus der Identitit

ok — kayt=i+ (k—1) yk=(z — ) Proa(2, ¥).

(') Die Monotonie von ¢,(z) kann auch aus der Ungleichung
r.aoy ~ o
(@) =

geschlossen werden, welche die logarithmische Konvexitit von ®Z(z) als Funktion

von r zum Ausdruck bringt. Denn letztere Eigenschaft hat die Tatsache zur Folge,
dass log @7 (x)/r = log®,.(x) nicht abnimmt.

daz
i log®r(z)= :—: P2 (z)g (logar:,c
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Aus (3.23) folgt leicht, wenn man dort die ersten p, Zahlen ay
gleich \/—:Z setzt, die darauf folgenden p, a; gleich VE, usw., die

Ungleichung
(Srevm) s
1

1
mit rationalen

rk=—1¥ (k=1,2, ..., 0, p1+...4+pp=1).
Somit wird in Verbindung mit (3.9)
(3.24) Zrkxk—— .z",}ég(@hk).

1 1
Das Uebrige folgt durch Grenziibergang der rationalen r, gegen
beliebige solche unter Beibehaltung der Bedingungen r;>>o0 und
ri+...+rp=1. Dass man nun aus (3.24) durch Addition die
Ungleichung

(3.25) Do(z +y) > Po(x) + Do (y)
gewinnen kann, ist wohl trivial und bedarf keiner weiteren
Erlauterung.

Der Uebergang zu der Integralform des Funktionals ®,(z)
geschieht ohne Schwierigkeit. Es bedeute z. B. J das Intervall
oLz<1 und N, die Gesamtheit aller in J stetigen, positiven
Funktionen f(z). Es sei ferner () ein Mass auf J mit

(3.26) [dp.(x):x.

Dann existiert fir jedes f € N. das Funktional
1

(3.27) @, (f) = {[ f<x>rdu<x>}'-
Sind f, g €N, so gilt z. B.
(3.28) O (f+8) > Pr(f) + Pr(g)-

Das Analogon von (3.28) fiir » = o, d. h. das Analogon von (3.25),
fihrt zu der klassischen Holderschen Ungleichung

(3.29) I]{ S r@an@ }'é S {li[fk(w)"}d#(z)-
1 1
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Der Fall r,= IE fihrt zu den klassischen Minkowskischen Unglei-
chungen
M (z+y)> M (z) + M (y) (o< r<n
bzw.
Mr(z+y) £ M () +M(y) (TLr<+»)
mit

M, (z) = 2] +...+ z}.

Als eine gute Orientierung fir den Leser kann, was die hier
(mit zum Teil neuen Methoden) entwickelten Ungleichungen und
Zusammenhinge betrifft, das klassische Buch von Hardy-Littlewood-
Pélya [1] dienen. Fiir'den Beweis des Hilfssalzes 2 und die damit
zusammenhingenden Gesichtspunkte vgl. man auch Dinghas [3].

4. Die Minkowskischen Funktionale V,. — Liegt ein Minkows-
kischer Halbmodal X vor, und ist (§z) (k=1, 2, ..., n) eine
endliche Menge von superadditiven Mengenfunktionalen iber X, so
ist @ (¢) ebenfalls ein superadditives oder subadditives Mengen-
funktional. Hierbei bedeutet ¢ den Punkt in E” mit den Koor-
dinaten Yy, ..., $,. Genauer gesagt, gilt der

Sarz 3. — Ist o Zr £ 1, 50 ist ®,.(§) ein superadditives Mengen-
JSunktional.

Beweis. — Es seien A, B € X. Dann gilt
$e(A+B) > $p(A) + i (B) (k=1,2,..., n)
und somit wegen

Pr(Y(A)+¢(B)) > 0-(Y(A)) + P-($(B))
Pr(4(A+B))> P ($(A)) + - (4(B)).

Entsprechendes gilt, wenn man anstelle von Summen Integrale
verwendet.
Eine wichtige Klasse superadditiver Mengenfunktionale iber dem
Halbmodul 2" liefern die sogenannten Steinerschen Koeffizienten.
Es bedeute S die Einheitskugel von E* und A’ eine beschrinkte
konvexe Punktmenge. Dann gilt nach Steiner [1]

(4.1) |A+AS| =i (’,:) Vot (A)RE,
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Die (Steinerschen) Koeffizienten V4(A) sind nicht negativ und in
Bezug auf die Transformation A -»21A(4>0) jedes Mal homogen
vom Grad k. Es zeigt sich, dass V,(A) gleich dem Jordanschen
Inhalt |[A| von A und 2V,_,(A) gleich der Oberfliche von A ist.
Ist A von der Dimension m < n, so sind samtliche Koeffizienten
Vi(A) mit £ > m gleich Null. Bildet man die Mengen

(A+28)+hS (A h>o0)
und
A (h+2)S,

so erhalt man'durch Vergleich der Koeffizienten in den entspre-
chenden Steinerschen Formeln (4. 1) die Gleichungen

]~

(4.2) Vi(A +28) = (:)VL..“(A)).P.

]

Hierbeiist k =o0,1,2,..., n—1.
Fenchel [2],[3] und A. Alexandroff[1],[2] haben u. a. bewiesen,
dass innerhalb der Minkowskischen Halbgruppe 2" simtliche Funk-

1
tionale V,(M)* (k=1, ..., n) superadditiv sind, d. h. die Eigen-
schaft
1 1
(4.3) Vi(A + Bk Vi(A)k + Vi(B)F

fur je zwei A, B € 2" aufweisen. Wie in den angefithrten Arbeiten
von Fenchel noch gezeigt wird, tritt hier das Gleichheitszeichen
dann und nur dann ein, wenn A, B homothetisch sind (also falls sie

durch Translation und Ahnlichkeit ineinander iibergehen).

Als Spezialfall dieser tiefgreifenden Untersuchungen von Fenchel
und Alexandroff hat man den

Satz 4. — Essei zeN und o <A<+ ow. Man setze

(4.4) fl (1 Aax) =i(z ) Sk(@) k.

Dann gilt fiir , y €N

(4.5) Si(z +y)Ex Se(a)k + Sk (k=1,2,...5n),
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und das Gleichheitszeichen tritt dann und nur dann ein, wenn die
Punkte x und y linear abhingig sind.

Satz 4 kann mit Hilfe von (4.3) folgendermassen bewiesen
werden : Es bedeute Q den Einheitswiirfel

(4.6) oLty L1 (k=1,2,...,n)

und II ein achsenparalleles Parallelotop, von dem angenommen
wird, dass zwei diagonal gegeniiberliegende Ecken in den Punkten
(0, ..., o) und (@4, ..., #,) liegen. Bildet man dann Il 4-AS
und II + 2 Q, so stellt man leicht fest, dass

Sk(2x) = ax Vi (II) (k=o0,1,...,n)

mit # -+ 1 von x unabhangigen Konstanten «, gilt. Das geniigt zum
Beweis von (4.5) und zur Erledigung der dazugehérigen Einzig-
keitsfrage. Die Steinerschen Koeffizienten V; weisen interessante
Eigenschaften auf, die in zwei Sitzen von Hadwiger [9] ihren
Niederschlag finden. Der interessierte Leser findet sowohl dort
als auch bei Hadwiger [2], [6], [8] und [12] eine ausgezeichnete
Darstellung der Theorie der additiven bzw. konkaven Eikorperfunk-

tionale. Wir kommen am Schluss des nichsten Kapitels darauf
zuriick.

B. Die Brunn-Minkowskische Abbildung und der Brunn-Minkows-
kische Satz. — Brunns fundamentales Ergebnis iber die Superad-
ditivitit der n-ten Wurzel des Inhalts einer konvexen Punktmenge
innerhalb des Halbmoduls 2" kann am einfachsten durch eine (der
Brunnschen verwandie) Methode erhalten werden, welche die
Superadditivitit des Funktionals @, (z) benutzt.

Es bedeute zunichst M einen konvexen Kérper von E7, der
mindestens einen inneren Punkt enthilt, und es sel

on(2) = ou(21, .-+ Zn)

die charakteristische Funktion von M. Man schreibe g7 (=)
fir ¢y (2) und definiere fir k =1, ..., n die Funktionen

glg—j (z) = g¥_1 (21, ..y Zk)
durch die Gleichungen

o
(3.1) & (@1, ey Tha) =[ (@, - .., Tas, ©) db.
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Es bezeichne jetzt M, den offenen Kern von M.  Man nehme ze M,
und bilde M, mit Hilfe der Gleichungen

Tk
(5.2) f EX (21, ooy Tk, ) A0 =Y (21, oo oy Zh—t) Tk

auf die Punktmenge
(8.3) T,: o<u<1 (k=1,2,...,n)

ab.
Die Abbildung M, <> T, ist ein-eindeutig und stetig. Ferner sind,
wie man leicht sieht, sowohl ;=17 (24, ..., 2:) (k=1, ..., n) als
auch ihre Umkehrungen zx= z (71, .. ., 1) in Bezug auf die jeweils
letzte Verinderliche monoton wachsend. Fir die Jacobische Funk-
tionaldeterminante
d.z-,
d‘ck

I(z|7) =

in M, findet man leicht

_ d.’L‘k gk_ _

st =L 12 [T % =

mit
-+

(5.4) gl“}:f eWdzy...de,=|M|.
Die Abbildung M, <> T, sollim folgenden als die Brunn-Minkowskische
Abbildung bezeichnet werden. Es seien jetzt A, B zwei konvexe
Punktmengen mit inneren Punkten. Man bilde beide Punkt-
mengen A , B, mit Hilfe der Transformation (5.2) auf T, ab und

schreibe kurz z*(z) bzw. z®(<) fur die Vektoren mit den Kompo-
nenten z} bzw. 2% (k=1, ..., n). Essei

(8.5) C={z|z=2a(t)=2xr(t) + 2B(7), €T, }.

Dann gilt CC A + B, und somit wird
A+Bl=[dzy...dz,> | ] dty...dt,
|A+Bl= [dn,...dews [l du...ds

Nun ist

I a-[]"”" I:I{gf,;' -,
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und mit Ricksicht auf (3. 25)

Ny (Y or @) =(1af+ )

Somit wird
1 1 1

(5.6) [A+BFx|A["+|B[.

Diese Ungleichung driickt den berihmten Brunn-Minkowskischen
Satz aus. Soll hier das Gleichheitszeichen eintreten, so muss
fir k=1, 2, ...,nundreT,

ghy _ 8k
LB =q 21
(8.7) gt 1y (2>0)
gelten.
Aus (5.7) folgt (durch Multiplikation der Gleichungen miteinander)

1 ]
| A’l" =q|BJ*
und mithin insbesondere

ado} o lday

n n
Al =Bl

Legt man den Schwerpunkt von A und B in den Nullpunkt, so
erhalt man leicht durch Integration das Ergebnis : Die Entfernungen
der Stiitzebenen von A und B gleicher Normalrichtung vom Nullpunkt

1 1

haben das konstante Verhaltnis [A [*: | B [*. Das hatdie Homothetie
von A und B zur Folge. Die Ungleichung (8.6) gilt auch dann,
wenn A, B in linearén Unterrsumen L™ bzw. L”s von der Dimen-
sion my < n, my < n liegen.

Die vorhin eingefiihrte Brunn-Minkowskische Abbildung gestattet,
den Brunn-Minkowskischen Satz leicht auf allgemeinere Punkt-
mengen zu iibertragen.

Es bezeichne X den Minkowskischen Halbmodul, dessen Elemente
sich als Vereinigung von endlich vielen n-dimensionalen, abge-
schlossenen, achsenparallelen Wiirfeln von E» darstellen lassen.
Hierbei kann ohne weiteres angenommen werden, dass die ver-
schiedenen Wiirfel keine inneren Punkte gemeinsam haben.

Sind N,, Ny zwei Elemente von X, die entsprechend die (nicht-
leeren) abgeschlossenen Punkimengen A, B von E» enthalten, so
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kann mit Hilfe der Brunn-Minkowskischen Abbildung ihrer offenen
Kerne auf T, und Wiederholung des vorhin entwickelten Verfahrens
ohne zusdtzliche Schwierigkeit die Ungleichung
1 1 1

(8.8 INA+Np|" > [Ny [* + [ Ng[*
bewiesen werden.

Man definiere jetzt den dusseren Jordanschen Inhalt J(M) ciner
Punktmenge M von E” durch die Gleichung

(8.9) T(M) = inf [[Ny| | Ny2M}.

Dann wird wegen
J(A+B)inf{ [N+ Ny| | Ny2A, Ny2B]
1 1 1
(5.10) J(A+B)*">T(A) + T(B)".

Liegt nun eine nichtleere Punkimenge M von E” vor und bedeutet
allgemein F eine abgeschlossene Menge von E», so wird bekanntlich
das innere Lebesguesche Mass L (M) von M durch die Gleichung

(8.11) L, (M) =sup{J(F)|FcM}

definiert. Beachtet man dann, dass mit zwei nichtleeren, abge-
schlossenen Mengen F; und F; die Minkowskische Summe F, 4 F,
ebenfalls abgeschlossen ist, so erhalt man leicht aus (8.10) die in
ihren wesentlichen Ziigen erstmalig von Lusternik [1] bewiesene
Ungleichung

(8.12) L,(A+B)"> L (A) +L,(B)".

Das eingehende Studium dieser Ungleichung wird den Gegenstand
des niichsten Kapitels bilden.

Als letztes soll noch fir eine Klasse von nichtkonvexen A und ein
konvexes B die Ungleichung (5.6) verscharft werden.

Es seien A€ X und B konvex. Man projiziere A und B auf die
Hyperebene z,—o und bezeichne mit A’, B’ die Projektionen
von A, B auf z,—o0. Man bilde jetzt A, und B, mit Hilfe des
Brunn-Minkowskischen Verfahrens auf den (offenen) Einheits-
wiirfel T, von z,=o ab, indem man lediglich dic n—1 ersten
Gleichungen (8.2) verwendet. Es bedeuten allgemein

v = (91, ¥2, .2y Yn—1, 0)
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einen Punkt von z,= o0 und d eine zur z,-Achse parallele Gerade
durch ¢. Dann gilt offenbar

(5.13) A+B=v{a*+br|zeA, yeB'}
mit
at*=d*nA, b =drnB.
Nun ist
]A+B|;f|cx|da:1...dx,,_,=.l,
[

wobei C! dhnlich wie C definiert wird und ze C' ist. Durch eine
leichte Ueberlegung ergibt sich dann die Ungleichung

B\
J;f{ <gk—- g;;’)}lc-'g(f)ld‘cl...dtn-—-l'
8% A

Hierbei bedeutet | ¢ | die (Jordansche) Linge von

et = d*v n (A + B).

Der Rest dieser Nummer beschaftigt sich nun mit der Aufgabe, far
die Grosse | cf™ | cine scharfere Abschitzung als die triviale

e | > ghoy + 834
abzuleiten.

Derivition. — Es bedeute o eine feste Richtung. Ist dann A
eine nichtleere Punktmenge von Er, so soll [A]* die kleinste
abgeschlossene Menge mit folgender Eigenschaft bezeichnen :
Sind z, y zwei Punkte von A und ist die Strecke Ty parallel
zu a, so ist diese in [ A]* enthalten.

Die Punktmenge [A]* (Dinghas [4]) heisst die konvexe Hille
von A in der Richtung «. Ist A konvex, so gilt fir jede Rich-
tunga [A]r=A

Esseienjetzt A € X undnichtnotwendigerweise konvexund Bkonvex
mit inneren Punkten. Dann enthall [A]*— A (a = z,) bei passender
Wahl der z,-Achse eine Menge Ry, deren abgeschlossene Hiille R,
eine zusammenhangende wirfelfsrmige Menge aus X ist. Wihlt
man Ao (ko> o0) hinreichend klein, so kann man ein R € X finden
derart, dass R + 2B in R, enthalten ist.
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Man beziehe jetzt B auf seinen Schwerpunkt und bezeichne bei
der Abbildung A, <+T, mit T diejenige Teilmenge von T, deren
Bildpunkte auf die Projektion R’ von R auf die Ebene z,= o fallen.

Dann gilt offenbar

e > gh_y+hgh  +ch

mit einer nur von der Beschaffenheit von B abhingigen, positiven
Konstante . Wendet man nun das vorherige Verfahren an, so
erhilt man leicht

1 1

n
|A+hB|;<|A|"+h[B|"> + hal,

mit
Joé gA% d‘ti “en d‘t,l_g.
T, 6n—1
Geht man jetzt zu den Koordinaten 2y, ..., Z,_4 zuriick, so findet
man
Jo=fdx,...dx,,_.,=|R'|
R
und somit
1 1\n
(5.14) |A+hB|>(|A|"+h|B|") +ha|R'[.

Die Verallgemeinerung dieser Ungleichung auf bestimmte Klassen
kompakter Punkimengen A kann folgendermassen geschehen :

Man bilde mit einem hinreichend kleinen &> o die Aussen-
menge A¢ in der Entfernung ¢ und withle N(N € X) so, dass NC A®
gilt. Die spiter ausfihrlicher zu definierende Punktmenge As
(Cantor-Minkowskische Konstruktion) wird bekanntlich durch die
Gleichung As= A - ¢S erklirt, wobei der Mittelpunkt der Einheits-
kugel S im Nullpunkt des Koordinatensystems liegen soll.

‘Wir verwenden die Hilfssatze :

Hivessatz 1 (Behrend [1]). — Ist M beschrdnkt, so hat die
Menge M*(0 << h <<+ ) einen Jordanschen Inhalt.

Hivrssarz 2 (Behrend [1]). — Ist A beschrdnkt und B konvex, so
hat A + hB(o < h <+ ) einen Jordanschen Inhalt | A 4 hB]|.
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Hwrssatz 3. — Es bezeichne kurz A: die Aussenmenge
A +eS(e>0) in der Entfernung e. Dann gilt

(8.15) lim | A< =T (A).

Mit Hilfe dieser Sitze, deren Beweis in 12 nachgeholt wird, lasst
sich aus (5.14) folgende Verschirfung der Brunn-Minkowskischen
Ungleichung ableiten :

Es seien A kompakt und B konvex. Enthilt [AJr—A fur eine
Richtung « einen inneren Punkt, so gilt far kleine 2 > o

1 1\ n

(8.16) I(A+hB);(I(A)'7+hI(B)7> + kh
mit einem &k > o.

Die Bedingung, dass [A]*\ A einen inneren Punkt enthalten soll,
kann hier durch eine wesentlich schwichere ersetzt werden. Wie
der Leser aber selbst merken wird, lisst sich der allgemeine Fall
zweier beliebiger nichtleerer Punktmengen auf diesem Wege schwer
lésen. Somit wird das Ziel des nichsten Kapitels vorerst sein, die
Brunn-Minkowskische Methode geeignet zu vertiefen und zu verall-
gemeinern.

Die Literatur éiber den Brunn-Minkowskischen Satz (5.6) istsehr
gross. Nachdem Brunn in [1] und [2] die entscheidende Idee der
Abbildung von A auf B durch gleiche Inhaltsverhilinisse geliefert
und die Ungleichung (8.6) (fur n =2 und 3) bewiesen hat, hat
Minkowski [1] die allgemeine Theorie der konvexen Kérper in E3
in einer Reihe gross angelegter Abhandlungen aufgebaut. Der
allgemeine Fall von (8.6) fir ein beliebiges n wurde zugleich mit
methodischen Vereinfachungen des Minkowskischen Verfahrens von
H. Kneser und Siiss [1] behandelt. Die grosse Abhandlung von
Favard [1] bringt einc allgemeine Theorie der konvexen Korper
von En.  Alle Beweise von (3.6), welche den Brunn’schen Gedanken
als Ausgangspunkt nehmen, verwenden mit Ausnahme des sich auf
einen Gedanken von Erhard Schmidt stitzenden Beweises von
Dinghas [2] die vollstandige Induktion. Den ersten Schritt, die
Brunn-Minkowskische Methode auf nichtkonvexe A zu iibertragen,
machte Dinghas [1], indem er (5.6) fir kompakte A und kon-
vexe B ([1], Fussn. 13) bewies. Einen in manchen Punkten verein-
fachten Beweis des Haupiresultates von Dinghas [1] bringt die
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Arbeit von Dinghas und Erhard Schmidt [1]. Dort werden die
Rechnungen der Einfachheit halber wieder fiir B=XKugel durch-
gefuhrt. Eine explizite Darstellung des Falles B-konvex gibt
u.a. Buseman[1]. Der (schwierige) Uebergang zu nichtkonvexem B
unter Verwendung Minkowskischer Methoden gliickte zuerst Hen-
stock und Macbeath [1]. Eine ausfihrliche Literaturangabe tuber
den klassischen Brunn-Minkowskischen Satz bringen Bonnesen [1 ]
und Bonnesen-Fenchel [1] sowie Blaschke [1]. Uecber neucre
Arbeiten berichten ausfiihrlich die Monographien [9] und [12] von
Hadwiger.

ZWEITES KAPITEL

Der BRUNN-MINKOWSKI-LUSTERNIKSCHE SATZ UND SEINE VERALLGEMEINERUNGEN

6. Allgemeine Begriffsbildungen. — Es sei M eine nichtleere
Punktmenge von E*. Man setze fir ein ze M

(6.1) o (2|M)=L,(MnS8})/|S5|
Dann heisst z ein innerer Dichtepunkt von M, falls

limo.(z | M) =a(x|M) =1
e>0

gilt. Die dusseren Dichtepunkte werden analog definiert.
Derivition. — Die Menge

(6.2) M,={z|zeM, g(z|M) =1}

wird der (innere) Dichtekern von M genannt.

Sarz B (Henstock-Macbeath [1]). — Die Menge M ist messbar,
und es gilt

(6.3) L(M,) =L, (M).

Ueber die gegenseitigen Beziehungen zwischen den (inneren)
Dichtekernen von A,Bund A + B haben Henstock und Macbeath [1]
u. a. folgenden Satz bewiesen :
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Sarz 6. — Es gdlt stets
(6.4) (A +B),2A,+B.

Diese Sitze bleiben auch dann richtig, wenn man L, durch das
dussere Mass L* und M, durch die Menge

M'={z|zeM,5(z|M) =1}
ersetzt.

‘Wir skizzieren hier den Beweis von Henstock und Macbeath.

Es bedeute V den Mengenverband aller Borelschen Mengen von E~.
Bekanntlich (Halmos [1]) fallt V mit den o-Ringen zusammen,
welche entweder durch die Klasse @& aller offenen Punkimengen
von E” oder durch die Klasse § aller abgeschlossenen Punkimengen
von E~ erzeugt werden. Bedeutet L das Borelsche Mass in E”, so
1st

(6.5) L,(M)=sup{L(F)|FcM, Feg |,
und
(6.6) L*(M) = inf {L(G)|G2M, Ge® |.

Eine Borelsche Punktmenge K heisst ein massgleicher Kern von M
(Halmos [1]), wenn :

1. K € M gilt und
2. fiir jede Borelsche Teilmenge G von M —K, L(G) = o ist.

Aus der Definition des massgleichen Kerns folgt ohne Schwie-
rigkeit : Ist E messbar, so ist KN E ein massgleicher Kern fir M nE.
Nun beweist man (Halmos [1], S.59) :

1. Ist K ein massgleicher Kern von M, dann ist L(K) =L, (M);
2. Sind K4, K, zwei massgleiche Kerne von M und

(Ki, Kg) = Kj_ vK,— K1 n Kg,
so gilt L(K,,.K,)=o.
Ist E wie vorhin messbar, so folgt daraus

L(KnE)=L,(MnE)
und somit auch
L(KnS) =L, (MnS%).
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Letzteres Resultat hat die Gleichung K = M, zur Folge. Der weitere
Verlauf des Beweises stiitzt sich auf den klassischen Salz von
Lebesgue (vgl. z. B. Saks [1],S.129), wonach K —K_ das Mass Null
hat (*). DanunL(K) =L, (M)ist, so folgt daraus L, (M) = L(M,)
und somit auch der Beweis von (6.3). Die Gleichung L(M*) =L*(M)
lasst sich analog beweisen.

Zum Beweis von (6.4) nehme man z €A + B an. Dann gilt

z=k]im {yr+x|zeA,, yreB, k=1,2,...}.
> o
Daraus folgt
L,(S;n(A +B)) =klim L,(yx+ Szn (A + B))
> »

> Jim L, (72+ Sz (i+ A)) = L (S50 A).

Lisst man jetzt ¢ > o konvergieren, so erhalt man z € (A 4+ B),.

An dieser Stelle sei noch hervorgehoben, dass Henstock und
Macbeath den Satz B sowie auch den Satz 6 fir lokal kompakte
Gruppen formuliert und bewiesen haben, letzieren fur solche, fir
die der Vitalische Ueberdeckungssatz gilt. Dabei ist L, durch das
entsprechende Haarsche Mass zu ersetzen.

7. Der Satz von Brunn-Minkowski und Lusternik. — Wie schon
erwahnt, hat Lusternik die Ungleichung (5.8) als erster unter
Zugrundelegung des Lebesgueschen Integralbegriffs fiir beliebige
nichtleere messbare Punkimengen von E” verallgemeinert und mit
Hilfe von Symmetrisierungsmethoden, die auf Steiner und Schwarz
zuriickgehen, bewiesen. Unter Symmelrisierung versteht man im
allgemeinen eine bestimmte (geometrische) Operation w, die einer
Punktmenge A die Punktmenge w A zuordnet, die gewisse Symmetrie-
eigenschaften aufweist und dasselbe (Lebesgue’sche) Mass besitzt.
Der durchschlagende Erfolg eines solchen Verfahrens ist allerdings
darin zu erblicken, dass ein zweites Funktional (etwa die Oberﬂéich.e)
bei der Abbildung A — wA nicht vergrossert wird. Es gelingt
dann durch Anwendung abzihlbar vieler Symmetrisierungen
wp(n=1, 2, ...) und Heranziehung von Methoden der Funktional-

(') Bei den Beweisen von Saks sind die dort verwendeten Wiirfel durch Kugeln
zu ersetzen.
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analysis, eine konvergente Teilfolge von (w,A) zu konstruieren,
deren Grenzmenge die gesuchten Extremaleigenschaften hat. Auf
eine ausfiihrlichere Darstellung der wichtigsten Symmetrisierungs-
verfahren kommen wir im nichsten Kapitel zurick.

Henstock und Macbeath [1] haben dem Lusternikschen Satz
folgende scharfe Formulierung gegeben :

Sarz 7. — Sind A, B zwei nicht leere messbare Punktmengen
von E, so gilt
1 1 1

(1.1) L,(A +B)" > L, (A)" + L(B)".

Ist insbhesondere L, (A) > o, so gilt sogar

1 1 1
(1.2) L,(A +B) "~ L(A) + L(B)".

Entsprechend gilt, falls nur L*(A) > o ist,

1 1 1
(1.3) L*(A +B) > L*(A)" + L(B)".

Fragt man nach der Struktur der Punkimengen A und B, fir die
in den Ungleichungen (7.1), (7.2)und (7.3) das Gleichheitszeichen
eintritt (Einzigkeitsfrage), so kann man beweisen :

Sarz 8 (Henstock-Macbeath). — Es bedeute allgemein [M] die
konvexe Hiille von M und M' die Menge E*\M. Ist dann
o <<L(A)L(B) <<, so tritt in (T.1) das Gleichheitszeichen
dann und nur dann ein, wenn :

1. L([A]nA")=L([B]nB') =o ist und
2. [A] und [B] homothetisch sind.

Ist L(A)=o0, o <L(B) <<+ und gilt in (7.1) das Gleich-
heitszeichen, so besteht A lediglich aus einem Punkt. Diese
Bedingungen sind auch hinreichend.

Ueber den Fall L(A) = L(B) = o ist nichts bekannt. Die dafiir
von Lusternik gestellte Forderung L(A+B)=o0 (zumal die
Messbarkeit von A + B aus der Messbarkeit von A und B nicht folgt)
ist insofern unbefriedigend, als sie iiber die Beschaffenheit von A, B
keine Aussage licfert.
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Der Beweis, den Henstock und Macbeath tiir diesen Satz gegeben
haben, verwendet die alte Methode von Brunn iiber die Zuordnung
von Parallelschnitten mit Hilfe gleicher Volumenverhaltnisse. Wie
diese geniale Idee von Brunn allgemeinen Punktmengen angepasst
wird, soll der Leser in der nichsten Nummer erfahren.

8. Der Henstock-Macbeath’sche Beweis des Lusternikschen Satzes.
— Ist E» durch die (cuklidischen) Koordinaten ¢4, .. ., ¢, gegeben,
so soll E, (k=1, 2, ..., n—1) den Teilraum ¢\, =...=v,=0
bedeuten. Ferner soll E,_: (x4, ..., 1) (kiirzer E._;) bei vorge-
gebenem (4, ..., ,) den lincaren Unterraum von E" darstellen,
dessen Punkte (¢4, ..., ¢,) den Gleichungen

V)= L), V)= &>, . Of = I}

geniigen. Die Indizes n—A bzw. k, welche hier die Dimension
des betreffenden Unterraumes bedeuten, sollen zugleich auch die
Dimension des verwendeten Inhalts bzw. Lebesgueschen Masses
bestimmen. Danach soll z. B. L,(M) (k=1, ..., n) zum Aus-
druck bringen, dass1)M in E* bzw. E, liegt und 2) dass M Lebesgue-
messbar mit dem Lebesgue’schen Mass L, (M) in Bezug auf E* ist.
Entsprechendes soll fur die Schnitte M, ,=MnE,_, gelten.
Versteht man unter Eq den Punkt (zy, ..., z,), so soll Lo(MnE})
die charakteristische Funktion ¢y (2. ..., 2,) bedeuten.

Es bedeuten nun fi(z), fo(x) zwei auf E! definierte, eindeutige,
nichtnegative, endlichwertige Borel-messhare Funktionen, die aus-
serhalb eines bestimmten Intervalls verschwinden. Man selze im
Einklang mit dem klassischen Brunn-Minkowskischen Kunstgriff

(8.1) .I'L(T)=infj(.l‘ f_:f"(t)dt\:-:Fk},
mit
(8.2) F =f+af3(x)d.l: (k=1, 2)

und 0 Z 11
Man bestitigt leicht :

1. Die Funktionen z;(7) sind im Intervall To=1e, 1) eigenitlich
monoton;

MEMORIAL DES SC. MATH., — Ne 149, 3
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2. Setzt man
(8.3) Zo(7) = &1 (%) + 22(7),
so gibt es fiir jedes uo € Xo= X (T) einen und nur einen Punktz, € T,
derart, dass o (7o) = wo wird.

Nachfolgender fundamentaler Satz geht auf Henstock und Macbeath
zuriick :

Sarz 9. — Man setze allgemein
Si(2) + SN fi(2) () >0,
8. H(x,))=
& =7 A AG) =0

und definiere die Funktion fo(u)(ueXo) durch die Gleichung
Jo(u) = H(zi (), 2+ (7)).
Dann gilt fiir Jedes o <a <<+

1 1

(8.5) ([+afo(zt)1 du)m§<[+”f1(x)“ da:)m-H
+<f+hf,(x)“ dx)m

Der Beweis stiitzt sich auf folgende Hilfssatze :
Hivessarz 1. — Fiir jede Borelsche Teilmenge E von T, gilt
(8.6) Ll(-'l'o(E))=L1(1‘1(E))+L1(1‘2(E)).

Hivrssarz 2. — Es gilt
8. Li(E)= = xrde  (k=1,2)
(8.7) AR (
sofern Fy> o, Fa> o ist.

Damit der Leser nicht auf die Arbeit von Henstock und Macbeath
zuriickzugreifen braucht, gebe ich hier kurz die Beweise dieser
beiden Hilfssitze wieder und ziehe daraus den Schluss (8.5). Dabei
nehme ich F, F;>> o0 an, da ja (8.5) trivial ausfillt, sobald mjin-
destens eine dieser Gréssen verschwindet.
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Der Beweis des Hilfssatzes 1 wird so gefiihrt :

Es sei zunachst z,(7,) ein beliebiger Punkt von z,(E) und A ein
offenes Intervall, das diesen Punkt enthalt. Man bilde die Gréssen

T=inf {t]|pe(z) €A}
und
T=sup{t|xo(r)€A}

und bezeichne die abgeschlossenen Intervalle [z, 7] bzw. [z (z + o),
Zo(T—o] durch N° bzw. J°. Die entsprechenden Intervalle fir
ein A, das einen Punkt von z, (E) bzw. von z, (E) enthalt, bezeichnen
wir mit N? bzw. N2 und J* bzw. J2.

Es sei jetzt G, eine offene Ueberdechung von zo(E), die aus den
offenen punktfremden Intervallen A} (k =1, 2, ...) bestehen moge.
Man konstruiere die Intervallfolgen (J%) (k=o0, 1, 2;s=1, 2, ...)
und betrachte die Vereinigungen

IL=UJ{; (k=0, I, 2).
s=1

Dann erhilt man nacheinander

1. Li(J3) =Li{J}) + L (J3),
2, zo(E)YNAY = 2y (E)nJ?
und
3. Li(Go) > Ly (Iy) = Ly (L) «+ Ly (I).

Somit wird wegen

Li(#1(11)) + L1 (22 (12)) > Li(#1(E)) + L1 (22(E)),
Li(20(E)) > Li(#1(E)) + Ly (22 (E)).

Es seien jetzt Gy bzw. G, zwei (offene) Ueberdeckungen von z, (E)
bzw. z3(E). Man ersetze jedes Intervall AX(k =1, 2; s =1, 2, ...)
durch die Intervalle J* und beachte, dass '

me={_J¥t  (k=1,2)
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die Menge z;(E) iiberdeckt. Bildet man die entsprechenden Inter-
valle N*, so iiberdecken

M=UN, n=UN
s s

die Menge E, und somit gilt E € N, A N,.

Geht man nun von den (abzahlbar vielen) Intervallen von Ny A N,
aus, so erhilt man durch Rickverfolgung des Prozesses abge-
schlossene Intervalle, deren Vereinigung die Mengen P!, P2 und Po
erzeugen, welche z4(E), #;(E) und 2,(E) tberdecken. Wegen
M2 Ph(k=1, 2) gilt

Li(#0(E)) < Li(P?) = Li(P!) + Ly (P?) < Ly (M') + Ly (M2),
und somit wegen
Li (M) + L, (M2) = L, (G) + L, (G2)
durch Grenzibergang
Li(20(E)) < Li(#1(E)) + Ly (22 (E)).

Das beweist den Hilfssatz 1. Der Beweis des Hilfssatzes 2 kann
offenbar als erbracht angesehen werden, wenn man (8.7) fir k =1
und E = (7o, 71) beweist. Nun ist

I 4-"-‘1("-'1)f
Li(E)=t—1t= = 1(x)*dre
Fl ‘/1'1(70)
1 v (T) d 1
= — (x)*dx + ——f z)* dx
F, 2, 1%a) i Z F, ;vfl( ’

wobei J, die hochstens abzihlbar vielen Intervalle bedeuten, welche
die Punkte von z,(70) < 2 < #,(71) enthalten, die bei der Abbil-
dung (8. 1) nicht erfasst werden. Da fiir jedes solche Intervall das
zugehorige Integral verschwindet, so gilt

(8.8) Li(E) =t — o= bi'f fi(z)e de.

z, (E)

Nach dem Beweis der beiden Hilfssatze von Henstock und Macbeath
ist der Beweis des Satzes 9 relativ einfach. Zunachst folgt aus dem
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Hilfssatz 2, dass die Punkimengen

Ei={z|fi(z(z)) =0}, (k=1,2)
das Mass Null haben.

Es bedeute nun bei gegebenen Y1>>0, 12> 0 E die r-Menge mit
der Eigenschaft

(8.9) NEfi(@ () £+ (:>o0,h=1,2).

Dann gilt fur k=1, 2

L(B) =g [ JH@ &= g+ 02 (a(E),

und somit wird
Li(2o(E)) = Li (21 (E)) + Li(22(E)) > (1+ &)~ (Fyy7% + Fo13%) Ly (E).
Bericksichtigt man nun die Tatsache, dass wegen (8.9)

So(@o(?)) > vi+7v» (z€E)
ist, so erhalt man

Se(z)de > (v1+12)* Li (2o (E),,
e (E)
also

®10) [ fE(2) e ()0 (i 10)* (Fayioos Forsd) L (E).
xo (E)

Um den Ausdruck rechts nach unten abzuschitzen, setze man in der
Ungleichung (3.25) n = 2 voraus und nehme

Zy=Y1, J1=7Y; 2=F177%  n=Fyy3*

Dann wird
1 1 1

&€
(rio ¥2)* 1 (Fir7? + Fays®) P+ o B35 4 FF0,

also
N
f f;,‘(z‘)dwé(l—l—s)-“{FfH + F"‘*‘} L, (E).
o (k)
Es bezeichne jetatE,, |, (ry, ra=o0, =1, + 2. ... ) die Mengen (8.8)
mit

H=(+n, = (14
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Dann ist wegen Ly (E;) =L, (E;) = o und

T0=‘ ’ErlerUE’UEo

Tils

D Li(Enpn) =Li(To) =1,

Tyle
und infolgedessen gilt
L i ja
f fgm;Zf fgdx;_(we)—a{l«*? '+F°‘*’%
%o (To) riry s Yo(bry[ry)

Lasst man hier ¢ > o konvergieren, so erhiilt man

{1
f fi(z)de s | FE L FE
2 (To)

I 1 %1+1

R

d. h. den Beweis des Satzes 9.
Man nehme jetzt an :

1. Die Mengen A, B sind Fo-Mengen und (also auch A -+ B)
sowohl selbst als auch jeder ihrer Schnitte durch eine Hyperebene
Borel-messbar. [ Bekanntlich enthalt jede messbare Punktmenge M
eine F;-Menge mit dem (Borelschen) Mass L, (M).]

2. Es bezeichne EZ_, die Hyperebene z,—x. Wir nehmen
a=n—1 an und setzen ANE?_, = A~ und

(8.11) Sr7 (@) =Laes (A7),  f27'(x) = Loy (B®).
Dann wird

L(A):fﬂ Lns (A%) dz, L(B)=f+” Lo,y (B*)dz

und

L,(A+B) éf-'-wfo(w)dm.

Es sei nun angenommen, dass der Lusterniksche Satz fir die Dimen-
sion n—1 gilt. Dann folgt aus

1 1 1
Ly (A=(®) 4 B(0)n=T { Ln—s (A*®)*~1 4 L,_, (Bx(®)"—1 }
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durch Anwendung des Satzes 9 die Ungleichung

1 1yn

(8.12) L.(A+B)\£{L(A)H+L(B)T’)

Auf diesselbe Weise lassen sich alle tbrigen Aussagen des Satzes 7
beweisen.

Henstock und Macbeath haben aus ihrem Satz 9 noch folgenden
Schluss gezogen : Man definiere die Funktion go(2) durch die
Gleichung

(8.13) &o(z) =sup { H(xy, &) | &1+ &> =2 }.

Dann gilt der Satz :

Sarz 10. — Ist fo(z) eine Borel-messbare Funktion, die der
Ungleichung
(8.14) Jo(2) > go(2)

geniigt, so ist
1

(8.15) ([+”fg(x)dx)a+lé <[:nf=;(x)dx)?%
+ (f_:afa‘(x)dx)m

Wie wir in 10 zeigen werden, lassen sich aus den Satzen von
Henstock und Macbeath allgemeinere Folgerungen ziehen.

9. Der Henstock-Macbeath’sche Einzigkeitssatz. — Der Ein-
zigkeitssatz 8 tir den Fall linearer Punktmengen lisst sich leicht
beweisen. Dabei geniigt es, lediglich Punktmengen A, B mit
Li(A)>o, Li(B)>o0zu betrachten. Ferner siecht man ohne
weiteres ein, dass L;(A + B)=ow wird, sofern eine der beiden
Punktmengen nicht beschrankt ist. Es seien jetzt A, B beschrinkt
und es sei [B]n (B)' @ (*). Dann enthalt diese Menge ein
Intervall(¢, ¢ + ©) mit teB.

Man setze

a=inf{z|zxeA,}

(*) [B] ist, wie bereits erwahnt, die konvexe Hulle von B.
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und betrachte das Intervall J =[«, @ +¢] mit einem &> o0 und
wahle x €A, derart, dass z << » 4 ¢ ausfallt. Es bedeute A, den
Teil von A, der im Intervall J=(«, a2+ u) enthalten ist. Nun
bilde man die Summe A, + B. Ist dann 2o €J, so zeigt eine ein-
fache Ueberlegung, dass diese Menge folgende Punktmengen enthalt,
von denen je zwei einen Durchschnitt hochstens von der Linge ¢

haben :
1. Die Menge z+ B vom Mass Ll(ﬁ);
2. Die Menge ¢ +- A; vom Mass L, (Ay)>o0und
3. Die Menge £+ A, vom Mass L,(A)=L,(A). Hierbei
wird B durch die Gleichung
f=supi{xr|re B!
definiert.

Daraus folgt
Li(A,+B) > Li(A,) +Li(B) +Li(\)—3e¢,
also durch Grenziibergang ¢ — o
(9.1) Li(A,+B)xL(A,) + L (B) + Li(A).
Somit haben wir das Ergebnis : Es kann nur dann
(9.2) Li(A,+B)=L,(A,) +L(B)

gelten, wenn [B] A (B)' leer ausfullt, d. h. wenn B eine Strecke ist.
Jetzt zeigt aber eine leichte Analyse der Bildung von A+ B, dass (9.2)

im Falle, wo B cine Strecke ist, nur dann gelten hann, wenn [A]ln(A)
leer ist. Somit sind dic Bedingungen

(9.3) [Aln(A) =[BIn(BY =0
fur die Giiltigheit von (9.2) notwendig. Dass sie aber auch hinrei-

chend sind, ist trivial und bedarf keiner weiteren Erklarung.

Der Uebergang von (9.3) zu den Bedingungen 1) von Satz 8
wird durch Heranziehung der Satzes 6 bew erhstelligt.

Fir n>1 ist der Einzigheitsbeweis homplizierter. Man zeigt
zunachst (Henstock-Macbeath [1]) : Ist A eine F,-Menge, B abge-
schlossen und gilt 0 <L(A)L(B) <+ o, so ist B* fir jedes
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x € zg(Ta) (*) nichtleer. [Esbezeichne in der TatJ, (k=1, 2, ...) die
(abgeschlossene) Teilmenge von B, derenPunkte ¢ine n-te Koordinate

x, € [x—— %, x -+ Zl] haben. Dann gilt

x4y
L3 =f Loy (B dt > o,
Ty

und somit kann die Menge Bz=—( \J, nicht leer sein.
8
1

Wir fithren jetzt mit Henstock und Macbeath folgenden Begriff
ein : Es sei ¢ = (0, ¢2, ..., ¢,) cin Punkt der Ebene ;=0 und I,
die Gerade zy=v,, ...,2,=v,. Ist dann P eine (beschrinkte)
Teilmenge auf /,, so soll P, die Menge der inneren Dichtepunkte von
P in Bezug auf /, bedeuten.

Wir betrachten jetzt eine beliebige (beschrinkte) Punktmenge A
von E” und sagen, A habe die Eigenschaft K (in E), falls auf einer
Menge V von ;= o vom positiven Mass die Mengen (An /), (v€V)
nicht konvex sind. Die Bedeutung dieser Begriffshildung geht aus
folgender Tatsache hervor (Henstock-Macbeath [1]) :

Hat A die EigenschaftK, so kann in den Ungleichungen des Satzes 7
das Gleichheitszeichen nicht eintreten. Die Behauptung ist fiir 2 =1
offenbar richtig. Ist n>>1, so folgt zunichst aus der Gleichung

+ o
f Lui (A7) die = f Laei (A%) dr,

— e xp (To)

dass, falls A in E# die Eigenschaft K hat, A die Eigenschaft K aut
einer Punktmenge von E! von positivem (linearen) Mass hat. Es
bedeute T, die Teilmenge von T, fir die K*\® die Eigenschaft K
hat. Dann gilt

Li(£0(T1)) > Li(2,(T1)) >0,

und somit geniigt es zu zeigen, dass firre T,
Loyt (C200) > f07" (20(7))  (7€Ty)

ausfillt, sofern man f; und f, durch die Gleichungen (8. 11) definiert
hat.

(') xg (T,) iibernimmt hier die Rolle von z,(T,).
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Hat B®s" ein positives Mass, so folgt die Behauptung durch
Induktion unter Beriicksichtigung der Ungleichung

Cx+) 2 A+ O (C=A+B).

Ist L,_4 (B*'")=o0, dann folgt wegen H(z,(7), x5(zr))=o0 die
Ungleichung

L‘ (C‘T"(ﬂ) > Ll(A‘zA(ﬂ) > o.

Jetzt beweist man mit Henstock und Macbeath : Hat die Punkt-
menge A bei jeder Wahl des Koordinatensystems die Eigenschaft K
nicht, so muss sie konvex sein. Es seien in der Tat x, y zwei
Punkte von A und es sei o <<2<C1. Man setze s =iy +(1—})x
und nehme an (was keine Einschrankung der Allgemeinheit bedeutet),
dass z im Nullpunkt liegt und y den Punkt (1, o, ..., o) darstellt.
Es bedeute M den n-dimensionalen achsenparallelen Wiirfel mit dem
Mittelpunkt # und der Seitenlange ¢ > 0. Man setze

My=MnA, My=(M+y)nA und M.=(M+3)nA

und wahle 0 <<¢ <<A <<1—e¢. Dann sind M, M + y, M + z punkt-
fremd. Es bedeute «v; die Projektion von M auf z; = o und ¢ eine
positive Zahl (o <0< ;—) ‘Wahlt man ¢ geniigend klein, so gilt
fur e << e

L(Mz) > (1—38)er,  L(My) > (1—3) s
und somit hat mindestens eine der Teilmengen
{o|Li(lonMg) >0}, {¢|Li(ZnM,)>o0}

ein Mass > (1—d)e"*. Somit hat die Menge L. € (v, auf der beide
Ungleichungen gelten, ein Mass > (1—2 8)e#~1. Hat also A die
Eigenschaft K nicht, so ist (An/)" konvex fiir fast alle veL
und somit L,(l)nM.)>c¢ fiur fast alle veL. Es gilt daher
L(M.)> (1—29d)e", also z€A,.

Man nehme jetzt an, es gelte fiir zwei beschrankte F;-Mengen A, B
mit o < L(A)L(B)

1 1

(9.3) L(C)*=L(A)"+L(B)" (C=A +B).
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Dann kann man der Reihe nach zeigen :

1. A, ist konvex;

2. ACA, und

3. (_AT), (B,) sind zueinander homothetisch. Denn ist 1 falsch,
so muss mit Riicksicht auf die vorherigen Entwicklungen

1 1 1

1 1 1
L(A+B)*>L(A,+B)" >L(A,)"+L(B)" =L(A) +L(B)"

gelten, was (9.3) widerspricht. Es sei jetzt 2 falsch. Dann gibt
es ein ¥ €A und eine Hyperebene E*~' (die man ohne weiteres als

die Ebene ;= o annehmen kann), die y von (A") trennt, und zwar
so, dass yy << o und z;> o fir alle z€ A gilt. Es sei
v=inf{x |xeB, r=(z1, ..., 22)}
und B, der Teil von B mit
y<xon<<y—n.
Dann enthalt A + B, die (punktfremden) Mengen y + B,, A+ B..
Somit wird wegen L(B,) > o
1 1 1
L(C)*~L(A +B,)" >L(A,+B,)"
1 1 1 1
> L(A,)" +L(B,)" =L(A)" +L(B)".
Der Beweis, dass die Gleichung (9.3) fir konvexe A, B dann und
nur dann gilt, wenn A, B homothetisch sind, ist klassisch (Man vgl.
z. B. Minkowski [1], H. Kneser und Siiss [1], Bonnesen-Fenchel [1])
und wird hier nicht ausfiihrlich wiedergegeben werden.
Den letzten Teil des Satzes 8 beweist man folgendermassen : Man
nehme gegen die Behauptung an, A enthalte zwei Punkte z, y (232 y)
etwa (0, 0, ...,0) und (0,0, ..., 0, 1). Dann gilt

Cx 2 Bx yB—1,
—+c0
L(B) =f Ln—i (B®) dz
und somit wegen

~4-00
L(A+B)> [ Max{Los(Be), Laey(Bo=) }da
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stets L(A +B) > L(B), sofern nicht L,_;(B*) =L, (B*!) fir fast
alle z ist. Ware nun dies der Fall, so miissle

A+l Al
L,,_,(Bw)dz_—./ L. (B¥)dz  (m>o)

m o

gelten, was nur die Moglichkeiten L (B)= o oder L(B)=co zulisst. Die
Arbeit von Henstock und Macbeath stellt eine wesentliche Verallgemei-
nerung und Vertiefung Brunn-Minkowskischer Methoden dar. Von
den unmittelbar vorangehenden Arbeiten, die mit Hilfe dieser Metho-
dentberden Fall A,B=konvex hinausgingen, sind hier die Arbeit von
Dinghas [1] und Dinghas und Erhard Schmidt [1] wie auch die
Arbeit von Buseman [1] zu erwahnen. Die beiden zuerst erwiihnten
Arbeiten erledigen das Problem : A kompakt und B Kugel, die dort
angewandten Methoden (Man vgl. Dinghas [1], Fussn. 13) und
Buseman [1]) gelten unverandert auch fir : A = kompakt und B
konvex. Von den spateren Arbeiten sind hier noch die Arbeiten vorr
Ohman [1] zu erwahnen. Auf die Arbeit von Hadwiger [4], der
-ahnlich wie Lusternik die Ungleichung (8. 11) mit Hilfe wiederholter
Symmetrisierungen beweist, komme ich im ndchsten Kapitel zuriick.

10. Relativmass von Punkimengen und allgemeine superaddi
tive Mengenfunktionale. Verallgemeinerung des Lusternikschen
Satzes. — Es sei X ein Minkowshkischer Halbmodul, erzeugt durch
eine bestimmte Klasse von nichtleeren, beschrankten Teilmengen
von E”. Man nehme an, dass zu jedem A€X eine Punktfunk-
tion g, (x) mit folgenden Eigenschaften existiert :

1. 0L g () < +x;

2. Die Funktion g,(2z) ist translationsinvariant. Das soll
bedeuten : Geht A® durch die Translation 7 aus A hervor, so gilt

(10.1) £u(E) =4g1(2)  (F=a+e).

Allgemeiner kann man anstelle der Translationsinvarianz die Bewe-
gungsinvarianz von g, (z) fordern.

3. Die Funktion g,(2) ist homogen von endlichem Grade r > o
in Bezug auf A, d. h. sie genigt der Bedingung

(10.2) &nalhz) = h" g, (x).
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4. Die Funktion g,(z) ist monoton in Bezug auf A, d.h. sie
geniigt der Bedingung

(10.3) Ea(®) < gg(r) (z€A),
sofern A CB ist.

5. Die Funktion g(z) ist im folgenden Sinne superadditiv : Sind
A, BeX, so gilt fiir jedes Paar (2, y), z€ A, yeB

1 1 1
(10.4) Earn (Z+1) 2 g.(2) +g5(¥) .

Mit Hilfe der Funktion g, (=) kann aufX ein superadditives Mengen-
funktional definiert werden, das wir hier im Anschluss an Dinghas
(Dinghas [8] und [10]) allgemein entwicheln.

Es sei f(z)=f(x1, ..., 2,) eine auf einer Menge M eX defi-
nierte positive beschrankte Funktion der Koordinaten Zy, ..., Zp des
Punktes 2 und es sei F eine kompakte Teilmenge von M. Unter
einer Ueberdeckung durch eine W-Menge von F wird eine Ueber-
deckung durch die Vereinigung von endlich vielen abgeschlossenen,
achsenparallelen Parallelotopen verstanden. Liegt eme solche
Ueberdeckungsmenge vor, so wird sie wie iiblich durch W bezeichnet.

Man betrachte jetzt endlich viele kompakte punktifremde Teil-
mengen Iy, ..., Fy, von M und wihle die Ueberdeckungen W, ..., W,
(Wi2F)) so, dass W, n W, =@ (i £ k) wird. Man setze

(10.5) w=inf{ f(z)|zeF;} (k=1,2, ..., m)

und
m

S=inf{2p.klwk|
1

) m
W2 Fk‘=2w¢ L (Fz).
t

Dann definiert die Gleichung

(10.6) J(f[M):sup;S

U FrSM }
1
ein Mengenfunktional auf X,

Das Mengenfunktional, das man mit f(z) = g () verkniipft, wobe1
letztere Funktion die Eigenschaften 1-8 aufweist, soll das Relativmass
von M [in Bezug auf die Funktion gy ()] heissen und mit J (g | M)
[kurz J(gy)] bezeichnet werden.
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Sarz 10'. — Besteht X aus allen beschrdnkten Teilmengen von
Er, so gilt
1 1 1

(10.7) J(aan) TR (g T+ T (gg) "

Satz 10’ folgt leicht aus einem allgemeineren Satz, der wieder aus
Satz 10 durch Induktion folgt.

Man bezeichne die Funktion f(z) bei gegebenem MeX als
zulassig, wenn sie fir jedes z € M der Ungleichung

(10.8) o< f(z) < Cy< +wo

mit einer von M abhangigen Konstanten Cy genugt. Es seien
jetzt fi (), fa (#) zwei auf A; bzw. A, definierte, zulassige Funktionen.
Man definiere auf Ay—A,+ A, die Funktion Jo(z) durch die
Gleichung

(10.9) /o (x) = sup i ( Ay fucay)

mit

z'eAy, F'eA,: .1;=.z"+.1;’§

&= (2 ey @), 2=(2, ., @)

Wegen
1oy
o< f(z) < (CA'*- CB")

ist dann f, (#) ebenfalls zulissig.
Es gilt nun der

Sarz. 1. — Zwischen J(fi| A1), J(fa|As) und J(fo| Ao) besteht
die Ungleichung

1 1 1

(10.10) Tl AT 2 (i AT+ 3 (fo| AV

Beweis. — Es seien Fy, ..., F,, baw. F;, ..., F", paarweise
punktfremde, abgeschlossene Teilmengen von A, bzw. A,. Wir
itberdecken jedes F; bzw. F’ durch W-Mengen W) bzw. W% und
nehmen an, dass W,nW; =@ und WA W), =@ ({2 Ah) gilt. Es
bedeuten nun W} bzw. W;* die offenen Kerne von Wi bzw, Wi
Man definiere (1, 117 durch die Vorschrift (10.5) und setze

(10.11) &1(z) = py (xeWy, k=1,2, ..., m")
und
(10.12) &2(x) = pf (zeWi,l=1,2, ..., m").
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Hierbei hann ohne Einschrinkung der Allgemeinheit angenommen

m
werden, dass p; baw. ) positiv sind.  Liegt z in W'—\ JW7 bzw.
1
m"

in \V”—UVV}', so soll gy(x) baw. g.(x) gleich der zugehorigen
1

unteren Limesfunktion genommen werden.

Setzt man nun
gi(x) (zeW')
p(ay= >
| o (rEW')
und definiert man entsprechend g,:(), so liefert das Abbildungsver-
fahren von 5 unter Zugrundelegung des Brunnschen Gedankens, wie
dieser dort entwickelt wird, die Ungleichung
. i 1+
(10.13) J &w dx,...dxnég(go‘l)"*" + (ggs)’”}
W W
mit

o= gi(x)dxy. .. dey, g = | go(z)dzy...dz,
wr wr

und

) ! INF
gw(x) = Max '((gl (&) + gz(%”)") }
(r=x'+2", 2'eW, 2"eW).

Lisst man nun W} bzw. W; gegen F; bzw F” konvergieren, so

konvergieren die Integrale g und gigegen J(f1 | Ay) baw. J(fy | Aa).

m’ mr

Jetat betrachte man zwei monoton gegen F'=| ¥, bzw.F” =\ JF;
1 1

konvergierende Folgen (W) baw. W) von W-Ueberdeckungen
von F' bzw. F" und setze F = F'+ F” und

Y 1\
g(m):Max‘((p}"q—y}.") 1 (x=ua"+ 2", 2'€F}, 2" eF}).

Beachtet man dann, dass g (z) < fo(z) (z € F) gilt, so wird bei vor-
gegebenem ¢ > o die linke Seite von (10. 13) kleiner als

f Ew, dry...dre,+ Me (W= W, + W),
F

sofern man 7» hinreichend gross jnimmt. Dabei ist M eine endliche
Konstante..
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Beim Grenziibergang n — oo hat man nun folgende Tatsachen zu
beachten :

1. Mit wachsendem » konvergiert gw () gegen &(z).

2. Es gilt
LAIF) <I(fol Ao).

Liisst man dann nachtriiglich ¢ — o konvergieren, so erhilt man dic
Ungleichung (10.10). Somit diirfte zugleich auch Satz 10 als
bewiesen angesehen werden.

Sind A,, A; offene honvexe Punktmengen und allgemein gy (x)
stetig in M, so kann die Einzigkeitsfrage von (10.8) (Dinghas [1o))
folgendermassen beantwortet werden :

Das Gleichheitszeichen in (10.8) tritt dann und nur dann ein,
wenn A,, A, homothetisch sind.

Knothe [2], [3] konnte fir X = 2™ die Bedingung (10.4) durch
die logarithmische Superadditivitit von gy(z) ersetzen. Genauer
hat er gezeigt : Gilt fir o =% <1

loggAs(x:,") > (1—3) logg, (w)+5 logg, (u),
mit
A;=0—=3)A+3A, zo=0—F)u,+Ju

und ‘w; €Ay, us€As, so gilt (10.8), sofern die iibrigen Voraus-
setzungen fiir oy (z) erfillt sind. '

Hadwiger (Hadwiger [10] und [11]) gibt cine Reihe interessanter
superadditiver Mengenfunktionale verschiedener, ganzzahliger
Dimension, von denen die cinfachsten mit einigen von Knothe (1]
betrachteten Sehnenpotenzenintegralen zusammenfallen. Solche
Integrale wurden spiter von Bol [1] Gegenstand cingchender
Untersuchung.

Far cine ausfiihrliche Darstellung des hier kurz skizzierten
Beweises der Sitze 10 und 11 vgl. man Dinghas [10]. Sowohl diese
Arbeit als auch die Note [8] enthalien einen zweiten Beweis des
Satzes 11, der induktiv vorgeht und den Satz 9 und 8 von Henstock
und Macbheath verwendet.



MINKOWSKISCHE SUMMEN UND INTEGRALE 49

DRITTES KRAPITEL

SYMMETRISIERUNGEN VON PUNKTMENGEN. WEITERE BEWEISE DER SiTiE
voN BrunN-Minkowskl UND LUSTERNIK. KLASSISCHE UND NICHTKLASSISCHE
ISOPERIMETRISCHE UNGLEICHUNGEN

11. Elementare Symmetrisierungen von Punktmengen. — Es
seien A,B zwei beliebige, nichtleere beschriinkte Punkimengen
von E". Man setze

(11.1) (A, B) =AUB\ AnB = (A\B)U(B\ A)
und
(11.2) d(A, B) = L*(A, B).

Der Ausdruck d(A, B) hat die Eigenschaften :
1. Esgiltd(A, A)=o.
2. Fir je zwei Punktmengen A, Bvon E*istd(A, B)=d(B,A)>o.
3. Fir je drei Punktmengen A, B, C von E= gilt
d(A,B)<d(A, C)+d(B, C).
Die Eigenschaften 1 und 2 folgen aus den selbstverstindlichen

Relationen (A, B) = (B, A) und (A, A)=¢J. Fir die Eigenschaft 3
hat man lediglich die Relation

(A, B)S (A, C)vu (B, C)
zu beriicksichtigen.
Es sei nun allgemein M eine F,-Menge, und es sei v € E; (k<n, fest).

Man betrachte den linearen Unterraum E;_, und stelle zunichst M
durch die Gleichung

(11.3) M=U{MnE;’,_klveEk}
dar.
Derivimion. — Unter der elementaren Transformation T* wird

folgender Prozess verstanden : Es bedeute S’ (bei nicht-
leerem M,_:) die [(n— k)-dimensionale]| abgeschlossene Kugel

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 149, 4
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auf E, , um den Punkt ¢ € E; vom Radius r, wobel letzterer
durch die Gleichung

o114 )y r—h =f dviey ... dv,
M

n—k

definiert wird. Hierbei bedeutet allgemein w, den Inhalt der
Einheitskugel in Ev. Ist M._; leer, so schreiben wir I anstelle
ron ST,

Man setze jetzt

(11.5) ﬁ:UgS{,‘[reEk}.

Dann soll M die (in Bezug auf E;) elementar-symmetrisierte Menge M
heissen.

Ist A =1, so fillt behanntlich die .Operation M —~ M mit dem
zuerst von Schwarz [1] eingefithrten klassischen Abrundungsver-
fahren zusammen. Dagegen stellt (11.5) fiir k=n—1 die berithmte
Steinersche Symmetrisierung (Steiner [1]) von M in Bezug auf die
Ebene z,= o dar.

Zwei wichtige Eigenschaften der elementaren Symmetrisierungen
werden durch folgende Sitze zum Ansdruck gebracht :

Sarz 12. — Ist M kompakt, so ist M ebenfalls kompakt, und
és gilt L (M) = L(M).

Satz 13. — Gehen die beiden F o~Hengen A, B durch eine ele-
mentare Symmetrisierung in die Mengen A, B iiber, so gilt

(11.6) d(A. B) .= d(A, B).

Dass M kompakt ist, kann leicht bewiesen werden. Die Gleichung

L(M)=1L( M) ist eine Folge des klassischen Fubinischen Satzes
und von (11.4). Sie gilt auch fir jede F;-Menge und somit auch far
jedes messbare M.

Der Beweis des Satzes 13 kann folgendermassen erbracht werden :
Man setze allgemein

(11.10) F{;:f dag ... dz,  (peEr)
M7

n—k
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und beriicksichtige die Gleichungen

(11.11) L(AUB) = [ Max|F% Fkidz, ... dxx
E;

und

(11.12) L('&nﬁ):J Min { F4, F§ | da, ... dos.
E¢

Nun ist, wie man leicht sieht,
Max { F{, F{} = F{yp— Min {F{ g, F§ ,}
und

Min { F%, F§} = Ff g+ Min {F§ 5, F&_, 1.

Somit wird durch Einsetzen in (11.t1) baw. (11:12)

(11.13) L(AuB)=L(AUB)—L(A—BnB—A)
und
(11.14) L(AnB)=L(AnB)+L(A—BnB—A).

Daraus folgt durch Subtraktion
(11.15) d(X,B)=d(A, B)—2L(A—BnB—A)

und somit auch (11.6).

Satz 13 stellt ein wertvolles Hilfsmittel fiur die Behandlung isope-
rimetrischer Probleme durch Symmetrisierungsprozesse dar. (Far
die Gleichung (11.14) und A = n— 1 siehc Hadwiger [4] und [9]
und Dinghas [4]). Fur die hier gegebenen allgemeinen Sitze vgl.
man auch Dinghas [12]. Die (moderneren) Biicher von Hadwiger
(Hadwiger [9] und [12]) ziehen lediglich die Steinersche Symmetri-
sierung in Betracht. Eine ausfiihrlichere Darstellung beider klassi-
schen Symmetrisierungen findet man fir » =3 bei Bonnesen [1]
und fiir ein beliebiges » bei Bonnesen-Fenchel [1].

12. Vorbereitende Tatsachen zur isoperimetrischen Aufgabe fiir
Cantor-Minkowskische Aussenmengen. Problemstellung. — Wir
holen zunichst den Beweis der Hilfssitze 1-3 von Nr. 5 nach und
beweisen zuerst, dass die Menge (2. 2) einen Jordanschen Inhalt ha
Wir schreiben S anstelle von S} und nehmen zunichst g
jedes S? offen ist.
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Man betrachte wie in 5 ein Netz n-dimensionaler, achsenparalleler

Wiirfel W von der Seitenlinge a < —‘/i_ Es sei M beschriinkt und
n

es bezeichne n; die Anzahl der Wiirfel W, die nur aus Punkten
von M bestehen. Ist dann entsprechend n, die Anzahl der
Wiirfel W, die mindestens einen Punkt von M enthalten, so gilt

(12.1) oZJ(MA) — J(MA) = (ne— n,) ar = ran.

Hierbei bedeutet J den inneren Jordanschen Inhalt. Man verfeinere
das Wiirfelnetz, indem man jeden Wiirfel W in wu» achsenpa-
rallele, kongruente Teilwiirfel zerlegt, wo u die erste ungerade
Zahl>2\/n +1ist. Essei W ein bestimmter Randwiirfel. Dann
kann nicht jeder der u" Teilwiirfel wieder Randwiirfel sein. Ist
nun der mittlere Teilwiirfel von W kein Randwiirfel, so ist die
Behauptung erwiesen. Andernfalls muss W einen Punkt z* von S#
enthalten. Somit gibt es einen Punkt 2z von M mit |z —a" | <h,
der (wegen k> a\/n) ausserhalb W liegt. Die Strecke Zz* moge
nun den Rand yon W in z, schneiden. Es sei W 1 ein Teilwiirfel
von W, zu dem =z, gehort. Ist dann 2z, ein beliebiger Punkt
von Wy, so ist

(12.2) [z,—m0|évzg, xo—x*|éu;1 g,
und
(12.3) |z—z,|<h_%(“2—‘—\/z><h.

Somit wird

0 2 J(Mr) —J(MA) < (unu:l) rah= urg*

und nach k-maliger Wiederholung
(12.4) 0 ZJ(M%) — J(Mh) < pkran.

Das beweist den Hilfssatz 1 von B. Der Fall, wo’'S”" abgeschlossene
Kugeln sind, lisst sich ahnlich beweisen und wird hier in den
Beweis des Hilfssatzes 2 einbezogen.

Es bedeute ry den Radius der maximalen Kugel, die in B Platz

findet. Man nehme @ < 7% und betrachte einen Randwiirfel W
n
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von A -+ B. Jetzt teile man wieder W in u” kongruente Teilwirfel,
wobei wieder u ungerade gewithlt wird. Ist nun der mittlere
Teilwiirfel von W wieder Randw iirfel, so enthilt er einen Punkt z,
von A +B. Da nun z, in einem geeignet verschobenen B, etwa B*
liegt, so gibt es einen Punkt  in A derart, dass S € B® gilt. Der
Punkt z liegt wieder ausserhalb W. Wegen der Konvexitit
von B gehort somit die um den wie vorhin definierten Punkt o
gelegte Kugel S, vom Radius |zo—z, | —I—;—_'I’—x;—l
an. Es bedeute jetzt do den Durchmesser von B. Wegen

dem Korper B

|2o—,| > (e —1) 22 \ird

| 2o— x, | Lu—rar,
e —wx,| = 2 wd

o

Wihlt man also é (w—1)> ?" \/ﬁ, so wird
‘ (1]

a\'n
u

'Io——‘l"l
| —x

'y

>

v

und somit kann der Teilwirfel W (um z¢) kein Randwiirfel sein.
Das beweist den Hilfssatz 2 fiir 2 = 1.

Die hier gegebenen Beweise der Hilfssitze 1 und 2 gehen (wie
auch die Hilfssiitze selbst) auf Behrend [1] zuriick. Der Beweis des
Hilfssatzes 3 kann auf Grund diesbeziiglicher Austithrungen von Nr. 5
leicht vom Leser erbracht werden.

Die Ausbildung eines kurzen Verfahrens mit Hilfe wiederholter
elementarer Symmetrisierungen unter Zugrundelegung einer breiten
Klasse von Ausgangsmengen beginnt, wenn man von den Arbeiten
von Tonelli [1] absieht, mit der fundamentalen Arbeit von Gross [1].
Diese Arbeit enthilt vieles, was in manchen spiteren Arbeiten
(z. B. Hadwiger [3], Dinghas [4]) in vereinfachter Form verwendet
wird. Die Verwendung von Cantor-Minkowskischen Aussenmengen
fir das isoperimetrische Problem unter Heranziehung allgemeinerer
Punktmengen beginnt systematisch mit der wichtigen Arbeit von
Estermann [1].

Die klassische isoperimetrische Eigenschaft der Kugel in E» kann
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am' deutlichsten durch folgende Problemstellung zum Ausdruck
gebracht werden :

Prosrew A. — Es sei V> o. Eine Menge A soll der Klasse Cy
angehdren, wenn :

1. A kompakt ist und
2. j(A) =V gilt.
Dann soll bewviesen werden :
(12.5) |S#|=inf}|A%| | A€Cy].

Hierbei soll S die in C, enthaltene Kugel bedeuten.

Prosiew B (Einzigkeitsfrage). — Fiir welche Teilklasse Cy
von Gy gilt
(12.6) [Al]=|S"|

nur fir das Element A = S?

Problem A und Problem B kénnen nach Minkowski folgender-
massen verallgemeinert werden.

Es sei K, eine hompakie konvexe Punktmenge mit mindestens
einem inneren Punkt. Man beziehe K, auf ihren Schwerpunkt und
schreibe allgemein M#* fir M + AK,. Dann lautet das verallge-
meinerte Problem A :

Prosrew A'. — Wan definiere K durch die Bedingungen
a. K =tK, (t>0)
b. |K|=V.

Dann gilt bei vorgegebenem h > o :

(12.7) | KAk | <inf ) | A#Ke| | AeCy}.

Problem B lasst sich entsprechend formulieren.
In der nichsten Nummer soll mit Hilfe von Symmetrisierungsme-
thoden lediglich das Problem A behandelt werden.

13. Beweis der Extremaleigenschaft der Kugel mittels wieder-
holter Steinerscher Symmetrisierungen. — Es sei Ay € Gy. Dann
soll K,, die Klasse derjenigen Punktmengen bedeuten, die man
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aus A, durch endlich viele Symmetrisierungen erhilt. Sind A,
B eK,,, so gehen sie offenbar durch endlich viele Steiner-Symmetri-
sierungen auseinander hervor. Es bhedeute nun wieder S die
Kugel, die in C, enthalten ist. Dann gilt der

Hivrssarz |. — E's ist
(13.1) A=inf}d(A.S)|Aekhy, ) =o.
Beweis. — Man nehme A >o0 an. Dann gibt es bei vorgege-

benem ¢ > o ein A; €K, mit
(13.2) Azd(A),S) 2+

Man symmetrisiere jelzt A, in Bezug auf die n Koordinatenebenen
und bezeichne mit A, die so entstandene Punkimenge. Dann gilt
fir A, ebenfalls die Doppolungleichuﬂg (13.2). Wegen der
Beschaffenheit von A, und der Tatsache A> o existiert eine
Kugel S, von festem positivem (nur von A abhingigem) Radius

derart, dass diese in S\A, Platz findet. Es sei jelzt N ein achsen-
paralleles Netz von E#. Man wible die Seitenlinge der Wiirfel
von N so klein, dass S, in jeder méglichen Lage in S mindestens
cinen Wiirfel enthilt. Es sei m die Anzahl der Wiirfel von N, die

Punkte von A, enthalten. Da d (Kl, S)§A>0 ist, so gibt es
mindestens einen Wiirfel, etwa W, von N mit der Eigenschaft

L((A,—S)n W) % Symmetrisiert man nun S und A, in

Bezug auf eine Ebene, die senkrecht zu der Streche steht, welche
den Mittelpunkt von S, mit dem Mittelpunkt von W verbindet, so
erhalt man mit Riichsicht auf die Gleichung (11.15)

A

d(X,, 8) = d(X,.8) — 2

was fir e < _/A;; offenbar falsch ist. Es muss also A = o0 sein und
4
somit (13.1) gelten.

Hivrssarz 2. — Fiir jedes A € Cy gt

(13.3) [ A% x| KA
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Beweis. — Wir zeigen zuniichst : Es gilt
(18.4) (8% 2 (R)~.

Es bedeute in der Tat a eine zur Symmetrisierungsebene senkrechte
Gerade und d, den Durchschnitt anA. Ist d, nicht leer, so gilt
offenbar

(da)t < (dh).

X/l =U(Za)h

Da noch

ist und

U@ <@

gilt, so ist (13.4) richtig.

Was jetst folgi, hann kurz folgendermassen zusammengefasst
werden. Es sei o<k << 4. Wegen A=o gibt es ein AeK,,
derart, dass jeder Punkt z von S eine Entfernung von An S hat, die
hochstens 4 ist. Daraus folgt S~ € (A n S)*, und somit wird

[AG | AR| > | Sh—F|
und durch Grenzibergang & — o
(13.5) [Ag |8~
Fir das hier entwickelte kurze Verfahren vgl. man neben der &lteren
Arbeit von Gross [1] die Arbeiten von Hadwiger (Hadwiger [3],
[7] und [9]) und Dinghas [4].

Will man die Einzigkeitsfrage (Problem B) beantworten, so muss
man von der Eigenschaft

(13‘6) (A/l,)/l,__; (Aﬁ,)h,= Al+hy

der Cantor-Minkowshischen Konstruktion ausgehen.

Es bedeute S, die n-dimensionale Einheitskugel. Es sei fur
ein hy > o0

(13.7) [A% [ =[8%] (AeCy)
und

(13.8) [A|=lim|As| (e>o0).
>0
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Dann wird mit Ricksicht auf (13.6)

[Afe| =] (A") [=|(84) | (ho=h~+11>0),

und somit

1 1 1

1 1
| A% | [ Sh [P 2[S,]" s | AR [P 1] S, 7.

Gilt in (13.5) fir ein A = ko das Gleichheitszeichen, so ist dies
fir jedes & <</, der Fall. Ein entsprechender Schluss gilt auch
fir die Minkowskische Bildung A#%, sofern K, konvex ist.

Diese Ueberlegungen zeigen, dass man sich fir Einzighkeitsfragen
sehr wohl auf Aussenmengen A* mit einem hinreichend kleinen 2> o
beschrinken kann. Die Entwicklungen von 5 zeigen dann, dass fir
nicht konvexe A bei geeigneter Wahl der Symmetrisierungsebene
die Ungleichung
(13.9) | A% || A% |+ kh,

mit einem konstanten (von % unabhingigen) & gilt, sofern 4 hinrei-
chend klein ist. Das fihrt dann zu der Ungleichung

(13.10) A% x| SH|+ AR
welche die Einzigheitsfrage auf die Betrachtung konvexer Korper
beschrinkt.

Ist (13.9) gezeigt worden, so hann (Dinghas [4]) Problem B fol-
gendermassen schnell erledigt werden :

Es sei A konvex und es bedeute T die Gesamtheit aller Parallelver-
schiebungen von A.
Man bilde die Grosse

Jo=Max {|A*nS| | teT]
und betrachte ein 7, mit

|A%nS|=Jo.

Ist nun A3£S, so ist Jo<<|S|, und man kann mit Ricksicht auf
(11.3) durch eine geeignete Symmetrisierung erreichen, dass

|_Aﬂnsl>|AonSI (A0=A70)

wird, was unméglich ist.

Der ausfiihrliche Beweis von (13.9) fiir die allgemeinsten kompak-
ten Punktmengen steht noch aus. Dinghas’ Behauptung in dieser
Richtung (Dinghas [4]) bedarf einer nachtraglichen Bestitigung.
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14! Uebertragung auf den Lusternikschen Fall. Vergleiche mit
der Brunn-Minkowskischen Methode. — Hadwiger [4] hat mit Hilfe
von Methoden, die sich in der Richtung der in der vorigen Nummer
entwickelten Methoden bewegen, vor dem Erscheinen der Arbeit
von Henstock und Macbeath einen wichtigen Fall des Luster-
nikschen Satzes aufgegriffen und ihn mit Symmetrisierungsme-
thoden zu Ende gefiihrt, ohne jedoch auf die Frage des Eintretens
des Gleichheitszeichens in den fraglichen Ungleichungen einzu-
gehen. Dabei verwendet er an entscheidender Stelle (ihnlich wie
Lusternik) den schon vorhin erwihnten Auswahlsatz, der die Exi-
stenz von zwei Grenzelementen in K, bzw. K; im Sinne des Hilfs-
satzes 1 von Nr. 13 sichert. Hadwiger legt hompakte Punktmengen
zugrunde und fithrt den Beweis von (5.14) in drei Schritten durch,
die wir hier hurz andeuten :

1. Es bedeute fiir ein kompaktes M € E*[Ky] denjenigen abstrakten
Raum, den man aus Ky durch Hinzufiigung aller Punktmengen
erhilt, die als Grenzmengen von Cauchyschen Folgen von K, dar-
stellbar sind (Hilfssatz 8, Nr. 17). Es seien jetzt A, B zwei
kompakte Punktmengen von E#. Man bilde A + B und anschlies-

send A, Bund A+ B. Dann gilt

(14.1) A+B2A+B
und somit zuniichst
(14.2) J(A+B)>T(A + B).

Eine ihnliche Ungleichung findet sich bei Lusternik.
Jetzt bilde man (unter Beibehaltung der Bezeichnungen von
Nr. 13. und mit S, anstelle von S)

(14.3) J3=sup}|AinS,||Ae[K,]}.
Nun zeigt man mit Hilfe des Auswahlsatzes :

Es existiert ein A, € [K,] mit der Eigenschaft
(14.4) EXLENEIENERES

2. Der zweite Schritt des Hadwigerschen Beweises besteht darin,
die Existenz von zwei Punktmengen A, € [K,] und B, € [K;] nachzu-
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weisen mit A” D A, bzw. B" D B, also [mit Riicksicht auf (14.4)]
mit A D S,, B2 2 S,.
Ist dies bewiesen, so verfihrt man weiter so :

3. Man kann durch endlich viele Steinersche Symmetrisierungen
zeigen :
(14.5) (A, —+ B,)*# DA% + B3"
und somit
(AT +B,)# 28, + Sy,
Daraus folgt
[ (Ar+Bap% | [ S, +8;],

also auch (durch Grenziibergang A — o)

J(A+B)>|S,+ Sy
Das beweist (5.14).

Einen weiteren Beweis von Hadwiger findet der Leser in Hadwi-
ger [5]. Der Leser wird jedoch selbst gemerkt haben, dass alle mit
Hilfe von Symmetrisierungen erbrachlen Beweise, soweit diese die
Fragen des Eintretens des Gleichheitszeichens nicht entscheiden
(und das tun sie bisher nicht) von der Einfachheit des auf den
Brunn-Minkowskischen Ideen fussenden Beweises von B stark
zuriickbleiben. Gerade aber die Einzigkeitsfrage (Problem B-im
allgemeinen Sinne) zwingt uns, zu den Methoden von Brunn und
Minkowski zuriickzukehren.

15. Das Problem der klassischen und der Relativoberfliche. —
Das allgemeine Verfahren, wodurch aus (8) die isoperimetrische
Ungleichung (g) abgeleitet wird, fiihrt, angewandt auf die Unglei-
chung (10.7), direkt zur Ungleichung fir die Relativoberfliche.

Man ersetze in (10.7) B durch 2B und beriicksichtige (10.2).

Dann wird
1 i 1

(B.1)  J(A+ABlgyn) T I (Alg) I (B &) "
und nach leichtem Grenziibergang £ | o

(13.2) M-(A|B)xJ(A|gy)"1I(B]|gy)

mit

(13.3) (r+r)M.(A|B) =mJ"(A +hB| gA-l’-lhB)_Ji‘(A IgA).
h>o0
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Ist go(z) =1(x€A), also J(g,) =1, (A), so definiert (15.3) die
klassische Minkowskische Relativoberfliche M(A |B). Im folgen-
den setzen wir

(15.4) nM(A]B):li_mL*(A"'h],i)—Lt(A),
hvyo

Fir B=S, geht M(A |B) in das (untere) Minkowskische Flachen-
mass M(A) =M(A|S,) uber.

Neben den durch (15.3) bzw. (45.4) eingefihrten Massen
M,(A|B) und M(A|B) kann man durch Betrachtung von Innen-
punkimengen nach dem Vorbild der Cantor-Minkowskischen Aus-
senpunkimengen Ac(e>o0) weitere Oberflichenmasse einfiihren.
Das Konstruktionsprinzip findet der Leser am klarsten in dem Buch
von Hadwiger (Hadwiger [12]) dargestellt. Dort findet er auch die
(oft komplizierten) Beziehungen von M(A) zu den anderen klassis-
chen Oberflichenmassen, insbesondere zum Lebesgueschen baw.
zum Gross’schen Flichenmass.

Setzt man in (15. 1) die Belegfunktion gy(z) gleich Eins voraus,
so erhilt man die klassische Minkeow skische Ungleichung fir die
Relativoberfliche

1

(18.5) M(A|B)> L, (A) "L, (B)7.

Das Einzigkeitsproblem dieser isoperimetrischen Ungleichung besteht
nun darin, innerhalb einer moglichst breiten Klasse von Punktmen-
gen A, B von E” diejenigen Punktmengenpaare (A, B) zu bestimmen,
far die in (18.5) das Gleichheitszeichen steht. Das Problem wurde
von Buseman [1], Hadwiger-Ohman [1] und Dinghas [11] in Angriff
genommen, der auch die bisher breiteste Klasse von zuliissigen
Mengen betrachtete. In den nachfolgenden Entwichlungen wird
letztere Arbeit zugrunde gelegt.

Der Behandlung der Einzigkeitsfrage schicken wir folgende Hilfs-
sétze voraus :

Hivrssarz 1. — Sind A, B Extremalpuriktmengen, so triffe dies
auch fiir AA, pB mitd, p > o zu.

Huwrssatz 2. — Ist (A, B) ein Extremalpaar von (15. 5), sosind
die Punktmengenpaare (A,, B), ((A"), BY), (A, B,), (A, (B.))s
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(A, B,) und (A, B) ebenfalls Extremalpaare, und es gilt

(15.6) L.(A)=L(X) =L(&,) =L((A))
und
(18.7) L,(B) =L(B) = L(B,) = L{(B,))

Es bedeute jetzt A eine Teilmenge von E* mit einem nichtleeren
Dichtekern A. Man setze

(15.8) ay,=inflr,|z€A,}; Ba,=supiz,|ze€A,l}.
Bildet man dann die Schnitt A*=ANnE]_ (x =x,), so gilt der

Hivrssatz 3. — E's sei (A, B) ein Extremalpaar vorn (15.1).
Man schreibe der Kiirze wegen wieder A, B fiir die Extre-

malpunktmengen (A)) B, und bezeichne mit A= den Schnitt
AnE;_(z=uz,). Dann gilt fiir jeden Punkt x des offenen
Intervalls J .= (a\+, Bas) Lai (AT)Y > 0.

Der Beweis des Hilfssatzes 1 folgt leicht aus den Gleichungen
M(sA|B) = s~ M(A|B)
und
M(A|eB)=p¢M(AB) (5,¢>0),
wenn man diese mit der Extremalgleichung

1

M(A|B) =L,(A) "L,(B)
verbindet und die Transformationsformeln
L,(sA)=06"L,(A), L,(pB)=p"L,(B)
heranzieht.

‘Will man den Hilfssatz 2 beweisen, so muss man die Satze B und
6 der Nr. 6 heranziehen. Bildet man namlich A + AB, so wird

(A+hB),2(A,+hB)2(A,) + kB,
und durch Vertauschung von A und B

(A+#&B),2(A +AB,)2A,+ A(B,).
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Da nun allgemein

L(A) > L((A))) > L(A,) =L,(A)
und

L(B)>L((B,)) > L(B,) = L,(B)

1st, so gilt zunichst fir jedes Extremalpaar (A, B)

M(A|B)=M(A,|B,)=M(A,|(B,))
und
M(A|B)=M(A|B,)=M(A,[|(B))
1 1
Der gemeinsame Wert dieser Ausdriicke ist gleich L, (A)i_ “L*(B)®
Nun ist offenbar noch

M(A[B)=M(A|B,) = M(A,|B) = L,(A) "L, (B,
und somit ist der Hilfssatz 2 richtig.

Ich skizziere nun noch den Beweis des Hilfssatzes 3. Es sei
zuniichst =1 und (A, B) ein Extremalpaar auf E!. Dann ist
nach dem vorhin Gesagten (A, B,) ebenfalls ein Extremalpaar. Ist
dann [A] n (A’) nicht leer, so gilt fiir kleine 4

L,(A+AaB,)>L(A)~+2hL,(B)
und somit wird wegen L(B) > o
M(A|B,)>2L,(B) > L,(B).

Das beweist den Hilfssatz 3 fiir 2 =1. Fir n > 1 verfahre man nun
so : Zunichst kann mit Ricksicht auf den Hilfssatz 1 L(A)#L(B)
vorausgesetzt werden. Ist dies getan, so bezeichne S eine oftene
Kugel von E”, die 2B enthilt. Da es auf eine Parallelverschiebung
von B nicht ankommt, so kann noch angenommen werden, dass der
Mittelpunkt von S im Koordinatenursprung liegt. Es seiz €J A, und
es bezeichnen A, A, die Teilmengen von A mit 2, z und z,>. .
Dann gilt

(15.9) L(A)=L(AUA;) =L(A,)+L(As)

und fiir jedes 2> o

(15.10) L(A +&B)=L(A,+ ABUA:+ AB)
=L(A;+ hB)+ L(A;+ hB)— L(A,+ ABn A, + AB).
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Es bezeichne jetzt G eine offene Punktmenge auf E;_, (etwa die
Vereinigung von endlich vielen offenen Kugeln von E;~'), die
A, N Ay= A~ iiberdeckt. Dann gibt es ein 2> o derart, dass fir
o < h < ,lo

A5.11) Ai+ABNA,+ABCSG+AS

ist. Wire nimlich dies nicht der Fall, so gibe es eine Nullfolge
(hi) k=1, 2, ...) und eine Punktfolge (P;) mit P €A, + A:B
und P, € Ay + A;B derart, dass P& G + A;S gilt.. Da A, und A,
nichtleere, kompakte Punkimengen sind, so enthilt (Pj) eine
konvergente Teilfolge, die, wie man leicht sieht, gegen einen
Punkt Py von A;Nn A. konvergieren muss. Andererseits kann P,
nicht in G liegen. Er darf also hochstens in der (in Bezug auf die
Ebene EZ_,) homplementiren Punktmenge G' von G liegen, was
auch unmoglich ist. Somit ist (15. 10) richtig.

Is sei jetzt r der Radius von S und es bezeichne G/ die Aussen-
menge von G (auf Ej_,) in der Entfernung Ar. Dann gilt fir
hinreichend kleines %

L(G+hS) Z2L,(Gir) hr

und somit wird nach einfachen Grenziibergingen (G— A, N Ay =A7,
h — o)

M(A|B)> M(A,|B)+ M(As [B) — 25 Loy (A™).

“Wird nun

1 1
M(A|B)=L(A) *L(B)"
vorausgesetzt, so folgt daraus in Verbindung mit den Ungleichungen

1 1
M(A;|B)SL(A)  "L(B)"

und
1 1

M(As|B)>L(Ay) "L(B)"

sowie der Gleichung (18.9) die Ungleichung

L 1 1 .
(L(A) +L(A:)  "nL(A) "+ L(As) & -20 Lot (K2)

L(B)"
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die fur L,_,(A*) = o falsch ist. Es muss also L,_, (A*) > o sein.
Ich -schliesse diese Ueberlegungen mit der Erledigung der Ein-
zigkeitsfrage fir n —=1. Aus der Tatsache, dass [A] eine Btrecke
ist, folgt leicht, dass A eine Strecke sein muss. Man nehme jetzt

an, [B]n (B') enthalte ein offenes Intervall J. Dann gilt fiir kleine 4
L(A,+AB)>A|J|+L,(A)~+L(B),

und somit kann M(A,|B) = L(B) dann und nur dann gelten, wenn
|J|=oist. Das hat wiederum zur Folge, dass B eine Strecke sein
muss. Der Leser moge nun die weiteren Einzelheiten der Ein-
zigkeitsaussagen selbst zu Ende fithren.

Es sei jetzt n>1. Der nichste Schritt des Beweises besteht in
dem Nachweis, dass die Differentialgleichung

df _ L(A) L, (Bx)
(’15.12) %— L(B) Ln——;(AE)

im Intervall [X;] eine (totalstetige) Losung & =& (z) besitzt. Dabei
bedeutet Xy die (messbare) Punktmenge {z|L,_1(B*)>o0}. Zu
diesem Zweck bilden wir fiir die Punktmengen A, B[d. h.(,) und B ]
die Funktionen x,(7), #3(7) und bezeichnen mit Ej(r> o) die
(lineare) Punktmenge {z|L,_;(A")<<r} und durch o.(z) ihre
charakteristische Funktion.

Dann ist E7, mit Riicksicht auf den klassischen Fubinischen Satz
messbar, und es gilt

L) = [ en(a)do.
Es bezeichne nun E; die Punktmenge
{7| Lo (A®®) < r} [x(t) =z, (%)]

und ¢;(zr) ihre charakteristische Funktion. Beachtet man, dass
9r(z(z)) = 9. (2) gilt, so folgt daraus, dass ¢;(r(z)) messhar ist und
mithin [wegen der Messbarkeit von L, _; (A*)] auch g, (z) L., (A%).

Nun gilt nach klassischen Sitzen der Lebesgueschen Integrations-

theorie
+e ot dr
I wmdmf_“ or(2) T d,

—
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sobald eins der beiden Integrale existiert. Das hat die Messbarkeit
von E; und somit die Existenz des Integrals

(15.13) I(= >—f Ln_,(Ax(m

far jedes 7, o <<t <1 zur Folge. Transformiert man dieses Inte-
gral mit Hilfe der totalstetigen Funktion t=r1(z)(z==,!), so
erhilt man mit Rieksicht auf die Gleichung

d= L ,,_‘(A-")
(I.I,' L(A)

fast iiberall auf der r-Achse (bei geeigneter Translation von A)

.Z‘(T)=-t\( )—L(A)f LIL—I(AE(T))
Daraus folgt :

1. Die Funktion z,(7) ist totalstelig;

2. Die Funktion z,(7(xp)) ist wegen der Totalstetigkeit von z(xy)
eine totalstetige Funktion von z,. Schreibt man jetzt kurz x fir
zg(x €[Xg]) und ¢ fir o (7(x)) als Funktion von z, so erhilt man
ohne weiteres (15.12).

Es bezeichne jetzt X, die (messbare) Teilmenge von [X;], auf der
Ln—1(B*) > o0 ist. Dann ist die Menge
(18.14) Xo={n|n=0x+E(2), reX}
ebenfalls messbar und die Zuordnung der Punkte von X, und X,
durch die (totalstetige) Funktion ) =y (z) eineindeutig. Man
schreibe C fiir A 4= B und bezeichne die Schnitte von C mit der

Hyperebene z,=—n durch CGi(n=mn(zx)). Dann bestitigt man leicht
die Ungleichung

(13.15) L(C)> f L (Cn) dn.

<X,

‘Wendet man dieselben Betrachtungen auf die Summe A + 4B (2> 0)
an, so erhilt man analog

dx
18.16 L(A+AB) > Lp—y(CO2) { A + dx
(18.16) ( - 1 < d5>

mit np= hz +E(z) (2 = x3).

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 9. 5
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Nun verwende man die Identitit
L(A) _f Lot (A%) 32 9t 4y
und bilde fir » > 1 die Ausdricke

M (A [B) = 1 L(A+kB)—L(A)

und

M Loy (Chal@)) — L, (A%
M;:—-i(A-EIB‘”)=nI n—1( ) n( )'

—1I 3 !
wegen L, (C%*) X\ L, (A%) wird dann

Mﬁ(A|B)>f{(:_—)M',z ,(Aile)—-—o— Ln_,(AE);dz.

Man verwende nun hier den Zwischenausdruck

Il—-°

und setze
1 1
D/(A|B)=M4(A|B)— L(A)i"i L(B)"
und
n—2 A
D% (z) = M/i(2) — Ly—y (AE)" " L, (Bx)*—1
mit

Mi_,(z) =Mk, (A%|B*).
Man setze jetzt
l

J(.L‘)=(l—'-)—(———)) "—'(AE) "= l""n-—-l(B‘T)n_i"' Ln—i(Ae)

Dann gilt

n—1

f__ll «
H@) > gy Lea(B2),

und somit wird

D/'(AjB);_(l )fl)h_,(dv)"’E da.

Hierbei ist der Integrand rechts mit Ricksicht auf die Ungleichung

I Ln_g(Ahm"'z) -—Ln_i(A.E)

Y,
Dii(z) > P 3

nicht negativ.
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Man wiihle jetzt eine monotone Nullfolge (fk)(h=T1, 2, .. .,),
fir die
lim Me(A[B) =M(A|B)

gilt und wende beim Grenzibergang rechts das klassische Fatousche
Lemma (Saks [1], S. 29) an und setze voraus, dass

1

1
D(A|B)=M(A|B)—L(A) "L(B)*
verschwindet. Dann erhilt man wegen
n—2 1

lim DAk(2) > Ma—t (A% B*) — Loy (A§) "L,y (B*)"~ 0
k> o

die Bedingung : Ist (A, B) ein Extremalpaar der vorausgesetzien
Struktur, so gilt

. = d
(18.17) LDn.q(.z')a%dx =Lpn_,(m)%___o,

Hierbei bedeutet D,,_, (z) das (n — 1)-dimensionale Defizit

n—2 1

My_1 (A% | B*) — Ln—y (A8)"* Loy (B¥)* .

In den nachfolgenden Zeilen zeige ich nun kurz, wie die notwendige
Bedingung (15. 17) die Einzigkeitsfrage fiir eine breite Mengenklasse
erledigt.

Ist =1 und sind A, B kompakte Mengen von E!, so stésst der
Beweis der Einzigkeitsfrage mit Ricksicht auf die bisherigen
Entwicklungen auf keine Schwierigkeiten. Man erhilt leicht das
Ergebnis : Die Gleichung

(15.18) D:(A|B)=M(A|B)—L(B)=o

fir L(A) > o, L(B) > o kann dann und nur dann gelten, wenn A
und B zwei Strecken sind. 'Wir zeigen nun allgemein : Bilden A, B
(A=TA)), B=B,) ein Extremalpaar, so missen A, B konvex und
homothetisch sein.

Diese Behauptung ist fiar n =1 richtig. Man nehme nun fur die
Dimension n—1(n> 2) folgende Aussage als richtig an : Ist

z(z €X,) ein Punkt, fur den D,_s(x) = o gilt, so sind (A%), und
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(B®), zwei kompakte (homothetische), konvexe Punkimengen.
Dabei soll allgemein (M?), den inneren Dichtekern von M in bezug
auf die Hyperebene E7_, bedeuten.

Die aufgestellte Behauptung ist offenbar firr » = 2 richtig. Man
nehme jetzt an, die Punktmenge A(A =(A.)) sei nicht konvex.
Ist dies der Fall, so gibt es zwei Punkte Q,, Q. von A derart, dass

ein Punkt Q(Q £ Q4, Q £ Q.) der Strecke Q;Q, der Menge A
nicht angehért. Wegen der Abgeschlossenheit von A kénnen nun

in der Nihe von Q; bzw. Q, zwei Punkte P, bzw. P; von A, so

gefunden werden, dass die Strecke P,P; einen Punkt P enthilt,
derart, dass eine (offene) Kugel S vom Radius 6 > o um P keinen
Punkt von A enthilt. Man kann im folgenden ohne weiteres
annehmen, dass P,, P, auf der x,-Achse liegen. Jetzt wihle
man o << r << 6 und so, dass

L(AnSE)>(1—e)|Sh|, L(ANSE)>(1—¢)[S|

mit einem 0<e<-;- wird. Wir behaupten : Die Gesamtheit

aller 2(— r <<z <<r), fir die (A?), nicht konvex ist, hat ein inneres
(lineares Lebesguesches) Mass m > o. In der Tat wird wegen

L'l—l((A’r)unSl”'k)’:Ln—1<A~an£‘) (k=1, 2)

unter Heranziehung des klassischen Fubinischen Satzes

.19} [ La((AFnSh) dox - o) | SE].

Hitte nun die Teilmenge E, von —r <z <{r, aut der beide
Grossen L,y ((A-’).nS;l) positiv sind, das Mass m = o, so wiirde
daraus durch Addition der beiden Ungleichungen die Ungleichung
(18.20) |SpI>2(1—¢)|Sp|

folgen, die offenbar falsch ist. E, hat also ein positives Mass und

zugleich die Eigenschaft, dass (A*), (x € E;) nicht konvex ist. Das
widerspricht aber der Voraussetzung, dass fast iiberall in (a,, 8,,)

die Grésse D, () verschwindet und somit dort (Az), konvex
ausfillt. Die Menge (A,) ist also konvex. Wir sagen jetzt : Das
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geordnete Punkimengenpaar (A, B) gehort der Klasse & an, wenn
folgende Bedingungen erfiillt sind :

1. A, B sind nicht leer;
2. Esgilt L, (A) > o, L (B)>o;
3. Die Menge A — (A) ist entweder leer oder s gibt eine Hyper-

ebene H,_, von E” derart, dass die Projektion von A — (A, ) aufH, 4
cinen inneren Dichtepunkt (relativ zu H,_,) aufweist und somil ein
positives Mass (wieder relativ zu H,_,) hat.

Nimmt man jetzt (A, B) € €, so kann zunichst A —(A.) leer sein
und somit A= (A,). Daraus folgt, dass A honvex sein muss.
Trifft nun die zweite Alternative zu, so hat die Projektion von K—m
auf eine Hyperebene H,_, [die man der Einfachheit halber ausser-

halb (A,) annehmen kann | mindestens einen inneren Dichtepunkt
in bezug auf H,_,. Man verschiebe die Punkimenge B so, dass die
Gierade « durch den Nullpunkt O des Koordinatensystems, die

senkrecht auf H,_, steht, einen Durchschnitt D mit B, von positivem

linearem Mass Ly (D) aufweist. Das ist stets moglich, da L(B,)>o
gilt. Nun beachte man, dass bei geniigend hleinem ¢,>>o die
Projcktion der Menge J_&——-(—X:)s" auf H,_, ebenfalls mindestens
einen inneren Dichtepunkt (in bezug auf H,_.) aufweist, und

insofern hat diese fir 2 << ein positives (n—1)-dimensionales

Mass K. Bildet man also A + 2B, so hat diese Punktmenge ein
(inneres) Lebesguesches Mass L (A +- 4 B,), das gewiss nicht kleiner
als KL, (D) + L ((A,) + kB,) sein kann. Daraus ergibtsich aber

M(A|B,) = M((A,)|B,) +KLy(D),

also M(A \ B,) > M((A) \ B,) gegen die Voraussetzung.
Ist nun A€ &, so kann A —(A,) nur leer sein, und somit-muss

[wegen L(A) = L(A.)] A konvex und A—A héchstens eine Null-
menge sein. Das beweist die Behauptung fiir A.

Ist nun A konvex und L (A)=L(A), so ist (wie man leicht sieht)
mit (A, B) auch (A,, (B.)) ein Extremalpaar.

Man schreibe wieder B fir (B,) und nehme an, dass (_B—ﬁ_ fast
iiberall auf Xy, wo Ln—s((B?),) = L._, ((B*),) > o gilt, konvex ist.
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Dann zeigt man, dhnlich wie dies fir A getan wurde (Dinghas [11]),

dass B, d. h. (B,), konvex sein muss. Wendet man nun auf A
(A konvex) und B das klassische Verfahren von Brunn-Minkowski
an, so folgt leicht aus L(B) = L((B,)), dass A und (B_) homothetisch
sein miissen. Man nehme jetzt an, B—(B,) ((B,) konvex!) sei
nicht leer und bezeichne mit P einen Punkt von B— (B)). Wir
beziehen die beiden Punktmengen A und B auf ihren gemeinsamen
Schwerpunkt G und konstruieren die grosste Kugel S, um G, die
Platz in A findet. Man bilde jetz A - 4 B und beachte, dass diese
Punktmenge die Menge (A +4B,) 4+ /AP enthali. Da A, (B))
konvexe, homothetische Punktmengen sind, so enthilt letztere
Punktmenge die Vereinigung von (A +/%B,) und einer Punkt-
menge V3, die man dadurch erhilt, dass man die Vereinigung aller
zu k GP dquipollenten Strecken # G'P’ mit G' € A bildet. Bezeichnet

dann d den Radius von Sg, so gilt, wie man leicht sieht, die
Abschitzung

1 i\ n
L(A,+AB) ;(_ |A "+ & |(B) |7> + hhdn—t

mit einem positiven, von . unabhingigen K. Diese Ungleichung
zeigt aber, dass B nicht Extremalpunktmenge sein kann. Somit
miissen sowohl A als auch B konvexe homothetische Korper sein mit

L(A)=L(A) wund L(B)=L(B).

Die hier gegebene Behandlung der schwierigen Einzigkeitsfrage
in der Minkowski-Lusternikschen Ungleichung fir die Relativ-
oberfliche lehntsich eng an die Arbeit[11] von Dinghasan. Was die
Entwicklung des ganzen Problems anbetrifft, so soll hierzu noch
bemerkt werden, dass der erste Vorstoss in dieses Gebiet, wenn
man den Fall konvexer Punktmengen (Minkowski) und des klassi-
schen isoperimetrischen Problems fir die Kugel (Dinghas und Erhard
Schmidt [1]) beiseite lisst, von Buseman unternommen wurde, der
mit Minkowskischen und nicht-Minkowskischen Methoden wichtige
Spezialfille erledigte. Kurz nachher gelang es Hadwiger und
Ohman [1], mit Minkowskischen Methoden fir eine speziellere
Klasse als die Klasse @& einen Einzigkeitsbeweis zu geben.
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16. Extremalaufgaben fiir Cantor-Minkowskische Aussenmengen
in R*. — Die Gesamtheit aller Punkte P(zy, ..., Zns+1) eines
Zahlenraumes En+1, dessen Koordinaten z; die Bedingung
(16.1) x§+.l"7+...+.r;3,+£;]‘(—+l=%
erfillen, wobei K endlich und 5% o ist, soll als ein Riemannscher
Raum konstanter Krimmung K bezeichnet werden und durch R”
dargestellt werden. Ist K < o, so heisst bekanntlich R® hyper-

bolisch. Fiir K > o wird R” sphirisch oder elliptisch genannt, je
nachdem die Punkte P(zy, ..., Zuxa) und P/(—z4, ..., — Zn1)

als verschieden oder als identisch angesehen werden. Im folgenden

kommen lediglich sphirische oder hyperbolische Riume R* zur
Sprache.

Man setze allgemein
(16.2) o(x) =cos VKo, () =f o () dt
0
und

n—1
ZE= vk (/L‘=l, 2,...,n—-1,20,‘i=¢2(9)=93,v;_o)

(16.3) \ :
Zp=9(¢) ¥(r),
Tnrr=9(0) 9(r)-

Rechnet man dann das Bogenelement

drhy
(16.4) ds?=dz}+...+drl+ ——
von R» auf die Koordinaten ¢4, ..., ¢, um, so erhilt man

n—1

n—1 2
K
(16.5) d52=2d0i+1—__—K—P—2< Elokd"k> + (1—Kp?) dr.
1 1

Ist K> o, so variieren die Koordinaten ¢4, ¢a, ..., ¢n im Funda-
mentalbereich G,

(16.6) K2 (v) <1, —nz2yKr<m
In diesem Falle bestitigt man leicht, dass G, durch die Glei-

chungen (16.3) auf den in (0,0, ..., 0, 1) und (0, 0, ..., 0, —1)
punktierten Raum R” eineindeutig abgebildet wird. Fir K<o



72 A. DINGHAS

fallt der Variationsbereich der ¢; und r mit dem euklidischen Raum
zusammen, der durch die Koordinaten ¢, und r beschrieben wird.
Liisst man in (16.2) K — o konvergieren, so crhilt man als Grenzfall
den euklidischen Raum E". Neben G, werden im folgenden die
Nebenbereiche G,(n===1, =2, ...) betrachtet, die durch
Parallelverschiebung von G, mittels des Transformationen

o) = o} (k=1,2,..., R —1),

(16.7) r'=r+2x:l
vk

entstehen.

Im folgenden entwickeln wir im Anschluss an Dinghas [5] das
klassische isoperimetrische Problem fiir den sphirischen und hyper-
bolischen Raum R~.

Hivrssatz 1. — Es sei A eine messbare Punktmenge von R"
und A* seine Bildmenge in G,. Dann gilt

(16.8) L(A) =f doydss. .. doa_y dr.
Ax

Hierbei bedeutet L(A) das nichteuklidische (d. h. das sphirische
bzw. hyperbolische) Lebesguesche Mass von A. Der Beweis stitat
sich auf die Tatsache, dass die Determinante der Koeffizienten der
quadratischen Form (16.5) den Wert —+ 1 hat.

Ist A eine kompaktie Teilmenge von R, so sollen (Steinersche)
Symmetrisierungen stets in bezug auf die Hyperebenen

(16.9) Azi+...+Apz,=o0

verstanden werden. Die Symmetrisierungsoperation in R" wurde
allgemein von Dinghas [12] behandelt, nachdem es Erhard Schmidt
in zwei gross angelegten Abhandlungen (Schmidt [1] und [2])
gelungen war, mit Hilfe der Schwarzschen Abrundung auf R dis
klassische isoperimetrische Problem fiir den sphérischen und hyper-
bolischen Raum zu erledigen. Nachfolgende relativ kurze Dar-
stellung, die lediglich Steinersche Symmetrisierungen verwendet,
geht ebenfalls auf eine spitere  Arbeit von Dinghas (Dinghas [8])
zuriick.

Derinition. — Es sei A eine kompakte Teilmenge von Rr.  Man
bilde mit Hilfe von (16.3) die Menge A*, symmetrisiere diese (im
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iiblichen Sinne) in bezug auf die Ebene r = o und gehe von der
so symmetrisierten Menge A zu der entsprechenden Menge A

von Rn zuriick. Dann soll A die in Bezug auf z,=o Steiner-
symmetrisierte Menge heissen.

Liegt anstelle der Ebene z,= o die Ebene (16.9) vor, so hat man
vorerst durch eine Bewegung letztere Ebene in die Gestalt 2,=—= o0 zu
bringen. Bekanntlich versteht man allgemein unter einer Bewegung
von R jede Transformation der Koordinaten z; von der Form

n—+1

(16.10) z'k=2ahx\, (k=1,2,..., R +T1)
1
mit

'2
Znyr L

R4 X+ 2 K K

Ist dann die Symmetrisierung in bezug auf die Ebene #, = o durch-
gefihrt, so liefert der Uebergang zu den Koordinaten x4, .. ., Zn1
die gesuchte Symmetrisierung.

Im folgenden erhalten die Bezeichnungen die den Verhiltnissen
in R? angepasste Bedeutung.

Hivrssatz 2. — Es gilt

(16.11) A=inf{d(A,S)|AeKa | =o.

Hivrssatz 3. — Geht A aus A durch Symmetrisierung hervor,
so gilt
(16.12) |A%| > | AR

Da der Beweis von (16.11) édhnlich liuft wie der Beweis der
entsprechenden Aussage (13.1) fur den euklidischen Fall, so begniige .
ich mich mit einer Skizze des Beweises des Hilfssatzes 3. Ist
hier K < o, so erfordert dieser lediglich die Wiederholung des
Beweises des Hilfssatzes 2 von Nr.12.  Ist K > o (sphérischer Fall),
so muss die Schlussweise vorsichtiger durchgefiihrt werden, da bei
der Symmetrisierung die Menge A auseinandergerissen werden kann.

(sofern man A in G, unterbringen will). Der Beweis kann am
einfachsten unter Heranziehung des Ergebnisses von Macbeath [2}
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durchgefiihrt werden, das wir hier in vereinfachter Form (und fir
einen Spezialfall) anfiihren :

Es bedeuten A, B zwei kompakte Punktmengen der Gerade
(16.13) Et: —o<xr<+x,

und es sei C=A + B. Man reduziere die Menge C mod 1, indem
man die Menge

(16.14) C={tlogt<1,t=x, zeC}
bildet. Dann gilt fiir messbare A und B
(16.15) L,(C)>Min {1, L(A)+L(B)}.

Man wende nun diesen Macbeath’schen Satz folgendermassen auf-
unser Problem an :

Es sei A die gegebene (kompakte) Punktmenge, A die in bezug
auf z, = o symmetrisierte Punkimenge, S eine (geoditische) Kugel
in R* vom (geoditischen) Radius /> o, und es bezeichne kurz A%
die Menge A +S. Diese soll folgendermassen konstruiert werden :

Es bedeute S, die zu S kongruente Kugel mit dem Mittelpunkt .
Dann ist

(16.16) A+S=U{Sx|weA}.
Man betrachte einen Punkt Z (%41, . .., Zuv1) der Bildmenge A* von A.
Diesem entspricht ein Punkt ¢ (¢4, ..., ¢,) von G, und der Kugel S,

ein in der r-Richtung konvexer Kérper S*.  Bei Verschiebung von S,
auf dem durch die Gleichungen

ye=xr  (k=1,..., n—1),

Ye=9(2)4(r),  Yarr=29(9)o(r),

mit ¢ (¢)2=2z2+...+ 2}, definierten Parallelkreis erleidet S;
eine (euklidische) Parallelverschiebung auf der Geraden

Uy = v, ey Up—y = Vnp—1.

Das rechtfertigt nun (unter Heranziehung des Resultates von
Macbeath) den Schluss, dass far die Mengen (3)*, (3%) (bei gleichlau-
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tender Definition wie im euklidischen Fall) die Ungleichung

(®)' < &N
gilt. Daraus folgt durch Vereinigung die Ungleichung

(&#) € (&%),

aus der (16.11) unmittelbar folgt. Die weiteren Ueberlegungen,
die mit dem Kugelungstheorem von Gross zusammenhingen, laufen
dem euklidischen Fall analog und sollen hier nicht wiedergegeben
werden.

Die auf diese Weise gewonnene Ungleichung fihrt fiir den
Fall K < o zu der Ungleichung

(16.15) AL}~ | SH|
und fir den spharischen Raum R” zu der Ungleichung
(16.18) ) A% | > Min( |Rr[, [ S2]).

Die Ungleichungen (16.17) und (16. 18) wurden, wie schon erwahnt,
suerst von FErhard Schmidt in zwei Abhandlungen (Erhard
Schmidt [1] und [2]) ausfuhrlich begriindet und der Einzigkeitsfall
diskutiert. Die bier gegeben kiirzere Darstellung mit Hilfe der
Steinerschen Symmetrisierung (im Gegensaiz zu Erhard Schmidt,
der die Schwarzsche Abrundung verwendet) geht auf die Arbeit von
Dinghas [5] zuriick. Dort wird lediglich der Fall betrachtet, dass A
in einer Halbkugel liegt. Es bestehen aber kaum Zweifel daran,
dass man (was hier geschehen ist) durch Heranziehung des
Macbeathschen Satzes den ganzen Fragenkomplex des spharischen
Falles einfacher als bisher behandeln kann.

VIERTES KAPITEL

RIEMANN-MINKOWSKISCHE INTEGRALE. WEITERE VERALLGEMEINERUNGEN
pES BRUNN MINKOWSKISCHEN SATZES

17. Grundbegriffe und Hilfssitze. — Eine beschranhte, eindeutige
mengenwertige Funktion A(2) wird im Intervall J =[o, 1] dadurch
gegeben, dass jedem 1€l eindeutig eine nichtleere kompakte
Punktmenge A, zugeordnet wird. Man kann stets cine feste Kugel S,
um den Nullpunkt angeben, derart dass jedes A, in S, liegt.
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Ist J,, ein (nicht ausgeartetes) abgeschlossenes Teilintervall von J,
das den Punkt 2, enthalt, so soll die Grosse

(17.1) w(¥3,) = sup | [ Ay, Ave|

X, el ;
die Schwankung von A (1) in J; heissen. Entsprechend heisst

(17.2) w(d) = lim w(h,)
ENED

die Schwankung von A(X)in2,. Ist w(3¢)=o0, so soll A(Q) stetig
in Ao heissen. Gilt
w(l) =0 (Le€l),
so heisst A (1) stetig.
Fir die nachfolgenden Entwicklungen sind folgende Hilfssatze von
Bedeutung :

Hiirssarz 1. — Es sei A eine nichtleere, abgeschlossene Punkt-
menge von E* und es bedeute X die Gesamtheit aller Mengen
von der Form MA4-... 4+ A mith+...+N=1. Dannist [A]
das Supremum von X.

Hivrssatz 2. — Ist A(}) stetig in k(X €]), so trifft dies auch fiir
die Funktion [A())] = ([A.]) su.

Hivrssatz 3. — Ist A()) in J stetig, so ist sie dort gleichmdssig
stetig.

Hivrssatz 4. — Fiir jedes ¢ > o ist die Menge
E5=\{ AMo()yxel
abgeschlossen.

Hivessarz 8. — Es seien A, By (A =1, 2. ...) kompakte (nicht-
leere) Punktmengen von E" und 1y, . .., \; positive Zahlen.

Setzt man dann
A=MA+. ..+ NA;
und
B=24B;+...+ By
so gilt
!
(17.3) A, B| _A_ZM | Ak, Bi|.
1
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Nachfolgender Satz stellt ein w ichtiges Hilfsmittel bei der Durch-
fobhrung der notwendigen Grenziibergange dar und hingt mit dem
Bolzano-Weierstrass’schen Satz fiir den Raum 2% zusammen :

Sarz 14 (Hadwiger [1]. — Es beszeichne (A) (k=1,2,...)
eine abzihlbare Menge gleichmdssig beschrdnkter, nichtleerer,
abgeschlossener Punktmengen von Er.  Dann lisst sich aus (A,)
eine Teilfolge (Ay) bestimmen, die gegen eine nichtleere,
kompakte Menge A derart konvergiert, dass

(17.4) lim | Ar, A =0
k> o
wird.

Der Beweis des Hilfssatzes 1.kann folgendermassen erbracht
werden. Es sei A" eine abgeschlossene Menge von En, die jedes
Element von A umfasst. Sind z,, x» zwei Punkte von A, so
enthilt A* jeden Punkt von der Form A, z; + haz2, mit A4, 2a> o,
A+Ay=1, also auch jeden Punkt von [A]. Das beweist die
Behauptung.

Hilfssatz 2 folgt ohne Schwierigkeit aus der leicht beweisbaren
Ungleichung

[A]le[B]c[B]?  (ACSB A> o).

Die Beweise der Hilfssatze 3 und 4 lassen sich ihnlich wie im
klassischen Fall durchfiihren und werden hier nicht gegeben. Der
Beweis des Hilfssatzes B ist einfach und soll nur skizziert werden.
Esseiz* €A, y*€B. Dannist

=My +. ..+ N2y, Y'=hyi+...+ ¥
mit
xr € Ay, yi€Bs.
Daraus folgt
"=y <M @—ya |+ M| 21— yil,

und somit
?

inflz*—y* | £ Y i inf |2x—y2
Jjnf|e*—p"| 2 inf | 2c— 2],

also fir x€ A
1

inf |x—y|é2mAk, Bx|.
Y€EB "
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Durch Uebergang zum Supremum und Vertauschung der Rolle von A
und B erhilt man ohne weiteres (17.3). Ausfiihrlichere Darstellungen
der Beweise der Hilfssatze 1-B findet man bei Dinghas [9].

Es bedeute jetzt (A()(k=1, 2, ...) eine Cauchy-Folge von
nichtleeren gleichmissig beschrankten, abgeschlossenen Punkt-
mengen von E#. Dann zeigt man : Es gibt eine nichtleere,
kompakte Punktmenge A derart, dass

(17.5) lim | As,A|=o0
k>

gilt. Man setze in der Tat

Sn=UAk, T,= §n.
n

Dann ist T, €T,, und somit ist T = T, eine nichtleere abge-
Cl,, g
1

schlossene Punktmenge. Wire nun lim | Tr, T| > o0, so wiire die
nywo

Menge D,=T.,— (intTenT,) fir jedes n nicht leer. Da nun

die D, nicht leer und monoton abnehmend sind, so ist D = ( \D,,

1
eine nichtleere abgeschlossene Punktmenge. AusD,n (intTe)= O
folgt jetzt D, n T = @, was wegen D, € T,—> D c T offenbar falsch
ist. Ist also ¢ > o vorgegeben, so gibt es einen Index n derart, dass
fir alle 2> no, T 2 T, gilt und somit wegen T, A, auch T2 A,.
Da jetat (A,) eine Cauchy-Folge ist, so gilt von einem »}, an A% 2 A,
(k>n>n,) und somit die Ungleichung A:D T fiir alle nx n-
Kombiniert man dieses Resultat mit der Ungleichung T-2 A,, so
folgt leicht die Ungleichung |T, A,| < e(n>Max(n,, n,)) und

hiermit T = lim A,,.
ny»owo

Der zweite Teil des Beweises verfolgt das Ziel, die Existenz einer
Cauchy-Teilfolge von (A;) nachzuweisen. Man kann ohne Ein-
schrankung der Allgemeinheit annehmen, dass jedes A4 im (achsen-
parallelen) Einheitswiirfel um den Nullpunkt enthalten ist. Man
zerlege W durch Unterteilung in 242(k =1, 2,...) kongruente

Wiirfel von der Seitenlange —2-[;- Man betrachte das Mengensystem,

dessen Elemente E sich als Vereinigung von endlich vielen kleinen
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Wairfeln darstellen lassen. Die Anzahl der Elemente dieser Menge
ist gleich 2?". Jetzt ordne man jeder Menge A, unserer Folge das-
jenige E zu, dessen Wiirfel mit A, gemeinsame Punkte.haben. Esist
leicht zu sehen, dass bei festem k ein solches E unendlich oft auftritt.
Esbedeute jetzt (Ag) (k=1,2 ...;v=r1,2, ...) diejenige Teilfolge
von (Ax)(k=1, 2,...), deren Elementen Ay, bei der A-ten Unter-
teilung dasselbe Element E zugeordnet wird. Dabei wird die
Auswahl stets so getroffen, dass (Aji1,) eine Teilfolge von (Aw)

ist. Dann gilt | Ay, 46| = L2 und

|Au, Ajjl<oryr  [r=Min( j)l

Somit ist gezeigt worden, dass die Folge (Ai;) eine Cauchy-Folge
ist.

Das beweist den Satz 14.

Nachfolgender Beweis verwendet lediglich die Kompaktheit von S.

Sarz 14' (Bolzano-Weierstrass ). — Es bedeute S einen-metrischen
kompakten topologischen' Raum und 25 den Raum aller nicht
leeren Teilmengen von S. Bedeutet dann (An) (=1, 2,...)
eine abzihlbare Folge von Elementen von 2%, so gibt es ein A € 28
derart, dass

(17.6) lim | Ap, A|=0
k>
gilt.

Dabei wird allgemein |A, B| mit Hilfe der in S definierten
Metrik | z, y | durch die Gleichung

A, B|= Maxg)jlgg(;tg;l , yl), _‘_igg(:glw, yl)§

gegeben, sofern z, y Punkte von S bedeuten.

Der Beweis lauft so : Da S kompakt ist, so kann dieser (und somit
jedes A,) nach dem klassischen Satz von Heine-Borel-Lebesgue bei
vorgegebenemn > o durch endlich viele Kugeln K, ..., Kq(g=g())
vom Radius n iiberdeckt werden. Wihlt man nacheinanderyn =1,
3
Basis N, = (¢2)(k=1, 2, 3, -- .) konstruieren mit der Eigen-

..., so kann man leicht fiur jedes A eine abzihlbare
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schaft, dass bei gegebenem ¢ > o (und von der Form ;C, k ganz > o>

q
amelUsy  Ghedng>qa=a0 ()
1

mit einem nur von ¢ abhiingigen ¢, gilt. Jetzt wende man auf die
Doppelfolge (z}) das Cantorsche Diagonalverfahren an, indem man

die Teilfolgen
X, = (&%), Xy = (o), (k=1,2,...)
folgendermassen konstruiert :
1. Die Folge Sy = (nux)ist eine Teilfolge von (m)(m =1, 2, .. e
2. Es existiert
lim zMk= 2.
k> » ’
3. Die Folge S, = (nx) (r=2,3, ...) ist eine Teilfolge von S,—,.
%. Es existiert
lim z%rk= x,.
k>o

Man betrachte nun die (nicht leere) abzihlbare Punktmenge

N= {xklxk=l!§>nix’;", k =12, %

und bilde die abgeschlossene Hulle Nvon N. Dann wird behauptel‘ 1
Die- Teilfolge (A, ) von (A,) konvergiert gegen N im Sinne der
Gleichung (17.6). Man setze in der Tat A, =G, und schreibe
der Einfachheit halber zf fir zj~. Es sei ¢>>o vorgegeben.

Dann gilt zunichst fur alle 7 > ro = ro(¢)

To o )
C-c \ , 85, € ‘ ’ S CNx=g Nee,
k=1

k=1

Andererseits folgt aus der Ungleichung

Go
CrS\ ',ngk (r> r@),‘
k=1
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dass

nelUseeUsk o>

gelten muss. Daraus folgt NCSC¥(r>r,) und somit auch
N <Gt (r>r,). Das beweist die Behauptung.

Hilfssatz 5 wurde in Verallgemeinerung eines ihnlichen (Blaschke-
schen Satzes) (Blaschhe [1]) fir konvexe Korper von Hadwiger [1]
formuliert und bewiesen. Man vgl. auch dic ‘Wiedergabe bei
Macbeath [1]. Fur allgemeine Zusammenhiinge (sowohl fiir
Hilfssatz B als auch fir den zuletzt bewiesenen allgemeinen Satz)
vgl. man die Kuratowskische Topologie (Kuratowshki.[1]).

I8. Riemann-Minkowskische Summen. Konvergenzfragen. Das
Riemann-Minkowskische Integral. — Sind auf J n + 1 Punkte
0=Xdg < M <...ZThy=1

gegeben, so definieren diese eine Riemannsche Zerlegung des
Intervalls J in m abgeschlossene Intervalle J,

M1 L X LM (k=1,2,....m).

Jeder solchen Zerlegung E entspricht eine Riemann-Minkowskische
Summe

(18.1) S =S(A|E) = Y| J| A,
1

mit f,€J;. Man setze jetzt dy=— Max| |Jk|}. Dann entsteht die
Frage, inwieweit der Grenzwert

(18.2) A= lim {S(A4|E)|E}
M0
existiert und eine nichtleere abgeschlossene Punktmenge ist. Es
sei E' eine zweite Einteilung von J mit der Einteilungspunkten
0= Ny <N <o Wy =1
Man setze

m’

S'=S(Ay| E =2]J;|A5i |
- .

MEMORIAL DES SC. MATH. N° 149, ]


http://Kuratowski.fi

82 A. DINGHAS

und bilde die Vereinigung von E und E. Darunter wird die
Einteilung E'(%;, ..., X,.) verstanden, welche sowohl aus den
Punkten Az als auch aus den Punkten 1} besteht, - Bei dieser Definition

von E' lisst sich jedes J; bzw. jedes J; als Vereinigung von endlich
vielen Intervallen

Ve={MN_izrzd! (r=102 ..., m)

darstellen.

Man nehme jetzt an, jede Punktmenge A, von A(}) sei konvex.
Wir schreiben S in der Form

e

(18.3) S =Zm. [An,
1

wobei jedes Mal 0, gleich dem jeweiligen , des Intervalles Jx gewithlt
wird, in dem J} liegt. Analog schreiben wir

m”

(18.4) S’=Z|J’,’.|A,.:
1

mit der entsprechenden Verabredung iibern.. Wendet man jetzt
den Hilfssatz 5 an, so erhilt man zunichst die Ungleichung

m

(18.5) 1S, 8 1< ¥ [ Anys Age |- 32].
1

Ist {A|w(2)>o0} leer, so kann man die Ungleichung IS, §'|<e
dadurch erzwingen, indem man &, << n(e) wihlt. Der Fall, dass
{Alw(2) > o} nicht leer ist und das Lebesguesche Mass Null hat,
erledigt sich wie im Falle einer reellen Funktion und kann bei
Dinghas [9] nachgelesen werden.

Ist die Konvergenz der Riemann-Minkowskischen Summen S
bewiesen, so bietet die Definition des Riemann-Minkowskischen
Integrals

,l m
18. A A; = li
(18.6) /o . 5;:(){21&[&,,}.

keine wesentliche Schwierigkeit.
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Sind die A nicht konvex, so definiert man (18.6) durch die
Gleichung

(18.9) foid)\ Ax=foldx[m]

vorausgesetzt, dass die rechte Seite existiert. Analog werden die

b
Integrale [~ d) Ay, (a < b)definiert.

b
Fir das Riemann-Minkowskische Integral f dA A, gelten folgende

Gleichungen :

1. ‘[a‘bd)\(aAl) = zj:bdx A, (areell>o0)
2, lbdumq—pm} = 1fabd>‘ A)+(s./(l‘bdkB)_,
sobald A(2) und B(%) in [a, b] integrierbar sind, und
3. fubdx Ax=jl:cd)\ A~,_+fchdx A, (a<c<b).

Der hier eingefithrie Integralbegriff fihrt zu einer Verallgemeine-
rung des Brunn-Minkowskischen Satzes. Das soll in der niichsten
Nummer geschehen.

19. Der Brunn-Minkowskische. Satz fiir mengenwertige Funk-
tionen. — Mit Hilfe des in Nr. 17 und 18 eingefiihrten Integralbegriffs
kann nun zunichst folgender Satz (Dinghas [6], [7]) bewiesen werden :

Satz 13. — Ist A(}) in J Riemann-Minkowski-integrierbar, so
gilt

1

1 n 1 1
f d)\Axl ;f | Ay [
[] [}

Der Beweis dieses Satzes folgt ohne weiteres aus den nachstehenden
Tatsachen :

1. Es gilt

(19.1)

1. 1 1
ISP [Jaf| AL "+ + [ Ja || AL ™
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1
2. Die Funktion | A, |" ist Riemann-integrierbar.

3. Es gil '
. ilt lim S = A;.
s gl 6:1;10 S ‘[ di A;

Fragt man nach dem Eintreten des Gleichheitszeichens in (19.1),
so sieht man zuerst leicht, dass A (1) (bis auf eine A-Nullmenge ) aus
konvexen Mengen bestehen muss. Durch etwas lingere Ueber-
legungen (Dinghas [9]) kann man, indem man jedes A; mit Hilfe
der Brunn-Minkowskischen Abbildung von Nr. 5 auf T, abbildet
und das Integral auf die Parameter 7y, . .., 7, transformiert, sehen,
dass folgender Einzigkeitssatz gilt :

Sarz 14. — Gilt | Ay | > o (A €)), so kann das Gleichheitszeichen
in (19.1) fir integrierbare mengenwertige Funktionen A(R)
dann und nur dann eintreten, wenn es eine Riemann-integrierbare
Funktion f(}) gibt, die ausserhalb der Nullmenge {1 |w(2) > o0
positiv ist und derart, dass
(19.2) A=f()A
mit einer festen konvexen Menge A gilt.

Da die Bedingung (19.2) offenbar hinreichend ist, so geniigt es
zu zeigen, dass sie auch notwendig ist. Wir nehmen A, als eine
beschriinkte, konvexe, abgeschlossene Punktmenge an und bilden
mit Hilfe der Funktion g (1) = ¢*(1) [wobei ¢*(z) die charakteris-
tische Funktion von A; bedeutet] jedes A; auf T, ab.

Auf diese Weise erhilt man die Funktionen

zX (s oo w) (k=1,2,...,n;%el),
von.denen man zeigen kann (Dinghas [9]), dass sie

1. in jeder Stetigkeitsstelle von (A;) stetige Funktionen von 2
sind und

2. die Relationen

oz} A (gh L, ot g
(19.3) _k__gk—l( 1 kq)'—'—f}(“‘}:-

= 1 ey Th)
d‘tk g}(xf, ey x}) Pk

erfillen. Hierbei sind 2% als Funktionen von 7y, ..., 7 gegeben.
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1
Man setze jetzt A —_—f d) A, und betrachte die Menge As(e>>o0).
0

Nimmt man dann bei der Bildung der Riemannschen Summen 3§,
hinreichend klein, so liegen die entsprechenden S in A und man
erhilt nach leichten Grenziibergingen die Ungleichung

n ,.l . "
19.4 A TV dsy. . dza
(19.4) A > T~{I1IJ0 Sidd /‘d 1o ds

Da nun mit Richsicht auf die Ungleichung (3.30)

[ n

]f[{jojl.f;;dl} ;ful*:lil.fi“d). =\/0‘1(g3‘);‘d)‘

ist, und das Gleichheitszeichen nur dann eintritt, wenn zunichst
die Gleichungen

L]

(19.5) fZ‘=CL(Tio--Tk)?(7~) (h=1,2,..., 1)

fast aberall in J erfullt sind, so erhalt man durch (19.4) einen
Zugang zu der Einzigkeitsfrage von (19.1). Multipliziert man in
der Tat die Gleichungen (19.5) miteinander, so erhalt man leicht
folgendes Resultat : Es gilt fast iiberall auf J die Gleichung
(19.6) d—”_—)' =q() [& =% ()]
Da die A, konvex sind, so lisst sich daraus unschwer die Behaup-
tung (19.2) ableiten.

Zum Schluss sei noch an dieser Stelle folgendes erwihnt : Man
behalte die Konvexitit von Ay bei und nehme an, dass die Gewichts-
funktionen g, () = g, (z) folgende Eigenschaften haben :

1. Esgilt g,,(z) > o (z €intAy, 1 €J);
2. gu(2) iststetig in Ay
3. g, (hx)=h" gyu(z) (r> o) und
4. Sind A, , A,, zwei Elemente von (A) und Ay = A3 + Ay, so
gilt
1 1 1

(19.7) 0, (&) > 84, (@) + 8, (&) (z=a+2)
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Hat man nun eine solche Funktion (und das Beispiel der grossten
Kugel um z, die in A, liegt, zeigt, dass es solche gibt), so kann man
die Ungleichung (19.1) verallgemeinern, indem man A, durch den
allgemeinen Ausdruck

(19.8) I (&, | A-,.)=f & (2)dz; ... dzn
A

ersetzt. Schreibt man dannauchJ,.(A|g,)fur [ g,(z)dz, ... dz,,
A

so kann man die Gleichung
. 1 A
(19.9) I (gslA )'+";f Ir(An] &y, Y
0

beweisen, die das Integralanalogon von (10.10) darstellt. Eine

ausfithrlichere Darstellung dieser Zusammenhinge findet der Leser
bei Dinghas [9].

20. Einordnung in allgemeinere Probleme. Riickblick. — Entwick-
lungsmissig kann man den Problemkreis, von dem hier lediglich
ein kleiner, wichtiger Ausschnitt zur Darstellung kam, in drei
speziellere Problemkreise auflosen, von denen jeder umfangreiche
Literatur hervorgerufen hat :

1. Das Extremalproblem von Brunn-Minkowski in Zusammenhang
mit der Cantor-Minkowskischen Konstruktion;

2. Das allgemeine Problem von Brunn-Minkowski und Lusternik
und

3. Der Problemhreis von Cauchy-Davenport und Schnirelman-
Mann.

Eigentlich liegt diesen drei Problemen folgendes Minimalproblem
zugrunde (Henstock-Macbeath [1]) :

Es sei X einc topologische Gruppe mit den Elementen a, b, ¢, ...
und dem Kombinationsgeselz o. Man definiere fiir zwei nichtleere
Punktmengen A, B von X die Menge A o B durch die Gleichung

(20.1) AoB={c|c=aob,acA,beB}.

Ist nun eine Massfunktion p auf X gegeben, so soll nach der Existenz
einer reellen Funktion J(x)[¢(z)> o fir 2> o] gefragt werden,
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so dass fir je zwei Teilmengen A, B von X die Ungleichung
(20.2) (AoB)>¢(nA, uB)

gilt.
Samtliche bisher behandelten Probleme fithren zu einer Unglei-
chung von der Form

(20.3) ®(u(AoB)) > Min {F, (12(A)) + 2 (=(B)},
mit
F=sup{®(n(M))|M S X}
Diese Ungleichung fillt offenbar mit der Ungleichung (2) zusammen,

sofern man X additiv schreibt.
Ich bringe folgende Beispiele :

1. Es sei X eine zyklische, additive, hommutative Gruppe von der
Primzahlordnung p, und es hedeute n(M) die Anzahl der Elemente
einer nichtleeren Teilmenge M von X. Dann gilt nach Cauchy [1]
und Davenport [1]

(20.4) n(A +B)> Min{p, n(A) +n(B)—1}.

Nimmt man hier an, dass samtliche zugelassenen Teilmengen A,
B von X das Nullelement enthalten und dass n(M) die Anzahl der
von Null verschicdenen Elemente von M bedeutet, so erhilt man fir
die Dichte

_ n(M)
dM) = "=
die Ungleichung
(20.5) d(A+B)>Min{1, d(A)+d(B)}

Fir kontinuierlich verteilte Mengen auf cinem Torusraum X, der
aus E# dadurch hervorgeht, indem man zwei Punkte z (21, .. ., Zn)-
und y(yi, .., ya) als identisch ansieht, sobald die Korgruenzen
zr=y (mod 1) (k=1, 2, ..., n) gelten, hat, wie schon erwihnt,
Macbeath [1] eine zu (20.5) analoge Ungleichung bewiesen. Das
Hauplergebnis seiner Arbeit sei hier erneut zusammengefasst :

Man ordne vermoge der Kongruenzbeziehung z,=& (k =1,...,n)
jedem Punkt z(zi, ..., Zx) von X den Punkt (¢4, ..., £x) von E»
zu, wobei o<E<<1(k=1, ..., n) ist. Die Abbildung z £
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bezeichne man mit ¢. Sind dann A, B zwei nichtleere, messbare
Teilmengen von X, so gilt

(20.6) (A + B) > Min {1, u(A) + u(B) }.

Hier sind im Gegensatz zu (20.3) die Fille, fur die das Gleichheits-
zeichen eintritt, nicht restlos geklirt. An dieser Stelle soll noch
die bedeutende Arbeit von M. Kneser (Kneser [1]) erwiihnt werden.

2. Es bedeute n eine natiirliche Zahl >1, und es sei X, dic
Menge der Zahlen o, 1, 2, ..., .n.

Man definiere fiir zwei natiirliche Zahlen a, b die Operation a0
durch die Gleichung

. _f{a+bla+bzn,

(20.7) “ b—‘{ o |a+b>n

und schreibe der Einfachheit halber a4+ & fiir aob. Der so
definierte Halbmodul X, besitzt dann das superadditive Funktional
(20.8) d,,(M)—-Mmi A (k) Iékén},
sobald M die Eins enthilt und A (%) die Anzahl der Elemente a
von M mit 1 £ @ < k bedeutet. Dieser Sachverhalt wird bekannt-
lich durch den beriihmten Satz von Khintchine-Schnirelman-Mann

(20.9) d,(A +B)> Min {1, dp(A) +dn(B)}

zum Ausdruck gebracht.
Der hieran interessierte Leser moge zur Orientierung die Arbeit
von Mann [1] sowie die Arbeit von van der Corput [1] lesen.

3. Ist A eine kompakte Punktmenge in R” und S eine Kugel des-
selben, so fiihrt die (von Erhard Schmidt, Erhard Schmidt [1]
und [2]) durchgefiihrte Cantor-Minkowskische Konstruktion A + S
wieder zu einem superadditiven Funktional.

Man definiere die Funktion g(z) durch die Gleichung

n—1¢f
(20.10) g(w)—f tx—-iKtt" (K> o)

wobei fir K > o0, 0 = # = — ausfillt. Es sei § (z) = g~*(z), und es

VK
bedeute allgemein (M) den (iusseren) Jordanschen Inhalt (auf R*)
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von M. Dann gelten nach Erhard Schmidt die Ungleichungen
(G (A ®(8

und
(20.12) '{a(-r%f—));_Min{K—i,q;(g—‘(”ﬂ\)+'{a(€((:’§-)-\)} fir K>o.
Hierbei bedeutet C die Summe A + S und, wie bereits erwihnt, v,
den Inhalt der n-dimensionalen euklidischen Einheitskugel. Lisst
man hier K — o konvergieren, so erhilt man den in den vorherigen
Kapiteln ausfithrlich studierten Fall des euklidischen Raumes En.

Die in den Kapiteln 2 und 3 mit Hilfe'von Symmetrisierungen
durchgefithrte Isoperimetriebeweise, sowie die sich auf den Auswahl-
satz stiitzenden Konvergenzverfahren (man vgl. etwa Hadwiger [5])
konnen mehr oder weniger strukturell folgendem Beweisschema unter-
geordnet werden :

Es bedeute S den Raum E” bzw. den Raum R#, und es bezeichne.
Q eine Klasse von Operationen o, definiert fir alle nicht leeren, kom-
pakten Teilmengen A von S mit folgenden Eigenschaften :

1. Jedes » bewirkt eine innere Transformation von A und wber-
fithrt dieses in ein Element w A von 25.

2. Es existiert ein endlichwertiges Mengenfunktional J(A) > o
mit der Eigenschaft
(20.13) J(wA)=1J(A) (0eQ)
(Spiter soll noch gefordert werden, dass dieses Funktional innerhalb
eines geeigneten Teilraumes von 2% nicht verschwindet).

3. Die identische Operation w, mit der Eigenschaft woA =A far
jedes A € 2% ist in Q enthalten.

%. Die Klasse Q enthillt mindestens cin Element w 3£ wo. Das
bedeutet : Es existiert ein’'w derart, dass die Gleichung w A = A nicht
fur alle zulissigen A gilt.

Wir definieren nun den Begriff der Kette :

Eine abzihlbare Folge (Ax) (A =o0, 1, 2, Ag= A) heisst eine Kette,
wenn jedes Ay (k =1, 2, . . . ) durch endlich viele Transformationen o
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aus A hervorgeht. Die durch A erzeugte Kette wird im folgenden
mit X, bezeichnet.

Neben dem Begriff der Kette ist noch der Begriff des Fixelementes
von Bedeutung.

Ein Element A” von 2% heisst ein Fixelement, wenn fiir alle w € 2,

wA*= A gilt. Die Gesamtheit aller Fixelemente von 2% wird mit X,
bezeichnet.

Die meisten Beweise nun des klassischen isoperimetrischen
Problems in E* bzw. in R” konnen am kiirzesten nach folgendem
Schema gefiihrt werden :

a. Man deute J(A) als dusseren Jordanschen Inhalt von A und
betrachte den Teilraum Xy mit J(A) =V, (V, vorgegeben > o).

b. Die Operationen w sollen Steinersche Symmetrisierungen in

Bezug auf (7 — 1)-dimensionale Hyperebenen (mil entsprechender
Modifikation in R”) bedeuten.

Es existiere nun e¢in endlichwertiges Mengenfunktional @ auf Xy,
mit den Eigenschaften :

1. ®(A)istin Xy, nach unten beschrinkt;
2. ®(A) ist im Sinne der Ungleichung

(20.1%) lim ®(An) > ®(A)
>
fiir alle im Sinne der Gleichung lim | A,, A |= o gegen A konvergente
. n-»»
Folgen (A,) nach unten halbstetig.

3. Fir jedes A € X, und w €Q gilt
(20.15) B(wA) ZB(A).
Man bilde nun die Grésse
(20.16) g=inf{®(A)|AeXy,}
und honstruiere die Folge (A;) (rn =1, 2, ...) durch die Vorschrift

(20.17) gL B(An) L g+

Mit Riicksicht auf den Bolzano-Weierstrass’schen Satz und (20.14)
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existiert ein \, € Xy, mit @(A,) = ¢, und somit wird

(20.18) DAV B(A)  (AeXy,).

Das Element A, hat zunichst die Eigenschaft, dass ®(wA) = ®(A)
fur alle w € Q gilt.

Man nehme nun an, es existiere ein Fixelement So € Xy, und dass
zu jedem A €25, A 3£ S, ein w € R existiert derart, dass
{20.19) J(wANnSy) >>J3(ANnS,)
gilt.

Mit Hilfe dieser zusitzlichen Voraussetzung kann man nun
in (20.10) A, durch S, ersetzen.

Es sei in der Tat Ag#S,. Man konstruiere die Kette X,,, bilde
die Grosse

@r=s5up {J(MnSy)|MeXy,}

und konstruiere eine konvergente Folge (M,) M, €X,,,n=1,3...)
derart, dass

lim J(M,nS,) = ¢,
n>w

gilt. EsseiM,eine Hiufungsmenge diescrFolge.  Ist dann My~ S,
so gibe es ein weQ mit J(wMonSe)>J(ManS,)=gqi, was
unmdéglich ist.  Nun ist fir jedes M,

P(Ao) > ©(My) = P(S0)
und somit schliesslich

(20.20) DAY B(S) (AeXy,).

Das hier skizzierte Bewcisschema hann sowohl an das klassische iso-
perimetrische Problem in E” als auch an dasjenige in R” angepasst
werden. Inbeiden Fillen kann @ (A) durch das zuerst in den Nr. 12
und 16 verwendete Funktional | A%| ersetzt werden. Wie bereits
erwiihnt, bedeuten  (jeweils den Kriimmungsverhilinissen des
Raumes angepasste) Steinersche Symmetrisierungen. Die hier
eingeschobene Verwendung des Bolzano- eiersirass’schen Satzes
verhiirzt das dort entwichelte Verfahren. Ungleichung (20.19)
fasst in abstrakterer Form die entsprechenden Hilfssitze von Nr. 12
und 16 zusammen. Fiir den Fall K > o liegt, wie bereits erwihnt,
sobald A nicht in einem Halbraum von R” liegt, keine bis in die
Einzelheiten gehende Darstellung des in Nr. 16 und hier entwickelten
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Verfahrens vor. Jedoch scheint die Verwendung des vorhin bespro-
chenen Satzes von Macbeath (Macbeath [2]) einen kurzen Zugang
zu der Ungleichung

(20.21) [A [ ] (0 A)%],

unabhingig von der Tatsache, ob A (im Falle K > o) in einem
Halbraum von R” liegt oder nicht, zu crméglichen.

Die Behandlung des Problems der Oberfliche (und somit des
eigentlichen isoperimetrischen Problems) bereitet, sofern man sich
der Symmetrisierungsmethode bedienen will, grosse Schwierigkeiten,
die bisher restlos nur durch die (lingeren) Abhandlungen von Erhard
Schmidt fir kompakte A iiberwunden wurden. Die hier ent-
wickelte Methode scheint kiirzer zu sein, ist jedoch bisher (mit Aus-
nahme der Arbeiten von Dinghas (Dinghas [4], [5])) nicht weiter
verfolgt worden.

‘Will man beim isoperimetrischen Problem anstelle des Cantor-
Minkowskischen Oberflichenmasses die Lebesguesche Definition
(Lebesgue [1]) der Oberfliche (dic im allgemeinen eine kleinere
Masszahl liefert) zugrundelegen, so wird man, wie dies am ein-
dringlichsten von A.S. Besicovitch (Besicovitch [1]) an einem
(berithmten) Beispiel demonstriert wurde, auf Ergebnisse gefiihrt,
die der (riumlichen) isoperimetrischen Ungleichung widersprechen.

Diese Widerspriiche konnten erst durch T. Rad6 (Rado [1], [2])
geklirt werden. * Nach Rado bedarf die bisher angenommene Inhalts-
definition des von einer geschlossenen Fréchetschen Fliche
begrenzten Raumstiicks einer topologische Prizisierung. Erst dann
kann man die klassische isoperimetrische Ungleichung (zunichst fiir
den gewohnlicher Raum) fiir eine allgemeine Klasse von Punkt-
mengen unter Zugrundelegung der Lebesgueschen Obertliche, ohne
auf Widerspriiche zu stossen, formulieren.

Ich schliesse diese Nummer mit einigen kurzen geschichtlichen
Betrachtungen.

Brunn scheint die Tragweite seiner Entdeckung, nimlich die
Abbildung zweier konvexer-Korper aufeinander mit Hilfe gleicher
Volumenverhiltnisse, was die Anwendung auf die isoperimetrische
Eigenschaft der Kugel anbetrifft, unterschiitzt zu haben, denn er
bemerkt ausdriicklich [1], dass sich « dieser Gedanke wohl zum
Beweis der isoperimetrischen Eigenschaft der Kugel nicht verwerten
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lisst ». Minkowski, dem dies gelungen ist, zitiert diese Stelle ([1],
S. 125), bemerkt aber nicht, dass der Brunnsche Gedanke auch fir
beliebiges A und konvexes B zum Ziele fiihrt. Auch Bonnesen war
dieser Ansicht. So schrieb erin Zusammenhang mit der klassischen
isoperimetrischen Ungleichung O*—36nV2>. 0 zwischen der Ober-
fliche O und dem Volumen V eines konvexen Korpers : « Cette
inégalité subsiste aussi pour les corps non convexes, mais on ne peut
pas 'obtenir par ces méthodes » ([1], S. 111). Dinghas, dem zuerst
dieser Nachweis gelang, bemerkte wiederum nicht, dass die Ein-
schrinkung auf konvexe B iiberflissig war. Nachdem jedoch Luster-
nik sowie Henstock und Macbeath diese zweite Traditionsschranke
iiberwanden, konnte man (Dinghas[8]) nachweisen, dass die Grenzen
des Brunn-Minkowski-Lusternikschen Satzes immer noch viel zu eng
gelegt worden waren.

Interessant fiir die Geschichte des isoperimetrischen Problems und
die schrittweise Erweiterung der zugrundegeleglen Ausgangsmengen
ist noch die Tatsache, dass Bonnesen von Verallgemeinerungen im
Sinne Tonellis und Gross’ (und wahrscheinlich noch weniger von
deren Nachfolgern) nicht sehr viel hielt, « or du point de vue
géométrique » schreibt er an einer Stelle in seinem Buch ([1],S. 147)
« ces sortes de hérissons ne sont pas particulidrement intéressants ».
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