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THEORIE METRIQUE

DANS LE>

ESPACES OU IL Y A UNE MESURE

Par M. W. J. TRJITZINSKY,
Urbana, Ill., U. S. A.

1. Introduction. — Dans ' Ouvrage actuel ils’agit d'un espace ‘U,
qui peut étre non métrique, o une mesure borélienne ® est donnée
(¢f. section 2). Dans le Mémoire de M. A. Denjoy [1], désigné
dans la suite par (D), le théoréme exact de Vitali a é1¢ établi dans
un tel espace Ul. Ce théordme, que nous nommerons « le théoréme
exact de Denjoy-Vitali », fait intervenir une famille d’ensembles,
dite «régulitre »; disons « réguliere-D ». Dans le Mémoire (D) il a
é16 montré que les conditions, y données, pour qu'une famille soit
régulidre-D sont nécessaires et suffisantes pour la validité du théo-
réme de Denjoy-Vitali (section 2). Dans (D) il est montré que
moyennant le théoréme exact de Denjoy-Vitali on peut obtenir,
dans Pespace U, la plupart des résultats métriques (sur I'épaisseur,
dérivation, et ainsi de suite); il s’agit de développements analogues
a ceux d’un espace euclidien (par exemple), qu’on peut établir
moyennant le théoréme ordinaire de Vitali (cela inclut les fonctions
complétement additives d’ensemble mesurable). Nous remplagons
une des conditions pour la régularité-D d’une famille d’ensemble par
une autre, moins restrictive, de sorte qu'au lieu du théortme exact
de Denjoy-Vitali on obtienne une espéce de théoréme de couverture
plus faible [théoréme 5.2, voir aussi (6.1)]. La régularité-D est
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remplacée par la régularité au sens (6.A-D). Dans les sections 3.9
sont présentés des développements métriques, fondés sur I'emploi
de familles d’ensembles régulieres & notre sens et analogues aux
résultats de M. Denjoy, qui ont été présentés dans (D). L’essentiel
est que notre relaichement d’une des conditions de régularité-D (qui
nous a mené aux développements des sections 3-9) est suffisamment
léger afin de donner des théorémes de couverture adéquats pour une
théorie métrique (d’épaisseur et de dérivation, etc.) pareille a celle
qui se trouve dans (D). Dans la section 10 sont présentés deux
exemples de familles d’ensembles « réguliére » & notre sens, ainsi
que « parfaitement réguliére » & notre sens, les deux familles n’étant
ni réguliere (dans un cas), ni parfaitement réguliére (dans I'autre
cas), selon les définitions de M. Denjoy.

Au théoréme 11. 1, moyennant la régularité au sens de (6.A-D),
des conditions sont données afin que la réunion indénombrable
d’ensembles d’une famille & = { E} soit mesurable-®. Dans le théo-
réme 11.8 il s’'agit d’'une famille & simplement réguliere (défini-
tion 11.5) et la mesurabilité-® est établie des ensembles A (F,) (de
recouvrement indéfini au sens de la métrique ®) et des dérivés
(11.8 a-b), relativement 3 F, et a 5 Puis nous approchons des
questions d’épaisseur, relativement & &, du point de vue indiqué au
début de la section 12. L’importance des notions d’un « noyau » et
d’une « enveloppe » a déja été établie dans (D). D’accord avec ces
notions de M. Denjoy nous utilisons l'idée d’un noyau, relativement
aF,(aF), ol F est simplement réguliere (définition 12.5). De plus
nous est utile la notion d’une famille &' « complatement régulidre »
(définition 12.8), ce qui correspond a la régularité parfaite, présentée
dans (D).

Dans le théoreme 12.9 il s'agit de conditions nécessaires
et suffisantes pour que le théoréme d’épaisseur, relativement a &F
[completement réguliere et avec ®(S (F)) <], ait lieu. Ce résultat
est analogue a un théoréme dd 4 MM. H. Busemann et W. Feller [2]
[voir (BF; p. 230 et 231)]; la démonstration est modelée sur celle
donnée dans (BF). Dans (BF) I'espace est euclidien, la métrique est
celle de volumes euclidiens et le recouvrement est diamétral (e. g. au
sens de diametre tendant vers zéro). Les développements, assez
étendus, de la section 13 ont pour objet I'extension (dans des condi-
tions appropriées) du théoreme d’épaisseur 12.9 [voir (13.3-3a)]
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au cas, ou la mesure ®(A(F)) peut étre infinie; I'énoncé principal
estle théoreme 13.9.

Dans la section 14 les questions d’épaisseur sont considérées dans
des conditions telles que (14.2'a). Ayant en vue les développements
de telle sorte, qui se trouvent dans (BF) [voir le texte & la suite
de (14.2'a), nous introduisons I’hypothese 14.3, ou il s’agit d'un
groupe de transformations G = {T |, d’une classe K d’enveloppes et
de la notion d’ensembles « bornes-K »; le résultat principal sur
I'épaisseur, dans cette hypothése, est le théoréme 14.14, qui est
analogue a un théoréme de (BF). Il est a noter que la démonstration
du théortme 14.14 comprend des difficultés considérables, qui
n’entrent pas dans la preuve de I'énoncé correspondant dans (BF).
La constatation (14.15-15 @) constitue un complément au théo-
reme 14.14. Le théoréme 15.4 est pareil a un énoncé dans
(BF p. 236) et présente une fois encore des conditions nécessaires
ct suffisantes pour que le théoréme d’épaisseur (13.3-3 @) ait lieu.
On remarque (théoréme 15.6) que, F étant simplement réguliére
et le théoréme d’épaisseur (pour &) ayant lieu, la dérivée F de
I'intégrale lebesguicnne d’une fonction (mesurable-®) bornée vaut
cette fonction, sauf au plus, sur un ensemble mince-®. A partir
de (15.7) jusqu’a la fin de la section 15 nous examinons les diverses
manieres de réalisation de quelques conditions de I’hypothese 14.3;
nous le faisons avec I'aide du théoréme exact de Denjoy-Vitali.

Le théoréme 16.3 cst analogue 4 un résultat de M. A. Zygmund [3];
il s’agit ici de la dérivation, relativement a & (dans I’hypothese 16.1),
de lintégrale lebesguicnne d’une fonction f(zx)eL,(p>1). La
démonstration est modelée sur celle donnée dans (Z). Nous intro-
duisons les notions de pseudo-continuité-{ F, ®} et de pseudo-
semi-continuité (supérieure et inférieure-{ F, @ |), qui ressemblent
d’assez peu aux notions de continuité et de semi-continuité dans les
espaces métriques. En rapportavec (16.8)-(16. 11 @), nous signalons
un nombre de problémes métriques dans U que nous laissons de
c6té. On pourrait, par exemple, envisager des questions sur dériva-
tion (relativement d une famille convenable &) d’une intégrale
lebesguienne, lorsque la fonction a intégrer satisfait a une condition
de la sorte utiliséec dans I'Ouvrage de MM. Jessen, Marcinkievich et
Zygmund [4]; dans U ce probléme comprend des difficultés addi-
tionnelles trés grandes.
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Les théorémes 17.3 et 17.11 constituent des analogues, dans U,
du théoréme de M. Lusin sur les conditions nécessaires et suffisantes
pour qu'une fonction soit mesurable. Nous faisons usage des notions
de régularité complete (définition 12.8), de noyaux et de pseudo-
continuité-{ F, @ |.

Les développements dans les sections 18 et 19 sont avec deux
théorémes bien connus, de M. A. J. Ward [5] en vue. Ce sont les
théorémes présentés dans lelivre (S)de S. Saks [6]: (S; p. 133-141).
(S) nous est utile & plusieurs autres reprises. Nos développements
sont fondés sur les hypotheses 18.2, 18.4 et sur la notion de fonc-
tions additives, au sens fini, d’enscmble E d’une famille &° (défi-
nition 18.5). Les lemmes 18.6, 18.8, 19.3 et les théorémes 19.1
et 19.4 constituent des formulations, dans ‘ll, des constatations
correspondantes de Ward (celles-ci étant dans un espace euclidien;
voir les remarques 19.2 et 19.5).

Parmi plusieurs développements possibles, de nature métrique
(dans U) et au-dela de 'Ouvrage présent, nous signalons I'étude et
Putilisation de fonctions de variation bornée.

2. Le théoréme de Denjoy-Vitali. — Résumons ceux des dévelop-
pements de (D) qui nous serons utiles par la suite. Dans un espace U,
qui peut étre cartésien, soit ®(E) une mesure, ®(E) étant unc
fonction d’ensemble E, non négative, borélienne ; ® obéit aux prin-
cipes de complete additivité et de soustractivité. La mesure exté-
rieure-® (intérieure-®) est

(2.1) ®.(E) [®:(E)] = min[max]® (E’)

pour les ensembles E' mesurables-® contenant (contenus dans) E.

On a
(2.2) Be(E) =D ®e(En),  Pu(E) =Y Pi(En),

siE =2E,,, E.cK,, les K, mesurables-® étant disjoints. Soit P une

famille d’ensembles ®, qui peuvent étre non-mesurables-®; un
point M est indéfiniment couvert (D; p. 320), au sens de la

mesure-® par la famille P, si P contient une suite w,(n =1, 2,...),
telle que

(2.3) w,d>M, P, (wp) >o.
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Hyeoruese (2.1). — Soit G une famille d’ensembles y=y(w),
avec Y(0)Cw, ol w€P, 0 <®(y) <<+ ; p(v) est 'ensemble des
points étrangers a y et indéfiniment couverts par les ' de P joints a v;
on suppose que ®(p(v)) = o pour tout y dans G.

Hyrornese (2.11). — Il existe deux nombres (1 <<) a << b de sorte
que, en posant

2.4) (M =Xu¥), o w(Y)ysoe e  d(y)<ad(y),
on a
(2.4a) D (2(7)) <OP(y).

L’extension du theoréme de Vitali, que M. Denjoy a donnée dans
(Dj; p. 324), estla suivante :

(2.5) Soit D I'ensemble réunissant les y de G; on suppose que
®.(D) <o et I'on admet les hypotheses (2.I) et (2.1I). H est
lensemble des points M indéfiniment couverts par la famille P;
A(cH) est l'ensemble des points indéfiniment couverts par la
Samille G. On conclut ainsi :

(2.5A) Une suite dénombrablede y, (¢ =1, 2, .. .), €G, disjoints,
existe telle que ®(H—HI)=o0, ouT =Zy,.
(2.5B) H et A sont mesurables-®; ®(H— A) =o0; ¢ (>o0) étant
donné, on peut choisir les v, disjoints de G de sorte que

B(A) Z (L)< B(A) + .

3. Démonstration d’un théoréme de couverture. — Modifions
Vhypothese (2.1) comme il suit.

Hyrornise (3.1). — Dans ’hypothése (2.1) remplagons I'égalité
®(p(v)) =o(y€G) par la condition

(3.1 Pe(p(7)) < 2 (2(1)),
ou a(u) est une fonction de u > o, telle que
3.1a) a(w) > o, a(u)yo  pour wuyo.

Hyrornise (3.11). — Cette hypothése est identique avec 1'hypo-
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these (2.11) : avec 1<Ca << b, on a
(3.2) D (Q(7)) <OR(7) (2.4).

D’accord avec (2.5) nous admettons que ®.(D)<:c. On note
que o (y) c(y) et ycw(y), donc

(3.3) D) L Pe(o(7)) L Pe(Q(7)) < H(P)(Y)-

Ci-aprés «(u) sera soumise a quelques conditions additionnelles.
Puisque ®,(D) (2.5) est fini, le maximum p,; des ®(y) (ouy€G)
est fini. Il existe un y,, €G, tel que

(1°) P(vyLum<a®P(y) pour tout yYe€G.

Si ®.(H—Hy;) > a(®(y1)), considérons p(vy;); cet ensemble-ci est
dans H (2.5); vu (3.1)

(2°) Pe(p(11)) < a(®(11)).
On a
(3°) Hi=H—H(11+p(y1)) = H—Hyi—p(7).

De plus (2°)

(4°) P (H—Hy)) —a(P(v1)) L P(H)) [£LP(H—Hry)]

Si M € H,, il existe un nombre a; > o de sorte que les relations
(5°) w=w(7)aM, P (0(y)) <

entrainent wy; = 0; M étant dans H, il existe une infinité de tels w,
en effet, avec la mesure-® extérieure tendant vers zéro. Soit P, la
famille obtenue en retranchanta P les w joints a vy ; Py couvre indé-
Jiniment Hy. Si H) est 'ensemble indéfiniment couvert par Py, on
voit que H est disjoint de Hy,, donc H—Hy, > H| et (3°)

H1+ \O("“) [= H— H"“]DH’] DH‘.
Conséquemment
(6°) p(y1) > H) — Hy=p}.
Si I'ensemble p, existe, on a (2°)

De(p)) < a(P(11))-



THEORIE METRIQUE DANS LES ESPACES OU IL Y A UNE MESURE. 7
Soit G;={v(»)}, ot w parcourt P,; on note que
(7 = max®(y) (pour YEG)) Zpy (1°).

On obtient une suile d’ensembles vy, v, ... disjoints, dans G = G,
comme il suit. Si

(8°) ®.(H—HI',) > ap=a(®(11)) +...4+a(B(¥n),

~

ou
l‘n= Y1+ Y2+...+ Y,

posons

(9°) 0n=p (1) +-..+¢ (Tn)

(notons que 9, c H); alors, d’accord avec (2°),

(10°) De(02) < a(®(11)) +- ..+ a(B(¥n)) = an.

Introduisons ’ensemble

(11°) H,=H—H(I'y+ 0,).

On peut écrire H,—= (H—HT,) —v,, ot (1.0“)
n=0p—Tubp,  Be(vn) L Pe(8n) < an;

H—HI,=H,+ v,, donc

@, (H—HI,) < ®(H,) + an,
(129) 0< Oo(H—HI,) — ap,< ®(H,) [£ ®.(H— HI,)]

Si M est un point de H,, M sera dans H hors de yi+p (v.) (=1, ..., n);
il existe un ;> o tel que [comme dans (5°)] les relations

w=uw(y)a>M, P (w(Y))<a (¢, £ n, fixé)

impliquent wy,= o. D’accord avec (D; p. 326) désiguons par «, le
mina; (i< n); alors on voit que les relations

(139) w=0(Y)3M, @ (u(y))<d,

entrainent wl';,= o; de plus, puisque M est dans H, M est indéfini-
ment couvert par les w de P, donc une suite infinie de w satisfaisant
a (13°) existe de sorte que ®.(w)—>o0. Parla :

(14°) H, est indéfiniment couvert par la famille P, des w disjoints
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de T'n. Soit H, l'ensemble de tous les points de H indéfiniment
couverts par Pp; on a H,T,= o, par suite

(15°) H—HI,>H,>H,: H,=H,+ 0
0, est contenu dans (H—HT,)—H,v,c0,; en raison de (10°)
(16°) @, (0),) < an.

Gy étant Pensemble des y pour lesquels w(y) €P,, les w(y) pour
1 € G, seront disjoints de T'», donc

(17°) YIp,=o, dou yy,=o (i=1,2, ..., n), dés que veG,;
on observe que

(189) (0 < )Mn+1=maxP(y) (pour Y€G,) <L u,

et qu’il existe un ensemble vy, de G, tel que

(19°) P (Y) (£ #ar1) <a®(Yn+1)  pour tout y€G,.

Y1, - -+~ Ynra sont disjoints; GpD Gyt +Yner et Gu pour n
croissant. ’
1l se peut que pour un m fini

(20°) Q. (H—HTp) Zam [=a(P(11)) +...4+a(D(yn))]

Admettons le cas contraire, ou il existe une infinité dénombrable

de i ({=1, 2, ...) disjoints, construits d’accord avec (8°)-(19°).
Posons

(210) P=Yvy, 0= e(n)(cH).

On obtient (3.1)

(22°) . (8) < W a(®(11)) =s.

Désormais a () sera soumise a I'hypothése suivante :

Hyrorntse 3.4. — La fonction a(u) (3.1 a) est telle que

(3.4 a) };a(ui)<+oo, dés que wi>o0 et Zuléd)e(D) @.5).

i=1 =1

Par exemple, @ (#) = u¢(c > 1) satisfait a cette condition.
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Dans (21°) les y, sont disjoints mesurables et I'cD (2.5); donc
®(I) =X ®(1:) £ P (D) <+

et 'on s’apercoit que s dans (22°) est fini. En tant que 0 c H,
(239) Pe(b) Zminys, D.(H)} =5".
Le cas d’intéreét est celui ou s << ®.(I). En posant
(24) R=H—HT, R=H—H{I'+06) (=R—¥6),
on observe que ®.(R) = ®.(R') 4 ®.(9), donc (23°)
(25°) ©e(R) —s'< ®e(R') [£ Pe(R)]
Dans la suite nous admettrons la condition suivante. Etant donné un
n > o quelconque, il existe un N =N(=) fini tel que
(267) Do) <,
n>N

Si M est un point de R'(24"), M est étranger aux v,+p(y,)
(j=1,2, ...). Mest dans une infinité de w = w(y), avec ®¢(w)—>o0;
en vertu de la constatation (avec » =N') relativement & (13°) on
conclut que les relations

(27°) w=w(y)>M, B (w(7)) <N [2v=mine,(: ZN)]|

entrainent que les w soient disjoints de vy, ..., yy. D’ol pour les
et les y =y (w), qui interviennent dans (27°), on obtient

(28°) weP,. veGn.

Seient w, y un couple particulier d’ensembles satisfaisant a (27°);
il existe un m (1) tel que

(29°) a®(Ymr) L ®(1), a®(y))>P(y) (G<£m)

Ceci esl contraire 2 (19°) pour n=m, donc ¥ est étranger a G, ;
vu (28°), m > N; o =w(y) est étranger a la famille P,,. Comme
dans (D; p. 328), il existe un ¢ tel que

(30%) N<izm, Y€ G, Y n’est pas dans G,.
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En vertu de (17°) o(7) est joint a y,; de plus (29°), ®(y) < a®(y.)
(cari Zm). Par suite, w(v) contenant M (27°), on déduit [(2.4), (27°)]
que

(31°) w(nce(r), Me(y)cov= Yl
n>N

M eR'(24°), donc R’ c Q. Vul’hypothese (3.1I) ®.(L2,) (v) << b®(vn)
et

Pe(R') £ B(93) £ 3 Pe(Q(10)) < X, bP(1a)-
n>N n>N
Conséquemment (26°)

(35) b (R)<q e @®R)=S(H—H( +0))=o.
Enfin [(24°), (25°)] :
(3.6) @, (H—HI).<s=mu(s, ®.(H)), ou s=2,a(<1>(n)).

4. Demonstration d’un théordme de couverture (sutte). — Dans
la suite remplagons ’hypothese 3.4 par la suivante qui est plus forte.

Hypornese 4.1. — 2(n) (3.1 a) est telle qu'on peut choisir des
nombres n,(n =1, 2, ...), posilifs et tendant vers zero pour n— o,
de sorte que
(4.1a) c=2a(ul,,)<s (n,e=1, 2.

n,i
des que
(4.18) 0 < Uy n< s Zu,néfl)e(D) (2.5).
13

Ezemple : «a(u) = u (¢ >1); en effet dans ce cas

Z“(ul n) =2 uzc,u=2 uf:',,' Uy p <2 0 Uy
n,t n,t n,t n,t
=
=2nﬁ“2uz,né ‘I’e(D)z,ﬂ‘,rl
n 1 n

o—n
*®,(D)’
En revenant aux ensembles H (2.5) et T'(3.21°), qui interviennent

et il suffit de prendre nS*' =
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dans (3.6), nous observons que HI' c HD, donc H— HD est contenu
dans H—HT. Sin,(n =1, 2, ...) est une suite de nombres positifs
tendanl vers zéro, définissons les familles G,, P, d’ensembles, ainsi

(1°) Gp=1y, e Py,=!w(y),, avec ®(y) <
soit
(20) ]),,=zy pour Y€G,.

Choisissons les n, de sorte que (4.1 a) ait lieu. Si P, est la famille
des @ pour lesquels ®.(w) <<m,, on aura P,>P,. Comme il a été
indiqué dans (D; p. 328), ensemble indéfiniment couvert par P,
est H. D’accord avec notre résultat (3.6) on peut couvrir Havec une
suite de Ggp, ¥ ({=1, 2, ...), d’ensembles disjoints. un ensemble

R,=H-—HT,, avec I‘,,:ETI", excepté, de sorle que
14

(3) Pe(Ra) < sa= Na(R(1})), ot (1) < fin-
i

On observe que les nombres u, ,=®(y}) satisfont a (4.158), en effet

Eu,,nztb(r,,) et T, cD. En tant que la série (4.1a) 0223,,

13

converge, les s, tendent vers zéro (pour n - ). Vu la remarque,
qui précede (1°), '
H—HDcH—HTI,=R,;
donc+(3°)

®, (H — HD) £ 5.
Pourtant H—HD est indépendant de n, tandis que s,—>o0; de la
(4°) ®(H — HD) =o.

D’accord avec (D; 328) 'ensemble A (2.5) (de points indéfiniment
couverts par les y de G est exprimable comme ]—[D,,. En conséquence
de (3.3)

Pe(w (7)) <bP(y); donc Pe(w(y))->0, si (y)>o;
par la
(4.2) AcH.
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L’ensemble A/ ZHI‘" est mesurable et
A'cAcH [ef. (D; p. 329)[.

L’ensemble 8'= H — A’ est contenu dans ZR,,; d’apres (3°)
q’c(s’) éZ¢G(RIZ) ézsn= 9,

oll o est la série intervenant dans (4.1a). Vu I'hypotheése (4.r)
a présent admise,

(5°) P.(8) <.
On note que 8'==H — A’ dépend des I';, donc des n, et de ¢. Donnons

i ela suite de valeurs IE(I\ =1, 2, ..,); soit A} un ensemble A’=| IF,,
n

<avec T, :Eﬁ’) » oit les /' correspondent a la suite des 0, associés
13

avec ¢ = ;_\ Alors (5°)

(5) @e(H — &) < 7

A, est mesurable, donc A‘:E A, I'est; ona A, cAcH, donc
(6v) A*cAcH.
Or A = A"+ (A —A"), ot A" est mesurable; de plus
(7°) O (A —A*) L P (H—2%).
En tant que
H—A=H —2 AycH —A), (entier m, > o, quelconque),
K
on obtient (5'):

o (H — &%) < @ (H — &) < —;

H — A" est indépendant de m, de 1a ®(H—A*) =o et (7°)
(8°) B(A —A") = o.

En conséquence de la remarque a la suite de 6° il s’ensuit que A est¢
q q q
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mesurable et ®(A) = ®(A"). D’autre part nous avons observé plus
haut que H— A" est mince-®, conséquemment (6°) H est mesurable
et ®(H) = @®(A"). On peut donc faire I'énoncé suivant.

(4.3). Dans les hypothéses (3.1), (3.11), (4.1) les ensembles H,

A (2.5) sont mesurables et lon a
(6.3 a) AcH, ®(A)=®(H).

5. Le théorame fondamental de couverture. — En vertu de (3.6)
et de (4.3). H et T étant mesurables :

(1) PH—HD) <s= (@)  (F=2n),

H=A+S, ®(S)=o0, T[H=TA+TS, &(I'S)=o,
®(TA) = ®(T'H).

De plus

(2°) ®(rH)[=P(H) —®(H— HIN]> ®(H) —s.

Avec ¢, > o, préalablement donné, nous choisissons les n,, > o,
tendant vers zéro pour n-—>w, de sorte que [(4.1a), (4.1b)] ait

lieu. Soit I‘,,:_—E-{f, € Gp,ouG,={y}avec®(y)<<n,; D, = 27

ouyel,;alorsT,cD, et

(30) A =HD",

d’accord avec le texte a la suite de (4.4°). SiT est un quelconque
desT, (rn=1, 2, ...), on aura

(4) s == D a(®(])) <e

(en effel sy 4 sa4... <<e), et (2°)
(5°) ®(TrH) > ®(H) —-=.
On déduit [(1°), (5°), (4.3 a)]

Y(T)> ®(TA)=®(TH)>®(H)—:=D(A) —¢,
donc

(6°) D(A)—e<®(I), aussi P(A) —s,ZP(,) =L De(Dy);
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de plus
(7°) O(I',A) > B(A) — 5.

Si D, était mesurable, ®,(D) =@ (D,) - ®(A) (3°); donc, en tant

que s,—> 0, il s’ensuivrait de la seconde formule (6°) que \

d(r,)>P(D) (pourv-—>x) et d(r,) <PA)+:

pour n = n(e) assez grand. Considérons le cas ot D, n’est pas mesu-
rable. En procédant comme dans (D; p. 331) nous notons que
D,—A =X, + Y, o0 X, est un plus grand sous-ensemble mesurable
de Do—A tel que ®(X,)=®,(D,—A)[®,(...) étant la mesure
intérieure]; Y, est non mesurable et ®,(Y,) =o;

D, (Dp) = B(A) + B (Xp) 4D (Vo) et @(D,) = D(A) + & (X,).

D’accord avec (D; p. 331) on peut faire en sorte que X,, ne croisse
pas; ®(X,) - o; nécessairement ®(T',Y,) =oetl'ona
(8°) ®(Ip) = B(TpA) 4+ B(T,X,).
En raison de (8°) et de (7°)
B(A) + (T Xp) > O(In) 2 P(A) — s+ ©(Lndn).
Or ®(I',X,) tend vers zéro [ puisque ®(X,) —> o], aussi s,—> 0, donc
®(T,) > ®(A) et
(9°) O(r,) < P(A) +: pour n assez grand.

A cause de (6°), (9°) on peut conclure ainsi.

Etant donné e > o, les v,( € G) disjoints peuvent étre choisis de
sorte que

(3.1) BA)—c<®I)<P®(A)+:, ou T =Z*{l.

En tenant compte de (3.6), (4.3), (5.1) nous sommes menés a
I’énoncé suivant.

5.2. Théoréme de couverture. — D’accord avec la section 2 envi-
sageons la famille P d’ensembles w, la famille G d’ensembles
¥[="(®)]. Soient H I'ensemble des points indéfiniment couverts
[voir (2.3)] par P et A 'ensemble des points indéfiniment couverts
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par G. Posons D =2*{ pour v € G; supposons que ®.(D) <<+ oo.
Soit p(v) 'ensemble des points élrangers a v et indéfiniment couverts
par les o’ de P joints a v; Q(y) :2 @'(y'), pour les »'(y') joints a v,

tels que ®(y') <a®(y), @ étant une constante > 1. Admettons que
(avec un b > a)

(3.2a)  Pe(e(y)) La(P(Y)), Pe(Q(Y))<OP(Y) (pour yeG),

la fonction a(u) (u>>o0) étant soumise a Uhypothése &.1. Dans
les conditions indiquées on conclut comme il suit :

(5.A) H est mesurable. Il existe une suite dénombrable de
w(i=1, ...) disjoints, €G, tels que

®(H—HI) <5 =Zq(‘b(yl)), ot I =ZY"

4

(6.B) A est mesurable; AcH; ®(A)=®(H); les v, intervenant
dans T peuvent étre choisis de sorte que, ¢ > o étant préalable-
ment donné, on a '

B(A) — e < B(T) < P(A) +<.

RemarQue 5.3. — Dans les conditions du théoréme, si ¢ > o est
donné, on peut choisir les v, qui surviennent dans 5.\, dépendant
de g, de sorte que ®(H—HTI) <e. ’

RemarQue 5.4. — Si ’hypothese 4.1 esl remplacée par Phypothese
plus faible 3.4, on ne peut plus affirmer que H soit mesurable; dans
ce cas des y,, €G, disjoints existent, tels que

@, (H—HI) <s =Za(ll>(y,)).

tandis qu'on ne peut pas affirmer que les y, peuvent étre choisis de
sorte que s, > 0, soit aussi petit qu’on veut.

6. Couverture par une famille réguliére et un théoréme d’épaisseur.
— Désormais nous laissons les w» étre identiques avec les | corres-
pondants. Comme dans (D ; p. 333), mais dans nos conditions moins
restreintes, nous dirons qu'unefamille G d’ensemblesy est réguliére
st [@>1, a(u) ayant la signification indiquée dans le théoréme 5.2]

MEMORIAL DES SC. MATH — Ne 143, 2
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on a

(6.A) 0 P(y) <o

(6.B) ®.(p(y))La(P®(y)), ¢(y) étant I'ensemble des points étrangers a y
et indéfiniment couvert par les Y’ de G joints & v;

(6.C) B (Q(7)) <bP(y), ou Q(y) est la réunion des y" joints & y et tels
que ®(y') < a®(y) (&> «);

(6.D) ®. (D) <x, ot D=Zy (YeG).

Comme une conséquence du théoreme (6.1-6.1b), ci-aprés, p(y)
est mesurable-® et I’on pourra remplacer ®.(p)) dans (6.B) par
®(p(y)). Le théordme 5.2 devient le suivant.

(6.1) Soient b>a>1 et a(u) d'accord avec le théoréme 5..
St la famille G est réguliére, lensemble A(G) indéfiniment
couvert par G est mesurable-® et il existe une suite dénombrable
dey (i=1, 2, ...) disjoints, €G, tels que ‘

(6.1a)  BA(G)—AGI)N) ZLs=Da(®(1), o2 =Ny

de plus, ¢ > o étant donné, on peut choisir les vy; de sorte que

(6.15) s < e ®(A(G))— . < B(T) < B(A(G)) + .
RemarQue. — Dans les conditions de M. Denjoy s=o et
@(4)(G)) < @(T).

L’énoncé suivant est facile a vérifier.

(6.3). Silafamille G=1{y| est réguli¢re et st G'=1}y"}| est une
Jamille contenue dans G, alors G* est réguli¢re avec les constantes
b> a(>1) et la fonction a(u), associées avec G.

Le théoréme dans (D; p. 336) demeure vrai dans les conditions
actuelles; ce théoréme le voici.
(6.4) Si®.(E)>o0etEcA(G), Gétant une famille réguliére,
et si 0, <1, est une constante, tandis que ®,(Ey) <<0®(y) pour
tout y de G, alors ®.(E) Z9®(A(G)).

En effet vu (6.1), étant donné &> o, il existe une suife de
n.(i=r1, 2, ...), disjoints pour lesquels

PA—-AT) < et P(r)<®(A) +¢;
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en suivant la démonstration dans (D; p. 336) nous obtenons
D (E) < O[D(A) +:] +¢;

dans cette inégalité les v; (qui peuvent dépendre de ¢) n’interviennent
pas : la conclusion dans (6.4) en découle.

Comme c’est le cas dans (D; p. 337) définissons l'épaisseur
infn(E, M) et I'épaisseur supyn(E, M) de ’ensemble mesurable E,
cA =A(G), au point M, €A; ces épaisseurs sont relativement a une
famille réguliere (6.A-6.D) G d’ensembles v :

®(Ey)
@(y)

(6.5) 3(5.31)::hn1¢(EY),

lim ~5= 7(E, M) =lim

pour yS M et ®(y)— o; si ces épaisseurs se confondent, la valeur
commune est I'épaisseur n(E, M).

Le théoréme fondamental dans (D; p. 33») sur D’épaisseur
demeure vrai dans les conditions actuelles : le résultat suivant a lieu.

Tutorene. 6.6. — Admettons que la famille G d’ensembles v est
réguliére (au sens de 6.A-6.D) et posons A= A(G) U'ensemble de
points indéfiniment couverts par G). Alors n(A, M) =1, sur une
plénitude de A.

Si le théoréme est en défaut, le raisonnement dans (D; p. 337)
meéne encore a la conclusion qu’il existe une constante 0 << 1 telle
que si E est 'ensemble de points M pour lesquels »; (A, M) < 6, on
déduit

(1°) ®.(E) >o.
Soit G'={v'}, <G, les {' satisfaisant a
(20) D(AY) << 0D(Y).

Vu (6.3) G'est une famille réguliere. Comme dans (D; p. 337) on
obtient

(3v) EcA’, ottt A'=A(G") ('ensemble indéfiniment couvert par G).
A cause de (6.1), A’ est mesurable. On note que.

(4°) (A, M) =0 sur A'—E.
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De plus [(3°), (1%)]

(5°) ©(A) > (L) > o.

Jusqu'ici les développements sont comme dans (D; p. 337). En vue
de (6. 1), sic > o estdonné, il existeunesuitede y, ({ =1,2,...), € G/,
disjoints, tel que, si F’:E Y., on obtient
(6%) DA —AT)<e,  B(I') < B(A) +-.

Il se peut que I' tienne a e. dans le cas considéré dans (D) on
a ®(A'—A'T") = o. A cause de (6°)

A=A+ W avec P(W')<e,
donc
(7) B(A) < BAT)+c L D(AL) + 2.

En vertu de (2°) et de la seconde inégalité (6°)

B(A) = Y @(A1,) <O X B(v,) = 0B(I') < O[B(A") + <]

et (7°)
B(A) < O[B(A) +c]+e.

Le nombre 6 et 'ensemble A’ sont indépendants de ¢, d’ou
B(A) 20D (A).

C’est une contradiction puisque [(3°), (1°)] ®(A') > o. Le théoréme
est vérifié.

7. Les fonctions completement additives. — Soit G une famille
régulicre, au sens de (6.A)-(6.D), d’ensembles y. Soit W (E) une
fonction d’ensemble E, cA=A(G), ayant une valeur finie, déter-
minée pour tout E, cA, mesurable-®. Nous supposons, d’accord
avec (D; p. 338), que W est complétement additive [c’est-a-dire, si
les E, (n=1, 2, ...) sont disjoints et les W (E,) sont déterminés

et2| ¥ (E,)| < w, alors ‘F(ZE,,) :Z\IJ'(E,,)] et posséde de la
soustractivité; W(EE') est défini des que W(E), W(E') le sont.

v@ay)

Moyennant le rapport B(7)

(avec Y€ G), comme dans (D; p. 338),
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envisageons les nombres dérivés supérieur, inférieur, moyen (une
limite quelconque) et la dérivée (unique, si elle existe),

(7.1) D(I,M,G), D(...), Dn(...), D(...),

de W au point M € A (relativement a la famille G).

(7.2) Les dérivés D, D et la dérivée D (T7.1) sont mesurables-®.
Ce résullat, analogue a une constatalion qui se lrouve dans

(D; p- 338), sc démontre dans les conditions actuelles en suivant le

raisonnement présenté dans (D; p. 338 et 339), au moyen de (6.3)

et de la partie de (6. 1) selon laquelle I’ensemble A(G) est mesurable.

Le théoréme du paragraphe 24 dans (D; p. 339) a lieu avec notre
définition de familles réguli¢res; ainsi le résultat suivant est validé.

Tukorkne 7.3. — Admettons que W (E) est une fonction (de la
nature indiquée plus haut) définie et bornée pour E, c A =A(G),
mesurable-®, la famille G étant réguliére [(6.A)-(6.D)], Alors
les ensembles
(13a) E~»={D(W,M,G)=+w| E_.={DW¥,M, G =—x

sont minces-®.

Comme dans (D; p. 338) introduisons la famille G,(A) d’en-
sembles v de G, tels que

(1) W(AY) > ADP(y) (A positf quelconque).

Vu (6.3) G;(A) est réguliere; en raison de (6.1) A[G;(A)] = A,(A)
est mesurable. Selon ’hypothése

(2") —k<W(E)< k (4 fini, E, cA, mesurabie).

Comme dans (D) on a encore

(3%) Ag(A)SE+=,

En raison de (6.1a), (6.1b), étant donné un ¢ > o, desy, ({ =1,...),
€G,(A), disjoints existent tel que, en posant I‘A—_:ZT,, on déduit
(4°) A (A) —As(A)Ta= Wy,

ol W, est mesurable-® et

(59) (W) <.
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Dans les hypotheses de M. Denjoy ®(W,) = o. En suivant la ligne
du raisonnement dans (D; p. 338 et 339), mais avec la modifica-
tion (5°), posons L=A—AT,; vu (2°) (pour E=L mesurable)
W(A)>W(AT,)—k; A et ®(y,) étant positifs et v, € G;(A) (1°),
on trouve que W(Ay,) > o. En raison de (2°) la série de W(Ay,)
converge et vaut W(AT,). Donc [(1°) avec y =1,] : W(AT,) > A®(T,);
on obtient

(6°) W(A)>AD(TL)—k
[comme dans (D)]. Or (4°)
TadA (A=A, (A)— Wy,
dou [(5°), (3°)]
i O(Ta)> P(A(A)) —B(Wa) > B(A;(A)) —:>B(EF=) —e
et (6°)
¥(A)> A[Q(E+=) —¢] — k.

A, E¥<, A, & sont indépendants de &; en conséquence W(A)
vaut ®(E**)-k au moins; parce que k> W(A), on a k > A ®(E*+~)-k
et 'on arrive 4 une contradiction, si E** est épais-®. Donc E*= est
mince-®. Pareillement la conclusion est la méme pour E_,. Le
théoréme est établi.

Selon la locution de M. Denjoy la fonction W(E), définie
dans A =A(G), sera dite métriquement continue, si |W(E)| est
borné pour E mesurable-® et contenu dans A et si |W(E)|—o
quand la mesure-® de E(cA) tend vers zéro. On s’apercoil que
dans ce cas, a tout ¢ > o il correspond un ¢ = d(¢), tel que

®(E) <& (pour E, cA, mesurable) entraine [Y'(E)] <:-.

L’analogue du théoréme dans le paragraphe 25 dans (D; p. 339)
est le suivant.

Tukorikme 7.4. — S la fonction W (E) est définie et métriquement
continue dans A = A(G), ot G est une famille (d’ensembles y) régu-
licre au sens de (6.A)-(6.D), alors aucun couple de nombres A <<B
rexiste, tel que

(1.4a) D(¥, M, G)<A<B<D(W, M, G) partout surA.
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Dans le cas considéré dans (D) au lieu de la continuité métrique
il était suffisant de supposer que ®(E) = o entraine ¥'(E) = o.

Pour élablir ce théordme remarquons d’abord que, avec les
notations introduites plus haut, on a encore (D; p. 340) :

(10) A[G/(A)] = A[G(B)] = A(G) = A,

Soit ¢ > o quelconque et d =0(¢) le nombre correspondant qui
intervient dans la définition de la continuité métrique de W'. Il existe
deux suites d’ensembles disjoints :

(20) 126G, (A), v'eG(B) (n=1,2,...)
tels que, comme une conséquence de (6.1),

(30) A=A+ Wo,  A=aYyn+ W,

ou
P(Wo) <3=3(e), B(W)3,

tandis que, avec I, -—_—2 Yo et I :2 ™,

(40) PA) =3 < P(Ty) <P(A)+ 3,
G(A) — 5 < B(Tr) < B(A) + &.

En raison du choix de d on obtient
(50) [W(Wo) | <s, [W(WO)| <5,

W,, W° étant mesurables-®, car A, les vy, et les y* le sont. On
deduit [(3,), (5,), (20)]

¥(A) =2w(.\—{,,) +W(W,) < AZ(D(«_/”) +e=A®(I,) +¢,
¥(A) =2w(mn) + W(Wn) > BZ@(W) —e=B®(I,)—e.
En tenant compte de (4,) on a
(60) V() <A[P(A)+38]+e, W(A)>B[P(A)—3d]—¢,

donc
(70) B[®(A)—8]—c < A[P(A)+d]+e,  &=23(e).

A, B, A sont indépendants de ¢; en laissant ¢ dans (6,) tendre vers
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zéro, on trouve que B®(A) <A ®(A). En tant que ®(A) >o,il y
a une contradiction. Le théoréme est établs.

8. Définitions et développements préliminaires a la section 9. —
Ci-aprés G est une famille réguliére[(6.A)-(6.D)] d’ensembles ~;.
Soit E un ensemble contenu dans A = A(G).

Noration 8. 1. — G(E) ={y}, ou les y (de G) sont joints 2 E;
A[G(E)]=5(E); o(E)=35(E)—E.

DeriniTion 8.2. — F, cA(G), mesurable-® est dite un noyau
si ¢(F) est mince. O, cA(G), est une enveloppe (relativement a G),
quand F=A—0O est un noyau; c’est-a-dire, O-mesurable, cA,
est une enveloppe si, en posant G'(O)={v} ou (A—O)y=o.
I'ensemble 7(0O) de points de O indéfiniment couverts par
G—G'(0)=G(A—O0O) est mince.

Les notations et les définitions qu’on vient d’indiquer sont dues
a M. Denjoy; pourtant la définition de familles régulieres a été
modifiée.

En vertu de (6.3), (6.1) l'ensemble d(E) est mesurable-®.
L’équivalence des deux définitions d’une enveloppe est démontrée
dans (D; p. 348).

(8.3). Sivyestunensemble de G, on a
(83a) P(s(vA)) < a(P(Y))-

Remarquons que dans le cas od G est régulitre au sens de
M. Denjoy, selon (D; p. 345, le résultat correspondant a (8.3)
est ®(a(yA)) = o, c’est-a-dire YA est un noyau.

Afin d’établir (8.3) nous suivons d’abord la démonstration
dans (D; p. 345). On s’apercoit que o(yA) cp(~) (Notation 8.1),
ou p(y) est I'ensemble des points étrangers a - et indéfiniment
couverts par les y' de G joints a y. Donc (6.B)

Pe(a(vA)) La(P())-

Or 0(yA) =A4|G(yA)], ou la famille G(yA) est contenue dans G;
par suite (6.3) G(yA) est réguliere et (6.1) 8(yA) est mesurable-®;
YA est aussi mesurable, d’ott 6(yA) =0(yA) — 1A est mesurable;
(8.3a) s'ensuit.



THEORIE METRIQUE DANS LES ESPACES OU IL Y A UNE MESURE. 23
(8.4) Tout point M de A est un noyau.

Ce résultat est identique avec une proposition dans (D; p. 345),
mais la démonstration est modifiée. Comme dans (D) notons
que ®(M) =o et que

S(M)=M+o(M)ctA+p(y) (pour les ysM).
Donc, d’apres (6.B) et p(y) étant mesurable,
P(a(M)) = P(yA) + P(p(y)) < P(1) + 2 (2(Y))-

Pour une suite d’ensembles y, M, de mesure tendant vers zéro, le
dernier membre ici tend vers zéro; de la ®(c(M)) =o et M est un
noyau.

(8.5) La somme finie de noyaux et le produit (sl existe), au
plus dénombrable, de noyaux sont des noyauz; le produit fini
d’enveloppes et la somme, au plus dénombrable, d’enveloppes
sont des enveloppes; si ¥ est un noyau et O une enveloppe,
F—FO est un noyau et O — OF est une enveloppe; si un noyauF c
une enveloppe O et si 0 est I'ensemble indéfiniment couvert par
lesyde g = G(F)G'(O) (les y joints a F et disjoints de A — O = f),
alors 8 est intermédiaire a F —F1(O) etaF + 0o (F); A= A(G)
est un noyau ainsi qu'une enveloppe.

Les propositions dans (8.5) sont identiques avec cerlains énoncés
dans (D; p. 346, 348 et 349) et elles se démontrent précisément de
la méme maniére.

9. Dérivation et intégration relativement aux fonctions métrique-
ment continues. — Rappelons-nous la notation 6.5 des épaisseurs
(sup, inf, unique) et le théoréme 6.6. F étant un noyau de la famille
régulidre G = {7y}, considérons les épaisseurs 7(F, M), n(F, M),
(Fy)

(1)
et ®(y)—o]. En tant que §(F) =A[G(F)], en tenant compte du
théoréme 6.6 on conclut, comme dans (D; p. 351 et 352), ainsi.

n(F, M) de F [définies moyennant le rapport

y ol '{BM

(9.1) SiFestunnoyau (de G={y}réguliere),on an(F,M)=1sur
une plénitude de F et n(F, M) = o sur une plénitude de O = A —F;
A=A(G).
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La seconde plénitude ici inclut O —7(0) =A —d(F) au moins.

En examinant les développements de (7.1,) jusqu’a (7.6,) on
conclut comme il suit [voir (D; p. 352)]:

(9.2) Soit W(E) -une fonction d’ensemble définie et métriquement
continue dans A = A(G), la famille G étant réguliere [(6.A)-(6.D)].
Les conditions

(9.2a) D(¥, M, G)<A, D(¥,M,G)> B,
satisfaites sur un noyau F, impliquent respectivement
(9.20) V(F)<A®(F), (2) W(F)>B.

Adaptons la définition de M. Denjoy (D; p. 352) de famille G
parfaitement régulieres :

On dira qu’une famille G = { y |, réguliére au sens de (6.A)-(6.D),

est parfaitement réguliére, si 4 ¢>>o0 et a tout E, cA=A(G),

" mesurable-® il correspond un noyau F et une enveloppe O en sorte
que

(9.3) FcEcO, ®(O0—F) -

(9.4) Soit G parfaitement réguli¢re. Si E, cA(G), est mesurable,
il existe une famille g(E), c G, telle que A(g (E)) et E sont identiques
sauf pour des ensembles minces; !’épaisseur n(E, M) =1 sur une
plénitude de E et n(E, M) = o sur une plénitude de A(G)—E.

Les résultats (9.4) se démontrent de la méme maniére que les
énoncés analogues dans (D; p. 353 et 354).

TueoriMe 9.5. — Si G est parfaitement réguliere et si la
Sonction W(E) est métriquement continue dans A =A(G), la
dérivée D(W, M, G) unique et finie existe sur une plénitude de A.

Dans (D; p. 354) ce théoréme est formulé et est établi en rapport
avec les développements dans (D; p. 340 et 341). Dans les conditions
actuelles il y a certaines modifications dans la preuve. En conséquence
nous en donnerons les détails.

Si le théoréme est en défaut, on peut trouver A<<B et un
ensemble E mesurable épais, tels que

(1v) D(Y,M,G)<<A e D, M G)>B surE.
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Il existe un noyau FcE, avec ®(F)>0.On a
(2) 8(F)=A(G(F))=F +9(F), @(o(F))=o,
ott G(F) est la famille des v de G joints a F; de plus
(39) W(F)=W(3(F)),

en lant que ¥ est métriquement continue. Soit G, (F) la famille des y
de G(F), tels que W(Ay) < A®(y). On note que

(4°) Fca((F)=2A(Gu(F))cd(F);  W(F) =T (3 (F)).

Soit ¢ > o quelconque. Selon (6.1) la famille G,(F) contient une
suite dénombrable d’ensembles disjoints ¥, (=1, 2, ...), tels
que [(4°), (2%)] :

(5°) | PGEF) =3B [ <,  OY) < PE@A(F)) + = POB(F) +5
P(Ba(F)) —e < P(T),

ouI" =ZY:. Posons
(6°) Hy=0,(F)—38,(F)I", alors ®(H,)<e.

Vu la définition de la continuité métrique, un d(e) > o existe,
tendant vers zéro avec ¢ (> o), tel que

®(e) <c [emesurable, cA(G)] entraine |W(e)|< 3(¢).
I1 en découle que
(7*)  P(BA(F)I) = ®(34(F)) — @ (Ha) = ®(3(F)) — ®(Ha),
ou ®(H,) <& (6°), et
(8°) W (3,(F)I') =W (3 (F))—W(Ha),

avec
| W(HA) [ <8(e).

En tant que les y, € G(F), ona W(Ay,) < A®(y,) et (5°):
(9°) VAT) < AP O(1)) = AR(I) < A[R(3(F)) +<].

Posons
(10°) Xy=I"— 8, (F)I".
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En vertu de (7°), (5°) on obtient
(1) B(Xp) = B(I") — PEA(F)T) = () — R (B(F)) + (Hy) < 2.
8.(F) et 8,(F)I" sont inclus dans A = A(G) (4°); donc (10°)
Y(AT') =W (AXa) + W (3 (F)I');
en tenant compte de (8°) on obtient
W(AT') = W(AXy) + W(3(F)) — ¥(Ha):

par suite (9°)

U(AXA) +W(3(F)) —W(HL) <A[P(3(F)) + <]
° Y(AXN) +W(B(F)) <d(e) + A[P3(F))+¢]
Or (11°) ®(AX,) < 2¢, donc | W (AX,)| <<d(2¢); par la

U(3(F)) <8(28) +8(e)+ A[P(3(F)) +<];

en laissant € —> o, il en découle que
(12°) W(3(F)) < A®(3(F)).
De la méme maniére on montre que
(132) W(3(F))>B®(3(F)).
Les inégalités (12°), (13°) présentent une contradiction, en tant

que ®(0(F))=®(F)>o (F étant un noyau). Le théoréme est
démontré. .

Toutes les conclusions du reste de (D), a savoir celles dans
(D; p. 354-356), demcurent vraies dans nos conditions. Ces
énoncés, dans les démonstrations desquels il n’y a rien a modifier,
sont les suivanls.

(9.6) Soit G parfaitement réguliére : admettons que W(E) est
métriguement continue pour ECcA=A(G). S D(¥, M, G) <A

[ouD (¥, M, G) > B sur un H(c A) épais, on aura ¥ (H) < A®(H)
[ou W(H) >B®(H)]. La fonction D(M),

D(M)=D(W, M, G), ou la dérivée existe, et D(M) =0 ailleurs.

est sommable-® sur A et

¥ (E) =f D(M)d®  pour tout E ( cA) mesurable.
E
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La fonction 1(E) :ff(M) d®, ot f est sommable sur A et E( cA)
E

est mesurable, cette fonction est métriquement continue dans A;
de plus D(I, M, G) = f sur une plénitude de A.

10. Des exemples de familles réguliéres et parfaitement réguliéres.
— Dans le plan euclidien U = U, des points (2, y), envisageons
les segments [2o— ¢o, o+ co] contenus dans le segment [o, 1] de

I
Paxe Oz; 0 <<xo<<1, >0, 0= 2o—Cy, Lo+ CoL 1500 A oL 5

Soit o < ap<<1 et définissons yo comme 'ensemble des points (z, y°)
pour lesquels

(10.1)  my—co(1 —))0 Lz L 2o+ Co(1 — y)2O, 0oLy L1;

Yo est fermé; sa frontidre consiste du segment [zo— co, Zo-+co] et
des deux arcs

Z—xo=o=co(1 — )%, ol 0oLy L1,
Yo est contenu dans le rectangle
(10.1a) ro={Xy—CLET LLy+Cy;0LY L1
Soit la métrique @ au sens de I'aire euclidienne. On a

2Co

‘1’(]'0)=|‘{0|=a+ :

choisissons a, tel que

(<1);

(10.15) [ro— Yol = 70(2

donc oy = % [—— 1+ i+ 80.,]. Un ensemble v, est défini moyennant

les nombres co, @o. Si ¢, « sont des nombres assujettis aux mémes
conditions que ¢y, &, désignerons par y et r ensemble ct le rectangle
qui correspondent; on a |r—y|=|y[*. Envisageons maintenant la
Samille G d’ensembles ¢, formés pour tout o <<z <1, avec ¢ > o,
oL r—c,x+cLu. '

Dire que |y|— o équivaut & ce que ¢ — o, mais le diamatre de y
ne tend pas vers zéro. L'ensemble A(G) des points indéfiniment
couverts par G est le suivant : '

(10.2) A(G)=[o, 1]+ {o<e<1,0<y<1].
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La réunion D des y est identique avec A(G); |D|=1. Si vy, est un
ensemble particulier de la famille G, on voit que I'ensemble p (7o)
(6.B) des points étrangers a v, et indéfiniment couverts par les y
de G joints a v, cet ensemble consiste de ro— o, dépourvu des points
des deux semi-segments

((0, 0); (0, 1)}, ((1,0), (1, )];
donc p(yo) =D ry—7o. En raison de (10.15)

(10.2a) lp(mt=mr=[#J >o.
1+ 41+ 8¢

On note que la famille G = { v | satisfait aux conditions (6.A), (6.B),
(6.D) avec a(u)=u?; la fonction a(u) est d’accord avec I'hypo-
thése 4.1 (celle-ci intervient dans le théoréme 5.2 de couverture).
La ‘mesure de p(y) étant positive (pour tout y de G), la famille G
n’est pas réguliere au sens de M. Denjoy. Pourtant il reste a établir
que (6.C) a lieu, ce qui démontrera que la famille G est réguliere
dans notre sens. Soit @ un nombre fixe, tel que @ > 1. Q(yo) est la
réunion des y de G, tels que

(10.25) Yoo, |v|<al|vl
L’inégalité ici équivaut a ce que

(4 _ acy

1+ y1+8c 1+ 1+ 8¢
(tandis que ¢>o0, o Zx—¢, Z+c<1, ou z correspond & ¥);

donc, en tant que ¢y> 0, ¢ < %, on obtlient

14 \/1+8c
1+ 1+ 8¢

¢ << acy < cqa, ol =—;-(1+ﬁ).

Puisque 7 est joint & yo, il s’ensuit que les y qui satisfont a (10.2)
se trouvent dans DSy, ou S, est le rectangle
{Zo—co—2c0ga <z < To-+ Co+2¢0qa, 0 Ly L1 1.

En raison de linclusion €(vyo)<cDS,, pour la mesure extérieure
de Q(vo) on déduit

| 2(Y0) le< le min de [ D | et de [So | <L 2¢0(1+ 2ga).
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—1 < . 1
Or || = 400[1 -+ ~/1 -+ 8(:0] , d’'o (pulsque coZ E)

co=%(1+\/1+8¢:o)|‘r01ééq”‘"

etl'ona
[Q(v0) le£ g | Yo 1, ol ¢'=(1+2g9a)g;

¢ > a. donc la condition (6.C) a lieu uvec un b fixe quelconque
surpassant q'.

(10.3) La famille G ={v}, donnée plus haut, est réguliere dans
notre sens (6.A-6.D), mais ne Uest pas au sens de M. Denjoy.

Dans '’exemple d’une famille réguliere G = {y}, que nous venons
de donner, les y sont fermés et leurs diametres surpassent 'unité.
Construisons un autre exemple d’une famille qui est réguliere dans
notre sens mais ne l'est pas au sens de M. Denjoy et qui, en effet,
est aussi parfaitement réguliere dans notre sens (9.3); bien entendu
une telle famille ne sera pas parfaitement régulitre au sens de
M. Denjoy. Dans cet exemple les » seront ouverts et tels que l'aire
(euclidienne) ne tend vers zéro que si le diametre de y—o.
Soit S° le carré ouvert

N
'

(10 ) St=to<, y <1l
Considérons la famille de tous les cercles fermés

(10.4a) $(20; yo5 o) = {(# —20) + (¥ —y0)* < 85 },
pour lesquels

(10.40) (2o, y0)€8% >0,  s(Zo, Yo t0)<S°

Soit ro un nombre assez proche de ¢, tel que
1 9 0
(10.4¢) at0<"0<to, =(8—r§) L n2ri.

Envisageons un ensemble f, avec les propriétés :

10.4d) o est fermé, discontinu (sans points intérieurs); f, contient
) p

le pourtour de s(zo, ¥0; Lo); 0 <| fo |; fo C5(Z0, )03 to)—$(Zos Yo, I'o)-
Posons

(10.5¢) Yo=$(Zo, Yo; to) — fo-
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Yo est ouvert, Yo= Yo+ fo= (%o, ¥o; to) (€. g fo est la frontiére
de Yo); Yo 2 $(0, ¥o; o). Vu (10.44d) | fo| <m(t;—r}), donc (10.4¢c):

(10.41) [fo] < m2ré<<]yol®

Si («, 3') est un point de fo, (2', ¥') sera a distance o de yo; les
nombres 7/, ¢ correspondant an point (2, ¥') de la méme maniére
que ro, £ le sont au point (zs, yo) [(10.40), (10.4c)], tout
cercle s(z', y'; r') sera joint & yo; puisque ' > s(z', 3'; 1), y' sera
joint & yo; 7' contient (', y') et |y'| - o avec t'; donc (2, ') Cp(yo),
ou p(yo) est I'ensemble défini dans (6.B). On conclut que fo € p(Yo)-
Si (#', y') est un point étranger a Yo ainsi qu’a fo, (2, y') ne peut
pas étre indéfiniment couvert par les y joints & 7o, puisque (z', y') est
a distance positive de 1, et le diamétre de y tend vers zéro avec | 1|;
un tel point (&, y') doit étre étranger a p(7o). Ainsil’ensemble p(yo)
est identique avec fo; par 13 [(10.4d), (10.4f)]

(10.5) o <|p(vo) | <|70l%

cela étant pour tout v, de la famille G = {y}; de plus
(10.5¢) D =2-((e0) =80 |D|=1; A(G)=S"

Supposons que y, est un ensemble particulier de G et considérons
les y de G tels que

(10) T#o, |v]<alel,
ol a est une conslante supérieure & 1. Soient
(20, y0), To, to €t (z,y), 1, t

les centres des cercles et leurs rayons, associés respectivement
avec yo et v; (1°) entraine

artl antl, or<zfat;

mais ¢ << 2r (10.4¢), par suite £ << 2 /ato. Vu que yyo 7% 0, les deux
cercles des centres (2, ¥), (%o, ¥o) et des rayons ¢, £, sont joints.
Conséquemment les v, dont il s’agit dans (1,), se trouvent dans le
cercle

s(zo, yo; (1+ 4 ya)to).
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La réunion 2(yo) des y, qui sont ouverts, satisfaisant a (1,) est
mesurable, &(yo) est contenu dans le cercle indiqué et 'on a

1 2(v0) | < | s(wo, y0; (1+4ya)te) | = (1+ 4y/a)2mel.

I .
Or vyods(Zo, Yo; 7o), |Yo|>7r:; vu que ro> 5, on obtient

‘(0|>;nt§ et

4
(10.56)  |2(1)|<b|vol, b=4(1+iya)>a(>1).
On conclut ainsi :

(10.6) La famille G=/{y{ introduite en rapport avec (10.4) ...
satisfait aux conditions (10.3), (10.5a), (10.5b); cette famille
est réguliere au sens de (6.A)-(6.D) et elle n'est pas réguliere
au sens de M. Denjoy [ parce que |p(y)|>> o pour tout y de G].

Soit F, ¢S°(10.4), un ensemble fermé dans S°. Si (2/, ') est un
point sur S*—F, il existe un cercle ouvert

SO={lz—2 2+ |y —2" P},

situé dans S° et disjoint de F. Une suite v,(j=1, 2,...) de G,
telle que

(20) ua(zy),  vuF#o,  |v»>o0  (egt —>o0)

ne peut pas exisler, puisque y, contenant (z', ') ct le diametre (<C 2¢,)
de v, tendant vers zéro, v, doit se trouver dans s°, des que j est
suffisamment grand, de sorte que y,F = 0. Le point (2, )”) (de S*—F)
n’est pas indéfiniment cofivert par les y de G joints a F. Avec la
notation 8.1, en désignant par G(F) la famille des + joints a F et
en posant

A(G(F))=3(F), o(F)=35(F)—F,
on s’apercoit que ¢ (F) = o, donc :

(10.7) Pour la famille G de (10.6) tout ensemble F(cS°),
Jermé dans S°, est un noyau.

Si O(cS°) est ouvert, S°— O sera fermé dans S° et par consé-
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quent sera un noyau (10.7); en tenant compte de la définition (8.2)
on conclut ainsi :

(10.8) Pour la famille G de (10.6) tout ensemble O ( < S°) ouvert
est une enveloppe.

St E, ¢S°, est mesurable au sens de Borel, E est mesurable au sens
de Lebesgue. Etant donné¢ un ¢ > o, on peut trouver un O ouvert
et un F fermé, de sorte que

FcFcO, |O—F|<e..
A fortiord
FcEcSvO, SO —-FcO—F, [S00 —F| <¢

ici F fermé¢ dans le plan est fermé dans S ¢t S°O est ouvert; F est
un noyau, S°O est une enveloppe. Vu la définition, donnée en
rapport avec (9.3), on est mené & la conclusion suivante.

(10.9) La famille G, dont il Sagit dans (10.6) est parfaitement
réguliére dans notre sens; nécessairement cette famille n'est pas
parfaitement réguliére au sens de M. Denjoy .

11. Les familles d’ensembles F — { E|. — On sait qu’une réunion
indénombrablement infinie d’ensembles mesurables peut étre non
mesurable. Nous allons présenter un énoncé, ou interviennent des
conditions suffisantes pour qu’une telle réunion soit mesurable. 1l
s’agit de la mesure-®, introduite plus haut.

Trtoreme 11.1. — Soit F = {E} une famille d’ensembles E (de
Uespace W) ; posons
(11.1a) 5(5)—_—212 (EeF).
Supposons qu’a chaque ensemble E de F on peut faire corres-
pondre une famille réguliéere G=Gg={v}, on y=1v(E), telle
que
(11.1b) vycE et A(G)=E
et de sorte que la famille

(1.1¢) G*=2GE(EE.€F)={7*}

d’ensembles " soit réguliére. Alors S(F) sera mesurable-®, avec

0 < B(S(F)) <+ .
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Notons d’abord que d’aprés le théoréme 6.1 de couverture tout
enscmble E de la famille & est mesurable-®, parce que E (11.15)
est'ensemble indéfiniment couvert par les y de la famille Gy, supposée
réguliere. On a I'inclusion

(11.2) 2A(G)cA(2G) = A(GY).

En effet, si p est un point de 2 A(G), p estsurun A(G), c’est-a-dire p

est indéfiniment couvert par les y de G; a fortiori est-il indéfiniment
couvert par les ensembles de G*( > G), donc p € A(G*). L'inclusion
au sens opposé

(11.2a) A(G')cZA(G):ZE:S(.‘?«’)

aussi a lieu. On s’apercoil de cette relation en notant que, si p est
un point de A(G"), p est indéfiniment couvert par les ensembles v*

de G*:ZG; il existe une suite y; (=1, 2, ...), ou ;3 p

[et ®(y/)—> 0], chacun y; appartient a une famille G, soit y; € G;;
vu (11.10) y; € E;, ot E; est 'ensemble E( € & ) correspondant a G;;
le point p est contenu dans E,CS(.‘.’T), ce qui démontre (11.2a).
Par conséquent [(11.2), (11.24a)]:

(11.3) S(:F):ZA(G.Q =A(G*).

C’est-a-dire, 'ensemble S(F ) (11.1a) est identique avec ’ensemble
indéfiniment couvert par les y* de la famille G*, supposée réguliere,
donc (6.1) S(F) est mesurable-® et

B(5(F)) =P(A(CY)) <+=;
de plus (avec un E de & quelconque et un y de Gy)
B(5(F))> P)A(Ge)) =P (E)> ®(7)>o0.

La conclusion du théoréme est établie.

Cororrare 11.4. — Soit la famille F = {E} d’ensembles E une
réunion, au plus dénombrable, de familles F,(v=1, 2, ...),
chacune satisfaisant auzx conditions du théoréme 11.1; alors

MEMORIAL DES SC. MATH. — Ne 143. 3
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Uensemble S(&) (réunissant les E de &F) sera une somme, au
plus dénombrable d’ensembles de mesure-® finie.

En effet S(F) est la réunion des S(F,), les S(F,) (v=1, 2, ...)
étant de mesure-® finie (en vertu du théoréme).

Le théoréme bien connu dans I’espace euclidien U, (la mesure-®
étant celle de volumes euclidiens), selon lequel toute réunion de
segments est mesurable, est un cas trés spécial du théoréme 11.1 et
du corollaire 11.4. Dans le résultat mentionné « segment », par
exemple dans Ul,, veut dire « rectangle » fermé de mesure positive
et de cOtés possiblement non paralleles aux axes. Avec tout segment E
(de la famille considérée) on associe tous les cubes (fermés) inclus
dans E; ces cubes sont les y de G,.

Derinirion 41.5. — On dira qu'une famille & = { E } d’ensembles E
est simplement réguliére, si

(11.5a) les E sont mesurables-® et 0<P(E) <+
et si

F =va, o F,cHF,c....

v=1
ou &, est une famille (partielle de &), telle que :

(11.56) si &F, est une famille quelconque contenue dans &,,
Pensemble S(F',) (réunissant les E de F') sera mesurable-® et
O(S(F,)) <+ oo [aussi (S(F,) < +x].

Remarque 11.5". — Si & est simplement réguliére et si &' est une
famille quelconque contenue dans &, on aura

5(5')=Zs;, ou ®(S))<—+wx;
v=1

en eflet
gff:Zy'gv, on FF,=F,cF,
v

et, vu (11.54), F', est mesurable-® et ®(S(F,)) <<+ ; on peut
poser S, = S(&); alors F, cF,... et §,cS,c....
Notons maintenant que toute famille partielle d'une famille
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satisfaisant auz conditions du théoréme 1.1 satisfait aux
mémes conditions, parce que toute famille partielle d’'une famille
G = { v} réguliére au sens (6.A-D) est réguliére au méme sens.

(11.6) Toute famille ¥ = | E; satisfaisant aux conditions du
corollaire 11 .4, avec F, c F,. . ., est simplement régulicre.

Ona :zﬁv, ou chaque famille &, satisfait aux conditions du

théoreme 11.1. S(F,) :Z(V)E est de mesure-® finie. SiE€ &, on

aura E€ &, pour un v; avec E est associée une famille G, = {y{
réguliere au sens (6.A-D), telle que (11.58) a lieu, donc pour un y
(quelconque) de G, on obtient

o< P(NNLP(F) =2(A(6Gr)) <+

ainsi (11.5a) est vérifié pour tout E de F. Soit &', une famille
contenue dans &,. Alors, en raison de la constatation qui précéde
(11.6), &', satisfait aux conditions du théoréme 11.1; d’ou S(F,)
est mesurable-® et ®(S(F')) <+ oo. Cela étant vrai pour v=r1,
2, ..., & est simplement réguliere; (11.6) s'ensuit.

(11.7) Toute famille F, contenue dans une famille F simple-
ment réguliére jouit de la méme propriété.
En eﬂ'et, go:fﬁogi—f—goﬁg—}—..., 3'.03.'1C170979C...; sl

F,cFF,, on aura F,cF,; vu (11.58) S(F,) posseéde une
mesure-® finie (v=1.2, ...).

Tutoreme 11.8. — Admettons que la famille F = {E} est sim-
plement réguliere (définition 11.5); ainsi & =257v d’accord

avec (11.5a). Supposons que I'ensemble A(F) des points indéfi-
niment couverts (au sens de la métrique-®) par les ensembles E de
la famille F n’est pas mince-®. On conclut que tout ensemble
A(F,)(v=1, 2, ...) est mesurable-®, de mesure-® finie. Soit ¥
une fonction réelle, définie (et finie) pour tout E de &F. Sur A(F,)
on peut envisager les dérivés, respectivement supérieur et inférieur,
relativement & &, de W' :

(11.8a) (FH)DW(p), (F.)DW(p);
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ces dérivés sont mesurables-® [sur A(F,)]. Si U'on admet la
condition additionnelle (12.7) (voir plus loin), on obtient les
résultats suivants pour les dérivés relativementa & : & tout p sur
A(F) il correspond un v(p), tel que

(11.85) (F)DW(p)=(F,)DV(p) pourtouwt v v(p);

un résultat analogue est valide pour les dérivés inférieurs; de
plus, les dérivés extrémes, relativement a F, sont meurables-®
sur A(F).

Ici A(F,)[A(F)] est l'ensemble des poinls p, tels que des
ensembles E de &F,[ F] existent de sorte que

Esap et ®(E)—>o.

Y (E) est un nombre unique réel, fini pour tout E de &. Le dérivé
supérieur, relativement a &,[ & ], pour un point p sur A(F,)[A(F)]
est

— W(E T B

im g = (FODYe) ()Y (p)]
pour E de F,[ F ] contenant p, ®(E) tendant vers zéro.

Démontrons d’abord que A (&) est mesurable-® et @ (A (F,)) < + .
Selon I’hypothese

(10) 5=29’\,; FicFic...; si FicF, ©O(S(F)))< +w.
=1

En particulier ®(S(%,)) est finie (et positif), donc
0 < py=max(pour E€F,)P(E) < +o.

Soit

Hv(n)=>:‘E, ou Ee¥y, e @(E)z i
Ona
(20) S(Fy) =Hy(1)oH,(2)>...5Hy(n)>....

Les E qui interviennent dans H,(n) constituent une famille F5 c &F,)
H,(n)=S(F%); F,0F,>.... Vu (1°) Hy(n) est mesurable-®
de mesure-® de mesure finie. Par suite l’ensemble

(30) H=[ 8.
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est mesurable-®[®(H,) = ®(S(F,))] de mesure-® finie. Si p e H,,

onapeH,(n)(n=1,2,...); donc p€E,,, ou E, , est un E de &F,
avec ®(E, ») < Enl'; p est indéfiniment couvert par { E, , E, .,

)
ey

plest par F,. Ainsi pe A(F,) et
(40) H,cA(F,).

Réciproquement, soil p € A(F,). Alors p est conlenu dans une suite
d’ensembles E de &, de mesure tendant vers zéro; pour tout entier
n > o, il existe un Ev:* de &, de sorte que

PEEV n, (l)(Ev,n) = B,

7)
un tel E»rcHy(n); peHy(n)(n=r1, 2, ...); dou peH, (3,) et
(50) A(F,)cH,.

Par conséquent [(4,), (3,)]A(F,) =H, et A(F,) est mesurable de
mesure finie.

Si ¢>o0, soit P (r) l'ensemble des points p de A(F,) ou
(F)DW(p)>c; v, k ¢tant des entiers positifs, introduisons
I’ensemble
(6.) PV,;,(n)=2E,

ou les E satisfont aux conditions

W Y (E)
(70) Ee.‘)",,, ‘-D(E)é k’ W}_Cﬂ-

|-

[#n défini & la suite de (1,)]. Soit F,,,(n) la famille de ces E [ainsi
S5(F,,.(n))= P,.(n)]; ona &, 4(n) c F,. P, i (n) est mesurable-®
[de mesure-® ne surpassant pas ®(S(F,)) <<+ o]. Moyennant un
raisonnement du genre utilisé pour établir la mesurabilité des
dérivés forts (S; p. 113) on trouve que

(8.) Pe(n) =2 1“[[\,,,((”).
v X

Conséquemment P, (n) st mesurable-®, donc la fonction (F,) DW(p)
Pest sur A(F,). Cette constalation est vraic pour n=r1, 2, .
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Ainsi la partie du théoréme relativement a (11.8a) est établie.
On observe que

(90) (FIDW(p) £ (Furt) DW(p) = (F)D¥(p)

pour peA(&F,); ceci est vrai pour VE 2 e Maintenant
admettons (12.7). Posons

(F)¥h(p) = max ‘;EE; pour E(de F)3p, (D(E)é% (n=1,2,...).
Alors on obtient
(100) (F)DYW(p) =lim(F)¥(p)-

UnE,, €, existe tel que E,3p, ®(E) < % et

(OIi(p) — 2 < gop2d (£ Fa(p)])

Laissons n —> 0 ; on déduit que (10,) :

W (En)

(110) lim B(E )—(J)Dllf(p)

Dans la condition (12.7) la suite { E,} contlient une suite partielle
infinie {E, } ({=1, 2, ...), dont les ensembles appartiennent & un &,
ouv =v(p). Donc (11,) :

Y En,)
©(E,)

lim

=(F)DW(p).
ce qui entraine

(F)DY(p) < (Fupm) DY (p) < (F4) DW (p)
pour tout v v(p); en vertu de (9,), si p est sur A(F),
(120) (F)DY(p) = (Fy)DW¥(p)  pour tout v v(p).

Ainsi (11.8b) est démontré. Seit P, Yensemble des points p de

A(F) ot (F)DW(p) > c. P.(v) étant défini d’accord avec le texte
qui précede (6,), notons que nous avons déja élabli que P.(v) est
mesurable-®. Or

(13,) Pc—z Pe(v).
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En effet, si p € P;, on aura p € A(F), donc (12,)

(F)DW(P) = (Fyyp) DW(p) >c;
dod p est sur Po(v(p)) 3Pe(v) de la Poc Y Pe(v). Supposons

que p€ EPc(v), e. g. p€P.(v) pour un v'; alors (F,) D ¥(p) >c;
1
pourtant

(F)DY(p) = (Fv)D¥(p), dou (F)DV(p)>c,

e. g, peP.; ainsi B\ Pe(v) P (13,) est vérifié. Or ®(Py(v)<w;

done P, est une réunion dénombrable d’ensembles de mesure-®
Jfinie. La démonstration du théoréme est achevée.

Remarque 11.9. — Sans condition (12.7) on aura seulement
Y A(F,)cA(F). Légalité Y A(F,)=A(F) aura lieu dans
I’hypothese (12.7). Si tout Ede & cstdans A(F) [donc S (F =A)(F)]

on conclut que

(ILga)  A(F)[=S(F)=X8(F), oi B(S(F,)) <+,

Si tout E de F, est dans A(F,), cela étant pour v=1, 2, ..., on
aura

(11.95) A(E):EA(E’V), ou A(F,) = S(F).

12. Théoréme d’épaisseur relativement 4 &F. — Des théorémes sur
Pépaisseur, relativement a une famille réguliére, étaient donnés plus
haut. De tels résultats étaient fondés sur le théoréme de couverture
(6.1-6.1b) et ils constituent des extensions des théorémes sur
épaisseur de M. Denjoy, ceux-ci étant fondés sur le vrai théoréme de
Denjoy-Vitali [comme présenté dans (D)]. Pourtant il est bien
connu que dans la théorie sur I'épaisseur, qui est déja devenue
classique [voir (S)], 'emploi des familles d’ensembles, de la sorte
pour lesquels il y a un théoréme du genre de Vitali n’est pas néces-
saire; conséquemment on peut s'atiendre a4 ce qu'il soit possible
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d’obtenir des théorémes sur l'épaisseur, en employant quelques
familles d’ensembles qui ne sont pas régulieéres [au sens de (6.A-
6-D], c’est-a-dire, sans emploi direct du théoréme de couverture
(6.1-6.1b). Pour ce but nous allons utiliser des familles F simple-
ment réguliéres (définition 11.5), ce qui inclut les familles &
satisfaisant aux conditions du corollaire 11.4. Il est presque immé-
diatement évident qu’il faul assujettir &F a quelques conditions
supplémentaires.

D’abord et jusqu'a mention contraire nous supposons que la

somme pour J :2 F,, donnée dans (11.5a), contient une seule
v
Jamille; dans ce cas la condition (11.5b) prend la forme suivante :

si F'cF, S(F') aura mesure-D finie

(c’est-a-dire, tout ensemble réunissant des E de & a mesure-® finie).
Selon le théoreme 11.8, I'ensemble F — A(J) est mesurable ct
®(F) <<+ . En vue de nos buts ci-aprés, nous admettons que
®(F)>o0. Avec tout point p de F est associée une suite d’ensembles
E.(n=1, 2, ...) telle que

(12.1) F.e¥, peE,, ®(E,)—>o.

Si X est un ensemble quelconque, mesurable-® et contenu dans F,
les épaisseurs supérieure, inférieure (éventuellement exacte) de X,
relativement a &, au point p, seront les nombres

(12.2) (F)7(X, p)=(F)DY(p), (F)a(X,p)=(F)D¥(p),

ou les deuxiémes membres sont les dérivés exirémes, relativement
a F au point p (selon la section 411) de la fonction

(12.2a) Y (E)=®(XE) [®.(XE), si X n’est pas mesurable],

définie pour tout ensemble E de &F. D’accord avec le théoréme 11.8
les épaisseurs extrémes (12.2) sont mesurables-® sur F pour tout
ensemble X, cF, mesurable-®.

Le théoréme d’épaisseur a lieu, lorsque la famille & (simplement
réguliere) est telle que I'épaisseur (exacte) (F)nX, p) existe et
vaut 1[0] sur une plénitude ® de X [F — X, d¢s que X mesurable-®
est contenu dans F.



THEORIE METRIQUE DANS LES ESPACES OU IL Y A UNE MESURE. 41

Dans la suite le seul cas d’'inlérét est celui ot les ensembles F, X
sont épais-®. Posons 0 << a <1, 6 >1; X( cF) étant mesurable-®,
soit

(12.3) 005 (X) =ZE,

ot la sommation est élendue a tous les E, tels que

®(XE)

(12.3a) EeF, Sy > %

®(E) < 3.

L’ensemble o,,5(...) (12.3) est analogue a un ensemble ainsi
défini dans le Mémoire (BF) de Busemann ct Feller; dans (BF)
I'espace est euclidien, la métrique-® est celle de volumes euclidiens,
et au licu de notre condition ®(E) <<d il s’agit de l'inégalité d(...) <9,
ou d(...) signifie le diamctre; dans la situation actuelle la notion de
la distance méme peut étre absente, toutes les dérivations éhnt en
géndral, seulement au sens de la métrique-®.

Les énoncés (12.4)-(12.4d") ci-aprés sont des analogues de
cerlaines constatations dans (BF; p. 230).

(12.4) rua(Ja)> Braa(a),

si \ sont des ensembles mesurables-®, appartenant a une famille

[

quelconque de la sorte'que ZA soit mesurable-®.

(12.4a) 02,8, (X1) 3 52,5(X),

sio<<ay ZLa(<1),8:8(>0), X; et X sont mesurables-® et
F=A(F)>X,>X.

Vo= a,5(X)
(12.46) g
[X mesurable-®, cF, contient 'ensemble (F)7q(X, p)> 2],

de plus, sip€vg, ona (F)n(X, p)>a.

]—Ica,a(X)+Na=X+N&,
(12.4¢) 8>0
ol
®(Ny)=®(Ny) =0, NycX,: NycF—X,
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lorsque le théoréme d’épaisseur a lieu.

+ Ng= X+ N; avec ®(Ng) =®(Ny) =
(12‘4‘0 Vo a 2y A ( a) ( m) o

NycXcF, NgcF—NX,

cela étant pour tout 0o << & <1, alors

(12.4d) v(X)+Ni=X+N, o v(X)= ¥ [[eesx),
0Lalt 8>0
q)(Ni)=(I)(N2)=07 , N1CX, NQCF“—X,;
de plus
(12.44d") n(X, p) = o sur une plénitude-® de F — X.

Les constatations (12.4)-(12.4¢) sont assez évidentes. Démon-
trons (12.4d, d-d"). Vu (12.4a) v, > vg pour o<<a<f <1 et I'on
a vy + vg = v,, donc

ve=lim(a { 0)vg="v(X);
<ot

ici v, 1 pour « | o. Selon I'hypothese, vo= (X —N,)+ N;; parce
que v 4, on obtient

Ne ¢ Ni,  Nit 2 Ny=N; pour «{o;

0<aL
donc

v(X)=(X—N,)+N,, ou N;cX, N,cF—X;

or ®,(N,) Z®(Ny)=o0, par suite ®(N;)=o0. Pour établir que
®(N,) = o on peu noter que

N2=2(2(ﬁéa<;>m)=$‘n, ;
=1

N; est donc une réunion d’ensembles minces-® d’une suite dénom-
brable, d’od ®(Na)=o0. Nous avons vérifié que (12.4 d) entraine
(12.4d"). Soit p un point sur F—v(X). Alors peF —v, pour
tout 0 << a << 1; vy 6tant donné par (12.45), un 8,>> o existe tel que
pPEF —Foy 5,(X); donc p est étranger a la réunion de tous les E
(de &) pour lesquels

%2>a et P(E) < 8q;
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par la, deés que E3p ct ®(E) < d;, on aura dl((};«])) Z a, cela étant

pour tout 0 < a(<1); on obtient (F)%(X, p) < a, éventuellement
(F)a(\, p)=o sur F—y(X), c’est-a-dire [vu (12.4d’)] sur une
plénitude-® de F — X : (12.4 d") est vérifié.

Derinimion 12.5. — Soit F ={E| simplement réguliére, la réunion
F =:2 &, étant possiblement infinie[® (A(F,)) Z®(S(F,)) <+ ].

Si X est un ensemble de A(F) [de A(F,)], soit F(X)[F,(X)]la
famille des Ede F[de &, ] joints a X (donc F (X) c F[ F,(X) c &,]).
Posons
o (X)=A(F (X)) —X  [si XcA(F )],

(12.5a) . -
{ 5(X) =A(F,(X))— X [si XcA(F)].

On dira que X est un noyau, relativement a &, si

(12.55) XcA(F,) et ®)e, (X)) = o.

X est un l;oyau, relativement a &, si

(12.5¢) XcA(F) e D((XA(F))=0 (v=1,2,...),

c’est-a-dire, si XA(&F,) est un noyau, relativement a F,, pour
V=1,2,....

ov(X) [avec XCA(J'V)] est 'ensemble des points étrangers a X
indéfiniment couverts par &, (X), c’est-a-dire par les E de &, joints
a X. F,(X)(c&,) est simplement réguliere (11.7), donc (théo-
réme 11.8) A(F, (X)) est mesurable-®, de mesure-® finie. ZTout
noyau X, relativement a &F,. est conséquemment mesurable-®,
car X =A(F, (X)) —oy(X), ou ®(ay(X)) =0 selon I'hypothese.
SiF,ocF, et si YCTA(F,,), et Y est noyau relativement ¢ &,
alors Y sera noyau relativement a &, .

On pourrait envisager une définition selon laquelle X, cA(%),
esl noyau, relativement & &, si o(X) (12.5a) est mince-®. Dans la

définition actuelle, en tant qu'on a seulement ZA(gv)CA(fﬁ)

(Remarque 11.9) et que (11.9 ) peut étre en défaut, un noyau X,
relativement & &, aura la décomposition

(12.6)  X=NZXA(F)+N, X=X(A(F)—YA(F)),
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ou XA(F,) est noyau, relativement a &F,, mais la mesurabilité-®
de X n’est point assuréc. A certaines reprises nous envisagerons la
condition :

(12.9) 8¢ p est un point dans A(F) et si E, (j=1, 2, ...) est
une suite quelconque, telle que

E,cT, E,ap, ®(E;) o,

celte suite contiendra une suite partielle, infinie, contenue dans
un Fp; comme on l'a indiqué dans la remarque 11.9, (12.7)
entraine que

(12.7a) A(EF):ZA(EV).

La formule (12.5a) aura lieu sous la condition suffisante (mais
pas nécessaire) que tous les E de &, appartiennent a A(F,) [c’est-
a-dire, que S(F,) =A(F,)], v=1, 2, .... S8i (12.7a) est valide,
tout ensemble X, cA(F), est laréunion des X A(F,), en particulier
tout noyau X, relativement & &, sera la réunion au plus dénom-
brable des noyaux X A(F,), relativement & F .

Dervitioy 12.8. — On dira que F ={E} est complétement

réguliére, si F :Zﬁv (définition 11.5) est simplement réguli¢re
v

et si a tout ensemble X, contenu dans un F, = A(&,) et mesurable-®,
ct a tout e > o on peut faire correspondre un noyau Y, relativement
adF,, tel que

(12.8a) YcX et ®(X—Y)<e.

(12.8') 8¢ 9(:2 @\,) est complétement réguliére et FoC F,

alors &, sera complétement réguliére.

En effet on a Fo= ", Fy,0, 00 F',o=Fo F,; vu (11.7) Fo est sim-
plement réguliere, avec ®(S(F,,0)) < ®(S(F,))<+oo(v=1,2,...).
Soit X un ensemble mesurable-® contenu dans A(F,,,). Selon la
définition 12.8 a e > o il correspond un noyau Y, relativement a &,,
telque YcX, &(X—Y) <e.

Vu une remarque en italique a la suite de (12.5¢), &, étant
contenu dans &, et Y(cX)cA(F,,), Y sera noyau relativement
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a F,o; dod (12.8a) a lieu pour F,o; Fo est complétement
réguliére.
Si (12.7a) a lieu et X A(F) (—_— F:EFV), on dira que X est

mesurable-® si tous les X A(F,) sont mesurables-®; dans ce cas (en
tant que F; cF,c...), on aura

®(X) = lim®(XFy)

ct il se peut que ®(X) soit infinie.
Le théoréme suivant est analogue i un énoncé fondamental
dans (BF; p. 230 et 231).

TukoreMe 12.9. — Pour que le théoréme d’épaisseur, relati-
vement a une famille ¥ = {E} complétement régulicre, avec S(F)
de mesure-® finie ait lieu il faut et il suffit que pour touto<<a <1,
pour toute suite 0,(>>0) 0 (pour v-—>w) et pour toute suite
d’ensembles X, [ cF = A(F )] mesurables-®, tels que

(12.9a) X,5Xs5..., cp(]](x,,)>=o,
on ait
(12.95) Jim ®(02,3,(X)) =0 [(12.3), (12.3a)].

Si F est seulement simplement régulicre [avec ®(S(F)) <-+w],
la condition indiquée sera nécessaire.

Nous notons que toute réunion partielle (méme indénombrable)
d’ensembles E de & simplement réguliere [avec ®(S(F)) << + o]

est mesurable-®; par suite ¢,,5(X) I'est pour tout X( cF) mesu-
rable-®.

La nécessité. — Supposons que F est simplement réguliere

[avec ®(S(F))<<+x] et que le théoréme d’épaisseur a lieu.
Puisque (12.45)

00,5 (X) ¥ Vo= va(X) pour 34 o,
on obtient

(1) va(Xn) =] Jows (Xn) =] Jous. (Xn)-

>0 v

En conséquence de (12.4a), (12.4¢) [la mesure-® de 0a,3,(X,) ne
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surpassant pas celle de 75,5 (X)) pour v > n |, on obtient (1°);
lim @ (ox, (V) = lim @ (55,3,(Xn)) = @ (limaz,3,(Xn))
- «b([]a,, a,<xn>> = B0 (X)) = ®(Xn) >0

(pour n—>w);

donc lim®(g,,5 (Xy)) =0, ce qui établit la partie nécessaire du
théordme.

La suffisance. — On admet maintenant que & est complétemant
réguliére [avec ®(S(F))<<+oo]. La démonstration de la suffi-
sance, ci-apres, est essentiellement différente de la partie correspon-
dante dans (BF), en tant que dans notre espace ‘U les ensembhles
fermés, en général, ne peuvent pas étre définis. X(cF) étant
mesurable-®, soit X («) 'ensemble des points p de X pour lesquels

(20) (F)n(N, p) <1—a.

D’apres la remarque a la suite de (12.2a), les épaisseurs extrémes
(relativement & &) étant mesurables-®, on voit que X (2) est mesu-
rable-®. Pour « | 0 on a X(a) 4,

(37 lip(ey o)X (@)= ¥ X(a)=X (e\),

[P TS

Iensemble X est précisément l'ensemble des points de X pour

lesquels (F)n(X\, p)<<1; X est mesurable-®. L’ensemble X —X
est celui des points p de X ayant (F)n(X, p) =1. Nous voulons
établir que X est mince-®, ce qui équivaudrait 4 ®(X(a) = o pour
tout 0 << <<1. Or X(a) étant mesurable-® et la famille F étant
complétement réguliére, la condition (12.8 @), pour X =X(a),
signifie qu’il existe une suite de noyaux Y, (¢g=1, 2, ...), relsu-
vement & F, de sorte que

YieY.c...i YyeX(2); x(a)=ZYq+\’o. ®(Y0) = a.

Le théoréme est établi, si l'on montre que tout noyau Y contenu
dans X (a) est mince-®.
Soit F* la famille de tous les E de &, tels que

®(X(2)E)

(4°) —S(Ey <1—a et FEestjointaY.
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& est completement réguliere, comme & l'est (12.8'). Tout point
de Y[cX(a)cF] est contenu dans une suite de E de &, avec
®(E) —» o, satisfaisant a (4°) [voir (2°)], c’est-a-dire Y est indéfi-
niment couvert par F* Soit Fi={E~} la famille de tous les
ensembles de F*, pour lesquels

(5%) ®(En) < i (et EnY 5 o).
Ona®(X(a)E)<(1—a)®(E") et
(6°) Yn=2 En(n fixe)>Y)

Yn est mesurable-® parce que F*(cC F) est simplement réguliére
(ainsi que completement réguliere); de plus Fe> Fi>Fi>... et

(7°) 119723 .-..

Y étant un noyau est mesurable-® [vo/r une constatation a la suite
de (12.5¢], donc

(8°) Xp=12—Y

est mesurable-®. Considérons I’ensemble

(9°) Xo =nxn =I_]_YIE—Y-.

Y est un noyau, relativement a & ; donc o(Y)[=A(F(Y)) —Y].
e. g. ensemble des points étrangers & Y et indéfiniment couverts
par les E de & joints 2 Y, cet ensemble ¢(Y) est mince-®; on a

a(Y)=A(Fo(Y)—Yco(Y) [car Fo(= Fo(Y)c F],

d’oui 2 (Y) est mince-® et Y est un noyau, relativement a F*; en
effet Y est un noyau relativement a chaque famille F (n=u, 2, ...),

(107) (*(Y))=0[A(FE)—Y]=0 [ici Fi=F2(Y)].

Soit p un point de X, (9°). Alors p est étranger A Yetpevy,
(n=1, 2, ...); donc [(6°), (5°)] il existe un En(p) de F, tel que

(110) peER(p), D(En(p)) < % et E2(p) est joint a Y.
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cela étant pour n=1, 2, ...; la suite E*(p)(n=1, 2, ...) appar-
tient a F*=F2(Y) [donc ®(X(a)E"(p)) < (1—a)®(E"((p))] et
couvre indéfiniment le point p; par la peo2(Y) et

(12°) Xocox(Y).

Réciproquement soit p €s*(Y); p est étranger a Y et p est indéfi-
niment couvert par F%(Y); cela veut dire qu’il existe une suite E, (p),
telle que

PEE.(p), ®(Ea(P)) <1 Ea(p)Yso, Eu(p)ede,

(r=1,2,...).

Pour n fixe 'ensemble E,(p) est parmi les E* de F, dont il s’agit
dans (5°) [e. g. En(p) € F%]. Par suite (6°)

PE€Yn (n=1,2,...) et pel__[y,,;
p €élant étranger a Y, on obtient p € X, (9°), donc ¢*(Y) c X,. En
raison de (12°) il se voit que
(130) Xo= 0%(Y).

Vu une remarque antérieure a (10°) on déduit que ®(X,)=o0
[ (12°) suffirait pour cette conclusion].

Pour tout E” intervenant dans v,[(6°), (5°)] ona Ency, et

Er=ErX,+E*Y, ou X,=v1.—Y;
®(En) = ®(ErX,) + ®(EnY), B(ErY)L d(ErX(a)) < (1— a)D(En);

ici E” est dans & et Y est contenu dans X () ; par suite
(140) ®(E?X,)=®(Er)— ®(ErY)>ad(E?) (n=1,32,...).

Or (6°) Y Cya= Y E"(n fixe), ot E"€ F*, EnY 520 et

®(ErX,
@(E")<%a —éﬁ")—)>a (147);

d’autre part [(12.3), (12.3a)]
o 1(x")=2’1~:,
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ou il s’agit de tous les ensembles E de &, tels que

®(EX,)

*E)< L gray

>a
Pour n fixe les E*, donunés plus haut, sont parmi les E, que nous
venons de mentionner; donc Y co ,(X,). A la suite de (13°) on a
% -
n

montré que X, est mince-®; par la (g9,)®(X,)—>o0. Sous la condi-
tion (12.9 &) du théoréme, on conclut que

Q(Y)éfb(ca,i(xn)>—>o (pour M —>x);

par conséquent Y est mince-®. En tenant compte de la constatation
en italique antérieure a (4°) on s’apercoit de la vérité du théoréme.

13. Théorémes d’épaisseur relativement & F (suite). — Exami-
nons la démonstration de la partic suffisante du théoreme 12.9,
lorsque & est seulement réguliere, avec ®(A(F)) finie. Soit
X[cF=A(F)] un ensemble épais-®; X(«) est I'enscmble des
points de X ou (F)n(X, p)<t1—a;ona X(x) 1 X (cX) pour « | o.
La démonstration, donnée plus haut, meénera encore a la consta-
tation que tout noyau (relativement 2 &) Y, contenu dans X (a), est
mince-® dans la condition (12.9 @, b) suffisante du théoréme. Si Z
est une réunion, au plus dénombrable, de noyaux dans X(a), on
obtient

ZcX(a), ®(Z)=o0.

Z sera nécessairement vide, si X () ne contient aucun noyau. Pour
tout 0 << & < 1 nous définissons un nombre m, ainsi

13.1) mg=min®(X(a) —27) pour ZeT (X(a)),

ot [(X(a)) est la famille’ de toutes les réunions, au plus dénom-
brables, de noyaux (relativement & &) contenus dans X () (dans le
cas ou & est complélement régulidre my, = 0); ona 0=Lmy Z®(X(ay).
Soit @, (n =1, 2, ...) une suite de nombres | o, tels que
(13.1a) m* = limm, = lim my,.

x>0 n

MIEMORIAL DES SC. MATII. — N* 143, 4
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Soit Z(a) un ensemble de I'(X(a)) tel que
(X (2) —Z(a)) < ma+a.
Par suite on peut poser
X(a)y=W(a)+ Z(a), W(a)Z(a)=o,
od ®(Z(a))=o0et ®(W(a)) <<mg+a. Ona X(as) 4 Xet
D (X(2n)) =B(W(au)) + 2(X);

or ®(W(an)) =@ (X(atg) — Z(a)) < mq,~+ an, dot (13.1a)
(13.1b) o(X)=m* [<®(X)];

comme nous avons déja remarqué a la suite de (12.3°), X — ‘{ est
I'ensemble des points de X, ou 'épaisseur (F) est 1.

(13.2) Si la famille & est seulement simplement réguliére, avec
®(S(F)) <+, et si la condition suffisante (12.9 a-b) du théo-
réme 12.9 a lieu, on conclut comme il suit. A tout ensemble X,
mesurable-® et inclus dans F =A(&), il correspond un nombre
unique m*=m"(X), défini sclon (13.1-1a), tel que o Zm* Z®(N),
de sorte que

(F)m(X, p)=1

sur un sous-enscmble de X de mesure > @ (X) — m"(X).

Cet énoncé possede de I'intérét seulement pour les ensembles X,
épais-®, pour’lesquels m* (X) << ®(X).
(13.3) Admettons (12.7a). Dire que le théoréme d’'épaisseur,
relativement a 5—_—25 (les familles &, étant possiblement en

en nombre infini) a lieu équivaut & ceci : a tout X, mesurable-®,
cA(F), il correspond un ensemble Z,, c A(F ), mince-®, de sorte
que

(13.3a) { (F)a(X, p)=1 (sur X —ZoX),

=0 (sur (A(F)—X)—Z,(A(F)—X)]

La validité du théoréme d’épaisseur, relativement a F (:Z F v),

n’équivaut pas a la validité du théoréme d’épaisseur relativement a &,
pourv=r1, 3, .

(13.4) Admettons (12.7a). Si le théoréme d'épaisseur, relati-
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vementa F <~:2 F \,) a lieu, le théoréme d’épaisseur relativement

a &, sera valide pour v=1, 2, . ...
Soit X mesurable-®, X c A(F,) pour un v; on aura

(F)n(X, p) = (F)al\, p) = (F)0N, p) < (F)a(X, p)

pour tout p € A(F,). Donc (F,)n (N, p) exacte existe en tout point
p de A(F,) ou (F)n(X, p) existe, et les deux epaisseurs seront
égales. Donc

(F)n(X, p)=1 (sur X — 7y X);

(FH)(X, p)=o0 [sur (A(F,) —XN) —Zy(A(F,)—X)].

Z, étant mince-®, les deux ensembles retranchés a Xet a A(F,)—X,
respectivement, sont aussi minces-®; (13.4) est vérifié. De plus,
dans les conditions de (13.4), s¢ X mesurable-® [avec ® (X)) possi-
blement infinie] est contenu dans A(F), il s’ensuivra que le théo-
réme d'épaisseur relativement a &, aura lieu pour X,=XA(F,),

cela étant pourv=ru, 2, ... (notons que X —_—2XV>

Hyrornise 13.5. — Pour tout entier v > 0 1l existe une fonction
d(v, p), définie et positive pour tout peA(F,), de sorte qu'on a
ceci : si peA(F,), alors les conditions
(13.5a) Ee?, Eap, DE) > (v, p)

entrainent que Ee€ &), ot g(v) (indépendant de p) est un
entier, g(v)>v.

Dans les cas ordinairemenl considérés, cetle hypothese est satis-
faite. D’autre part, on peut donner des exemples ou I'hypotheése 13.5
est en défaut.

(13.6) Admettons (12.7a) [A(S‘F):-EA(EFV)} et Uhypo-
these 13.5. Si le théoréme d’épaisseur, relativement & %,
a liew pour v=1, 2, ..., alors le théorcme d’épaisseur sera
valide relativement a F (:2 F V).

En effet, selon l'hypothése, si X, mesurable-® est contenu
dans A(%F,) =F,, on aura, sauf sur des ensembles minces-® :

L ®X\Fy,) fo (surXy),
(by) (?v)ﬂ(Xv,P)——hP———-—q)(Ev ],) —ll (sur Fy— X\,)
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pour toute suite E, ; (j =1, 2, ...), telle que

(b2) E,,e%y,, E,;3p, ®(E,,)>0 pour j->oo.

Or, soit X mesurable-®, XcA(F); vu (12.7a) X=)X,

v

ou X,=XF,(cF,) est mesurable-®, v=1, 2, .... Soient pel’,
(pour unv) et Ej(j =1, 2, ...) une suite quelconque, telle que
(b3) E;cF, E;ap, ‘b(Ej)—)O.
Il existe un j'=j (v, p) fini, tel que (13.5a) :

J > Jj entraine E; € [un g(v)>v];
c’est-a-dire, pour j supérieur a ;' les E; satisfont a (b2), avec g (v)
au lieu de v. Par conséquent

b (F)n(XF, p) = (Foo)n (X, py =)' (UT XFV),
)n( 2 D) = \ = !
(b (F)n(XFy, 1 (Fgwm)n( v, P {o (sur Fy— XF,),
sauf sur de certains ensembles minces-® (noter que XF, cFyy));
le second membre vaut ici o sur une plénitude-® de F;,,—XF,,
mais le premier membre peut étre distinct du second hors de F,.
Pour p € XF, et pour les E; intervenant dans (b,) on obtient
O (XE;)  e((XF\)E))
> N .
= 0(E) T P(E)

Donc sur une plénitude de XF, on obtient (F)n(X, p)=1. Cela
étant pourv=rt, 2, ..., et X ZZXFV’ il se voit que

(bs) (F)n(X, p) =1 sur une plénitude ® de X( cA(F)),

des que X(CF) est mesurable-® (e. g. X :}JXFW ot les XF, sont
de mesure-® finie). Vu le théoréme 11.8 I'ensemble F — X aura la
méme propriété de mesurabilité-® que X. Donc (b5) :

(bs) (F)n(F — )i, p)=1 sur une plénitude-® de F —X.

Or E=EX 4 E(F —X) + (E—EF). Soit p un point sur F—X
ou l'on a (b); alors
®(E(F—X)) _®(EX) . ®(E— EF)
TTem T Rm T em
pour E (de F)sp et P(E) - o;
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donc (b(p((EEX) ~>o0, ce qui donne (F)n(X, p) =o sur une plénitude

de F—X; (13.6) est établi. On note que, dans les circonstances
®(E — EF)

¢ (E)

Envisageons la définition suivante de noyaux, alternative a celle
donnée dans la définition 12.5.

indiquées,

Derivimion 13.7. — Soit & = { &, } au moins simplement régu-
ligre. Si X est un ensemble contenu dans A(F) =F, on dira que X
est un noyau, relativement a &, si (12.5a) :

(13.7a) o(X) =A(F (X)) —X est mince d.
Etablissons maintenant le fait suivant.

(13.8) Dans Uhypothése (12.7) on a
(13.8a)  A(F (X)) =2A(3‘,,(X)) pour tout X cA(F).

En effet 'inclusion

(er) Y AF(X))<A(F (X))

est immédiate. Si p € A(F (X)), il existe une suite E,(j =1, 2, ...),
telle que

(cq) E eF, E, X #o, E,ap, ®(E,)—>o.

En vertu de (12.7) la suite E; (¢.) conlient une suite infinie partielle
dans une famille F,[n =n(p)]; d’'ou peA(F, (X)) et

A(F (X)) € DA(F(X));
d’apres (c,) il se voit que (13.8a) est valide.

Hyeoruese 13.9. — A tout v > o il correspond un A(v), > v, fini,
tel que
S(Fv)cFyw [=A(Frw))

Par exemple, si les E de F, sont dans F,, cela étant pourv=r, 2, ...,
Phypothése 13.9 aura lieu avec A(v) =v.
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Lemme 13. 10. — Dans les hypotheses( 12.7),13.9, si X, cA(F),
est noyau relativement & &, au sens de la définition 12.5, X sera
noyau relativement a &, selon la définition 13.7.

Nous avons ainsi X =ZX.,, ou X,= XF,(| X pourv—w), et
(@) (3(X)) =0 [v=1,2 ...; %(Xe) = A(F(Xy)) — Xy ]
D’autre part, (13.8a) étant valide,

(da) a(x)=A(5(X))——X=ZA(3’V(X))—-‘-

Supposons maintenant que p est un point de ¢(X). Pour un v=v(p),

(dy) p (hors de X)eA(F,(X)).
Pour une suite E,(j =1, 2, ...)ona
(ds) E €&, E, X # o, E;ap, ®(E;)>o.

E;jcS(&,) (I'ensemble réunissant tous les E de &,); d’ou (hypo-
these 13.9) E;cF;(y); E; est joint &2 X, mais disjoint de la partie
de X hors de F,(,), donc E, est joint & XFy)= Xj,). En tant que
dans (d,) X peut étre remplacé par X, et F,c Fy,,, le point p
est contenu dans A(Fy,y(Xy))). Etant étranger a X( 2 Xy(,)), p est
étranger & Xy(,). Par suite pea, (X)) [v=1v(p)], dés que p
appartient a ¢(X); par la

(ds) c()&):ch(X,,):

n

les o,(X,) (di) sont minces-®, par suite ®(c(X))=o0, ce qui
constitue la conclusion du lemme.

Lemue 13.11. — Si X, cA(F), est noyau relativement a &,
d’apres la définition 13.7, X sera d’accord avec la définition 12.5.
Ainsi supposons que X CA(F ) et ®(5(X))= o. Soit, pour un v,

PEoy(Xy) [=A(5V(X"))"‘XV]1’ ou X,= XF,.
Or #,(X,) € F, et A(F,(X,)) c A(F.) = F,, donc
PeFv'—'xv:Fv‘—XFv;
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p est étranger ¢ X. En tant que F,(X,)c F(X), on aura
PEA(F (X)) —Xy;
enfin, p élant hors de X,

PEA(F (X)) — X =0(X), oy (Xy)ca(X):

o(X) est mince-®, d'od ®(o,(X,))=0 (v=1, 2, ...). Le lemme
est établi.

En tenant compte des lemmes 13.10,13.11 on est mené 4 'énoncé.

Turoreme 13. 12. — Admettons les hypothéses (12.7), 13.9, la
Jamille F :ESFV étant au moins simplement réguliére. Alors

les deux définitions 12.5, 13.7 d’un noyau, relativement i F,
équivalent.

Comme dans certaines constatations de M. Denjoy, données
dans (D; p. 346), on peut vérifier 'énoncé suivant.
(13.13) Soit v fize et soit F, une famille au moins simplement
réguliere [avec ®(S(F,)) <o]. A(F,) est noyau relativement & F,;
si les H({Zp, p find) sont des noyaux r'elativement a g,
alors Hy+...4H, sera aussi noyau relativement & F,; st les
noyaux H,, relativement a &, sont en nombre possiblement dénom-
brablement infini, leur produit sera noyau relativement a &,.

Dans la suite nous ferons usage du fait suivant.

(13.14) Soit 5:2&, completement réguliére et admet-

tons (12.7a); soit X c A(F) mesurable-® (e. g. les X, = XF, sont
mesurables-®, v=r1, 2, ...). Etant donné ¢ > o, on peul trouver
un ensemble Y, tel que (avec Xo=0):
Y, e Xy— Xy,
(13.14a) Y, est noyau relativement & F, pour n.=v, v +1, ...;
@(X\,—‘ Xv—-1—— Y;) < Ey.
En effet, selon la définition 12.8 un ensemble Y, ; existe tel que
Y, 1€ Xy—Xy—y, Yy 1 est noyau relativement a &,;

(en) B (Xy— Kot — Yor1) < 3
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Nous trouvons 'un aprés 'autre unc suite d’ensembles Y, ,(s=2,3,...),

tels que
{ Yy,scYy 1, Y, estnoyau relativement & Fy sy,

&,
(er) ! P(Yy s—1— Yy 5) <2757 1cy,
Posons

= »
Y(,=lﬂ_[ Yy, alors Y, =l] Yy,s  pour tout k> o,
s=1 s=k

Y,,, est noyau relativement & &,,,;, donc l'est relativement
a gv+i<0 Zi<< 3) [Parce que fT;v+i CTyss_r1tonyi (Yv,x) COyis_1 (‘rv,s)
pour £ < s]. En considérant Y, comme donné par Yy Yy a1 Yy ni2-.e,
ol n>o0, et en notant que Y, ,.; ({>I0) est noyau relativement
A &, nti_1, donc Pest relativement a &, ,_;, en lenant compte
de (13.13) on conclut que Y, est noyau relativement & Fy,n_4,
cela étant pour n=1, 2, .... Pour s > 1 on déduit [(e,), (e2)] :

k)
(e3) P(N—Xomi— Yo, ) = @ (X, = Nomy = Y1) + D, @Yoo — Vo) -
1=2
1 1 I €y €y
< (5-0-;;—0-...—0—2—" §<"2“

Or Y, .| Y, lorsque s >, donc c¢n laissant s dans (e;) tendre vers
I'infini on conclut que ®(X,— X,_,—Y,) <e,. L’énoncé (13.14-14a)
est établi.

Lemme 13.15. — Admettons (12.7a). Soit F =2 F, compléte-

ment réguliére (définition 12.8) Si X, mesurable-®, cA(F,)
(e. g. les X,=X,F, sont de mesure-® finie), alors a tout ¢ > o il
correspond un ensemble Y tel que

YcX, e(X—-Y)<e,

13.15
(13.15) ) Y est noyau relativement a & au sens de la définition 12.5;

de plus, si (12.7) et 13.9 ont lieu, cet ensemble Y sera noyau

relativement & F au sens de la définition 13.7 [e. g. ®(s(Y)) = o].
On note que la constatation (13.14-14a) s’applique; pre-

nons &, = ¢.27". Posons d’abord Y, =Y, ou Y/, satisfaita (13.14a)

pour v =1 ainsi

5 Y,c Xy, Y, est noyau relativement & F, pour n=1, 2, ...,

(f1) ( @(X;—-Yi)<€;"
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Nous allons établir qu’on peut construire des ensembles Yy, tels que
pour tout entier v >0, on a

Y. cX;, Y; noyau relativement & &, (pour tout n X k),

() B (Xe— Ys) < (%+...+ 2‘7)

Y.=Y,F;, cela étant pour k=1, ..., v.

En vertu de (f}) il se voit que (f2) est vrai pour v=1. Supposons
que (f2) est valide pour un v>1i. Posons Y, =Y,+Y,,,
ou (13.14a) :

Yo € Xvi— Ny,
Y,., est noyau relativement & &, pour n =v +1,v + 2, ...;

(f3)
(I)(X,,.H —Xy— Y,',_,_,) < ey =

o+l *

v

On note que Yy, € Xyyy. Vu (fs) (pour £ =v) Y, est noyau rela-
tivement 3 F,(n>v+1), de plus Y, , (f3) a l]a méme propriéié;
Yy+1, 6tant la réunion de ces deux ensembles, sera noyau relative-
ment & &F, pour tout n>>v—+1; Y, (cF,), Y, ,,(cF,,—F,) sont
disjoints; d’apres (f2), pour k=v el (f,) :

. , , 1 1
(I)(XV-H._"\\H—l) = (D(Xv— Yv) +¢(XV+,—~X\,—Y‘,_H) < (-2- -+.. .+ F)i.

Enfin notons que Yy Fy=Y F+ Y, Fi; Y F,=Y, (f2)etY,  Fi=o,
st k Zv; d’autre part Yy (€ Xya) CFypy, dou Yo (Foiy =Y, 03
par suite la dernitre partie de (f2) est valide pour v + 1, comme le
reste de (f2) Pest; (f2) est établi pour tout v > o. Posons mainte-

nant Y=2Yv; on s’apercoit de ceci :

Y,4Y (pour v—+>w), YC ZX,,: X, YF,=Y, est noyau relati-

vement & F,(v=r1.2,...); ®(X—Y)=Le; ainsi (13.13a) est
vérifié avec Y un noyau-F (au sens de la définition 12.5). Dans
les conditions additionnelles 12.7, 13.9 le lemme 13. 10 s’applique,
ce qui méne a la conclusion finale du lemme 13.15.

Lemue 13.15'. — Admettons (12.7a) et soit F =25v simple-

ment réguliere, telle qu'a tout X, mesurable-®, c A(F), il corres-
pond un Y tel que

(13.15'a) YcX, P(X—-Y)<c¢ et -+ P(s(Y))=o0
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(e. g Y est noyau relativement a & au sens de la définition 13.7).
Alors & est completement régulieére au sens de la définition 12.8.

Soit X/, cF, (un v fixe), mesurable-®. Par hypothese il existe
un Y' de sorte que

YeX oW —Y)<e o @(s(Y))=o,

ou o(Y')=A(F(Y))—Y. La famille &F,(Y') étant contenue

dans F(Y'), on a o,(Y)ca(Y'), dod o,(Y') est mince-®; Y' est

noyau relativement a &F,. La conclusion du lemme en découle.
Ecrivons. pour X mesurable-®, v fixe, 0 <<a <1 etd >o,

®(AE)

v P . P P(Ak)
(13.16) caa(,\)_ZE, oun Ee¥F,. avec B (E) > a,

PE)<o

Lemue 13. 17. —Dansla condition (12.7a) et & :2 &, élant sim-

plement réguliere, admeltons que le theoréme d’épaisscur, relative-
ment & F a leu [(13.3), (13.3a)]. Alors pour tout o <<a <1 et

toute suite d,(>>o0) | o (pour j — ) et toute suite d’ensembles \,
mesurables-®@, tels que

(13 17a) N, €AF), \io\is... ¢(Hx,)=o,
on aura
(13.175) «b(c‘;,,;,l(x,))—»o [(18.16), quand 7 - ],

cetle constatation est faite pourv =1, 2, .

Dans les conditions du lemme I'énoncé (13.4) s’applique; donc
le théoréme d’épaisseur, relativement a &, aura lieu pour v=tr, 2, ..
Appliquons la partie nécessaire du théoréme 12.9 pour la famille &,
[on a ®(S(F.,)) <], d’oit la conclusion (13.17a), (13.175),

pourv=r, 2, ....
Lewme 13.18. — Admettons (12.7a), (13.5) et soit :’!":ZJ"',

complétement réguliére. Supposons que pour tout o <<a <1 et
toute suite 3,(>>0) | o et toute suite d’ensembles X, mesurables-®
et satisfaisant a (13.17a), on a (13.17b), pourv=r1, 2, .... Alors
le théoréme d’épaisseur relativement a F [(13.3), (13.3a)] aura
lieu.

Au fail, notons d’abord (12.8') que &, est completement régu-
lire, avec ®(S(F,)) < + =. Appliquons la partie suffisante du
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théoréme 12.9 a la famille &,. Par conséquent le théoréme d’épais-
seur, relativement a &, aura lieu. Cela étant vrai pourv=t, 2, ...
et les conditions (12.7a), (13.5) étant admises, la conclusion du
lemme s'ensuit en raison de (13.6).

En tenant compte des lemmes 13.17, 13.18, on conclut comme
il suit.
Tueoreme 13.19. — Admetions (12.7a), (13.5). Soit F _—_Zﬁv

complétement réguliére. Alors pour que le théoréme d’épaisseur
relativement a F [(13.3), (13.3a)], ait lieu il faut et il suffit que
pour tout o << a <1 et toute suite 3,(>>0) , o et toute suite de X,

C A(F,), mesurables-®, tels que X,>Xz> ..., et o | |x,-) —o.
\
on ait

]i;n(l’(s;’al(h,)) =0 [(13.16)],

cela étant pourv=r1, 2, ....

14. Théorémes d'épaisseur au cas de linvariance de & par un
groupe G. — Dans la section actuelle F ::2 &, sera une famille au

moins simplement réguliere (définition 11.5), la mesure-® de F=A(F)
¢tant possiblement infinie, mais en tous les cas ®(F)> o. Nous

allons toujours admettre (12.7a) [F:ZFV, ou F,= A(ﬁv)].

Si X cF, est mesurable-®, e. g. si les X,= XF,(v=1,2....) sont
mesurables-® de mesure-® finie, nous posons, d’accord avec (BF)
(ot il s’agit d’un espace euclidien),

(14.1) sa(X)=ZE, ot E€F et @(XE)>ad(E).
Posons

(lh1a) s4(\)=YE ob EeF " O(XE) > ad(E).
On observe que a} (X) c oy (X) et

(14.15) oa(X) =Zc;(X);
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d’aprés (11.50) les ¢ (X) sont mesurables-®, avec

® (03 (X)) Z ®(S(F)) <+ .
Au scns indiqué og(N) est mesurable-®, mais peut avoir une
mesure-® infinie : lim® (o3, (X)). Désignons par o,,;(X) Pensemble
obtenu de o 5(X) (13.16) en remplacant &, par & ; on déduit

(1h1e) Ga(X)ean(X),  oaa(X)eoa(X),  oas(X) =Y 0% 5(X);
v

les o3 5(X) sonl mesurables-®, de mesure-® finie. Voici un analogue
4 un résultat dans (BF).

Lemve 14.2. — Sodit & :2 F, compléetement réguliere; admet-

tons (12.7a), 13.5. 8¢ pour tout X, cF,, épais-® et pour
touto<a<irona

(14.24a) d’(d’;(k)) < Gy ()@ (X) [Cy(@) (> o) fini, indépendant de X1,

cela étant vrai pourv=ru, 2, ..., le théorécme d’'épaisseur, rela-
tivement o F [(13.3), (13.3a)] sera valide.
En effet [(14.1¢), (14.2a)]

‘b(c;,al(x,)) £ (Il(c‘;(x,)) < Cy(a)®(X,)>o0 pour j - o)

des que, pour le v considéré, les X, satisfont a (13.17a). En vertu
du lemme 13.18 il se voit que le lemme 14.2 est valide.

(14.2") Siles C,(2) dans (14.2a) sont bornés par rapport a v,
cette condition équivaut & la suivante :

pour tout X, cA(F), épars-® (mais possiblement de mesurc-®
infinie) et pour tout o << a <1 on a

(4.2 a) P(54(X)) < C(2)B(X) [C(a)(> o) fini, indépendant de X, v].

La vérification de (14.2'-2'a) est immédiate.

Dans (BF) il s’agit de la mesure Borel-Lebesguc dans un espace
euclidien, les E (désignés par p) sont ouverts et le recouvrement
d’un point p par la famille R = {p} est dans le sens qu’il existe une
suite p, (de R), telle que pep,(j=1, 2, ...), tandis que le dia-
metre d(p,) —>o; dans (BF) il a été démontré que la condi-
tion (1h.2'a) (pour R) est nécessaire pour que le théoréme
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d’épaisseur (relativement a R) ait liew, pourvu que la famille R
contienne avec chaque ensemble p tous les ensembles qui lui sont
« ahnlich gelegen ». Nous cherchons ci-aprés a établir un résultat
analogue pour notre espace 1l (qui peut éire non métrique), dans
lequel il y a une mesure-® (comme on I'a spécifi¢ dans la section 2)

et pour la famille & :2 F,. D’abord il faudra admetire I'existence

dans U d'un groupe convenable G ={I'| de transformations,
jouissant du role de similitudes [dont il s’agit dans (BF)]. La
démonstration dans (BF) fait intervenir des ensembles ouverts. Un
ensemble O, cF = A(F), sera une enveloppe relativement a F,
si A(F)—O est un noyau relaticement & F, d’accord avec la
définition 13.7. Dans (D) (ou il s’agit de noyaux et d’enveloppes
relativement 4 une famille { p }, réguli¢re au sens de Denjoy) il a é1é
remarqué que les noyaux et les enveloppes ressemblent, mais d’assez
loin, respectivement aux ensembles fermés et ouverts (d’un espace
ot des ensembles fermés el ouverts peuvent étre définis). Donc en
suivant la démonstration donnée dans (BF), il sera naturel d’envi-
sager, a plusieurs reprises, des enveloppes et des noyaux. Pourtant
il ne faut pas supposer que les E de & soient des envcloppes
[dans (BF) les p sont ouverts]; en effet, la condition (11.55) signifie
que toute réunion d’ensembles de F est mesurable-®.

Hvrornise 14.3. — Dans I'espace ‘UL il existe un groupe G={TI'}
de transformationsT permutables, telles que, X élant un ensemble
quelconque dans U, X est un ensemble de Ul et la transformation I’

établit une correspondance biunivoque entre les points de X et
de IT'X; de plus :

(14.3a) SiX est mesurable-® et 0 < ®(X) <+ oo, alors I'X est
mesurable-® el 0 << ®(I'X) <+ o0; si p, g sont des points, il existe
une I de G, telle que I'y= p.

(14.35) 1l existe une classe non vide K= {1} d’enveloppes I
(relativement a %) telles que, si I est un élément de K et si O est
une enveloppe (relativement & &) quelconque et si 6 > o est donné,
on peut trouver une suite de transformations I'y de G de sorte que

(14.3%") o=oo+2rv1, ®(0¢) =0, ®(I])<3,
v
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les ensembles au second membre étant disjoints (la suite { T, | peut
étre finie ou vide).

(14.3¢c) SileK etsi pest un point dans I, a tout ¢ > o il corres-
pond une I de G, telle que

per:lcl, b(rd) -

(14.3d) Si Xy, X, sont des ensembles mesurables-@, si ®(X;) > o,
et si X, X, sont « bornés-K », c'est-a-dire, si X;cl; de K et Xacl,
de K, alors
O(Xs) _ O(TXy)
B(Xy) ~ B(Tx)

pour tout I de G.

(14.3¢) La famille F = E{, complétement régulicre, contient
les transformés des E par le groupe G. Admettons que les I sont
bornés-K et que les conditions (12.7), (13.9) ont lieu. Toute

réunion Y :Z'E d’ensembles E de & contient une réunion par-
. I
tielle Z =2 E bornée-K, telle que

(Y —Z)<e [i®(Y)<w], O(Z)>> [5i®())=x]

Vu qu’a tout I de K il correspond un I' (de G), tel
que (14.30") ®(TT) <9, les 1 de K sont de mesure-® finie. S¢ X
est borné-K, on aura ®.(X) finie. Nous nous rappelons que (12.7)

entraine (12.7a) (F =ZFV>.

Puisque G contient I'inverse de chacune de ses transformations,
la condition (14.3 @) entraine que, si ®(X)=o0, on aura ®(I'\)=o;
les mesures infinies vont en mesures infinies.

(14.4) Le groupe G laisse la famille F ={L}| et I’ensemble F
invariants; c'est-a-dire TF = F, TF =F pour tout T de G.

La relation I'F =& découle immédiatement de (14.3¢). Or
soit p un point de A(F); il existe une suite E;, e F(j =1, 2, ...),
telle que ‘

(10) E,ap, ®(E;)—>o.

En vertu de (14.3¢) les E; sont bornés-K (E,cI,;€K); si I'-* est
I'inverse de I, on obtient (14.3d) :

®(I—E,)

(20) P(TE;) = —H(E

®(E;)—>o.
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En appliquant I'-! a (1,) on déduit

E,=T7'E;(eF)ap'=T"1p, ®(E})—>o;

par suite p' € A(F); en appliquant & cette relation-ci la transforma-
tion I', on obtient que p € TA(F); d’otr
(30) A(F)CTA(F).

Or (3,) a lieu pour tout T de G et T~' € G, par la A(ﬁ)cl—‘A(J),
c’est-a-dire

(40) TA(F)cA(F);
donc {(3,), (40)]TA(TF) et = A(F) et (14.4) est vérifié.

(14.5) 8¢ X est un ensemble contenu dans ¥, TX sera aussi
contenu dans F.

En effet, en appliquant I'  la relation X cA(F), on obtient
TNCPA(F) = A(F) (14.4).
(14.6) Soit Y un ensemble quelcongue contenu dans ¥ ; alors
. (14.6a) FA(F(Y)) = A(F(T'Y))

pour tout T du groupe G.

Désignons encore par I'-* I'inverse de I'; A(F (Y)) est 'ensemble
des points p (qui nécessairement se trouvent dans F), tels qu 1l
existe une suite d’ensembles (de &F)

(19) E;ap, E;Y#o0 (j=1,2,...) et ®(E;) > o0;

TA(F (Y)) est I'ensemble des points p'=Tp, ou les p satisfont aux
conditions que nous venons d’indiquer; donc

(20) E;=TE,(eF)ap, E, (TY)s#o, ®(E})—>o0;
ici (14.5) TY cF; ®(L})— o cn vertu du raisonnement intervenant
dans (2,); les relations (2°) signifient que p' € A(F(T'Y)), par la
(3°) _ TA(F (Y))cA(F(TY)).
Si peA(F(TY)), il existe une suite E/ (€ F) de sorte que

Eiap, Ei(TY)z#o (j=1.2 ...) et  ®(E/)>o;
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en appliquant la transformation I'"*, on oblient
E(j)=I"'E/(eF)api=T""p, E()Y#o, @(E())—>o;

d’ou p, € A(F(Y)); or, appliquons I' a cette relation-ci; il s’ensuit

que peTA(F (Y)), donc

(4°) A(F(T(Y)))<TA(F(Y)).

Les relations (3°), (4°) établissent (14.6).

(14.7) 8¢ X est un noyau (une enveloppe), relativement ¢ F,
alors T'X sera un noyau (une enveloppe) pour tout T € G.

En effet supposons que X est un noyau; ainsi X et I'X (14.5)
sont inclus dans F=A(&F); posons v=A(F (X)) —X; selon la
définition de noyaux ®(v) = o. On note que

v=TIv=TIA(F (X)) —IX;
a cause de (14.6)-(14.64a)
(5°) ¥ = A(F(IX)) —TX;

d’autre part ®(v') =o, puisque ®(v) =o0 [voir la remarque qui
précede (14.4)]. En tenant compte de (5°) et de la définition de
noyaux, on conclut que I'X est un noyau (relativement a &).
Admettons maintenant que X est une enveloppe; alors F— X est
un noyau. En tant que TF =F (14.4), il se voit que

[F=TX+TI'(F—X)=F,

les ensembles I'X, T'(F —X) étant disjoints (parce que I' établit
une correspondance biunivoque entre les points de F et de I'F);
I'(F —X) est un noyau en vertu de la partie de (14.7) déja établie.
I'X est le complément relativement & F d’un noyau, donc I'X est
une enveloppe. La proposition (14.7) est établie.

(14.8) La classe K est invariante par G; TK =K pour tout T
de G.

F contient des enveloppes O ¢paisses-®@; en effet par hypo-
the¢se ®(F)> o, d’autre part F est une enveloppe (ainsi qu’un

noyau). Si I€K et si O est une enveloppe épaisse-®, on
aura (14.3%'):

®(0) =2!I)(I‘VI) >o0 (pour une suite de I'y € G),
v
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donc (14.3a) tout ensemble 1 de K est épais-®. Soit I un ensemble
de K; si O est une enveloppe, avec ®(0) > o, on aura (14.3%')
avec ®(T,I) < d; donc

ro= r00+2rr\,[ = r00+2rv(rlv);
v v

en appliquant I'*, on obtient

(6°) 0=00+Zr;(r1), ol Iy =T—r,, ®(I(CL))=®(,1) <3,
v

les ensembles au second membre ¢étant disjoints; d’autre part (14.7)
T'I est une enveloppe de mesure-® positive (car I 'est). Soit p' un
point de T1. Alors p=T""p'€l; vu (14.3¢) il existe une I'_de G,
telle que
€ . _er,
[)EFEICI, €I>(I‘SI)<C, ou C—‘T(]T,
T.I est borné-K (carT'.IcIeK); donc (14.34d)

P(Ie(rn)) _ @(L(rel))  ®(Lel),
e(r(n) — e(r() — &1 *

par suite
P =Tpelld =T (II)cll, ®(Ie(M))=cd(I.I)<e,

ce qui signifie que I'I satisfait a (14.3¢); d’autre part (6°) veut dire
que TI satisfait aussi a (14.38'); ces conséquences découlent,
si IeK. Clest-a-dire, T€K entraine T'leK; ainsi la classe K
contient les transformés par G de ses éléments : K=TK.
L’énoncé (14.8) est établi.

On voit donc que les ensembles I',I, intervenant dans la décom-
position (14.36'), sont des éléments de K.

Vu que TF =F, F ne satisfait pas & (14.3¢), donc F =A(F)
n’appartient pas & K. De plus, F r'est pas borné-K, car la seule
enveloppe contenant F est F, qui n’est pas dans K. Il est impossible
qu'il existe un X épais-®, contenu dans ¥, invariant par G et
borné-K ; en effet, pour un tel X on aurait (14.34) :

®(Y) ®(TY) &(rY)
(X) " B(rX)  B(X)’

MUMORIAL DES SC. MATH. — N° 143, 5

dod ®(Y)=®(TY)
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pour tout I' de G et pour tout ) (CF) mesurable-® et borné-K,
par 1a (14.3¢) serait en défaut.

Les développements précédents nous permettent d’établir dans
notre espace ‘U la nécessité de (14.2a') (pour le théoréme d’épais-
seur dans I’hypothése 14.3), en modelant la démonstration sur

celle donnée dans (BF) pour un but analogue. Soit H mesu-
rable-® et

el B

(1) Hcl, o< ®(H) < ®(I), a='_(l_)(<l)s

ot [ € k. Soit O une enveloppe, avec 0 << ®(0) <co. Puisque (14.35')
aura lieu pour O, avec 'ensemble I considéré, la suite {T, } n’étant
pas vide et parce que IHcT,IcO, on voit qu’il y a des I telles
que T'Hc O. Soit A un ensemble tel que

(21) S =EI‘H c O, la réunion Z étant au plus dénombrable.

Les TH sont mesurables-®, donc 2 lest; ®(A)>®(TH)> o,
car ®(H) > o. Posons

0 _
Dans (14), (31) nous avons supposé que a <1, ¢ <1, en lant que
dans les cas contraires certaines constatations, données plus loin,
auraient déja lieu.

(14.9) Soit H mesurable-® et satisfaisant a (1,); n>>o0, 0 > o.
1l existe une suite d’ensembles T (v)H =H,[I'(v) € G] disjoints et
contenus dans U'enveloppe donnée O, avec 0 < ®(0) <o, de sorte

que l’ensemble A =2Hv satisfait a
1

(14.9a) D(A+A)> <q+a——)¢(0) (21),
(14.90) D(AA) <, d(H,) < 3.

Cet énoncé est analogue & un résultat dans (B : p. 233).

En tant que (14.3e) & est complétement réguliere et (12.7),
(13.9) ont lieu, le lemme I3.15 s'applique a O — 2 mesurable-®,
de sorte qu’il existe une enveloppe O', relativement a F (e.g. F — O’
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est noyau au sens de la définition (13.7), tel que
(1) 050'50—1%  ®(0'—(0—2%))< min [n, ‘-22-%(0)].
Appliquons a O’ une décomposition (14.35") :

(2) 0’=0§,+2r;1, ot I',eG et ®(0,)=o;
v=1

ici les ensembles au second membre sont disjoinls; nous faisons en
sorte que ®(T,T) < 4. Posons

(3" A=ZH, H,=T,H;
1
on nole que H,cI\I, donc les H, mesurables-® sont dis-

joints, ®(H)) < d; AcO'cO. Vu (1) et (14.3d), en tant que H
est borné-K, on obtient

par suite [(3'), (2')]
) ®(2) =N (I H) =a X &(I]) = ad(0):

de plus A0'=0'— O —1; en vertu de (1') on déduit

(5') ®OA) £ ®(L0") = DO —(0 —1%)) < min [«,, a "29¢(0)] Z .
En conséquence de (4'), (5')
(I)()\+A)=(I)()\)-Q-CI)(A)—CIJ()\A)><1)(7\)+ad)(0’)—a1-2-q(b(0);
or (31) ®(3) = ¢g®(0) et
B(0')x (0 — ) = B(0) — B () = (1— 9) ¥(0),

donc

(6") ¢(A+A)<<q+a‘“27)¢(0).

En vertu de (5'), (6') l'énoncé (14.9) est démontré.
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Remarque. — Pour justifier I'inclusion O > O’ dans (1'), on peut
poser O'=0 —X, ou X, cAcO, est un noyau (définition 13.7),
tel que ® (2 —X) <<¢ [= le nombre au second membre dans (1')],
ce qui est possible en raison du lemme 13.15. OnauraO>0'>0—1};
d’autre part O'— (O —2) =2 — X, donc les relations (1') sonl véri-
fiées, O' étant une enveloppe [on peut vérifier, comme il a ¢té fait
dans (Dj; p. 348), au cas étudié par M. Den]oy, que A — AB sera
une enveloppe dés que A est une enveloppe et B est un noyau].

Soit H, épais-®, cl, ot TeK; é>0; soit O une enveloppe,
0 <®(0) << w. 1l existe une I' de G, telle que

(14.10) H=1"HcVU; &(H)<3;
¢ > o étant donné, des I, de G existent, telles que Hy, =T7HcO,
de sorle que, en posant H” =2H’$,, on ait

(14.104) Z(I’(H(})é@(H") + (1_ 2L) ., ®(HI) <3,
v

cela élant pour =1, 2, ... (voir BF; p. 234).

On vérifie (14.10) grice au fait que Hcl, de sorte qu’'une
décomposition (14.34') pour O a lieu; par suite on voit que (14.10a)
est valide pour n =1. Supposons (14.10a) vrai pour un n> o.
Puisque ®(H)> o0, les ensembles Hy(v =1, 2, ...) et H" sont
épais-®; H* c O. Ayant (14), (21), (31), (14.9) en vue, posons

A=Hr,  (0< )= q;,((}(l)")) <1, a=eail

D’aprés (14.9) il cxiste une suile de transformations T, ( € G),
telles que les ensembles H, = I, H sont disjoints, H,c O, et

(ap) @(H"+A)><qn+a q")(b(O),
(a2) O(HPA)<e2—n—1,  onn A=ZI|Hv et O(H,)<3;
nous posons

(aﬂ) Hn+t = Hr 4 A (:2}1(} +ZHV>-
v v

En raison de (14.10a), pour le » fixe, les H, étant disjoints, on
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obticnt

(a) Zfb(H'J) +2¢(Hv)é¢(ﬂn)+ (:—- %) e+ B(A)=v,.

Or vu (a.)
G(Hr) + B(A) = O(H 4+ A) = D(HA) < P(H" 4 A )+ c.2—n—1,
ce qui donne
vn < ®(HY 4+ A) + (1— 2_‘—) e = D(H) + <1— ;l:.> ¢

n-+1
par suite, de (a,) il découle que (14.10a) a lieu pour n + 1. La
constatation (14.10)-(14. 10a) est vérifice.
En vue de (@;), ot H* 4+ A = H"+, il s’ensuit que g..1 est supé-
I —
2

rieure & ¢, + @ q"(n_—:l, 2, ...); 0<<g.<1, donc limg,=1.

11 vient

(@)  ga®(0)= ¢<H'l>é¢(ZH">é'b<0>, D Hc0;
n

nécessairement

(@) @(2Hn>=¢(0).

- b N -
- 9 ! )
Par construction H*+* =H» 4+ A>H", d’ot H" 4 pour n >0 ; on a

Hop B H et cb(Hn)M:(Zw) = d(0).
J ]

De plus, il se voit que
(ar) Y Hi=FT,,H, I,.€G; @&(Ty,H)<b.
n n,v

Le résultat suivant est établi.

(14.11) Soit H, cl, épais-®, avec e K. Etant donnés un ¢> o,
un 6> o et une enveloppe (quelconque) O de mesure-® finie, il
existe une suite de transformations I, du groupe G(v =1, 2, .. .),
telles que

(14.114) H,=r,HcO, (D(ZH\,>=<I>(O),
v

(14.110) 2¢(Hv)<‘l’(0)+i,
(14.110) - ®(H,) < e.
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Cet énoncé est du genre d’un résultat dans (BF; p. 232).
Au lieu de la condition (14.2'a) envisageons la suivante.

(14.12) Pour tout N, cA(F), cépais-® et borné-K et pour
touto<<a<i,ona
(14.12a) B (a5 (2)) < C(z) D(N).

Dans ’hypothése 14.3 la famille & étant completement réguliére,
supposons que (14.12a) est en défaut. Alors pour un a(o << a <C1)

il existe une suite d’ensembles épais-® X,,, tels que X, cl,,oul, ek,
de sorte que

(b1) P(0a(Xn)) > " ®(Xn)  (n=1,2,...)
[voir une constatation analogue dans (BF; p. 235)] Selon (14.1)
(bs) Y,,=ca(x,,)=>:"E, ou EeF et %%;%:_)>7.

Si Y, est borné-K, posons Z,=7Y,. Si Y, est non borné-K, mais de
mesure-® finie, en vertu de (1%.3¢) on peut choisir une réunion
(des E de &) partielle, soit

(b2) L=3E (¥
de sorte que .
(b,) Lncl(n)eK, ®(Y,—Z,)< en.

Si Ya(b:) est de mesure-® infinie, choisissons Z,(c Y,) de
forme (b,) tel que

(b%) Zncl(n)eK, ®(Zy)> —.
Dans tous les cas, en prenant les e,(>> o) suffisamment petits et en
tenant compte de (b,), il vient
(bs) ®(Zp)>47P(Xn), Zn borné-K, z,,=2 EcY, (n=1,2,..).
Notons que ®(X,) est finie, parce qu'on a supposé que X, est
borné-K.

Soit I un ensemble quelconque de K; 1 étant une enveloppe,

I poss¢de une décomposition (14.35') :

I= Ho+2[‘(n, v)I(n), ou ®(Hy) =o;
v
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il existe donc une T, de G, telle que I'1I(n) cI; d'ou [(b.), (B})] :
(be) Z,cl.
Appliquons a (b,) I'inverse I'_, de I'y; on déduit (14.8) :
(b1) Zncl_I=TeK.
En raison de (14.11-11¢), ott 'on remplace H, I, O, ¢, d respective-

ment par Z,, I', I, ®(I), I; il s’ensuit qu’il existe une suite de trans-

formations T ( € G) (v=1, 2, ...), telles que

(bs) Zi="r)Lacl, ¢<Zz;;)=d>(l),
(b9) oz <o®(D),  B(Z1)<
Posons "

(bro)  Xi=TYX,, | Z"=ZZ)’,, =¥ X;,  X=¥Xn

v v 1
X, épais-® est borné-K selon I'hypotheése; Z,(b,, b,) est aussi
borné-K ; en raison de (14.3d) et (bs)

O (Zy)  D(ThZ,) @ (Zy)
O(Xy) (I Xa) P(Nn)

Par suite [(bs), (by), (b10)]
. .y I v 2 .
(b1y) ®(Zn)=d(I), &(X )é;@(\n)< 4"Z¢(Zn)< ®(1);

> 4"

_/‘Il
enfin
. 2
(b12) @(x)é2¢(Xn)< 2 @ ().
1
Lemme 14.13. — L’épaisseur supérieure, relativement a F, de

I'ensemble X (b,0) au point p vaut au moins & pour p sur une
plénitude I" de I :

(14.12a) (Fyn(X,;,p)>a pour pel*.
Notons d’abord que

(bi3) E=I'Ee% (pour E€¥);
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en vue de (b,), (b.)

(B11) zy,=2'E,V, (n, v fixes),
ou

®(XLE] __<1>(F,”.(XnE))_<1>(X,.E)] ]
(14.34) B (E]) [' S((E) ~ e®) |

|car E est borné-K (14.3e), le méme étant vrai de X,EcE]. En
tant que [(by10), (bs)] Z"c1 et ®(I—Z") =0, on obtient

I=D+I*, ou DI*=o0, &®(I')=o, 1~=Hzn,

Si p est un point de I, on aura peZ*(n =1, 2, ...), d'ou (byo) :
pELIM  (n=1,2,...)

pour quelques entiers v(r)=v(n, p). Donc parmi les E}, qui
interviennent dans (by,) pour v=v(n), il y en a un tel que

PEEM,  S(XIMEL) > ab(E"),

cela étant pour n =1, 2, ...; EX"cZ"™ et (by) Q(E:‘,’,‘"’) (< 711) -0
pour n—>w. Or (by0)

Xoxno Xy et @(XEN?) > ad(EYM),
La conclusion du lemme en découle.

On note que (b15) ®(I—XI)> 3®(I) > o pour le I introduit
la suite de (b,) et I'ensemble X (b40); si le théoréme d’épaisseur
avait lieu, on aurait (F)n(X, p) = o sur une plénitude de F — X,
donc de I'ensemble I — XI épais-®; pourtant (F)7(X, p)>a>o0
sur la plénitude 1'— XI* de I'ensemble épais-® I-XI. Le théoréme
d’épaisseur est en défaut, si (14.12-12a) n’a pas lieu.

Nous résumons les développements donnés au-dessus ainsi.

Tueorkwe 14.14. — Soit F ={E} une famille complétement
réguliére (définitions 12.8, 11.5). Dans Uespace U de F admet-
tons un groupe de transformations G={T|, daccord avec
Uhypothése 14.3 (F assujettie a 14.3). Ainsi F contient tous ses
transformés par G. Pour qu’il y ait un théoréme d’épaisseur rela-
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tivement a F (13.3-3a) il faut que pour tout X, épais-®, borné-k
(e. g- XcleK), et pour tout o < a <1, on ait

(14d.14a) P (0q(X)) < C(a) P(X) [6a(X) défini dans (14.1)],
ou la constante G (a) ne dépend pas de X.

Sans 'hypothese 14.3, nous avons déja donné dans (14.2-2'a)
une constatation sur la suffisance de la condition (14.2'a) pour la
validité du théoréme d’épaisseur [en admettant pourtant (13.5)].

(14.15) Soitla famille & assujettic aux conditions du théoreme 14.14
eta (13.5); de plus supposons qu’il existe une suite d’ensembles H,,

épais-®, tels que A(F) =2HV—|— H°, avec ®(H’) = o, et
(14.15a) H,cH,.;; H, borné-K (v=1,2, ...);

alors la condition (14.14a) du théoréme est a la fois nécessaire
et suffisante pour que le théoréme d’'épaisseur (13.3-3a) soit
valide.

Admettons ainsi que pour tout o << a <1 et pour tout X, épais-®
et borné-K on a I'inégalité (14.14a). Soit Y un ensemble quelconque,
épais-® et contenu dans A(F); ®(Y) peut étre infinie. Si Y est
born¢-K, Y sastisfera a (14.14a). Supposons que Y est non
borné-K. On observe que (avec un vo> 1)

(e1) Y=Y°+2Yv; Y= YH,, Yo=YHv; &(Y,)>0 (vv).

On peut supposer que HO est disjoint de EH“’ alors Y° mince-®

sera disjoint de ZYV; Y, est contenu dans H,, qui est borné-K,

donc Y, l'est. On aY,cY,u(v=1,2,...). Si ®(Y,) >0, ve=1.
Si ®(Y,)=o0, il y a un vy>1 minimum, tel que ®(Y,)>o
pour v v,; dans ce cas on ajoute les ®(Y,)(j<vo) minces-®
aY° Vu (14.14a) (admise pour les ensembles épais-®, bornés-K) :

B (5, (Yy)) < C(a) B(Yy) < C(a) B(Y) (v vo).

On observe que 04(Y,) €o(Yy+1). En laissant v tendre vers 'infini,
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on obtient
(e) lip®(oa(Vy)) = P(va) ZC(0) B(Y),  wa=limoa(¥s) =Y ea(¥s).

" Or
(e3) Ta= 0 (Y).

En effet, si p est un point de 7,, il existe un v tel que pe€o,(},);
donc p est contenu dans un E' de F tel que ®(Y,E') > a®(E');
Y>oY,, dou ®(YE') > a®(E'); E' est parmi les E de & qui inter-
viennent dans la somme pour o,(Y); par suite 7, Co(Y). D'autre
part, si p€0,(Y), il existe un E', 5 p, tel que ®(YE') > a®(E');
®(Y,E') - ®(YE') (quand v—>w ), donc ®(Y,E') > a®(E') pour
un v =v(p) assez grand, e. g. p € 64 (Yy(p)) C7a (ca); parla o, (Y) c 7o,
et (c;) s'ensuit. Conséquemment [(ca), (¢,)] :

(00 (Y)) £ C(a) ©(Y)

pour tout Y, cA(F), épais-® (méme non borné-K). En raison du
lemme 14.2 et de (14.2"-2'a) il en découle que le théoreme d’épais-
seur (13.3-3a) est valide. La constatation (14.15-15a) est vérifiée.

15. Théoremes d’épaisseur (suite). — Nous pouvons maintenant
vérifier I’énoncé que voici.

(45.1) Si F satisfait a Phypothese 14.3 et a (13.5) et si
A(F) ZZH"+ H°, comme spécifié par rapport a (14.15a), alors

la validité du théoréeme d’épaisseur (13.3-3a) entraine le fait
sutvant :

(15.1a) Pour tout o << a <1 et pour tout X, cA(F), de mesure-®
finie la mesure-® de o, (X) (14.1) est finie.

En effet, dans les conditions indiquées, a cause du théoreme 14.14
on conclut que (14.14a) a lieu pour tout X épais-®, borné-K; a la
suite de (14.15a) nous avons démontré que l'inégalité (14.14a)
s’ensuivra pour fout X, C A(F), épais-® (méme non borné-K);
donc, si ®(X) est finie, ® (o, (X)) sera finie; (15.1-1a) est établi.

Envisageons 'alternative de (15.1a).
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(18.2) Pour un a(o <<a<<1) il existe un ensemble X, c A(F),
de mesure-® finie, tel que ®(s,(X)) est infinie.
Nous allons établir I'énoncé suivant.

(18.3) 8¢ F satisfait a Uhypothése 14.3, alors (15.2) entraine
le défaut du théoreme d’épaisseur [(13.3), (13.3a)].

Notons que dans ce résultat on n'a pas supposé que la condi-
tion (13.5) ait lieu et que A(F) =ZH\,+ H°, comme décrit en

rapport avec (14.15a). Nous modelons la démonstration de (15.3)
sur celle donnée dans (BF; p. 236). « et X étant le nombre et
I'ensemble dont il s’agit dans (15.2), on note d’abord que X doit
étre épais-® [car ®(X)=o0 entrainerait ®(XE)=o, les inéga-
lités ®(XE) > a®(E) (> o) seraient impossibles et ’ensemble o (X)
serait vide]. Soit G (0 << G <) quelconque. En raison de (14.3e)
un ensemble Z, tel que

(10) z =Z Ecz E =54(X), Z bornéXK,

existe, satisfaisant a 'inégalité ®(Z)>¢"'; en prenant ¢ suffisam-
menl petit on assure que

(20) ®(Z) > Ce(X) (> o),

XZ est contenu dans Z borné-K, donc XZ est borné-K; o,(XZ)
contientZ[car, siEc Z, ona ® (EX) > a®(E), E(XZ)= (EZ) X =EX,
®(E(XZ)) > a®(E), donc E c o, (XZ)]. Par suite (2,)

(30) ® (04 (XZ)) > (CO (X)) C(XZ).

Ainsi, pour tout G (positif et fini) X contient un ensemble XZ,
épais-® ct borné-K, pour lequel (3,) a lieu. La condition (14.14a)
du théoreme 14.14 est en défaut (pour le a considéré); par conséquent
le théoréme d’épaisseur ne sera pas valide; (18.3) est vérifié
[XZ, au-dessus, est épais-@, car au cas contraire o, (XZ) serait vide,
tandis que (3,) signifie que o, (XZ) est épais-®@].

En conséquence de (15.1-1a) et (15.3) nous sommes mené a
I'énoncé suivant [analoguc a (BF; p. 236)].

Turoreme 13.4. — Admettons que F satisfasse a Uhypo-
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thése 14.3 et a (13.5) et que A(F) posséde une représentation
comme décrite & propos de (14.15a). Pour que le théoréme
d’épaisseur (13.3-3a) ait lieuw il faut et il suffit que pour
tout o << a <1 et pour tout X [ cA(F)] de mesure-® finie on
ait ®(o, (X)) < .

Supposons que F = |E| est au moins simplement réguliére,
les E de & étant dans A(F) =F épais-®. Soit § = {H} une famille
d’ensembles H, mesurables-®, tels que o < ®(H) << +c. On dira
qu’un point p est indéfiniment couvert par #, si des H; de £ existent
de sorte que Hj3 p(j =1, 2, ...) et ®(H;) > 0. Soit A($) I'ensemble
des points indéfiniment couverts par $. Admettons que A(§)=F
et que la situation suivante a lieu.

(15.5) SipeFetsi Hi(j=r1, 2, ...) est une suite quelconque,
telle que

(10) H,e$, H;sp, P(H))—>o,

il existe une suite Ej(j =1, 2, ...), telle que

(2°) E,e#, Ejd>H;, ®(H;)>c(p)P(E),

c(p) étant une fonction définie, positive et finie sur F.

Soit X, cF, mesurable-®. En écrivant Y =F — X on a, comme
dans (BF; p. 238),

_ ®(XH) _ ®(YH) _®(YE;) ®(E;) _ 1 ®(YE))
(85a) 1= J0) = Bq,) = B, BH,) < o(p) BE;)
_ 1 [_tb(XE,-)],

c(p) P(E))

P, les Hj et les E; élant le point ct les ensembles dont il s’agit
dans (18.5). De (15.5a) il s’cnsuit que, s¢ au point p considéré
Uépaisseur (F)n(X, p) vaut 1 ou o, Uépaisseur (§)n(X, p) en
ce point aura la méme valeur [pour la valeur o cet énoncé s’établit
en échangeant X eL Y dans (15.5a)]. Les considérations menant &
ce résultat sont fondées sur une idée de Lebesgue. Quand il y a un
théoréme d’épaisseur (13.3-3a) relativement a &F, ce théoréme
sera valide relativement a %.

Tueorine 15.6. — Soit la famille F = { E} au moins simplement

réguliere, avec F(= A &) =2Fv, pour laquelle le théoréme d’épais-
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seur (13.3-3a) soit valide. Soit f(p) une fonction de point p,
mesurable-® sur F et bornée. L’intégrale lebesguienne

w0 = [/ dep)

est définie pour tout ensemble \, ¢ F, de mesure-® finie. On a
(15.6a) (FYDW(q)=/f(g) sur une plénitude de F.

Il s’agit de la dérivée exacte (F)D(...), qui existe selon la défi-
nition, lorsque les dérivés extrémes (F)D(...), (F)D(...) ontla
méme valeur (voir le texte a la suite du théoreme 11.8). La démons-
tration de (15.6-6a) sera omise en tant qu’clle peut étre réalisée en
suivant la preuve d’un ¢énoncé du méme genre dans (BF; p. 248).

. LY .
Nous avons admis que F:}_‘FV afin de s’assurer que I' soit une

réunion d’ensembles, au plus en nombre dénombralement infini,
chacun de mesure-® finie.

Le théoréme 15.6 aura lieu relativement a 4§ (15.5-5a), si £ est
une famille associée avec &, ot F satisfait aux conditions du théoréme
etles E de & sont dans F.

Examinons quelques conditions de ’hypothese 14.3. Envisageons
les conditions suivantes :

(15.9) JF est au moins simplement réguliere et ®(A(F)) <+
[F=A(F)]; il existe un I, de &F, I, étant une enveloppe relative-
ment a &, et il existe un groupe G, c G, tel que la famille d’ensembles

Fo={I'lp} (T parcourant G,)

est réguliere au sens de Denjoy, avec TTo cF = A(F,).
Selon cette hypothése le théoréme exact de Denjoy-Vitali a lieu
relativement a F,( c F). La proposition suivante s’ensuit.

(15.8) Dans I'hypothése (15.7), si O est une enveloppe, relative-
ment & F, il existe un ensemble H°, ¢ O, mince-®, tel que FEcO,
des que E, € F, contient un point p de O —H® ct ®(E) est suffi-
samment petit (dépendant de p).

En eflfet, F— O est noyau relativement a &, donc I'ensemble
OA(F(F—0))=0c(F —0), cO, est mince-®. Soit p un point
sur O —o(F —O); p n’est pas ind¢finiment couvert par les E de F,
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joints & ¥—~-0O; par suite, si E (de F)3p, on aura E disjoint
de F—O, e. g. on aura FEcO, dés que ®(E) est suffisamment
petit; (15.8) est établi, en posant H* =o(F — O).

(15.9) Admettons (15.7). Si O est une enveloppe-F et 6 > o est
donné, des transformations U,(j =1, 2, ...) de G, existent, telles
que

(15.9a) T;licO, lesT;l, sont disjoints,
(0 ——-ZI‘,[0> =0, ®(T, L) <.

Soit 53\ c JF,) la famille d’ensembles E, tels que E € &, E contient
un point de O—H°, Ec O, ®(E) < 4. Bien entendu O cA(F,) =F;
donc en tenant compte de (13.8), il vient que A(F?Z)>O0 —He.
Toute famille partielle d’une famille' réguliere au sens de Denjoy,
jouit de la méme propriété, d’ott F ¢ posséde ce caractére. En vertu
du théoréme exact de Denjoy-Vitali (relativement & &F?) on trouve
une suite Ej(j =1, 2, ...), telle que

E,€%? (doncE;=T,I,cF), E;c0, ®E)<3 EE=0 (i#)),

de sorte que ®[(0—H®) — (0 — H")Zl‘jlo] =o. I’ étant mince-®,

la conclusion (15.9a) en découle.

Lénoncé (15.9) montre une facon possible de réalisation des
décompositions de la forme (14.30").

Considérons maintenant la condition (1%.3d) dans Despace
euclidien Ry, la métrique-® étant celle de volumes cuclidiens.
Posons z=(z1, ..., Zm), ¥ =001, -+ )m), dxz=dzy...dxn,
®(X)=|X]| (si X est mesurable). I' du groupe G est donnée
par ¥y = g(z), e. g. par des ¢quations y;=gi(z)({=1, ..., m),
de sorte que, si X est un ensemble, 'ensemble Y =T X sera donné
par les points y = g (), x parcourant X. Nous admettons que les
dérivées (uniques) partielles du premier ordre des gi(x) existent
et sont continues (on suppose que la transformation I est biunivoque).

L’égalité dans (14.3d) veut dire essentiellement que ‘IP??II , ou

0<|X| <, est un nombre indépendant de X; on a (avec Y =T'X):

= ®>0 IxI=[de= [ ar= a0y,

(18.10)
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ou

ay, ..
A(y)———_det(d':) (6 j=1,...,m);

donc l—(ij vaut l'intégrale au dernier membre de (15.10); A(y),
> o, étant continu, on s’apercoit que [’égalité dans (14.3d) (dans
les conditions indiquées) entraine que le déterminant fonc-
tionnel A(y) de T est une constante [en effel, |A(y)|=v(T)]; la
réciproque est immédiate. Par exemple, I'égalité dans (14.3 d) aura

m
lieu, lorsque les T'(g4 (), ..., gm (x)) sont de la forme gi(z) =2a,-jw,-,
j=1
ot les a;; sont des constantes et détL («;,) 5 0; pourtant la condition
donnée au-dessus en italique est beaucoup plus générale.

Enfin notons que dans un espace général Ul (qui peut étre non

métrique) I'égalité dans (14.3 d), écrite dans la forme q,((\\)) v(T)

[pour les X mesurables-®, épais-®, de la sorte indiquée dans (14.3d)],
donne unc sorte de généralisation & la notion d’un déterminant fonec-
tionnel d’une transformation I dans UL ; en effet, le nombre v(T') jouit
du rdle d'un tel déterminant (plutdt, de la valeur absolue du déter-
minant). Méme, si I'égalité de (14.3d) n’a pas lieu, on pourra envi-

sager la limite (si elle existe) de %%‘—;(—;), lorsque X;3 z(j =1, 2, ...),
/

®(X;)—>o, et les X; appartiennent a une classe convenable
d’ensembles; il serait naturel de considérer cette limite comme le
déterminant fonctionnel (avec la métrique-®) de I’

16. La dérivée (F ) D de I'intégrale indéfinie. — Dans la section
actuelle nous procédons sous les conditions suivantes :

Hyroruise 16.1. — Admetions que la famille F ={E} soit
simplement réguli¢re, avec ®(F) < 4o (F=AF) et ECF, telle
que le théoreme d’épaisseur (13.3-3a) ait lieu relativement & & .
De plus supposons qu'il existe une constante b>>1, telle que la
situation suivante subsiste. On peut associer avec tout z de F
un E(z) (€ F), 22, de mesure arbitrairement petite, tel que la
fonction ®(E(z)) (de point z) est mesurable-®. Correspondant &
toute association E (z) de cette espace on peut trouver, pour toutz € F,
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un Et)N(z) (€ F), oz, avec ®(Et)(z)) mesurable-®, de sorte que
(16.1) G (EM(2)) < 0P (E(x)),
(16.16) E"(y)>z pour tout y (de F), tel que
E())E(z)#o et @(E(y)) > P(E(2)).

Si E(z) =FE'*(x), Et)(z) ont été définis d’accord avec I'hypo-
these 16. 1, on pourra définir successivement EV () (v =1, 2, ...),
pour tout z sur F, de sorte que, en écrivant

(16.2) E0) (z) = (Ev=1)(z))),

on s'assure de ce que EV (z) (€ &), 3z, ® (E™ (x)) est mesurable-®
et

(16.2a) ®(EV (2) < b®(Eb-1 (),
(16.20) EM() >z,
des que

Ev-1i(p)Ev—ti(z) Zo et  ®(EM-1(y)) x> ®(Ev—1(z)).

Dans l'article (Z) de M. Zygmund le cas du plan U, est considéré
avec la métrique-® au sens de I'aire euclidienne; les dérivés et les
dérivées étant par rapport a la famille de tous les segments (rectangles
d’aire positive et de cotés paralleles aux axes) de diametre tendant
vers zéro; il est établi que, si fP(z)(p>1) est sommable sur un
ensemble S de mesure finie, alors la dérivée de l'intégrale indéfinie
de f vaut f sur une plénitude de S. Ce résultat a lieu dans tout
I'espace euclidien Al;, les segments étant les parallélépipedes de
cOtés paralleles aux axes et de diamétre tendant vers zéro. Dans cette
constatation il s’agit de dérivées fortes au sens usuel. Nous allons
démontrer I'analogue suivant du théortme de M. Zygmund [la
démonstration différant, sous quelques rapports, de celle dans (Z)].

Tutorine 16.3. — Admettons I'hypothése (16.1-1b) et soit p>1.
St fr(z) est sommable-®, alors en écrivant

(16.3a) I,(E):ff(.r)dtb(.c), Ee¥,
k

on obtient

(16.35) (F)DIy(x) = f(x)

sur une plénitude de F[= A(F)].
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Comme on l'avait remarqué dans (Z), il suffit de prendre p >1 tel
que le nombre ¢, défini par la relation ;’— + f; =1, soit un entier (> 2),

ce que nous ferons pour le but de la démonstration du théoréme.

Lemne 16.4. — Avec les hypotheses et les notations introduites
plus haut, on obtient

(16.5a) [ggﬁg‘tgdfb(x)éCP[L‘f/)(x)dQ(x)]ﬁ, i o,

oit C,~dépend seulement de p, b, ®(F).

Afin d’établir ce lemme introduisons la notation c¢(H, z) pour
désigner la fonction caractéristique de I'ensemble H :

c(ll, z) =1 (xeH), =0 (xeF—H).

On note que

Ir(E(=2)) _ . c(E(x), ©) N
A ey ))d‘l’“)—f,.ﬂ“)[f;———cbw(x)) dd’(x)]dd)m,

donc

(20) f%%%%dd)(m)AT? [J;fh(.v)dd)(x)]/n’
ou
c(E(x), )
30) _f{-/F‘ B(E(2)) d(b(.t)} dd(u)
Au second membre de (3,) on a
g c(E(z,), u)
(40) . /_Hf S rATAIED
(q) c(E(v,), u) )
_f 1 Kceny d®(xy)...dd(x))
Donc®
(50) T=fW)A(xl, ey 2 dO(L)) ... dB(2y),
F
avec
E(x
(5%) A1y < s 2g) _fllc((b(g(; S g ).

MEMORIAL DES BC. MATH, — N* 143.
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Si ®(E(z,)) £ ®(E(z;)) (j =2, ..., q), nous envisageon la formule
suivante :

E .
(60) A(zy, .- wq)~f H“fp((,f{ﬁ)')‘)d‘l’W)é (b(E(zg))..I. B (E(zy)

E(xry)

Nous allons démontrer que

_y c(BW (s), 21) e (B (25), 21) ... (BN (&g), 24)
(18.5) A(z1, ..., 3g) L b7! @(Ell)(.z-z))Q(E(i)(xg))-..dJ(E(“(w,,;) :

=AM (e 29, ..., 2g) i P(E()ZLP(E()) (J>1),

les EM (.. .) étant des ensembles satisfaisant a I’hypothese 16.1. Si
(70) E(z,)E(xzs) =0  pourums>1,

en tenant compte de (6o) [ étant sur E(z,)] on obtient ¢ (E(z;), u) = o;
dans ce cas A (21, ..., zg) =o0 et (16.5) sera valide. L’alternative
de (70) est

(80) E(z,)E(z;)# 0 =2 .-, 9).
Or (84) entraine que les conditions dans (16.15) ont lieu avec
r=x, y=z (J=2..9);
conséquemment EV) (z;)2 2, (=2, ..., ¢) et il vient
c(EM (&), 1) =1 J=2y.--,9);
par suite (16.5) :
A (zy; &, ..., 2g) = HI1[D(EN (2,) P(EWN) (z3)) ... @(EQ) (24))]~';
enfin (16.1a) :

I
(90) A (zq; 29, o0y Tg) D

Q(E(zy)) ... 2(E(2g))

au cas (8¢) [quand ®(E(z:)) < ® (E(z;)), j > 1]; le second membre
dans (9o) est identique avec le troisidme membre dans (6,); par
la (16.5) est établi dans tous les cas.

Si £ est un entier quelconque, 1 =4k < ¢, etl’'on a

(100)  @(E(zx)) < ®(E(z))) pour j#EEk (1£)<£9),
il s’ensuit (16.5) que

(119) A&y eeny Zg) L AN (Z1y ooy Thet; Tk Thtely o0y Lg)y
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ou
(120) AL ) = br—1AN (zy | 21y ooy Rty Lhaty o e ey Ty),
avec
Al — C(E(“(.’L‘,), *’:/m)
(130) AW er|...) H “EEN(z))

Généralement on obtient

A (‘z'” e ‘”’I)‘—Z/‘ZA(”(‘IIH eovy ZBh—15 Zks Lht1y + ooy x(])-
k=1

Par suite [(50)-(120)] :

b'l—iz [ A (&g | 21y ooy Bhety Lhty ooey L) AP (1) ... d P (24)
k=1

_,,,,_lzf"’ [ A | 2, ...,.z-,,_,)ddl(u)Jdll’(x.)...dfb(x,,_,).
Ol‘ (1‘30‘) H
(140) f;\l”(u|.t., veey g1 ) d P (u)
F

El) (@),
~fﬂ°§p<m5§’ >l;) d®(u) =AW (L ey @),

la notation introduite au troisitme membre étant d’accord avec (5,).
Ainsi

4

T 204+ f"’_'"\m(l-,, ey 2g) A (1) d B (2g);
Ir:l..F

ici la fonction sous le signe d’intégration ne dépend pas de &, donc

y—n
(150) T, bv—1Tu, T“’=f ALty o oos Zg—g) AD(21). ..dD (£,y).
F

La désignation pour Tt est d’accord avec (5,).
En tenant compte de (16.2-2b), avec v = 2, des développements
du genre employé de (3,) jusqu’a (15,), ménent a l'inégalité

g—2
T £ (g —1) b9—2 T2, Tw:f A2 (L., L) AP (xy). .. dP(r4-2)
¥
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(sig>2),ou
1\(“)(1‘., . ct,]._;) —ch((bE('(E)(Sim(l;', )l;)d(p(u)’

les E2)(...) étant des ensembles satisfaisant a (16.2-2 b) avec v = 2.
En procédant ainsi, éventuellement on aboutit aux relations

TZLqg(g—1)...2blu—t+y—21+...+1 Tlg—1); Tig—1) =f;\('l—“(x|) do(z,),
F

of
N () = [ SRR AR () =1 Tum= a(F);

dou TLqg!»®(F),v= q_(_qT—_Q En vertu de (2,) le lemme 16.4
est vérifié¢ avec

1g=t
(16.6) Co=(g!)b * @(F).

Le théoréme 16.3 découle du lemme 16.4 de la méme facon que
dans le cas considéré dans (Z). Dans (16.4 a) E(z) peut étre choisi
quelconque, d’accord avec les conditions de I’hypothese 16. 1 et de
mesure-® arbitrairement petite; la fonction

f; () = max Zég) (Esz, ®(E) < 3]

~

satisfail a4 une inégalité de la méme forme que L(E(2) 1) yient

P (E(z))

F(= ‘E—((—) [=@#) DI (]<fi@) [Esz, ®(E)->o);

d’autre part, en verlu du théoréme 11.8 f(x) est mesurable-®;
donc f(z) est sommable-® sur F et I'on obtient

1

6.y [T de@) <, [fFfP(x)d‘l’(x)Jp (si f>0).

Soit H, I'ensemble ot f(x)>¢; alors I(F)x I;(H.) > 2@ (H,),
d’ou

1

o o(H) = 1c do(z) | .
(1) (He) = ] ,,[fFfP @)|
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Choisissons une fonction ¢ bornée et mesurable-®, telle que

-
(29) [fFlf—Wd'l’] e

J dans (2°) élant la fonction (de signe possiblement variable) dont
il s’agit au théoréme. Posons

" (30 = , d®(x) =1I,(E), d®(z) =Ty (E);
) F=r+b [edb@) =T, [yde(z)=1y(E)
désignons par Q. 'ensemble ou | (2)| > ¢. De (2°) il vient que
@) @0 = ()

Appliquons (16.7), (1) a la fonction |¢|(=]|f—¢]). On
obtient (2°) :

7
(59) @(Hs)égcp[fFldzlﬂ d@(x)] ~

H, étant maintenant 'ensemble ou § > ¢, {(z) = (F) DI y,(x). Or

(60) |LE) —f(x)lél

Ly (E) ‘Ig(E)
?(E)

*E) | ¢(E)—?(‘”)l+l+£w>|, Esz.

¢ étant bornée mesurable-®, il s’ensuit du théoréme 15.6 que

%gﬂx B(E) — 9(x) sur F—R(e), ot d(R(e)) =o.

En prenant lim (E 3 z) dans (6°) et en tenant compte de (4°), (5),
on obtient

() lim !‘_){T(g—))_f(‘r)léze pour reF —S,

ou

Se=R(e)+ Qe+ Hy, ®(S:)ze+ (g—")”-
p /

Prenons ¢ =¢,,>o0 tel que ¢+ (é—)pé 2%1 (entiersn,k > o).
r
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Posons

Ss(a\ ece= sn’,.) = Sn.4, Sk =2 Sn,k,

n=1

On note que &,,, << 3—;: OrF—S* =[[(F—S"”‘), donc le premier

o1l—n

membre dans (7°) est inférieur & —— sur F—Sf(n=1,3....). Il

en découle que

[';IE %—f(x)':o pour reF — Sk [lcltb(S")é;—c]-
Cette formule est vraie pour k =1, 2, ..., c'est-a-dire dans F — S¢,

ou S°=]_IS" et ®(S°) < 'IIE’ donc ®(S°) =o. Le théoréme 16.3
s'ensult.

Au cas considéré dans (Z) la fonction ¢ a été choisie continue.
Proprement dit, dans notre espace ‘UL, qui peut étre non métrique,
il n’y a pas de fonctions continues. Pourtant il nous a suffi de
choisir ¢ comme une fonction bornée et mesurable-®, de sorte
que (2°) ett lieu. Pour ce but on peut poser, pour N suffisamment
grand,

p=f ot —NIf<N, ¢=N ouf>N, p=—N ouf<Z—N.

Ayant en vue le fait que les enveloppes (noyaux) relativement
a & ressemblent, quoique d'assez loin, aux ensembles ouverts
(fermés) d’un espace métrique et en tenant compte de la facon
connue de caractériser les fonctions continues moyennant les
ensembles ouverts et fermés, nous sommes mené d’envisager dans
notre espace Ul (qui peut étre non métrique) les fonctions f(x),
telles que pour tout nombre réel ¢ les ensembles

(16.8) Hi={f(z)>c}, Hi={f(z)<Le]

sont des noyaux relativement a &. On pourrait désigner une telle
fonction comme pseudo-continue {F, ®}. Parmi les diverses
questions qu’on pourrait poser sur les fonctions pseudo-continues
il y a, par exemple, la suivante.
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(16.9) Est-ce que le théoréme 15.6 aura lieu avec la relation
(F)D¥ (x) = f(x), valide partout sur F,

si f(z) est bornée, pseudo-continue { F, @ }?

On peut envisager la pseudo-semi-continuité supérieure
(inférieure) { &, @/, en disant qu’'une fonction f(z) jouit de cette
propriété au cas ou HY (ou bien H7) (16.8) est noyau relativement
a &, cela étant pour tout ¢ réel. On pourrait envisager une classi-
fication de fonctions analogue a celle de fonctions de Baire, les
fonctions pseudo-continues { &, ®} correspondant a la classe de
fonctions continues (d’un espace convenable métrique). L’étude de
propriétés laissées invariantes par une transformation biunivoque
pseudo-continue { F, @} est une pseudo-topologie {F, @}, qui
ressemble a une vraie topologie d’assez peu.

Dans I'Ouvrage (JMZ) MM. Jessen, Marcinkiewicz et Zygmund
considerent le cas o (F) est une famille de parallélépipedes { R} de
cOtés paralleles aux axes de I'espace euclidien ‘U, (& & dimensions),
la métrique étant celle de volumes euclidiens et les dérivés étant au
sens fort [c'est-a-dire, relativement aux R, contenant le point
considéré, de diametre tendant vers zéro); ces auteurs établisssent
le fait que (avec la notation de (16.3-3 b)}:

(16.10) {R}DIs(z)=f(z) sur une plénitude de F,

pourvu que | f | (log+ | f])** soit sommable sur F.

Pour le présent nous laissons 'de coté la question, apparemment -
trés difficile, de la possibilité d’une extension du théoréme (16.3) a
une conclusion du genre de (16.10). En tant que notre espace U cn
général ne posséde aucune dimension, la question se pose ainsi :

(16.11) Soito(u) (> o) une fonction quelconque continue, définie
pour u > o el telle que

(16.11 @) ul}iga GEI'Z) = - pour tout kK > o.

Est-il vrai que le théoréme 16.3 est valide pour f(z) telle
que | f|a(log*|f]|) est sommable sur F?

{7. Des énoncés du genre d’un théoréme de Lusin. — /Nous allons
obtenir quelques résultats analogues au théoréme fondamental
de Lusin (S; p. 72). Au lieu de fonctions continues (qui ne
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peuvent pas étre définies dans notre espace “ll) nous allons employer
des fonctions pseudo-continues-F, e. g. pseudo-continues, rela-
tivement a une famille & d’ensembles [voir le texte & propos
de (16.8)]. Les noyaux, relativement a &, vont jouir du réle
d’ensembles fermés (des espaces ou tels ensembles peuvent éire
définis). D’abord supposons que F'=A(F), oo F est au moins
simplement régulié¢re, est dc mesure-® finie. Il nous faut quelques
constatations préliminaires.

(17.1) Si A et B sont des noyaux disjoints, relativement a &, ct
si f(x) est pseudo-continue-F séparément sur A et sur B, fle sera
sur A + B.

A, B étant noyaux, les ensembles

={zeA;f(z)xc}], a={xeA;f(x)Lc],
={zeB; f(x)X>c}, f={zeB; f(z)<Lc}

<o R

sont noyaux. Posons
T={rxeA+DB; f(x)>c}, y={reA+B; f(r)<Lc}

On veérific que T=a 4 B, y=a -+ B. Donc 7, y sont noyaux; ccla
étant pour loul c réel, la conclusion dans (17.1) en découle

Lemne 17.2. — Si Nestnoyau, relativementa F[®(A(F)) <],
si fu(z) (n=1, 2, ...) est pseudo-continue-F sur N et si

Sfu—>Jf uniformément sur N,
alors f est pscudo-continue-JF sur N.

En posant f(2) = fu(x) + r,(z) onobtient|r,(z)| < e, (sur N),

avec £,—> o (pour n —>). Posons
P.={zeN;f(x)xc), Pr={zeN;fa(@)>c—e), Te=[]Pr
Démontrons que "
(10) Pe=T..
SizeP,,ona

J(r)=fna(2) +rn(2)>c, [fo(Z)xe—ra(2)>c—tp

donc zelzeN; fu(z)>c—e}cPi(n=1, 2, ...) et z€T,
d’ou P.cT.. En outre, si zeT,, on aura 2€P? (n=1, 2, ...),
e. 8. fu(x)>c—en; en laissant n-—>co, on obtient f(z)>c,
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dod zeP, et T.cP.; (1,) est vérifié. T, est lintersection d’un
nombre dénombrable de noyaux, conséquemment (13.13) P, est
noyau; de méme l'ensemble {z'eN Sf(z)<Lc} est noyau; de

méme U'ensemble {z €N; f(z) < c{ est noyau; par la f est pseudo-
continue-F sur N. Le lemme est établi.

Tueorime 17.3. — Soit F complitement régulicre {défini-
tion 12.8), avec S(F)<w. Soit H, cA(F), mesurable-d et
admettons que f(x) est finie sur H. Pour que f soit mesurable-®
sur H i faut et i suffit qu’a tout e >> o il corresponde un noyau,
relativement & &, N contenu dans H, tel que

(17.3a) @®(H-—N)<s, f(r) étant pseudo continue-F sur N.

Necessite. — Supposons que f est mesurable-® sur H. D’abord
admettons que f cst « simple » au sens de (S; p. 7). Donc H

a une décomposition finic, —sz’ les H, étant disjoints et

mesurables-®, et des constantes c, extstent de sorle que f(x)=c,
sur Hy (v=1, ..., '). En tant que F est complétement révuhére
on peut trouver dans H, un noyau N, (relativement a F) tel

que ®(H,—N, ) < - Alors
(1) N=2chH, ®(H—N)<e N est noyau.

Une constante sur un noyau, relativement a F, est pseudo-
continue-F. Donc f est pseudo-continue-F sur tout noyau
Ny(v=1, ....v); les N, étant disjoints, 'énoncé (17.1) s’applique,
donc f est pseudo-continue-F sur N. La nécessité est démontrée
pour les fonctions mesurables-® simples. Dans le cas général le
théorgme 7.4 (S; p. 14) s'applique de sorte que f(z) = lim £, (=),
ou f,(x) est simple mesurable-®. Vu le¢ fait ¢tabli plus haut, un N,
existe tel que

(2°) N, est noyau, N,cH, ®(H—N,) < -2—‘%—1; Jv(z) est pseudo-
continue-F sur N,, v=1, 2, .... En vertu du théoréme (S; p. 18)
de Egoroff un Q mesurable-® existe, de sorte que

(3°) QcH, ¢(H-Q)<%, Jv(x)—>f(x) uniformément sur Q.



go W. J. TRJITZINSKY.

En faisant usage de la régularité compléte de F on trouve un
noyau N'c Q, avec ®(Q —N') < %; ainsi, vu (3°) :

(4°) N est moyau cH, ®(H—N) <, fi(z) > f(x) unifor-
mément sur N'. L’intersection N des noyaux N’, Ny, No. ..

[(2°), (4°)] est noyau, cH, et 'on obtient ®(H —N) <<e. Or NcN/;
en conséquence de (4°) et du lemme 17.2 f(z) est pseudo-

continue-F sur N. La partie nécessaire du théoréme est
entierement établie.

SurrIssncE. — A présent on suppose qu'a tout ¢ > o il correspond
un noyau N, cH, tel que ®(H—N) <C¢, tandis que f est pseudo-
continue-& sur N. Il existe un noyau N, de sorte que

(5°) NVCH,(D(H—NV)<£, [ est pseudo-continuc-F sur N,,

v=1, 2, .... Il s’ensuit que

(69) o =2Nv+ Hyy, ®(Hy) =o.
=1

Jf ¢tant pseudo-continue-F sur N,, est mesurable-® sur N,. Posons

Ec={zeH: f(x)>c/, E!={zeNy; f(z)xcl,
El={zeH,; f(z)xc}.

Supposons que z€E,; si z € Hy, on a z€E!; si z n’est pas sur H,,
il s’ensuit que z € N,, (pour un v' > o) et que z € E}'; donc

(79) EccE2+2EZ=Ef.
1

Supposons que x est sur E¢ (7°); alors, si z€E’, on auraz € Hy c H
et f(x)>c, e. g. x€E;; si 2 n'est pas sur E°, on aura z€E}
(pour un V'), donc zeN, cH et f(z)>c¢, e. g. z€E; par
la E¢cE.. Enfin (7°), E.=Ec. Pourtant, sauf pour l’ensemble
mince-® E! (cH,), E (7°) est une réunion dénombrable de noyaux
[puisque f(x) est pseudo-continue-F sur N,]; donc E, est
mesurable-®. Par suite f(x) est mesurable-® sur H, ce qui
démontre la partie suffisante du théoréme. Ainsi le théoréme est
vérifié.
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Les développements a la suite du théoréme 17.3 jusqu’ici sont
paralleles 4 la démonstration du théoréme de Lusin dans (S; p. 72

et 73). Pourtant, si 'on considére le cas ot &F :2 F,et A(F) est

de mesure-® infinie, quelques difficultés additionnelles surviennent.
Envisageons une famille

(a1.5) & =2£FV, complétement réguliére selon la définition 12.8.

[ainsi, si X, cF,, ecst mesurable-®, un Y(cX) existe tel
que (X —Y) <eet ®(&(F,(Y))—Y =o]. En admetiant (12.7)
et 'hypothese 13.9, en raison du lemme 13.15 on conclut comme
il suit : si X, cA(F), est mesurable-® [e. g. tout XA(F,) est de
mesure-® finic}, un Y, cX, existe tel que

(7.4 a) PAF(Y)—Y)=0, BX—Y)<-=

Un ensemble Y satisfaisant a la premiere relation dans (17.4 a)
[ou &F est donnée par (17.4)] est noyau relativement &4 & selon la
définition 13.7. En particulier on conclut comme il suit.

(17.5) Si X, mesurable-® est contenu dans un A(&,) particulier,
on peut trouver un noyau Y, relativement a & selon la définition 13. 7.
tel que ®(X —7Y) < e [dans les conditions (17.4), (12.7), 13.9].

Etablissons maintenant 'énoncé que voici.
(17.6) En admetiant (17.4), (12.7), 13.9, si les N,
CA(Fr) —A(Fim)h=1,2,...), Fo=o0,
sont des noyaux, relativement a F [e. g. ®(a(N4))= o]., il
s’ensuivra que N:EN/. est noyau relativement 8 F[®(o(N)) = o]-
Montrons d’abord que

(a1) a(N)=A(9(N))—NCZc(Nk).
k

Si pea(N), des E; existent de sorte que
(a;) E,e¥, E;N # o, E,>p, ®(E;)>o0 J=1,2,...)

Vu 12.7 on peut faire en sorle que les E; € &, od n=n(p) est indé-
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pendantdey. En vertu del’hypothese 13.9 un A(z), > n, existe tel que
S(F,) (e.g. 'ensemble réunissant les E de F,) ¢ F) o) = A(F, ().
Donc
EeF,, E,(Ni+...+Nyn) #o, E,ap,
®(E)—>o (J=1,2, ...

Il existe un ¥'[1 2" <) (n)] et une suite partielle infinie, { E, }, tels
que

E, eF,, E, N, # o, E,ep, GO (E,) >o, (s=1,2,...).

Par conséquent p € A(F, (Ny,)) c A(F (Ny)); p, sur o(N), est 6tranger
a N, donc p est étranger a Ny, d’ott p € A(F (Ny/)) — Ny = (Ny); (@1)
est vérifié. Pourtant les ¢(Ny) sont minces-®, de la ®(¢(N))=o, ce
qui constitue la conclusion dans (17.6).

(17.60) Dans les conditions 17.4, 12.7 [méme (12.7a)], soient
les N,(v=1...., V) des noyaux, relativement 4 &, tous contenus
dans un méme A(F;). Alors N=N, + ...+ N, sera noyau relative-
ment a F[o(N) mince-®].

Dans ce cas I'inclusion

(a) s(N)c ¥ a(Wy)

se démonlre en notant que, si p €(N), des E; existent tels que (a-)
a lieu. Les N, élant en nombre fini, un v, (1< v, < V') et une suite E,,
existent tels que

E,eJ, E, N # o, E,sp, ¢ (E,)>o (s=1,2,...);

donc peA(F(N,,))—NcA(F(N,,))—N, =0o(N,,). Les a(N,)
(v=r1, ...,V)étant minces-®, la conclusion dans (17.6b) s'ensuit.
(I7.7) SiN’(v=1,2,...)sont des noyaux, relativementa J (17.4),
contenus dans un certain A(J,), I'ensemble N:—_IIN" sera noyau
relativement a .

Cela est établi par les méthodes utilisées pour un but analogue

dans (D; p. 346 et 347); on montre que ¢(N) c ZU(NV). Voici une
extension de (17.1).
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(17.8) Si A ct B sont des noyaux, relativement a F (17.4), et
A.B=o0, A et B étant dans un certain A(F,), sif(z) est pseudo-
continue-F sur A el sur B, fle sera sur A + B.

Moyennant (17.7) (sans modification essentielle de la démonstra-
tion) on déduit I'extension suivante du lemme 17.2.

(17.9) Si N est noyau, relativement a & (17.4), contenu dans

un A(F)), siles f,(z) (v=1, 2, ...) sonl pseudo-continues-F sur N

et f,—> f uniformément sur N, alors f est pseudo-continue-F sur N.
Démontrons maintenant la constatation suivante.

(17.10) Admettons (17.4), (12.7), 13.9 [ainsi ®(A(TF)) peut
étre infinic]; soit H un ensemble mesurable-® contenu dans un
certain A(F,); soit f(x) finie sur H. Si f(z) est mesurable-® sur H,
il Sensuit qu'a tout € > o il correspond un noyau N, relativement
a F, NcH, tel que ®(H—N) <<e et f(r) est pseudo-continue-F
sur N.

Nous suivons, avec des modificalions convenables, la démonstra-
tion de la partie nécessaire du théoreme 17.3. Si f(x) est simple, on
a f(x)=c¢, sur Hy(v=1, ..., k) (les H, disjoints, mesurables-®),

H:EH.,CF,,. D’apres (17.5) des noyaux N,, relativement a &,
existent, N, c H,, tels que ®(H,— N,) < ,%, Ainsi
N=N;+...+NygcH. ®(H—N) <«

et (17.60) N est noyau relativement a F. Selon (17.8) f(z) est
pseudo-continue-& sur N. Si f(z) mesurable-® sur H n’est pas simple,
on aura f(z) = lim f, (z), avec f,(z) simple, mesurable-®. En raison
de ce que nous venons d’établir on peut trouver un N, c H, avec
®(H—N,) <e.2™1, N, étant noyau relativement & F et f,(z)
étant pscudo-continue-F sur N,(v=1, 2, ...). Une fois encore on
trouve un Q mesurable-® satisfaisant a (3°). Donc Q(cH) cA(F,);
(17.5) s’applique, d’out un noyau N/, relativement & F, existe, tel que
®(Q—N)> i, de sorte qu’on ait (4°). L’ensemble N =N'N;N, ...
est noyau relativement a F (17.7) et ®(H—N) <¢; les fonctions
J+(z), pseudo-continues-F sur N, convergent uniformément vers f(z)

sur N[ ¢ A(%,) pour un k]; vu (17.9), il se voit que la limite f(z)
est pseudo-continue-F sur N. (17.10) est vérifié.
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Tukorkme 17. 11. — Dans les conditions (17.4) [ avec A(F) =],
(12.7),13.9, st H, cA(F), est mesurable-® [ avec ® (H) possible-
ment infinie] et si f(x), finte sur H, est mesurable-® sur H, alors
a tout € > o il correspond un N, tel que

(H1.11a) N est noyau relativement a4 Fle. g. ¢ (o(N)) =o].

®(H—N) <, f(z) est pseudo-continue-F (d’accord avec la défi=
nition 13.7) sur N.

Nous posons H,=HA(F,) (A=1, 2, ...), Ho=o0; alors

(b4) H;cH;4y, H =2(HA— H;—).
1

En appliquant (17.10) avec H=H;—H,_,[ cA(F,)], on trouve
un Ny, tel que

(b2) Nz est noyau relativement & & (déf. 13.7); Nxc Hy— Hj—y;
Od(H,—H,_,— N < 2—€k-; f(r) est pseudo continue & sur Ny ;
k=1,2,.... Posons

(bs) A\ =2N;.; ici ®(o(Ny))=PA(F(N:))—Ns) =o.

On obtient ®(H— N) <¢; de plus, vu (17.6), N est noyau relati-
cement & F. Ecrivons

Ph=zeNs; f(x)xc), P.={zeN; f(z)>c).

On a (by) ®(e(Pi)) =0 (k=1, 2, ...). P}, P_sont respectivement
les parties de Ny et de N (b,), pour lesquelles f(z)>c. Par la
méthode utilisée pour démontrer (a,) il vient que ¢ (P.) est contenu
dans Yo (Pk). Or (b) o(P%) est mince-®, donc @(a(P,)) =o. On
obtient un résultat pareil pour f(z) < c. Par suite f(x) est bien
pseudo-continue-F, ce qui établit le théoréme (17.11).

Les considérations du caractére réciproque, quand ®(A(F)) = oo,
ne comprennent pas de difficultés additionnelles et nous les laissons
de coté. On pourrait présenter quelques autres résultats du genre

indiqué plus haut, mais en faisant intervenir la psecudo-semi-
continuité-F supérieure et inférieure.
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18. Fonctions additives d’ensemble E d’une famille F°. — Dans
la section actuelle et dans la section suivante nous envisageons trois
familles d’ensembles

(18.1) Fo> F>F,
qui seront convenables dans les formulations de deux théorémes
analogues aux théorémes bien connus de M. A. J. Ward [cf.(S;
p- 133-141)].
On dira que E est une figure-F°[ F] si E est une somme finie
d’ensembles de FO[F|; Fo [ F ]| est la famille de figures-FO[F].
Hyeoruise 18.2. — La famille &° est au moins simplement régu-
litcre, AFO=F[=A(F)=A(F'")] de mesure-® finie; le théoréme

d’épaisseur a lieu relativement a &F°; tout E° de Fo a une
représentation

%E°=E1+...+E.\, E,eF (i=1....,N),

18.2a)
(18.24) N pouvant varier avec E°,

ou les E, n'empiétent pas, e. g. ®(E:E;) =o0 ({5£)). Les opéra-
tions ©, © existent [ pareilles aux opérations dans (S; p. 52)], telles
que, si A et B sont dans 50, on a uniquement :

AB+H=H-+AQ®B e (A—B)+H;=H+AQB (siBcA),

ot AOB et AGB sont dans o et Hy, ..., H, sont certains
ensembles minces-®,

0=H,H,= HyH,= H;(A.B) = Hy(A @ B) = Hy(A — B) = H,(A © B).
1l existe un k> 1 tel que, si J € F°, on aura

(18.25) =J;+...+J, (avecun ny), J.e¥,

les J, n’empiétent pas, tandis que

(18.20") sz —% <Lk (G J=1,..., n).

Si avec un entier p (> o) quelconque << ny, p des J, dans (18.25),
par exemple J;, ..., Jp, sont mis a part, on pourra grouper les
J.(i=1, ..., ny) en de certains ensembles S,, de manidre que

(18.2¢) J=S+...+5, S,e %o,
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les S, n’cmpiétant pas et chaque S, contenant précisément un
des J,(v < p).

SiEve & (e. g. si E est une figure-F), on aura E° € °; en appli-
quant (18.2a) a E°, tout composant (de F°) au second membre peut

étre remplacé par une décomposition (18.25), dont les composants

sont dans F. Donc E° de 5 a une représentation [pareille

a (18.2a)]:

(18.24) { E'=E,+...+Ey, EeF (i=1,...,N),
: !

P(EE)=0 (E#)),

en effet, tout E* de §° a une représentation (18.2a).
On remarque que les ensembles de G0 et de & sont mesurables-@.
* J' est un réseau, e. g. une suite dénombrable de grilles; a partir
de la seconde, chaque grille est obtenue de la précédente par subdi-
vision de chaque « maille » en ¢(> 1) mailles non empiétantes. Plus
précisément, si E' est un ensemble particulier de &', tous les J de F'
dans E’sont contenus dans une suite de grilles G=={G,}(k=1,2, ...),
ou Gy est Pensemble E'=17, 4(1), Go={J,, (1)} (vs=1, ..., ) et,
pour A > 2,
Gi={Jt,vi (Vi ooy Vh—a) } (Vs veey Vi =1, ..oy L)
I, EE)=J0(1)+ .o+ ds,(1),
v (D=3, (n)+ ..o+ T35,0(V), e

lesJ...t 1 (e%') dans toute décomposition particuliére n’empiétent
pas; de plus il existe un =, t >t > 1 de sorte que, si J(c E') est un
ensemble de &' dans G, et si

(‘8.3) J=J|+...+J1, J,EGL+1,

est la décomposition unique de la nature indiquée plus haut, on
aura

(18.3a) 2209 _

=3, =

V-

Comme conséquence, on trouve que

1 \k—1 fm\A-1 T
3a) () e®=zem=(;) e® (j<i)
siJ(de ') eG,.

Hypornise 18.4. — F' est un réseau, comme décrit plus haut. Le
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théoréme de Denjoy-Vitali a lieu relativement a F'; ainsi F' est
réguliére au sens de Denjoy; supposons que la constante a =a/,
qui intervient dans la définition de régularité de F', est telle

que a'> tt. Il existe un ¢ >1 de sorte qu’a tout 0 <o << é et A
tout E, de &, avec ®(E,) <o, il correspond un E' de F' tel que

(18.4a) E cE,, (D(E’);i-tb(Eo)

et tel qu'il existe une représentation (18.24') pour E(QE':

(18.4a') E\OQE =E,+Ey+...+Ey, Ee% @EE)=0 (i#)),

pour laquelle ®(E)) > o®(E,) (j=1, ..., N). Il existe un q,
0 <q<c, tel que, si E€ &, on peut trouver un J € F de sorte que

(18.4b) J>E, @(J)é§q>(E)

et qu’il y a une représentation (18.24a') pour JGE :

(18.45") JOE=E,+Es+ ..+Ey, Ee# ®(EE)=o0 (i%)),

avec ®(E)) > CZ ®(J). F est complétement réguliére.

Deriniion 18.5. — On dira que G(E) est une fonction additive
(au sens fini) d’ensemble E de la famille F°, si G(E) est un nombre
fini, défini pour tout E de &° et si G est uniquement défini pour

tout E° de §° moyennant une décomposition (18.2a) de E° et par
additivité :

(18.5a) G(E®) = G(E;) + ...+ G(En).

G, originalement définie dans la famille F°, est définie dans F°; de
plus, nous posons

(18.5b) G(E' +E") = G(E') + G(E"),

des que E', E’; sont dans % et ®(E'E") 3 o. On note que la connais-
sance de G dans & donne G dans F° et F° moyennant (18.2a/).

Lemne 18.6. — Admettons les conditions présentées plus haut.

MEMORIAL DES SC MATH. — N° 143, 7



98 W. J. TRJITZINSKY.

Sia>oet

(18.6a) 0<(F)DG(z) < a sur un H, avec ®.(H) > o,

alors pour tout ¢ > o il existe un E' € F', tel que

(18.65) B(E)<e, D(HE)>(1—e) B(E), G(E)<cad(E)
Il existe un o(2) (L 0), positif et défini sur H, tel qu’en vertu de

(18.6a) G(E)> o, des que E (de &) contient un point 2 de H

et ®(E) <o(z). Donc il existe une constante ¢ >0, qu'on peut
prendre telle que

(10) o<cr<mm{—cl~,s;,

de sorte que pour un sous-ensemble H' de H, avec ®.(H') > o, que
nous désignerons encore par H, on obtient ceci :

(20) G(E) >o0, désque E(e€%) est joint a Het ®(E) <.

Soit zo un point de H, ou V'épaisseur relativement a F de H est 1,

®(HE) _

(30) Iimw—l [ano, ¢(E)—>O]-

En vertu de la seconde inégalité (18.6a) et de (3,) il existe un E,,
tel que

(40) Ei(eF)sz, P(E)<yo,
®,(HEo) > (1— o?) ®(Es),  G(Eo) < a ®(E).
SiE(eF)cE, et ®(E) > c®(E,), on obtient

®.(HE) + ®,(H(E,—E)) > (1— o?) ®(Ey),
@, (HE) -+ @ (Ey) — ®(E) > (1 — a2) B (E,),
®.(HE) > ®(E) — o2® (Eo) = ®(E) + a(— 3P (Eo)) > ®(E) — o ®(E);
ainsi ’
(50) ®(HE)> (1— o) ®(E), dés que E(eF)cE, et  ®(E)>od(Eq).
Or [(1,), (4,)] o et E, satisfont aux conditions dans ’hypothese 18. 4;
d’ou il y a un E', tel que

(60) E'e¥, FE ek, q)(E’)é%tb(Eo),

et il existe une représentation de la forme (18.4a’) pour E,OF,
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avec E;€F et ®(E;) > o®(E,) (j=1, ..., N). En tant que E; c E,
il s’ensuit de (5,) que

®.(HE;) > (1—10) ®(E;) > o, donc HE;3# o (G=1,...,N).

Or ®(E;) Z®(Eo) <o (4,), par la E; satisfait aux conditions de
I'énoncé (2,); par suite

G(E)>o0 (j=t1,...,N).
Enfin, en vertu de (18.4a') et de l'additivité [(1.8..50,), (18.2a)]
de G on déduit que

N
(70) G(EQE)=Y G(E))>o0, G(E)< G(E).

On a E'cE, el [(4,), (1,)] ®(Eo) <o <&, donc la premiere inégalité
(18.6b) est établie. Puisque = >, on obtient (6,) ®(E') > o @ (Eo);

par conséquent (5,) s’applique avec E = E’; donc la seconde inégalité
(18.60) est vérifiée. Enfin [(7,), (4,), (60)]

G(E') < G(E¢) < a ®(Eo) < ca®(E'),
ce qui démontre toutes les conclusions du lemme.
ReMarque 18.7. — Dans la démonstation du lemme 18.6 nous

n’avons pas fait usage de la famille &° et de la partie de 'hypothése
18.4 en rapport avec (18.45), (18.44').

Lenme 18.8. — La fonction G (de &F) et les familles & > &'
satisfaisant aux conditions données plus haut, soient :

(18.8a) H(cF) un ensemble avec ®.(H)> o, E' un ensemble
de &',

o<s<t—l’:-
Admettons que (1°) ®.(HE')> (1—e)®(E'); (2°) G(E)>o,

lorsque Ee 5, ECE et EH 5 0; (3°) (F)DG(z) > b > o (sur H).
Alors

(18.8 ) G(E') > gb(x-—tts)@(E’).
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Puisque & est complélement réguliére, il suffira de démontrer le
lemme en supposant que :

(1,) H est contenu dans une enveloppe-F, qui est contenu dans E’
(c’est une fagcon de dire que H est « intérieur » & E'). Alors il se
voit que :

(2,) sizeHetE (de F)sz et ®(E) est suffisamment petit, on
aura EcE'.

De plus, en tant que F°(> F) posstde le théoréme d’épaisseur
(hypothese 18.2), le méme est vrai relativement a &, donc on peut
supposer que

(F)yn(H, z)=1 surH [avec B.(H)>o0];
ainsi, si z € H, on aura

(30) "'I)Tep(—(HEE')Q—H pour E,e%, E;azx, P(E)—o.
0

Maintenant nous allons établir la constatation suivante, qui
correspond a I’énoncé (11.9) dans (S;.p.135).

(18.9). Etant donnés 1 <o et un z sur H, on peut trouver
dans ' deux ensembles P, J, tels que

(11) I>P et Jax;
() G(P)> g 2a(p);
(31) ®(J) <E;

(41) :E@(P)é(I)(J)éMfD(P).

Soit A > o si petit qu’on veut. D’apres la condition (3°) du lemme
il existe un E tel que

(4o) EeF, Esz, ®(E)<) G(E)>bd(E),

en vue de (2,) on peut faire en sorte que E c E'. D’aprés la partie de
I'hypotheése (18.4) relativement a (18.45-8') on conclut qu’il existe
un J, tel que

(50) Jeg’, I>E, (II(J)éstD(E),
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de sorte que parmi les représentations (18.24') pour JQE il y a
une,

(60) JOE=E;+ Es+ ... +Exy, E e¥, ®(EE) =0 (i#]),

pour laquelle ®(E;)> £&(J)(j=1,...,N). En prenant A < I,
on s’assure [(5,), (4,)] que
(70) e() <t

De plus avec A(> o) suffisamment petit, en lenant compte de (3,),
(2,) on peut faire en sorte que

(80) E,H#o0 (y=1,...,N), JcE.

En particulier E; cE'; donc [(8,), (6,)] selon la condition (2°) du
lemme on obtient

(90) G(E))>0 (=1,...,N).
Ainsi (6,) :
N
G(JOE) =ZG(E,)>0
et [(4o), (5,)] il s’ensuit que
(100) G(J)>G(E)> bd(E)x gbcb(J).

Puisque J cE’ et E/, J appartiennent au réseau &' on note, d’accord
avec le texte qui précéde ’hypotheése 18.4, que J( € G, pour un k)
est représentable dans la forme (18.3-3a) :

(11,) J=J+...+J, D(LI)=0 (E#£J)), 1€ Griq(cF'),

. ®(Jg)
ount i~ —~~
=83,

(120) GWJ) =EG(J,).

= 7; donc

Par 1a les inégalités G(J;)é%bd’(J,)(i:x, ..., t) seraient

contraires a (10,); par suite

(130) G(P)>%bd)(P), ot P=Jy (uni<£t)ed, Pcl.
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Or (11,) :
tn®(J) < tM, m=miin‘1>(.l,), M=m?x<l>(.l,);
d’apres les inégalités a la suite de (11,) on a
_%(I)(P) Zm, M<t®(P),

donc

(14o) LO(P) 2 @) < 1B(P).

Vu (5,): (40) I x; en vertu de (5,), (13,), (7,), (14,) U'énoncé
(18.9) est vérifié.

Selon I’hypothése 18.4 &' est réguliere au sens de Denjoy; d’aprés
(D) on sait que toute famille " partielle, contenue dans &', aura la
méme propriété, donc le théoréme de Denjoy-Vitali aura lieu pour F".
Pour tout 2 sur 'ensemble H [dont il s’agit dans (1,)-(3,)] et tout

E= 'IIE(k =1,2, ...) il existe des ensembles J = J, > P =P, dans F',
qui satisfont a (18.9), donc tels que

(5) hoa,  BUN<]  BPOSLZEU,  G(P)> g5 0(Po).

Soit F" la famille des J;(k=1,2,...) pour tous les z de H.
L’ensemble A(F") de points indéfiniment couverts par F" contient H;
F" c &'. Le théoreme de Denjoy-Vitali est valide pour F".

Selon I'hypothese 18.4 F'={J} est réguliere-D (réguliere au
sens de Denjoy). Par suite il existe a' << b/, avec a'> tt(>1), tels
que pour tout J de &', on a

(a1) o< P(J)) <oy
(a2) ®A(F (1) =) =0

[ici F'(J) est la famille des J' de &' joints a J |;

(as) ®.(20))<b®()), ou Q(J)):XJ’, les J' étant dans &,

avec
YIi#0 e @U)<ad®();

(ai) ®,(2(5’)J)<+m.
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En tenant compte de la notation dans la section 2, ou le théoréme
de Denjoy-Vitali (2.5-5B) est décrit, nous posons

(81) G={1}, ot y=Pi(z); P={o0}], ol w=o(y)=I(2)>7;

ici J,(z) > P;(x) sont deux ensembles de &', qui satisfont aux (18.9),
relativement au point z surH et { = IZ; les familles G, P'sont formées

en laissant z varier sur H, k parcourant les valeurs A =1, 2, ..
Parce que toute famille partielle d’'une famille réguliére-D jouit de

la méme propriété, G et P sont réguliéres-D. Vu que J,(z) >z, on
déduit

(160) A(P)>H;

mais on ne peut pas conclure que A(G) > H. Maintenant nous allons
établir que G, P satisfont aux hypotheses (2.1), (2.1I). Si y est un
ensemble de G(b;) et P(y) est la famille des ' de P joints a vy, et
si &' () est la famille des J de &' joints & y, on obtient

(V) =AP(Y))—1<cAF (Y)) —1=¢(Y)

[c’est une conséquence du fait que P < F', ce qui entraine P(y) ¢ &/(y)].
~, étant dans G, est dans F', donc (a2) @ (p'(y)) =0, d'ou ®(p(y))=0;
on remarque que p(y) est I'ensemble ainsi désigné dans Ihypothese
2.1; il se voit que cette hypothése est satisfaite. En posant

(=N  [VeF, Vo, o) <a®(¥)],

il s’ensuit de (a;) que .

(170) D (Q'(7)) < &' P(Y)-

Soit a° un nombre, tel que

(18) a<tr<atrLa  (dou 1< ad).

Considérons I'ensemble
2= 0 (r) L (1)EP(B), o' (1Y% 0, () < B(1)];

ici o'(Y)DY, Y est un Py(z) et o'(y) est le Ji(2) correspondant
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a P,(z); donc [vu (15,), avec P,=P,(2z) et Jy=1Ji(z)] on a
®(w'(y)) L tc®(y'); par la pour les w'(y'), qui interviennent
dans Q(¥), on obtient (18,) :

D (' (Y)) < a'tx®(y) L a ®(y).

Conséquemment les »'(y') qui entrent dans ’expression pour Q(y),
sont parmi les J' (de '), dont il s’agit dans la réunion exprimant
Q'(v); par suite Q(y) cQ'(y) et (17,) :

(190) e (Q(1)) (£ Pe(Q'(7)) <H'P(Y)-

Donc U'hypothéese 2.11 est satisfaite (avec a = a® et b =0'). Enfin

d’aprés le théoréme fondamental de M. Denjoy (2.5-5B) il se
voit que

(200) P(A(P) —A(G)) =0 [P={Ji(2)}, G={Pr(=)]]

oi k parcourt la suite d’entiers positifs et x décrit I’ensemble H.
En tant que A{J;(z)} contient H (16,), il s’ensuit de (20,) que

(210) A{Pi(z)}>H —HY, ou H® est un ensemble mince-®.

{ Px(z)} est réguliere-D, donc en tenant compte du théoréme Denjoy-
Vitali et de (21,) on conclut qu'il existe une suite dénombrable

(220) P, P2, ... Pre({Pi(z)! (j=1,2,...); PiPr=o (i#]),
telle que
(230) H=H,+HP'+HP2+..., ot (®H,)=o;

bien entendu on peut supposer que HP/£o0. Vu (1,) et selon la
condition (1°) du lemme ®.(H) > (1—¢)®(E'). Prenons 7 tel que

(240) 0 << P (H) — (1—¢e)P(E).

Avec N =N, suffisamment grand (23,) :
N N

(250) Z(I)(Pi) ;Z@e(npz) > 0, (H) —n > (1— &) (E).
1 1

Le fait suivant est établi [voir (18.9)] :

(18.10). Il existe un nombre fini de Pi(i=1, ..., N) disjoints,
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Pre J', de sorte que
() G(P)>gla(Py, PHxo;

/

N
(2") Z@(Pz)>(1_e)@(ﬁ').

Parmi les J de &' distinguons deux classes d’ensembles que voici :

classe (1), comprenant les Pt(¢ =1....,N) de 'énoncé (18.10);
classe (II), formée d’ensembles J joints a H, tels que dans la
décomposition (18.3-3a),

(260) J=Ji+...+Jt, (D(J,JI)=O (l;f]),
il y a un ensemble J, pour lequel ®(J,P*) =0 (i =1, ..., N).

(25,) 11 'y a un me>o, tel que J€F' et ®(J) <, entrainent
qu'aucun des P/({ <N) n’est contenu dans J; autrement dit, il
existe une grille Gy [le texte a la suite de (18.2¢)], telle que,
siJ € Gy, J ne contient aucun Pt (¢ £N).

En effet, il suffit de prendre o <<no<< min®(P') ({ ZN) et

T

Pentier £’ tel que <;>N—{(D(E’)ém; (27,) d’écoule de (18.3a’).

Derinition 18. 11. — @ est la classe des J (de &), tels que
(18.11a) Je(I)+ (II), JeGi+ Go+ ..+ Gy

[Cette définition est d’accord avec une définition dans (S; p. 137).]
On remarque que (I) ¢ &. Or, établissons le résultat suivant :

(18.12) E’—Z(C‘L)J =o.

Au cas contraire, C:E’-——Z(&)J étant non vide, on pourra
trouver un I, tel que

(280) I,eGy, I, n’est contenu dans aucun J de A.

En effet, les ensembles (« mailles ») de la grille G couvrent E/,
de sorte que E’-——-Z(G,,,)J = 0. Pourtant, si C3£o, il existe un I,

de Gy, tel que I, C 3£ o, car autrement on aurait

C =2(Gk')JC= o.
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Si I, était contenu dans un J' de X, on aurait pour ce J' :
JCoI,C#o et JC#o,

ce qui serait contraire au fait que G est dépourvu de points des J
de A; (28,) est vérifié.

En vertu de (27,) et de (28,) I, ne contient aucun Pi(i £ N)
et I, n'est contenu dans aucun d'euz, d'ou ®(I,P)=o0 ({<N).

Or [(33,), (24,)] :

. N
<I>e<H ——ZHP‘><71 [<®(H) — (1 —e)R(E)];
par suite '

(290)  ®.(HEg) <m, ol n(>> o) est arbitrairement petit avec Il‘l

Un I, unique de la grille G;.—; contient Io. Ainsi (28,) :

(300) I,€Gy—y, I, n'est contenu dans aucun J de @.
De plus
(310) I, ne contient aucun P{(i < N).

Si (31,) est en défaut, il y a un P (k; < N) cl,; nécessairement
(28,) Pfrcly—1I,; PH £ 0 (17.10), donc I, H 2 0. Parmi les J;
(de G), qui interviennent dans la décomposition (18.3-3a) de I,
(pour k= k'-—1),

I = JI+J2+...+J¢,

il y a un, soit J,, qui ne contient aucun P/({ < N) et n’est contenu
dans aucun des Pi{(i = N); en effet on peut prendre J,=1I,. Ainsi
®(J,P)) = o ({ £N), donc, I, étant joint a H, on conclut que I, € (II).
D’apres la premiére relation (30,) et la définition 18.11 I; € &, ce
qui est contraire & la seconde partie de (30,). Il y a contradiction;
(31,) est établs.

Par le raisonnement de la sorte employée pour établir (29,) on
trouve que

(320) O (HI1) <.
On obtient successivement :

Ircliclic... clp_y, ou l;eGp—;(j=o0,1,..., K—1),
P (HI)<m; Ip—4€Gy, donc Ip_y=E et @ (HE)=@,(H) <.
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Par suite (24,) :
Pe(H)<m < ®(H)— (1—e)P(E).
Il 'y a contradiction; !’énoncé (18.12) est démontré.

Comme dans le cas analogue dans (S; p. 137) ayant obtenu (18. 12),

nous remplacons la classe (X par la classe A, A, de J non
empiétants, de sorte que

(330) E’—E(@L,)J =o.
En posant '
A=ZJ, ot Je(I)a&,

[les J'ici sont parmi les Pi(¢ < N)], on obtient [vu (18.10)]:

(340) G(A)>qi—)<l>(A).

Or E'©A est une réunion finie de certains J non empiétants de
classe (II) :

(350) E'@A:Z'J, G(E’@A):Z'G(J).

D’aprés la définition de la classe (II) tout J, intervenant ici, est
joint & H et est contenu dans E'; donc [vu la condition (2°) du
lemme] G(J)>o et (35,) G(EGA)>o0 (si EGAz0). Par
conséquent (34,) :

(365) G(E)>G(A)>g ®(A).

Si J est un des ensembles intervenant dans (35,) soit Gy la grille
dont J fait partie; alors J a une décomposition unique (26,)
[(18.3-3a)], et parmi les J; dans cette décomposition il y aura un,
soit J,, tel que

N
(37) @ P)=o0 (i=1,...,N), donc (IJ<J,,2P!>=0;
i -
de plus (18.3a) : )
(380) ¢(J)=2¢(J,)éhtb(1v), RNy

N

Vu la premiere relation (37,) J est contenu dans E’—-—ZP" i un
1
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ensemble mince-® prés. En choisissant uniquemeunt un J, (de la sorte
. . »~ U

indiquée) dans tout J survenant dans la somme (35,) 2 , on conclut

que

N
(39.) EJV c E’—-z P:, 3 un ensembie mince-® prés.

=1

LesJ danszl (35,) n’empiétant pas, le méme sera vrai pour les J,
dans (39,), d’ou

N
(b(Z J“) =¥ B(1) < B(E) = D O (P);
par 1a [(35,), (38,)]

N
O(E—A) =2 ®(J) éttz (1) <t [‘P(E’) —Ecp(pt)].

=1

Conséquemment (18. 10-2")
B(E—A)<tced(E) et ®(A)> (1—tre) d(E).
Enfin (36,) :
G(E) > g2 ®(A)> g2 (1 —twe) B(E),

ce qui achéve la démonstration du lemme 18.8.

19. Fonctions additives d’ensemble E d’une famille ¢ (suite). —
Nous allons établir le résultat suivant, qui est analogue au théoréme

de Ward dans (S; p. 137).

Tutoreme 19.1. — Admettons les conditions et les notations de
la section précédente. La dérivée unique et finie () DG(z) existe
sur une plénitude-® de ’ensemble oit (F)D G(z) >—ow, ou bien

0it (F)DG(z) <+ 0.
Soit
(19 C={(F)DG(z) >—w]
(e. g. C est 'ensemble des points z pour lesquels on a la condition
indiquée dans {...}); G[ cF = A(F)] est mesurable-®. Posons

(2°) A =(zeC; (F)DG(2) > (F)D G(a)};
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A(cC) est aussi mesurable-®@. Il faut seulement considérer le
cas ®(C)>o. Supposons, s'il est possible, que ®(A)>o.
Moyennant un raisonnement bien connu on déduit qu’il existe un
ensemble B C A et un nombre a > o, tels que

) { ©(B)>o0; (F)DG(x)skwm

et g(x)=(F)DG(z)— (F)DG(x)>a sur B.

e(o <e< t—i) étant donné et p parcourant les entiers, on a
B =2Bp, ot B,={zeB;ps< (F)DG(z)<L(p+1)¢}.
P

En tant que ®(B) > o, il existe un B, avec ®(B, ) > 0. On conclut
comme il suit.

Il existe un ¢>o0 et un cnsemble HcB, (cBcAcC) de sorte
que

. P.(H) > o; G(E)>poe®(E) dés que E€#,
(4) % ®(E) <o, HE<o.

Posons
(5°) G'(E)=G(E) —poe®(E) (Ee¥).

On obtient alors [(3°), (4°)] :

(6°) 0< (F)DG (z)<2¢ et (F)DG'(z)>asurH, ou & (H)>o;
(7°) G'(E) > o, lorsque Ee€¥, P(E)<aq, HE # o.

En raison de (6°) et du lemme 18.6 (avec G’ pour G et 2¢ poura)

. . . . 1 . .
on conclut ainsi. Soit o < ¢’ < min(g, o) << E); il existe un E' de

sorte que

(8°) Eed,

(9°) ®(E) <<,

(10°) P, (HE') > (1—¢') ®(E') > (1—¢) ®(E),
(119) G'(E') <c.2¢Q(E').

Or on voit que (18.8a) est satisfait; de plus, (10°), (9°), (7°) et
la seconde partie de (6°) donnent, respectivement, les conditions (1°),
(2°), (3°) du lemme 18.8 (avec G=0G', b=a>o et ¢ pour ¢).
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Donc (18.85) :
(120) G’(E’)>%a(l—tte’)Q(E’);%a(:—tts)tb(E).

Par conséquent (11°)

ga(x —tte) < c.2¢ (ou @ est indépendant de ¢)

et 'on obtient une contradiction pour ¢ (> o) suffisamment petit. Donc
I'ensemble A (2°) des points de C (1°), ot F D G(z) > (F)D G(z),
est mince-®. Clest-a-dire,

(13") (F)D=(F)D=(F)D existe sur une plenitude-d Co de C(1°);
pourtant il est concevable que la dérivée unique (F) D G(z) puisse
étre infinie en quelques points de C°.

Pour démontrer le théoréme il reste a établir que ’ensemble des
points de C°, ou (F)D (i(z) =+ =, est mince-®. Au cas contraire,
la dérivée vaut +o sur un ensemble H'( cC) épais-®. Comme
dans (S; p. 138) il se voit qu'il existe un H, cH', avec ®.(H) > o,
et un n > o, de sorte que

(14°) G(E)>o, lorsque Ee&, EH # o, P(E) <.

En effet, si z € H', il vient

g—gg—;—>+w pour E(de F)a«, ®(E)—>o;
d’ou il existe un n(z) (> o) tel que les relations

E(de F)sz, ®(E)<Ln(2)

entrainent G(E) > o. Soit H, I'ensemble des z de H', tels que les
relations

Ee¥, EH,%o, @(E)(i (entier 7> o)

impliquent G(E) > o. Puisque ®(H') > o, pour r, suffisamment
grand on aura ®.(H, ) > o; ainsi (14°) est satisfait (avec H=H,

etn = ;l;) 1l existe un H* c H, avec ®(H—H") = o, tel que sur H"
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I'épaisseur de H, relativement & &', vaut 1. Si zoe H', e. g. si

. (E'H
f;((E") ) -1, lorsque E'(de )3z et  P(E)—>o,

il s’ensuivra qu’il existe un E' particulier, tel que

(15¢) E'ed’, E'szy; @, (E'H) > (1— <) ®(E); ¢ (E') < n;

P 1 . .
ici e, 0 <Te< ;- peut étre si petit qu'on veut.

La seconde partie dans (15°) coincide avec la condition (1°) du
lemme 18.8.SiE€ & etEH £ 0 et ECE',on aura ®(E) Z ®(E') <=
[vu (15°)]; donc dans ce cas (14°) G(E)>o; autrement dit, la
condition (2°) du lemme 18.8 est satisfaite. Enfin (3°) du lemme
aura lieu pour tout b > o fini, puisque Hc H' et la dérivée (unique),
relativement a &, vaut 4+ sur H'. Par conséquent (18.85) :

G(E’)>§b(1—trs)€b(E’) donc G(E')=-+ow.
Nous avons abouti & une impossibilité. Le théoréeme est démontré.

Remarque 19.2. — Le théoréme 19.1 contient un cas parliculier
le théoréeme de Ward (S; p. 137), si l'on tient compte du fait
(S; p- 139), que dans le théoréme de Ward (qui est dans I'espace
euclidien R,) on peut remplacer F(z) et F(z) respectivement
par Fi)(2z) et Fo)(2) (0 <« <1 quelconque), la notation étant
celle de (S) et le recouvrement indéfini étant au sens de diametre
tendant vers zéro. Dans notre théoréme 19.1 on n’a pas utilisé la
classe F° (section 18); pourlant dans le lemme suivant et dans le
théoreme 19.4 cette classe va intervenir d’une fagon fondamentale.

Lemme 19.3. — Avec les hypothéses et les notations de la
section 18, soit G une fonction additive (au sens fini) d’ensemble
de la famille F°. Si a>o et (1')o<(F°)DG(z)<a sur un
ensemble H, avec ®.(H)> o, alors, étant donné un ¢>o0 et
un v > 2k* [(18.28')], on peut trouver un Q, tel que

(2) Qe¥, @(Q)<s HQ#o,
(3) G(Q)<;—‘¢(Q>,
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I k k
1T R [>—2>‘]
I— — I— - .
v v

On peut remplacer H par un sous-ensemble, encore désigné par H,
tel que pour un ¢(0<<o < e) (qu'on peut prendre si petit qu’on
veut), il vient
(10) ®.(H) >o0;

(20) G(E)>o0, quand EeJ", EH#o, @(E)<o(<e).

on

Or le théoréme d’épaisseur, relativement a &9, a lieu (hypo-
these 18.2). Soit xo € H un point d’épaisseur 1 (relativement a F°)
de I'ensemble H; e. g.

¢.(EH .
(;((E))—>l, si E€F, Eax, @(E)>o

A tout A, >v(>2k?> 2) il correspond un J tel que

(30) J e, Jozy;
(4o) P <a(<a,  B(HH>(1—3) 0
(50) GUy<a®() [voir (1')].

Soit A(>v) un nombre fize et J un ecnsemble satisfaisant
a(3,)-(5,); d’aprés (18.256-b") ce J posséde une décomposition :

(6) J=Ni+Jot...+3,, J€F, ®JJI)=0 (i#)),

avec

o

1

(J.)
(70) ;é )

)

<k (L J=1,..., ).
Envisageons deux classes d’ensembles J, dans (6,). On dira que
(7o) he(D, i @.(H)>(1—3) @
Je(ll), si B, (HI,)< (: — %) o(1).

On peut supposer que les J; sont numérotés de telle fagon que

i) (i=1,..., p) Jie(ll) (G=p+1,p+2,..., m);
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g=n;—p.Ona

FO0) 21— (W) (i>p),
donc (4,):

ny

zhCD(J,)AZ((D(J,)—@e(HJ,))

p+1 p+1

__/_Z(...)= B(J) — B (1)) < %@(J) = %Zcpu,).

1

Par 14, vu (7,),
(8) q‘%_<n1k, q-;é<p'+q, (F—1>q<p (avec%—1>1).

D’accord avec la partie de 'hypothese 18.2 a la suite de (18.2%'),
nous groupons les J; (6,) ({ =1, ..., ny) en cerlains ensembles S;
ainsi :

(90) J=S1+...+Sp, Sjeﬁo (j=I,...,P), (I)(S[S/)=0 (t;ﬁj)
ou chaque S; conlient exactement un J; de (I). A cause de la troi-
sitme relation (8,) [c’est-a-dire, les J; de (I) sont plus nombreux
que les J; de (II)], il existe un nombre 7'(0 << n' < p) des S;, chacun

coincidant avec un J; de (I), soient : Sy, Sy, ..., Sp. Si P'<p,
tout S;(n'<< s < p) contient un seul J; de (1), ainsi qu'un au moins

des Jide (II); doncp—n'=Zqgetn'>~p—q.Or(8,)q <n’ » done
(avec p=n;—q):

(100) n'ép—q=n1—2q><1—27k2>n,.

Posons A=S;+ ... + S, ; alors

(110) A=J,+J,+ ... + i,y Joe(I) (s=1,...,n');

soit J; un des J;({ =1, ..., m) de mesure-® maximum; il vient (7,) :

B(A) = @(JT)E‘I’”"

n'q)(J,);-c,

d’ou (ro,)
O(A) > (1— 2—"—) Zzm®(Jo).

MEMORIAL DES SC. MATH., — N° 143. 8
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En tant que (6,) 74 ®(J:) > ®(J), on déduit

(120) oy >ve),  1=(i—2F)L
Notons que (9,)
(130) JOA=S8yu+ ...+ Sp;

tout S,(»'<< i < p) contient un J» de (I); pour un tel J- on a

v

2uin [> (1= 3) oun] >

donc HS,#o(r'<<i<p). En tenant compte de (4,), (9,) on

s'assure de ceci :
S, eF, D(8S,) <o(<e), S, H#o (i>n').

Par suite les conditions dans (2,) sont satisfaites pour tout S, (¢ > n');

donc (13,)
G(S))>o0 (1>n') et GIBA)>o;
ainsi, en raison de (5,) et (12,)

(140) G(A) <[6(I) <a®()) <IZO(A).

Si pour tout J,[ €(I)], qui intervient dans A (11,), on avait
G(J,)é%tl)(J,), il s’ensuivrait que G(A)é%(b(A), ce qui
contredit I'inégalité (14,). Conséquemment

(150) G < f‘.«p(,],,) pour un J,/[ € (I)], composant de A;

de plus [(6,), (40) (70)]
(160) Jre#, PN [£LP) <ol (I)E(HJ")[> <I— %)Q(Jl,)]>o.

Les relations (15,), (16,) constituent les conclusions du
lemme (avec Q =1J,). Le lemme 19.3 est vérifié.

Tueorene 19.4. — Admettons les hypotheses de la section 18.
Sur une plénitude-® de l'ensemble ou (F°) D G(z) >—co [ou bien
(F)D G(2) <+ |, la dérivée unique et finie (F) D G (z) existe et
(F)D G(z) = (F°)D G(z) [ou bien (F)D G(z) = (F°)D G(z)].
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"En raison des inclusions (18. 1) on a
(F)DG<(F)DGZ(F)DG < (F0)DG.

Donc, vu le théoréme 19.1, la dérivée unique et finie (F)D G(z)
existe sur une plénitude A° de 'ensemble

) = (%) D G (2) > —w}.

Par suite on doit démontrer le fait suivant :
(2) sur une plénitude de A°,

(F)D G(z) = (F9) D G(z).
Si (2) est en défaut, il se voit que
(F)D G (z) (finie) > (F°)D G(x) (>—w) sur un Ao( c A?) épais-®.

Moyennant un raisonnement connu on infere qu'il existe un « > o,
tel que

(3) (F)D G(2)— (F9)D G(x) >a surun B(cA) épais-®.
Fizons une valeur v(> 2k?) et soit y le nombre correspondant du
lemme 19.3. Posons

()  e=cer, By={zeB;p:<(F)DG(2) < (p+1)el;

od p parcourt les entiers. Pour un p = p, on obtient ®(B,) > o.
Considérons la fonction G'(E) = G(E) — po® ¢(E) d’ensemble E
de la famille F°( > & ). On déduit [(3), (4)] que

(5) (FYDG () =(F)DG(x) — pot;
(6) (F)D G (2)[> (F*) D G(r) + a— poe] > a sur By, épais-&.

On peut trouver un ¢ et un 11, tels que

(N >0, HcB,, P(H)>o;
(8) G(Q)>ad(Q), désque QeF, P(Q)<s, HQzo.

En tant que Hc B,,, vu (4) il vient
0 < (FYDG (2)[=(F)DG(x) —poe L] <2t sur H.

Par conséquent le lemme 19.3 s’applique (avec G, 2¢, o pour G, a,
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e), d’ot 'on trouve un Q, tel que
(9) QeF, @(Q)<s, HQzo;
(10) G(Q) <23 2(Q).

Mais (9) présente les conditions dans (8); donc G'(Q) > a®(Q)
et [(10), (4)]:

1
o a<2e—=a.
< Y

Il y a une impossibilité. Le théoréme est démontré.

Remarque 19.5. — Le théoréme 19.4 contient le théoréme de
Ward (S; p. 141). A propos de nos théoremes 19.1, 19.4 et des
deux théorémes de Ward (S; p. 137 et 141) on note que les trois
familles d’ensembles F°> F > I/, assujetties aux conditions de la
section 18, jouissent respectivement des roles des trois familles
d’ensembles dans l'espace euclidien R,,, avec le recouvrement
indéfini dans R, au sens de diametre tendant vers zéro, a savoir
(A), (B), (C), définies comme il suit :

(A) est la famille d'intervalles; (B) est la famille d'intervalles,
dont le parametre de régularité est >~ a > o; (G) est la famille de
cubes d’un réseau, comme celui donné dans (S; p. 134).

Les intervalles et les cubes ont leurs cotés paralleles aux axes. Les
dérivées (exactes) (F°) D G(z), (F)D G(z) correspondent respec-
tivement aux dérivées désignées dans (S) par

(19.5b) G, (z) (dérivée forte), Gg)(2).
On fait une remarque analogue pour les dérivées extrémes. En

laissant o (>> o) dans (19.55) tendre vers zéro, on obtient la dérivée
[les dérivées extrémes] au sens ordinaire, désignée dans (S)

par G'(z)[G(z), G(=)].
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