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* * SUR UNE GENERALISATION 

D E S POLYNOMES DE JACOBI 

Par Félix POLLAGZEK. 

Introduction. — D'après un théorème bien connu (voir par 
exemple G. Szegô [14], p. 4 0 (*)> ^ois éléments consécutifs d'une 
suite de polynômes orthogonaux P«(^) satisfont à une relation de la 
forme 

P w ( 0 = ( A # l * - h B „ ) P « - i ( 3 ) — C«P # I —(r) (A„ ^ o; n= i, 2, . . . ) . 

D'autre part, à toute formule de récurrence de celte forme, à 
C 

coefficients réels et tels que -7—^- >> o, il correspond au moins une 

fonction bornée ty(z), à croissance monotone et telle que 

^ P«(-8)P„(3)rf^(s) = o ( w ^ n; m, n = o, i, . . , .) . 

De manière toute naturelle se pose alors le problème d'étudier des 
suites de polynômes dont la formule de récurrence a des fonctions 
données de n pour coefficients, la catégorie qui se prête le plus 

(1) Les chiffres contenus entre des crochets renvoient à la bibliographie placée à 
la fin de ce travail. 



F. POLLACZEK. 

aisément à des calculs étant celle où A„, B„, Gn sont des fonctions 
rationnelles de n. C'est aussi à cetle catégorie qu'apparlienneni 
toutes les familles de polynômes orthogonaux classiques (les poly
nômes de Jacobi et leurs différents cas particuliers, ainsi que ceux 
d'Hermite et ceux deLaguerre). 

Nous avons jadis traité les polynômes dont les A,,, B/}> C„ sont des 
fonctions homographiques; de même dénominateur, de n ( [6] à [9] : 
cf. aussi [16], p. 218-221) et dans cet ordre d'idées, M. Szegô [15] 
a établi la généralisation la plus simple des polynômes hypersphé-

» 
riques. Les fonctions génératrices g(x, z) = ^ 3 7 ^ , , ( 3 ) et les poids 

0 

d'orthogonalité ty(z) de ces suites de polynômes s'expriment au 
moyen de fonctions classiques de l'Analyse, ce qui en facilite l'étude. 

Parmi les suites de polynômes dont les A„, B„, Cn sont des 
fonctions rationnelles de n, nous paraissent dignes d'un certain 
intérêt celles où ces coefficients sont des quotients de polynômes 
en n, du même degré effectif (arbitraire) ra^i, sauf que le degré 
du numérateur de B„ est ^ m. Ce sont ces suites que nous étudions 
dans ce qui suit, en supposant les coefficients des polynômes en n 
complexes et arbitraires dans les premiers paragraphes, réels et 

assujettis à l'inégalité -r—~r- > o dans le reste de ce travail. 

Pour /« = 3, ces polynômes contiennent comme cas particulier les 
polynômes de Jacobi, avec lesquels ils ont plusieurs propriétés 
caractéristiques en commun. Tout comme c'est le cas pour les 
polynômes de Ja«cobi, leur spectre (les points limites des zéros de 
nos polynômes) est un ensemble borné; de même, leurs développe
ments asymploliques sont grosso modo analogues. 

En raison de nos hypothèses, la fonction g(xy z) satisfait à une 
équation différentielle linéaire d'ordre m, L(g(x, z)) = consl., dont 
le premier membre est du type de Fuchs, sauf pour deux valeurs du 
paramètre z que nous faisons coïncider avec ± 1. 

Nous disposons ainsi d'un moyen pour prolonger g(x, z) analyti-
quement au-delà du cercle de convergence de sa série de définition. 
et connaissant la position et la nature des singularités de cette 
fonction, nous sommes en mesure d'établir, sauf pour z = ± 1, le 
comportement asymptotique des P/,(s') et de fonctions apparentées 

>^*TTrÇftur n "** °° • 

f 

XV 
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Dans la plupart de nos formules figurent les intégrales d'Hadamard 

/»«1 r . -, 
rn(z)= / ?"l(?3 *)d\ [ « ( * ) = * — vV- - i ; n = o, i, . . .J. 

I? 

où io(x, z) désigne, à un facteur près qui dépend de z, la solution 
unique de l'équation différentielle du type de Fuchs £(n) = o« 
adjointe à L(y) = o, qui est canonique pour le point « régulier w 
x = a, sans y être holomorphe. Les rn(z) sont holomorphes 
partout, sauf aux points z = i, — i, oo où, en général, chaque 
branche est ramifiée logarithmiquement. Multipliées par des 
constantes appropriées c„+i, les fonctions J V H ( ^ satisfont à la 
formule de récurrence des Pn(z) et d'autre part Vn{z) peut être 
représenté linéairement par les valeurs prises par la branche princi
pale de rn+t(z) (qui est holomorphe en z = ce) sur les deux bords 
d'une coupure allant de z =—i à z = i. Lorsque z contourne un 
des points i, — i , oo, rn(z) subit des transformations linéaires dont 
les coeficienls s'expriment au moyen des coefficients des transfor
mations de passage entre les différents systèmes de solutions 
canoniques de l'équation i?(r}) = o. 

Nous ne supposons pas connue la théorie de la fraction continue 

/ ( z y - *' 1 r~ ! £ î I - . . . 

et utilisons d'ailleurs d'une manière essentielle une fonc
tion [u (x, y, z)] étrangère à cette théorie. Les « moments » des 
polynômes P(z) de l'anneau C[s] , engendrés par la suite des T?n(z), 
ont donc été définis comme les restes numériques { P ( s ) } des P ( ^ ) 
par rapport au module qui a tous les produits Pn(z)Vn+i(z) et 
Pn(£)P/i+2 (z) pour éléments de base. Dans le cas présent où %(z) 
est holomorphe à l'infini des z, les Pn(-s) forment sur les cercles 
\z | = r, de rayon assez grand, un système de fonctions orthogonales 
avec la densité x(*) , et l'on obtient la relation 

que nous utilisons fréquemment. 
L'emploi de l'intégrale impropre introduite par Hadamard [3] 

simplifie la démonstration et l'écriture de nos formules. Dans une 
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Note finale, développant le contenu de [11] et consacrée à la démons
tration d'une formule où figure cette intégrale, nous en avons rappelé 
la définition et les propriétés. 

1. Généralités sur les suites de polynômes définis par une formule 
de récurrence de la forme ( i ) . — Soient P0 , P i ( - ) , . . . une suite de 
polynômes en z, définis par la formule de récurrence 

(T) j P»(*) = (All3 + B I I)P I I_1(s)--C l lP I I_s(0 
( (n = i, ?, . . . ; P 0 = i , P_, = o), 

où An^é o, B7l, Gn désignent des constantes réelles ou complexes. 
On démontre par induction complète que : 

i° Les puissances i, z, . . ., z" s'expriment linéairement, au 
moyen de coefficients a^ b^, ç,lv qui dépendent des A,, B,, d , par 
P 0 ( = i) et les produits 

(2 ) et 

1 PV(5)PV_,1(?) (v = o, ...,[i=i]) 
» e t 

f PV(*)PV+S(3) (v = 0 | 5 " ] _ l ) f ^ 

dope 

(3 ) *» = a„-+- ^ &„vPvPv+i-h 2 C"VPVPV-HÏ (/1 = 0 , 1 , . . . ) . 
V=rO v = 0 

2° Les produits Vm(z)Vn(z)(m^ n) s'expriment linéairement 
par les seules quantités (2), donc 

l-^—\ L—J-1 

• P|ii(*)P/i(*) = 2 ^«+«>vPvPv+1+ 2 cîn+n, vPVPv-» 
v = 0 ' v — 0 
( w ^ / i ; / n , / i = o, 1, . . . ;. 

Dans l'anneau des polynômes P ( s ) , on peut alors définir une 
opération linéaire { } par les conditions 

( 5 a ) { i j = i , 

(5 b) j P v P v + 1 j = o , { P v P v + î } = o (v = o, 1 , . . . ) ; 
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en eflet on lire de (3), au moyen de ( 5 a ) et (5 6), 

<6' '-' ——(S-Ï^C"- . - .^] ) . 
de sorte que pour tout polynôme P(-s), {P(*)} est bien déterminé. 

En vertu de (4) et (5 b), on a en outre 

(5 c) )PmPni=o (m ^n; m, n = o, i, . . . ), 

de sorte que les polynômes suivant (i) sont orthogonaux par rapport 
à l'opération { }. Réciproquement, on reconnaît que les éléments 
d'une suite Vn(z) doivent obéir à une loi de la forme ( i ) , afin qu'un 
opérateur linéaire suivant ( 5 a ) et (5c) , et tel que 

{PJH^O (/1 = 1,2, . . . ) 

puisse être défini. 
Supposons maintenant que 

(7) ïîm V l l ^ H =r<oo. 

Pour | z | > r, la série 

(8) ^)=25 < z» j 

sera alors convergente de sorte que, C désignant un cercle de 
rayon > r, ayant l'origine pour centre, on a 

(9r t ) \\ijzny^z^dz:=z f*"! (* = °> i, •••); 

pour un polynôme P ( ^ ) quelconque, on tire de là : 

(9*) -^rifcP(z)7L(z)dz^{P(z)\ 

et en particulier on a, en vertu de (5c) , 

(io) ~,f Pw(*) P„(*) *(*) rf» = 8*« { PJ } (m, n = o, i, . . . ) . 

Donc dans l'hypothèse (7), les polynômes P„ ( s ) définis par (1) 
sont orthogonaux, avec la densité (8) , sur les cercles C de 
rayon > r. 
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Calculons maintenant {P^j. En vertu de (i) et (5 a) , il vient 
d'abord 
(n) J PS} = {i} = i ; 

en effectuant ensuite dans l'équation (i) , multipliée respectivement 
par P„ et P,i_2, l'opération { j , on a 

l P j } = A l l { « p l l _ l p I I } (11 = 1,2, . . . ) 

et 
PLn{zPn-^n-x}'= Cn{n-%} (» = 2,3, . . . ), 

donc 

(12) {P£! = ^ ^ { P ; U ! ( * = i , 2 , . . . ) . 

En multipliant les n premières équations (12), on a enfin, compte 
tenu de (11), 

AL 
^/l-Hl ( i 3 ) ^ = ^ 1 1 ° 7 ( B a = I » 2 > •••>• 

Les polynômes Pn(z) suivant (i) sont les dénominateurs des nlèrae" 
réduites 

de la fraction continue 

(.6) X ( . ) - A ' I C' I Cl « 
j A t S H - B ! | A i 3 + B 2 | A ^ + B-j 

A. 
( 2 ) Rappelons que les numérateurs An et les dénominateurs B„ des réduites ^ 5 

de la fraction continue , , ' -h - ~ — H , / • -4-• • • satisfont aux formules 
1*1 I 62 I 63 

( A „ = ^ A „ _ t + a I l A n _ 2 , B ^ ^ ^ B ^ - h ^ B ^ ; 

( Bn B„_, " B„_,B n ( » - * » - » •••>• 

Les formules plus générales 

(**) AB+V = B»; A v + A«v Av-lj B»+v= B«vBv+ ABvBv-l, 

où A»v et Bnv sont le numérateur et le dénominateur de la fraction 

(***\ A»v _ fll+v I fl«+v I 

seront util isées au paragraphe 6. 
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E n effet, les P * ( s ) et les P / t U ) satisfont aux formules de 

récurrence (*') 

(// = 1. 2, . . . ) , 
( i 6 a ) P ; ( a ) = ( A „ a - h B l l ) P i - i ( 5 ) - C / l P ; i _ , ( j 8 ) 

( 1 6 6 ) , P / / ( S ) = ( A ^ H - B W ) P W _ 1 ( ^ ) - C « P « _ , ( S ) 

où l 'on a posé 

{lia) P : 1 = _ ^ , P*0 = O, 
t.«l 

( 1 7 6 ) P- i = o, P0 = i; 

or, c'est par les relations (16b) et ( 1 7 6 ) que les P w ( * ) ont été 

définis plus haut . 

Comme les P*3 de degré n — 1, obéissent à la même formule de 

récurrence que les P n , avec les valeurs initiales P * = o et P* = A1 ? 

ces polynômes, désignés de manière plus détaillée par 

(18) P „ ( s ; A13 B15 . . . , A/i3 B*, G„) et P ; ( z ; A „ B , A,„ B„, C ) , 

satisfont à la relation 

(19) P ; ( c ; A„ B, A„, B„, C„) = A, Pn^( z; A,, B> A„, Bn , C„) 

qui sera utilisée au paragraphe k. 

Supposons main tenant que pour | z | ̂  r , la fraction cont inue ( i5 ) 

est uniformément convergente, donc que pour tout ent ier / * ^ o , la 

série 

( V / , N _ P Î W • /Pn-H _ K \ + _ P « ^ , V A.C^-Cv-.-i 
(00) î l - ) " p ^ 7 > ' p ^ p . / " P ^ S J ^ ^ P V C O P ^ I I * ) 

converge uniformément, de sorte que X ( * ) est holomorphe à l'infini; 

not re hypothèse implique évidemment que les modules des racines 

de tous les Vn(z) sont < r. 

L'intégrale 

— fpm(z)Pn(z)X(z)dz (o^m^n), 
2 J: 1, Y 

où G désigne un cercle de rayon > r , ayant l 'origine pour centre , 

s 'annule, sauf pour m = /i , ce qu'on reconnaî t en y subst i tuant pour 
X le dernier membre de ( 2 0 ) . Car il vient évidemment 

rp«oop;(*)«f* = o, 
1 / 1 
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et nous avons 

r P P 
/ "l n dz = o ( o ^ / » < / i ; v = /i, /1-+-1, . . . ) • 

puisque la fonction à intégrer, holomorphe à l'extérieur de C, 
s'annule à l'infini comme ^m4"'l~2v~1, donc au moins comme z~\ Mais 
pour m = n, le premier terme de la série qui figure au dernier 
membre de (20), donne l'intégrale 

A Î C Î . . . G / 1 + I . / 5 -r—-rdz = A t C>. . .CAJ+i A^| , ^ o. 
2x1 Jt Pn+](z) 

En utilisant ( i3) , on obtient ainsi la relation d'orthogonalilé 

(21) - L . f Pm(z)P„(z)X(z)dz = omn { P;i } (m, « = o, i5 . . . ) 

et de là résulte, en vertu de (3) et (6), la formule 

— . fz»\(z)dz= — . fx(z)dz = an={z'>\\ 
1x1 JL 2x1 J{ 

donc les {z" ) sont les coefficients du développement taylorien 
de X ( s ) à l'infini. 

La convergence uniforme, pour ] -c | __* #•, de X ( s ) implique donc 
la convergence (pour | 3 | > r) de la série (8) ainsi que l'identité 

(22) X ( , ) = X ( * ) = l i m j ^ (•'>. 

(3) Usuellement on définit la série (8) [la « série associée à la fraction conti
nue (i5) »] comme une série formelle de puissances de z~l dont les *>/i premiers 
termes coïncident avec les in premiers termes du développement lajlorien, 

P* (z) 
suivant z », de " :« A. Pringsheim [12] (voir aussi [5], p. 342) a démontré que la 

série ainsi définie représente le développement taylorien de do) quand celte 
fraction continue converge uniformément à l'infini; car alors, les développements 
tayloriens des différents termes de la somme infinie (->o) peuvent être ajoutés 
formellement, et cela donne l'équation (22). 

Comme ici les coefficients de (8) ont été définis d'une manière différente, nous 
*>// — i 

concluons inversement des équations (20) et (22) que 7^ {s'J z-'~l est la 

P* (z) 
(2«) lèm* somme partielle du développement taylorien, suivant z l, de " ~ • Cet 

énoncé, équivalent à des identités où figure un nombre fini de constantes A,, B.„ C,, 
est évidemment valable, que la fraction (i5) soit convergente ou non. 
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Les fractions continues ( i5) relatives aux suites de polynômes 
considérés plus loin convergent uniformément à l'infini, ce qu'on 
voit en appliquant des critères de convergence assez élémentaires 
(voir par exemple [5] , p. 261, théorème 29). De plus, les formules 
asymptotiques que nous établirons au paragraphe 4, pour l?n(z) et 
P* (z), pour n -> 00, nous permettront de tirer de (22) immédiatement 
la fonction %{z)- Cependant, nous exposerons au paragraphe 5 une 
méthode directe pour obtenir x(z) s a n s utiliser les réduites de la 
fraction continue ( 15 ). 

2. Suites de polynômes Pn(z) dont la formule de récurrence 
dépend rationnellement de l'indice 11. — Posons, dans (1), 

(23) A„=i^L> B„=£44 Gn=£m (, = I j2, ...), 
p0(n) p0(n) p0{n) » 

en désignant par 

l />i(Ê) = *oi$m-+- snï" 1 - 1 -
(24) 

( (i = o, . . . , 3 ; m ^ i ; aoo== 1, 3oi / é o , «03 5** o) 

des polynômes à coefficients réels ou complexes, sans diviseur 
commun et tels que 

<25«) Mn)*°\{n = h2,...). 
(25 6 ) /1,(71)5*0 P ' ' 

Au moyen de (23), l'équation (1) prend la forme 

p0(n)Pn(z) — (zpi(n) •+• p^n^Pn-^z) -hp^(n)Pn^(z) = o 
(26) , 
K J l (w = i, 2, . . . ; P 0 = i , P - i = o > 

n 

Or, les polynômes Pn(z) = ao r"P / i(^), où nous avons posé 

' 2 v/a0j 

satisfont à une formule de récurrence de la forme (26) dont lesp\( \ ) 
correspondants ont respectivement pour coefficient du terme de plus 
haut degré : 

(27) a 0 o = i , « O I = T 2 , a 0 2 = O , a 0 3 = i ; 

sans restreindre la généralité de nos hypothèses, nous pouvons donc 
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admettre de prime abord pour les coefficients a0» des polynômes (24) 
les valeurs (27) ( '« ). 

Nous verrons plus loin que pour les Pn(z) définis par (26), la 
condition (7) est satisfaite et que la fraction continue ( i5) qui leur 
est associée, est convergente. 

En raison de nos hypothèses (23), (24) et (27), la série de 
Taylor 

(28) „o( x > ; ) = 2<C"P„(s) 
n = 0 

est certainement convergente pour | x | < (2 | z | + i ) _ 1 . En ajoutant 
toutes les équations (26), multipliées respectivement par x11 et 
utilisant les formules 

nx" = x -j— x 
dx 

' (1 = 0, . . . , 3), 

on obtient la relation 

(*) L'hypothèse en apparence plus générale d'après laquelle les degrés mt des 
polynômes 

satisfont aux relations— ? = m^-rn,, se ramène pour les polynômes P„(z) 

définis par la formule 

m(z) = PJz) J J r ( « + i - p v ) (pourm 0 >/n 3 ) , 
V = 1 

/ » a — /wB 

= p „ ( s ) J"[ r ( « + 2 - ? v ) (pour /n 3 > mQ) 

aux hypothèses (23) et (24), avec 

m9 = ml — m% = —2 1 ^ m,. 
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en y joignant en outre l 'identitépo(x-j- JP0 = /^0(0) , nous trouvons 

pour g(x, z) l'équation différentielle linéaire du mlhme ordre 

Avec les notations 

(3oa) L« « ^ . ( ' s ) - ^ * ^ ) * - * " ^ ^ ^ ) * 1 ' L± = * ( * s ) * ' 
(3oô) LXi4 = L<f.-aLi, 

cette équation prend la forme symbolique 

(3 i ) L r > 5 ^(^ , z) =pçf{o). 

En effectuant, à l'aide des identités 

(32) i^ZT') JF—^ix-j—»-cj (/1 = o, 1, . . . ; c arbitraire), 

les différentialions indiquées dans les opérateurs qui figurent 
dans (29) et (3o a ) , on obtient des expressions de la forme 

1 

dx'n~v 
v = o 

(33a) \ ^ ( - ) ( ^ ^ ^ ^ = ^ 1 ^ ) ^ ^ + 1 ) = 2 ^ 1 ^ ) ^ -
» v=o 

m 

* (* &y=*•> (* s -2)=2'°v3—' 

/«-M—v t , 
dxm~v 

dm~v 
dxin-v 

dont les coefficients a^i se déduisent des av/ [éqii. (24)] au moyen 
des identités 

/?o(?)=2avo?m~v:=2avoï(5~I)*• , (?~m'f'v"+"I) , *••' * 
m 

T ŝCS) = 2 f « v 3 ( Ç — 2) . - . (Ç — /?t-4-v — 1); 



12 F. POLLACZEK. 

en particulier, il vient ainsi : 

( 3 4 « ) «00= « o o = i , «ot = «oi = 2, a 0 o = a 0 2 = O , « 0 3 = a o ï = i j 

m*— m 
a 1 0 =a io - f - 5 au = aljL-+- /n*-f- /w, 

(34*) ! " , , 
rt1^=aj.i, * r 1 3 = a 1 3 - f - • 

Substituant dans (29) les expressions (33 a) , avec les valeurs 
(34«) des a0i? nous obtenons 

(35) xm(xe> — 2zw-hi) 
dx'n 

2 dm—v or 
a?"»-»(flrv0— ( a v i s -+- av2)a? -4- a v ^ 2 ) ^ m _ v = / > o ( o ) -

Vrzl 

Réciproquement, chaque équation différentielle de cette forme, et 
telle que 

m 

(25 a) po(n)=\^a^on(n—i)...(/i — m -f- v -4-1) ^ o (AI = 1, 2, . . . ) , 

v=o 

possède une solution unique de la forme (28), et les coefficients P/i(s) 
de cette solution satisfont aux relations (26), (33 b) et (34#) . 

À l'aide des notations 

( ^ ^ ) = ^ ( ^ - 2 ^ + i ) ; 

( gs,(#, s ) = # ™ - v ( r t v 0 ~ ( t f v i £ + «vO# + ^va^ 9) ( v = ij ••-, w ) , 

(35) prend la forme 

(37.) q0(x, z)gW+qi(x, z)g(m-^-+-.. .-4- q>n(x, z)g=:p0(o). 

Pour construire la solution particulière g(x, z) de celte équation 
qui est holomorphe pour x = o, nous avons besoin de certaines 
solutions de l'équation homogène correspondante 

m 

(38) 2 ^ , 5 ) . ^ - ^ 0 
v=0 

ou [voir ( 3oa)e t 3o6) ] 

(3g) Lx,zy(x, z) = o; 

en outre, nous utiliserons certaines solutions de l'équation différen
tielle adjointe à (39). 
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3. Étude de l'équation différentielle (39) et de son adjointe. — Les 
singularités des solutions de (38), ou (3g), sont situées en x = 00 et 
aux zéros de qo(x) [équat. (36)] , donc en x = o et aux racines de 
l'équation x1— 2zx + 1 = o. 

Ces racines que nous désignons par 

(4o) x = z — \/z1—i et fi = z -h yjz'— 1, 

ainsi que d'autres fonctions non uniformes de z utilisées dans la suite, 
seront souvent étudiées dans le plan z fermé à l'infini et découpé-
le long du segment 

( 4 I J ' —i^z^i. 

Nous désignons ce domaine, y compris les deux bords de la 

coupure ( 4 0 sauf les points z = ± 1, par D et y définissons le signe 

de \/z-— 1 de telle manière que 

(42) \/z2—i&z (pour 3->oo); 

on a alors 

(43) K * ) | ^ i , IPOOI^i (pourseD), 

le signe d'égalité n'étant valable que pour — 1 < z <. 1. 
On voit que pour tout z fini, sauf pour z =± 1 > les quatre points 

singuliers 

(44) x = o, a(z), p(z), 00 

sont distincts et « réguliers » au sens de la théorie des équations 
différentielles linéaires. Donc, sauf pour les valeurs z = ±i que 
nous excluons désormais, (39) est une équation du type de Fuchs; 
toutefois nous n'aurons pas à utiliser dans la suite le fait que le 
point x = oo est « régulier ». 

Comme équation caractéristique des solutions de (39) canoniques 
pour x = o, nous obtenons [voir (3oa) , (3o b) et (33 b)] : 

m 

(45) pQ(p)=^at6p(p--i)...(p —m-+-1 + 1) = o ^ 0 0 = = l ) ; 

i=0 

en vertu de notre hypothèse (25 a ) , les racines de cette équation 
satisfont aux inégalités 

(46) ?i^h 2> ••• (« = ii •••> m)> 

MÉMORIAL DBS SC. MATH. — »• 131. 2 
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Supposons en outre pour le moment qu'aucune des différences 
pi— py (iy^j) n'est un entier (ce qui exclut en particulier la présence 
de racines multiples); alors les m solutions de (39) canoniques 
pour x = o sont de la forme 

OO 

(47) V>o(tf, 3 ) = 2 c i / ( * ) * / + P ' ( C I O = I , « = i, ..., /n; | x | < | « ( * ) | < 1). 
/=o 

Passant aux singularités .r = a et . r '= (3, nous désignons par S la 
substitution 

(48) s = ( v V - i - > - yfz'—i) 

et posons [voir (36)] 

L ?o(*) Jr=a L ^o(^) J.r=p V " 

il vient alors 

(49*) A ( ^ ) = q n ~ g , B - ( a , 0 " a M - X f ! l ) g " " a | 1 B(^) = AS'(3). 
2 2 \Jz2—i 

Avec la notation (49«) l'équation caractéristique des développe
ments canoniques pour x = a prend la forme 

(5o) p(p — 1)- - .(p — /n + 2 ) ( p ~ / n + i + A ) = o. 

Pour trouver d'abord les solutions qui sont holomorphes e n # = a, 
substituons dans (38) la série 

(5ia) 7 ( ^ ) = 2 ^ ( ^ - a)".; 
{JL = 0 

en annulant les coefficients de la série de Taylor ainsi formée, on 
obtient les équations 

« m ( « - P ) K î 1 ~ 0 - - - ( } A ~ w + 2)([ i - -w + i + Â)clJ.==26tJLVcv 

v = o 
(fx = m — 1 , m, . . . ) , 

où nous avons désigné par 6 ^ des polynômes en a,-y[équ. (36)] , 

z et \jz"1— 1. 
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En supposant que 

( 5 2 « ) A ( ^ ) F £ o , — I , — 2 , . . . , 

on déduit de (5i 6) pour les coefficients cm_l, cm, . . . des formes 
linéaires en c0, ..., cm_2 et la théorie des développements cano
niques montre que la série (5i a) construite de cette manière a un 
rayon * de convergence > o. Dans l'hypothèse (52 a ) , l'équa
tion (39) possède par conséquent m — 1 solutions holomorphes 
en x = a, dont les termes de plus petit degré sont respectivement 

(x — ay (*" = o, . . ., /n— 2). 

Pour être sûr que la mibme solution canonique ait la forme 

(x — a)'»-i-A(i H- c'(x — a) -f- c"(x — aV-f-. . . ), 

nous allons supposer en outre [voir (5o)] que m — 1 —A n'est pas un 
entier ^ m — 2, donc que 

( 5 2 6 ) A ( S ) 5 * I , 2, . . . . 

Pour les m solutions, d'un système fondamental, nous pouvons, 
alors admettre les développements suivants : 

00 

(53 a) ytl (x, z) = ( f T^y' -f- 2 c*y(^ — a ) ' (1 = 1, - .- , /w — 1;. 
j — m — l 

50 

(536) . ^ 1 ^ , 3 ) = 2 ^ ( ^ - 0 ^ - 1 ^ [4,,0= r ^ T ) l -

Pour obtenir ensuite, dans l'hypothèse B(*)=^o, ± 1 , . . . , les 
développements des solutions correspondantes 

( 5 4 ) yi*-(œ, z), . , . , ymt(œ, z) 

canoniques pour x = |3, on appliquera dans les deuxièmes membres 
de (53 a) et (53 b) l'opération S qui transforme les grandeurs a, \ , 
c't/{z, sjz1—1) respectivement en [3, B, c\ (z, —sjz"—1). 

Désignons le wronskien des n fonctions 91(^), . . ., ¥n{x) par 

(M) 1191(^),.--,9-(^)11 = 1 1 ^ ( ^ ) 1 1 ^ , . ,„• 

On sait que le wronskien d'un système fondamental de solutions 
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de (38) est proportionnel [voir (36) et ( 4 9 a ) ] à 

(56) C X P [ " " / - | ^ | j ^ J = ^ - f l - r ^ - - a ) - v ( ^ _ . ? ) - B î 

donc 

(6n) f il •>'**<>> 5)> •••>//»*<>, *)li = C4(-ï)j?-fl»(j? —a)-*(a? —?) « 
t (* = <>, i, 2). 

Pour calculer Ci(z)1 portons les expressions (53 a) et (53 b) dans 
le premier membre de (57) (k= 1), ce qui donne 

Il ̂ 11(^), ---,.)^1(^, «) il = (x — a)-*(iH-c",(.r —a)-t-ci;(.r — a)*-h...); 

multipliant ensuite par (x — a)A et posant x = a, nous obtenons 

( 5 8 « ) C i (* ) = a"«(a~-[5)u 

et de là, au moyen de (48), 

(58 6) C,(*)=Ë«i.([i —«)*. 

De la même manière on trouve, en utilisant (47)5 

(59) Co(*)= J Q ( P r - * , ) ( - « ) * ( - ? ) * • 

Soit enfin 
/H 

(60) ^ 0 ( ^ ^ ) = 2 ^ ^ ) - ^ 1 ^ *) (* = I> *••> »0 

la substitution de passage qui exprime les y l 0 par les j f i ; on obtient 
pour le déterminant des m,/, au moyen de (5y) (& = 0,1), 

(61; 11^11 = 0,(3)07 1^) . 

Passons maintenant à l'équation différentielle adjointe à (38), à 
savoir 

»1 

(62) • 2 ( ~ I ) " , - v t ¾ , v ( a ; ) 1 r ' ( • r ) : l " ' ' ~ v , = = o , 

v = o 

dont certaines solutions vont figurer dans nos formules, et construi
sons d'abord l'opérateur différentiel adjoint à La,3 [équ.>(3oa) 
e t ( 3 o 6 ) ] . 
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T v j *•.,, du d(xv) , d(xuv) K , , d L identité vx -3- —— M -½ h- — Î — - montre au a # -=- est 
a J; aLe rt x * a J? 

adjoint l'opérateur— :7-#? e t ' ' o n conclut de là que pour n = 1,2,. . . , 

l'opérateur ( — i ) / l ( - r - # j est adjoint à (X-T-J • Au moyen c(e 

Pidentité (32), nous obtenons ensuite 

( - , , . ( ^ . ) - . ( - . , . 1 ( . - ) - . - ( - . ^ 1 ( , - ^ , ) - . ( - . - - . ) - , 

donc, aux opérateurs />, ( # -^- W c (« = o, . . . , 3 ; c=^=o, 1, 2) qui 

figurent dans (3oa ) et (3o b) sont adjoints les opérateurs 

^-(-^-0=^( -^ -1-° -^ 
Par conséquent, l'opérateur adjoint à L.c>s est 

(63) *» , ,= ^ - ^ - , ) - ( ^ , ( - ^ ) + , , . ( - ^ ) ) ^ 

de sorte que l'équation (62) peut être écrite sous la forme 

(64) •£*.«*!(*, - ) = o. 

D'une manière générale, une équation différentielle et son adjointe 
ont les mômes points « réguliers »; donc, (64) est aussi du type 
de Fuchs et a les points (44) pour points réguliers. 

Soient 

(65) /l(-*0, •••> }m(x) 

un système fondamental de solutions de (39) ; on sait (5) qu'alors les 
fonctions 

(66) ^(x) = V ; y 71 (x),..., y ,_,(*), y M(x\ . ..,ym(x) \\ 

x | | y i ( ^ ) , ...,^/11(^)11-1 (*' = h ••-, »0 

forment un système fondamental.de solutions de (64) [« solutions 
adjointes à (65) »] . 

( 5 ) Voir par exemple A. R. Forsyth ( [ i ] p. 25r 253). 

Sâm 


