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SUR UNE GENERALISATION
DES POLYNOMES DE JACOBI

Par Félix POLLACZEK.

Introduction. — D’aprés un théoréme bien connu (voir par
exemple G. Szego [14], p. 41) (!), trois éléments conséculifs d’une
suile de polynomes orthogonaux P, (z) satisfont a une relation de la
forme

P,(s)=(Anz+ B,)Ppy(3)— CpPy—(3) (Ap#Zoy;n=1,2,...).

it

D’autre part, a toule formule de récurrence de cette forme, a

Cll
An1An
fonction bornée ${z), a croissance monotone et telle que

coefficients réels et tels que

> o, il correspond au moins une

f Pn(2)P,(s)db(z)=0 (mzZn;mn=o,r1, ...)

De maniére toute naturelle se pose alors le probléme d’étudier des
suites de polynomes dont la formule de récurrence a des fonctions
données de n pour coefficients, la catégorie qui se préte le plus

(1) Les chiffres contenus entre des crochets renvoient a la bibliographie placée 2
la fin de ce travail.
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aisément a des calculs étant celle ou A,, B,, G, sont des fonctions
rationnelles de n. C’est aussi & celle calégorie qu’apparticnnent
woutes les familles de polynomes orthogonaux classiques (les poly-
nomes de Jacobi et leurs différents cas particuliers, ainsi que ceux
d’Hermite et ceux de Laguerre).

Nous avons jadis traité les polynomes dont les A, B,, C, sont des
fonctions homographiques; de méme dénominateur, de n ([6] a [9]:
cf. aussi [16], p. 218-221) et dans cet ordre d’idées, M. Szego [15]
3 établi la généralisation la plus simple des polynomes hypersphé-

riques. Les fonctions génératrices g(z, z) :—.Xx" P, (z) et les poids
0
d’orthogonalit¢ 4(z) de ces suites de polynomes s’expriment au

moyen de fonctions classiques de I’Analyse, ce qui en facilite I'étude.

Parmi les suites de polynomes dont les A,, B,, C, sont des
fonctions rationnelles de n, nous paraissent dignes d’un certain
intérét celles ol ces coefficients sont des quotients de polynomes
en n, du méme degré effectil (arbitraire) m > 1, sauf que le degr¢
du numérateur de B, est =~ m. Ce sont ces suites que nous étudions
dans ce qui suit, en supposant les cocfficients des polynomes en n
complexes et arbitraires dans les premiers paragraphes, réels et

Cn
Vo1 Ap

Pour m = 3, ces polynomes contiennent comme cas particulier les
polynomes de Jacobi, avec lesquels ils ont plusieurs propriétés
caractéristiques en commun. Tout comme c’est le cas pour les
polynomes de Jacobi, leur spectre (les points limites des zéros de
nos polynomes) est un ensemble borné; de meéme, leurs développe-
ments asymploliques sont grosso modo analogues.

En raison de nos hypotheses, la fonction g(z, z) satisfait & une
équation différentielle linéaire d’ordre m, L(g(z, z)) = consl., dont
le premier membre est du type de Fuchs, sauf pour deux valeurs du
parameétre z que nous faisons coincider avec =+ 1.

Nous disposons ainsi d’'un moyen pour prolonger g (.x, z) analyti-
quement au-deld du cercle de convergence de sa série de définition,
et connaissant la position et la nature des singularités de cette
fonction, nous sommes en mesure d’établir, sauf pour z =+1, le
comportement asymptotique des P,(z) et de fonctions apparentées

assujettis a I'inégalit¢ > o dans le reste de ce travail.

"“‘:“;,‘ ur n—> .
VTl >

A
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Dans la plupart de nos formules figurent les intégrales d’'Hadamard
Al
r,,(z)=j B 2)de [e(z)=z—yZ—1;n=0,1,...].
o

oit n(z, 5) désigne, a un facteur prés qui dépend de s, la solution
unique de Péquation différentielle du type de Fuchs £(n)=o,
adjointe 2 L(y)= o, qui est canonique pour le point « régulier »
x=a, sans y étre holomorphe. Les r,(z) sont holomorphes
partout, sauf aux points 5 =1, — 1, % o, en général, chaque
branche est ramifiée logarithmiquement. Multipliées par des
constantes appropriées cn.4, les fonctions r,.4(z) satisfont a la
formule de récurrence des P,(z) et d’autre part P,(z) peut étre
représenté linéairement par les valeurs prises par la branche princi-
pale de 7,1 (2) (qui est holomorphe en z = o) sur les deux bords
d’une coupure allant de s =—1 a 5=1. Lorsque z contourne un
des points 1, —1, ©, r,(z) subit des transformations linéaires dont
les coeficients s’expriment au moyen des coefficients des transfor-
mations de passage entrc les différents systtmes de solutions
canoniques de 'équation £(n) = o.

Nous ne supposons pas connue la théorie de la fraction continue

()= Y D R T

) | A1z + B, | Asz + B> | Az + B,

el utilisons d’ailleurs d’une maniére essentielle une fonc-
tion [u (z, y, 3)] étrangére a cette théorie. Les « moments » des
polynomes P(z) de 'anneau C[z], engendrés par la suite des Pr(z),
ont donc été définis comme les restes numériques { P(z) | des P(z)
par rapport au module qui a tous les produits Pp(z)Pnii(z) et
P, (2)Pnpia (5) pour éléments de base. Dans le cas présent ot y(z)
est holomorphe a linfini des 5, les Py(z) forment sur les cercles
| 2| =r, de rayon assez grand, un systéme de fonctions orthogonales
avec la densité y(z), et I'on obtient la relation

(P(3)) =55 P P()u(ards
|z|=r

que nous utilisons fréquemment.
L’emploi de Pintégrale impropre introduite par Hadamard [3]
simplifie la démonstration et I'écriture de nos formules. Dans une
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Note finale, développant le contenu de [11] et consacrée a la démons-
tration d’une formule ou figure cette intégrale, nous en avons rappels
la définition et les propriétés.

1. Généralités sur les suites de polynomes définis par une formule
de récurrence de la forme (1). — Soient Py, P, (z), ... une suite de
polynomes en z, définis par la formule de récurrence
(1) { Pu(2) = (Anz+ Bu)Pai(3) — CoPucs(3)

! (rn=1,2,...; Po=1, P_;=0),
ou A,34 0, B,, G, désignent des constantes réelles ou complexes.
On démontre par induction compléte que :

1° Les puissances 1, z, ..., 5% s’expriment linéairemcnt, au
moyen de coefficients ay, b,,, ¢,, qui dépendent des A,, B,, C,, par
Po(=1) et les produits

P)Pr(s) (= [25])

2

(2) et
) Py(2) Pysa(3) <~,=o,..., ’—:]—1),>,
donc
=) e
3) m=a+ ¥ byPyPu+ Z caPyPyiy  (n=o,1,...)
y= y=0

2° Les produits Pu(2)Pa(z)(m £ n) s’expriment linéairement
par les seules quantités (2), donc

[mnn—l] [w]_
B 2
(4) s Pm(z)Pu( z) = Z b;n—f—n,v PyPyyy+ Z C;n+n,'l P,Py.»

v=0 v=0

(mZn;m,n=o0,1, ...
Dans Panncau des polynomes P(z), on peut alors définir une
poly P

opération linéairc { |} par les conditions

(6a)  {1)=1,
(5b) {PyPyrt | =0, {PyPyia} =0 (v=o0,1,...);
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en effet on tire de (3), au moyen de (5a) et (3 b),

B, C, n-+2
(6) :5”;=an=an<x‘:,m;v=l,...,[ Py ]>)

de sorte que pour tout polynome P(z), { P(z)} est bien détermine.
En vertu de (4) et (55), on a en outre

(5¢) {PnPri=o0 (m#n;,myn=o,1,...)

de sorte que les polynomes suivant (1) sont orthogonaux par rapport
a Popération { |. Réciproquement, on reconnait que les éléments
d’une suite P, (z) doivent obéir a une loi de la forme (1), afin qu'un
opérateur linéaire suivant (5a) et (5¢), et tel que

{Pi}#o (n=1,2,...)
puisse étre défini.
Supposons maintenant que

(7) lim YTz ] = r <o.
Pour | | > r, la série
\ : NRED
(8) %(2) =Z ey
=0
sera alors convergente de sorte que, C désignant un cercle de
rayon > r, ayant l'origine pour centre, on a

(9a) ﬁ 2y (z)ds = {z"} (n=o,1,...);
c

pour un polynome P (z) quelconque, on tire de la :

(98) ;Iﬂ‘/c‘P(z)X(z)dz={P(2)}

et en particulier on a, en vertu de (5¢),

(10) ;z—;—l-.‘/c‘P,,,(z)P,,(z)x(z)dz=8m,,{Pﬁ,} (myn=0,1, ...).

Donc dans I'hypotheése (7), les polynomes P,(z) définis par (1)
sont orthogonaux, avec la densité (8), sur les cercles C de
rayon >>r.
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Calculons maintenant {P}}. En vertu de (1) et (5a), il vient
d’abord
(rm (Pil={1}=1;

en effectuant ensuite dans I'équation (1), multipliée respectivement
par P, et P, _s, Popération { }, ona

VPrt=An{zP Py} (n=1,2,...)

et

An{aPnsPrili=Cal{Pl,) (n=23,...),
donc
(12) (Py; = Anlnrtips v (g, ).

A n-+1

En multipliant les » premiéres équations (12), on a enfin, compte
tenu de (11),

n+1
(13) (P2]= Ay ]_—ICV (n=1,2,...)

Antt

V=2

Les polynomes P,(z) suivant (1) sont les dénominateurs des n'®™e
réduites

Ph(z)
(14) Pu(2)
de la fraction continue
N . _ A1 l C-v l C'{ l
) N =3B K s8R+

1

(2) Rappelons que les numérateurs A, et les dénominateurs B, des réduites A,

Bll
H 5 al l a1 l a‘ l 3
de la fraction continue —*~ + —2~ + —3- ... satisfont aux formules
[ 6, | b, | b
An= bnAn—l -+ an An—-ﬂ’ Bn = ann‘l_*_ aan—z;
(* A, A, (=n"'a,...a,
B, By~ BB, (r=t20 )

Les formules plus générales )
( *') An—}-v = Ba, Av+ Any Av—l, Bu+v = BawByv+ Any Bv-—l’

ou A, et B, sont le numérateur et le dénominateur de la fraction

Anv Ay | CQniv l
rax — = e
(‘ ) Buv l bl+v l bn+v ’

seront utilisées au paragraphe 6.
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En effet, les P,(z) et les P,(z) satisfont aux formules de
récurrence ()

(16a) Pi(z)=(Anz+B,)Pi_(5)— C\P;.(3) |

(165) . Pu(2)=(Ang + Bn)Puos(2)— CuPps(z) § =122 )

ou I'on a posé

(17 @) == = 0 =0,

(17 b) P_i=o, Py=1;

or, c’est par les relations (164) et (17b) que les P,(z) ont été
définis plus haut.

Comme les P}, de degré n—1, obéissent a la méme formule de
récurrence que les P,, avec les valeurs initiales P,—=oet P]=A,,
ces polynomes, désignés de maniere plus détaillée par
(18) Pa(z; Ay, By, ..., Ay, By, C) et Pr(z; Ay, By .... Ay, By, Cp),
satisfont a la relation

(19) P;l(:; A“ Bg. eren An, Bn7 Cn)-_—‘- A,P,,~1(z; Ao, B, ..., A,” Bn, Cn)

qui sera utilisée au paragraphe 4.

Supposons maintenant que pour |z | r, la fraction continue (15)
est uniformément convergente, donc que pour tout entier 2> 0, la
série

oo Pa3) [ Pho P _Ph3) N A1 G
(20) s X(2) = P,,(\z\+(P,,+. P,,)+" = Pu(s) "‘:_ Py(2)Pon(2)
( (lzl=r)

converge uniformément, de sorte que X (z) est holomorphe a l'infini;
notre hypothése implique évidemment que les modules des racines
de tous les P, (z) sont < 7.

L’intégrale

. [Pm(z)Pn(z)X(z)dz (oL m<n),

2%L M

ou C désigne un cercle de rayon > r, ayant l'origine pour centre,
s'annule, sauf pour m = n, ce qu’'on reconnait en y substituant pour
X le dernier membre de (20). Car il vient évidemment

fpm(z)P;(z)dz=o,
Je
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cl nous avons |

P,P
= Ldi=o0 (oLm<n;v=n,n-+1,...).

PVPJ+|
puisque la fonction a intégrer, holomorphe a Pextéricur de C,
s’annule a infini comme z+#—2¥—1 donc au moins comme 5—". Mais
pour m ==n, le premier terme de la série qui figure au dernicr

membre de (20), donne U'intégrale

1 nl < —
AG.L. Cn+1'2—m l?,::%(')—)'do—l\ Co...ChiAZL #oO

En utilisant (13), on obtient ainsi la relation d’orthogonalit¢

1 ~ a N

(21) ;;ifP,n(:)P,,(:.)X(z)dz = 0mn { P} } (m,n=o0,1,...)
- c

et de la résulte, en vertu de (3) et (6), la formule

1 a
— | 2" X(3)d:= 25 | X(3)ds=an={3"};
L (5)dz 27:z[ ()da=an=3"};

27T

donc les {z"} sont les coctficients du développement taylorien
de X(5) a I'infini.

La convergence uniforme, pour | 5| > r, de X () implique donc
la convergence (pour | z| > r) de la série (8) ainsi que I'identité
P.(z)

(22) 1(2) = X(2) = lim 22

(5.

(3) Usuellement on défimit la série (8) [la « série associée a la fraction conu-
nue (15) »] comme une série formelle de puissances de z-! dont les »n premiers
termes coincident avec les 2n premiers termes du développement taylorien,
Pn(3)
P, (%)
série ainsi définie représente le développement taylorien de (12) quand cette
fraction continue converge uniformément a Vinfini; car alors, les développements
tayloriens des différents termes de la somme infinie ('70) peuvent étre ajoutés
formellement, et cela donne I’équation (22).

Comme ic1 les coefficients de (8) ont été définis d’'une maniére différente, nous
‘n—1

suivant s 1, de

- A. Pringsheim [12] (voir aussi [5], p. 342) a démontré que la

concluons inversement des équations (20) et (22) que Z {z/)5-' est la
vy=0

Pi(s)

P.(3)

énoncé, équivalent & des identités ou figure un nombre fini de constantes A, B,, C,,

est évidemment valable, que la fraction (15) soit convergente ou non.

(2n)¥=* somme partielle du développement taylorien, suivant z !, de . Cet
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Les fractions continues (15) relatives aux suiles de polynomes
considérés plus loin convergent uniformément a l'infini, ce qu'on
voit en appliquant des criteéres de convergence assez Glémentaires
(voér par exemple [5], p. 261, théoréme 29). De plus, les formules
asymptotiques que nous établirons au paragraphe 4, pour P,(3) et
P, (z), pour n — o, nous permettront de tirer de (22) immédiatement
la fonction y(z). Cependant, nous exposerons au paragfaphe 5 une
méthode directe pour obtenir x(z) sans utiliser les réduites de la
. fraction continue (15). S

2. Suites de polynomes P,(z) dont la formule de récurrence

dépend rationnellement de V'indice n. — Posons, dans (1),
_ () __ pe(n) _ pa(n) _
©3) An= po(n)’ b= po(n)’ Cn= Po(n) (n=1,2,...),
en désignant par
(24) | Pl(E)=aOlsm+ Ay BN ey,
(i: 0, ...y 3; mXxi; agp=1, 10’#0’ o3 7 0)

des polynomes a coefficients réels ou complexes, sans diviseur
commun et tels que

(25 a) PO(”);&O}(nzl,z.-.-)-
(25 b) pi(r)#o

Au moyen de (23), I'équation (1) prend la forme
(26) { Po(n)Pa(2) — (3p1(n) + ps(n))Pp—s(3) + ps(n)Ppo(3)=o0
(n=1,2,...; Po=1, P_y=0).
Or, les polynomes ﬁ,,(Z}: 1:: P.(z), ou nous avons posé

%oy 2 —+ %ge

wy

—_

Y2 Vags

satisfont & une formule de récurrence de la forme (26) dont les p, ()
correspondants ont respectivement pour coefficient du terme de plus
haut degré :

(27) %=1, %01 = 2, %g2 = O, g3 ==1;

sans restreindre la généralité de nos hypothéses, nous pouvons donc
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admettre de prime abord pour les coefficients «,; des polynomnies (24)
les valeurs (27) (). ‘

Nous verrons plus loin que pour les P,(z) définis pax'- (26), la
condition (7) est satisfaite et que la fraction continue (15) qui leur
est associée, est convergente.

En raison de nos hypotheéses (23), (24) et (27), la séric de
Taylor

(28) , s(2, 3) =D @ Pa(3)
n=0

est certainement convergente pour |z| << (2|5|+1)"!. En ajoutant

toutes les équations (26), multipliées respectivement par z" et
utilisant les formules

n.z'"—x-ix" nrn = x——‘—i— 'm" ; (nyrn=p i) "
=z, =(z4 s e Pnjen=pl & )&

‘ (i=0. ceny 3),
on obtient la relation

Po(l‘ ;—i) Zw”Pn(ﬂ—<sz (‘” %)""1"’(\"'%)) ‘”2“‘" Pn(s)

n=1 n=0

+p;(\x (%1;\) :tlzx" P,(z)=o0:

n=0

(*) L'hypothése en apparence plas générale d’aprés laquelle les ,degrés m, des
polynomes

p@)=aJJs—e =0 .. 3)
v=1

m,—+ m
2

satisfont aux relations 3

= m,>m, se rameéne pour les polynomes P, (z)

définis par la formule
my—m,

2
Pus)=P,(z) [] rn+1—p)  (pourmy>my),
V=1

ny— By

=P,(3) I] T(n+2—p,,) (pour my>m,)
v=1
aux hypothéses (23) et (24), avec

~ ~ ~ my,—+ m ~
my=m,= m,= —2—2 > m..
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en y joignant en owtre I'identité p, <x%)P0 = po(0), nous trouvons

our g{z, 3) 'équation différentielle linéaire du m'*™® ordre
pour & q

(20) d\ (. ( d d
29 Po .’L‘dx ~P1<xzv' +])2($ a;))m

d

+po(2 5)a* e, ) =palo)
Avec les notations
d d

(3oa) L& =p0( ) po ( )x—(—p-;( d_;Z->x2’ L}lcz-p,(xz;)x,
(30b) Ly, =L&— 3L},
cette équation prend la forme symbolique
(31) L,z g(x, 2) = po(0).

En effectuant, a ’aide des identités
A d n S
(32) (xz;) ﬂ:x"(xd——-‘t +c> (n=o, 1, ...; c arbitraire),

\
les différentiations indiquées dans les opérateurs qui figurent
dans (29) et (30 @), on obtient des expressions de la forme
!

1 m

fod \ dm—v
po (@ 75 ) = D mwan= s

v=0

d \ dm—y
(33a) Pie) ( Az )'K = ZPa(2) (x_ + I) Za‘/ ‘(I)J)"H-i—v dzm—’

m
d d : dm—
ps (”“ )" =P (” ™t > = Qe

dont les coefficients a,; se déduisent des a,; [équ. (24)] au moyen
des identités

n m
po(£) -_-zawgln—v:Zaws(e —1)e(E—mAv+1), e, .
(33b) ‘V;O v=0

PoE) =Xy @ (E—2)...(E—m+v—1);

v=0
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en particulier, il vient ainsi :

(34a) ap=an=1, Aoy = gy = 2, Qgo == dgy = O, Qo3 =0do3 =1,
m’—m N
A= %yo+ ) ap=oayy+m—+m,
(34 ) '
m’+3m
Ayo = Ayo, a 3= a3+ ——————-

2

Substituant dans (29) les expressions (33 «), avec les valours
(34 @) des aoi, nous obtenons

dm &

(35) axm(x —2m+l)m

m
dm—
+2xm—"(aw—— (a3 =+ ay)x + a,xz?) E;—'mf/ = po (0).
v=1
Réciproquement, chaque équation différentielle de cette forme, et
telle que '

m
(25 a) po(n)=2avon(n-—-1)...(n—m+v+1);é0 (n=1,2,...),
v=0
posséde une solution unique de la forme (28), et les coefficients P,(z)
de cette solution satisfont aux relations (26), (33 6) et (34 a).
A Paide des notations
(36) { go(x, 3) = 2™ (2°— 222 +1);
gu(2, 3) = MV (ayo— (Ay1 5 + Ays )T + Ay32”) (v=1, ..., m),
(35) prend la forme
(37)  go(®, 2)g™+qu(@, 2)gmY ...+ gm(a, 5)g = po(0).
Pour construire la solution particuliére g(z, z) de celte équation
qui est holomorphe pour =0, nous avons besoin de certaines
solutions de I’équation homogéne correspondante

m

(38) N, ) im0
! V=0 '

ou [voir (30a)et 305)]

(39) Lasy (2, 3) = o0;

en outre, nous utiliserons certaines solutions de ’équation différen-
tielle adjointe a (39).



SUR UNE GENERALISATION DES POLYNOMES DE JACOBI. 13

3. Etude de I’équation différentielle (39) et de son adjointe. — Les
singularités des solutions de (38), ou (39), sont situées en z = et
aux zéros de g¢o(z) [équat. (36)], donc en z =0 et aux racines de
Péquation z?*—2zx +1=0.

Ces racines que nous désignons par

(40) a=z— V2 —1 et B=s+ yz'—1,

.ainsi que d’autres fongtions non uniformes de z utilisées dans la suite,
seront souvent étudiées dans le plan z fermé a Yinfini et découpé
le long du segment

(41) ' —1L3 L1

‘Nous désignons ce domaine, y compris les deux bords de la
coupure (41) sauf les points z = =1, par D et y définissons le signe

de y/z2—1 de telle maniére que

(42) \/22—1&"5 (pour z—>x);
ona alors
(43) le(z)] <1, |B(3)|>1  (pour z€D),

le signe d’égalité n’étant valable que pour —1 <<z <{1.
On voit que pour tout z fini, sauf pour z =1, les quatre points
singuliers

(44) ‘=0, a(z), B(z), o

sont distincts et « réguliers » au sens de la théorie des équations
différentielles linéaires. Donc, sauf pour les valeurs z2—=-1 que
nous excluons désormais, (39) est une équation du type de Fuchs;
toutefois nous n’aurons pas a utiliser dans la suite le fait que le
point z — o est « régulier ».

Comme équation caractéristique des solutions de (39) canoniques
pour z = o, nous obtenons [voir (30 a), (30b) et (330)] :

m

#5)  poe)=ane(p—0---(p—m+i+n=0 (an=1);

=0
en vertu de notre hypothése (25 a), les racines de cette équation
satisfont aux inégalités
(46) prFEL, 2, ... (i=1, ..., m).

MEMORIAL DBS 8C. MATH. — N¢, 131. a
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Supposons en outre pour le moment qu’'aucune des différences
pi—pj (£ 7% j) n’est un entier (ce qui exclut en particulier la présence
de racines multiples); alors les m solutions de (39) canoniques
pour z = o sont de la forme

(47) yule, H=Ney@ae  (ea=1,i=1, .y m; | 2] <[a(2)|<1).
i=0

Passant aux singularités + = a et x = §, nous désignons par S la
substitution

(48) S=(yz—1>— 3 —1)

et posons [voir (36)]

(r —a)gi(x) A n (x—B)g:(x) _ .
(49 a) [ go(X) ]x_:x—A,(")? ["———qo(x) ]x:B—B(Z)’

il vient alors

(49b) A(z)= i — i (Ao— ay+ A1)3 — a2 B(z)= AS((Z).

2 2 \z2—1

Avec la notation (49 a) I'équation caractéristique des développe-
ments canoniques pour # = « prend la forme

(50) e(p—1)...(p—m+2)(p—m+1+A)=o0.

Pour trouver d’abord les solutions qui sont holomorphes en z =«,
substituons dans (38) la série

(51a) L @) =Yeu(e—ap;
®=0

en annulant les coefficients de la série de Taylor ainsi formée, on
obtient les équations

w—1
— —1)...(p— — Aey= Y by,c,
(supy 1 FmET B =D — e 2) (4= r 4 A }:] we
(p=m—1,m, ...),

ol nous avons désigné par b,, des polynomes en ai;j[ équ. (36)],

zetyzt—1.



SUR UNE GENERALISATION DES POLYNOMES DE JACOBI. 15

En supposant que

(52 a) A(z)#0, —1, —2,
on déduit de (515) pour les coefficients ¢_s, ¢, ... des formes
linéaires en co, ..., ¢m_o et la théorie des développements cano-

niques montre que la série (51 @) construite de cette maniére a un
rayoh « de convergence >>o. Dans I'hypothése (52 a), l'6qua-
tion (39) posséde par conséquent m —1 solutions holomorphes
en z =a, dont les termes de plus petit degré sont respectivement

(x—a) (i=o0, ..., m—2).

Pour étre sar que la m™*™° solution canonique ait la forme
(x —a)yn—1=A(1+c'(x—a)+c"(r—a)+...),
nous allons supposer en outre [voir (50)] que m—1—A n’est pas un
entier << m — 2, donc que
(526) A(z)#1, o
Pour les m solutions d’un systéme fondamental, nous pouvons
alors admettre les développements suivants :

(x — a)—t

(B3 a) yu (» 3)=—r—=— G “+ Z cij(x—-a)l (E=1, ..., m—1).
/=

o

, . , '(1—A
(53b)  3mir, Z)=Zcm1($ —a ) rm—i—A ["ml)= I‘(Lm———A))].
J=0

Pour obtenir ensuite, dans 'hypothése B(z)£o0, =1, ..., les
développements des solutions correspondantes

(54) Yis(2, 3), ooy V(= 7)

_canoniques pour z =3, on appllquera dans les deuxiémes membres
de (53 @) et (53 b) Popération S qui transforme les grandeurs «, A,

cil(z, Va ——1) respectivement en {3, B, c,/(,.-, ——\/z —1).

Désignons le wronskien des » fonctions oy (), ..., 9. (&) par
(55) [21(2),- -, ea(2) | =|| v“’(w)ll;;.v.:h o

On sait que le wronskien d’un systéme fondamental de solutions
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de (38) est proportionnel [voir (36) et (49a)]a

(56) exp[-—. ﬂg—;—%—g—;d’;‘l:x"“m(x-—a)-"(z—[i)—”,
donc
(59§ 118 3 e rma(, 51 = Ce(a)am(m — a2 — 5) "

(k=o,1,2).

Pour calculer G (z), portons les expressions (53 a) et (53 b) dans
le premier membre de (57) (k=1), ce qui donne

Han(@), ooy Ym(2, 3) || =(x —ay A1+ (z—a) +ci (@ —2) +...);
multipliant ensuite par (2 — a)* et posant z = «, nous obtenons
(58 a) ' Ci(z) = ame(a — )
et de 13, au moyen de (48),

(58 6) Co(2) = e —a).

De la méme maniére on trouve, en utilisant (47),

(59) )= [ G—en=arc—pmr
m>1>j>1
Soit enfin
(60) yal@, 2) =P Mg()ypl@ 5)  (E=1, ... m)
j=1

la substitution' de passage qui exprime les y.o par les 31 ; on obtient
pour le déterminant des /,;, au moyen de (57) (k= o,1),

(61) I| Ay || = Co(3)Ci* (2).

Passons maintenant 4 I'équation différentielle adjointe a (38), &

savoir
m

(62) Z(_ 1= gy(z)n( )] = o,

V=0

dont certaines solutions vont figurer dans nos formules, et construi-
sons d’abord l'opérateur différentiel adjoint & L,,. [équ.’ (30a)
et (30b)].






