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LA SOMMATION
DES SERIES DIVERGENTES

Par Marc ZAMANSKY,

Professeur a la Faculté des Sciences de Lille.

PREFACE.

Un mathématicien qui s’intéresse pour la premiére fois a la som-
mation des séries divergentes, méme en se bornant aux procédés les
plus couramment utilisés dans diverses branches de I'analyse (prolon-
gement analytique, séries de Fourier, approximation, etc.) ne peut
pas ne pas étre étonné et géné par la variété des résultats, leurs inter-
férences, la pluralité des méthodes de démonstration, en un mot par
I'absence de fil conducteur.

Nous avons tenté de fournir un fil' conducteur, peut-étre encore
ténu, mais qui semble résistant.

Il est certain qu’une des raisons de la géne ressentie provient de ce
(ue rarement un procédé de sommation, important par ses applica-
tions, est disjoint de ces dernieres. Nous avons d’abord dissocié le
probléme de la sommation d’une série divergente des applications
auxquelles la solution de ce probléme le destinait; nous l’avons
méme dissocié des problémes taubériens classiques ne voulant nous
attacher qu’au probléme ¢lémentaire : deux procédés sont donnés,
I'un attribue une somme a une série, que dire de I’autre procédé? Ce
probléme est d’abord restreint aux procédés dits kinéaires et qui
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relévent du théoréme de Teeplitz, et nous avons voulu éprouver une
méthode unique sur les plus usuels de ces procédés linéaires.

La plupart des résultats concernant ces procédés peuvent étre
obtenus par cette méthode, souvent de facon beaucoup plus simple,
parfois sous forme plus générale, toujours sous une forme ou l'intui-
tion retrouve sori compte. En outre, cette méthode fournit des résul-
tats nouveaux.

Notre souci unique fut la clarté. C’est pourquoi nous avons restreint
le champ dans lequel nous éprouvions cette méthode. C’est pourquoi
aussi, nous avons usé d’hypothéses simples et simplificatrices et
employé quelquefois au cours de I'exposé des locutions telles que :
pratiquement, usuel, voisin, dont le sens intuitif ne pcut a notre avis,
qu’aider a la naissance de l'idée.

L’introduction présente et restreint le problémea partir de notions
trés élémentaires, expose ce qu’est 'outil principal : le théoréme de
Toeplitz, et montre quelle méthode sera suivie.

La premiere partie contient les résultats les plus importants concer-
nant les procédés restreints usuels et s’achéve par I'étude selon
Rogosinski des procédés que cet auteur a dénommé les moyennes de
Haussdorff continues.

La seconde partie est consacrée a éprouver la méthode sur les
procédés considérés dans la premiere partie et accorde la place prin-
cipale aux fonctions sommatoires pour lesquelles les résultats peuvent
étre considérés comme satisfaisants.

La troisi¢éme partie, trés bréve, signale quelques résultats concer-
nant des procédés complets.

Enfin, des notes indiquent des résultats nouveaux, montrent que
les théorémes taubériens de Wiener peuvent éire présentés par cette
méthode, suggérent de nouveaux champs d’application de ceite
méthode.

INTRODUCTION.

I. — LEs PROCEDES USUELS DE SOMMATION.

I.1. On connait le réle que jouc dans la théorie des séries de
Fourier I'expression
St — So(z) +...+ Sp(z)
" n+1 ’
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ou S,(x) désigne la somme des 2 n -1 premiers termes de la série
de Fourier d’une fonction f(z), de période am, intégrable. Le théo-
réme de Fejer sur la convergence uniforme de S)(z) vers f(z)
lorsque f est continue peut s’énoncer ainsi : guelle que soit la fonc-
tion continue f(), la suite S} (z) construite a partir de la série de
Fourier de f, converge uniformément vers f lorsque n ——+. Cet
exemple parmi de nombreux autres motive I'intérét que peut présenter
le probleme d’attribuer une somme & une série éventuellement diver-
gente. Mais ce probléme demande & étre précisé car un résultat de
Banach affirme qu’a toute fonction réelle f(¢) bornée, définie sur
(0, + ) on peut attribuer une limite (généralisée) pour ¢ «, cette
limite coincidant avec celle de f(¢) pour too lorsque gette derniére
existe [1]. Mais il s’agit 1a d’'un espace vectoriel de fonctions sur
lequel on définit-une fonctionnelle linéaire F (f).

Nous soumettons le probléme évoqué a une condition que nous
appelons condition de régularité : si on connait un moyen d’attri-
buer une limite a4 une suite ou une somme a une série, ce méme
moyen appliqué & toute suite (ou série) convergente au sens ¢lémen-
taire, de limite (ou de somme) S, doitattribuer a cette suite (ou série)
la limite (ou la somme) S.

Chaque fois qu'on connait un moyen d’attribuer a une série une
somme, nous dirons qu’on définit un procédé de sommation, P.

La condition de régularité meéne a la définition suivante :

Derinimion. — Un procédé de sommation de séries est régulier,
si appliqué a une série convergente au sens élémentaire et de somme
finie S, il lui attribue la somme S, quelle que soit cette série
convergente.

Convention de' langage. — Si un procédé de sommation P

©
appliqué a une sériez uy, lui atiribue la somme S, nous dirons que

[
£

Z u; est « sommable par P » ou « sommable P » ou que « P somme
0
la série ».

[.2. Les deux procédés, non les plus anciens, mais les plus
connus sont celui de la premitre moyenne arithmétique ou moyenne
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de Cesaro d’ordre 1, qu'on désignera par (C, 1) ét celui d’Abel qu’on
désignera par (A).
(G, 1) Ce procédé est défini par la considération de

n n
So+...+ Sn k N
1 __ —_— —_— = .
Si= _—————kz<l n_H)ux, ol Sy zuk
=0 L]

n—+1
Si, n devenant infini par valeurs enti¢res positives, S! a une limite

finie S, on ditz uy, est sommable (C, 1) et a pour somme S.

0

(A). Ce procédé est défini par la considération de la série entiére

E ur k= f(z)
)

supposée convergente pour |z | < 1. Si, # tendant vers un par valeurs
moindres que 1, f()aune limite S, on dit que 2 u; estsommable (A)
(]

et a pour somme S.
Dans les deux cas, un changement de variable, permet de trans-
former le parameétre 7 ou z en un paramétre devenant infini positif.
Ces deux procédés sont la source de I'exposé qui va suivre. Ils
appellent les remarques suivantes.

R.1. Ce sont des transformations linéaires appliquées aux
termes u; ou aux sommes S (*).

R.2. (G, 1) use d’un paramétre entier 7, (A) d’un paramétre
continu 2.
1

R.3. (C. 1) est défini par une suite de fonctions de 7 ! ci(n)= pran

pour k=o, ..., n;¢,(n)=o0 pour A <oetk>n.
(A) est défini par une suite de fonctions de z : ¢;(z) = z*, non
nulles quel que soit & pour z > o.

(*) On passe d’un point de vue & P'autre par la formule d’Abel :

" 3

n —
Z a"b,,=z (¢,—a,.)B,+a,B,, B,=b,+...b,.
L] 0
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R.4. (G, 1) et (A) sont réguliers.
R.5. Une série sommable (C, 1), est sommable (A) avec méme
somme.

Cette dernitre propriété est la propriété de concordance : deux
procédés sommant une méme série sont dits concordants s'ils attri-
buent a cette série méme somme.

Cette propriété est une forme plus générale de la propriété de
régularité ou I'un des procédés est la sommation ordinaire [c, (n) =1
si k < n].

I.3. Définitions. — A L’EXCLUSION DE TOUS AUTRES PROCEDES, nOUuS

considérerons les transformations linéaires, portant sur les sommes
%

partielles S, :2 Un, définies par la suite de fonctions ¢, (w) et la
0
série :

(1) Tm=201(w)51.
k=0

La variable réelle w prend soit uniquement des valeurs entiéres
positives, soit uniquement des valeurs continues.

Une telle transformation définit un procédé linéaire de sommation.
Si la série (1) converge pour » asses grand et si T, a une limite

®

finie S quand w — + o , nous dirons que la sérl'ez u, est sommable
' 3
par le procédé linéaire défini par la suite c,(») et a pour sommeS.

Pour alléger I'exposé, nous ne nous attacherons pas a la sommation
des fonctions au moyen d’intégrales ou a la sommation des intégrales.
Toutefois nous userons d’un procédé défini par une intégrale qui,
pour les séries, est encore un procédé linéaire :

On considere

() [ et ns@a

quand cette expression a un sens pour z assez grand. Si¢ quand
Z >+ Uintégrale (2) a une limite finie S, nous dirons que S (¢)
a pour limite S au sens de ce procédé.
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Si S(¢) :z Uk, nous retrouvons la définition précédente.
=y
Enfin nous considérerons des procédés de sommation définis par
une suite c¢§(w) ou ¢{(z) dépendant d’un parametre numérique «,
ou fonctionnel f. L’ensemble des procédés correspondant a une telle
suite s’appellera classe.

I.4. Nous considérons les formes usuelles des procédés linéaires
qui se partagent en deux groupes :

1 groupe : Procédés définis par une suite ¢, () telle que ¢, (w) =0
pour k>w et A <Co. Ces procédés seront appelés : procédés
restreints ou moyennes.

2°® groupe: Procédés définis par une suite ¢, (w) ot pour tout w une
infinité de ¢,(w) ne sont pas nuls. Ces procédés seront appelés :
procédés complets.

Dans I'énumération qui suit : ¢;(w) désigne le coefficient de Sy,
v (w) celui de u,.

Principales moyennes. — Les fonctions qui interviennent ici sont
soumises 4 des conditions qui seront explicitées plus loin. Dans
chaque somme d’'indice » ou z, la sommation est faite pour k < n
oukZx;netx—>-+oo.

(N, &); moyennes de Nérlund :

ei(n) = a""_k ’ w%>™o0, %>o.
3.
[}
(N*, @) :
w
e(n)= :—", 2r> 0, > o, Zak=+oo.

pL °
(G, p) ; moyennes de Cesaro :
R

1
vi(n)= E%‘; avec Ck = ITnn—_k)“ et p entier > o.

(H, p); moyennes de Hélder : moyennes arithmétiques itérées p
fois (p entier > o).
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(R, A, p); moyennes de Riesz ou moyennes typiques :
2 \2
Ti(2) = (1— ;) 1 p>0, o< M < Mn>+o.

(€, g); moyennes de Haussdorff :

Te(n) = kC4 [ ek gt s ko, o(n)=g(0)

0

(g=opourt<{oett>1).
(F, 8):

vi(z) = g(§> (& = o pour ¢t o).

Dans le dernier cas, lorsque g= (1 —¢)” pour ¢<1 et
g=opourt>1,t<<o, (F, g) estidentique a (R, %, p).
(N*, @) est une moyenne « trés voisine » de (R, %, p) ou

hA—1
. Al
re= -2 [
0

Remarque. — 1l nous arrivera de désigner ces moyennes par la
premiere lettre seulement lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité possible :
N, N*, G, H, R, J¢ sauf pour (&, g) que nous désignerons par g.

Principaux procédés complets :
(A, a); procédés d’Abel :

1e(z)=2""  (a>0,z->1—0).

(R, ) ; procédés de Riemann :

sin bz \ @
Te(z) = (51',:;) (a>0, z>+0)

(L); procédé de Lambert :

w(z)= Ik%%k:; (z—>+0).
(B) ; procédé de Borel :

wk
cx(x)=l—ﬂe~x (# —>+o)
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Il. — Lk taforkyMe pE Toeruitz [2, 3, 4, 5].

II.1. Le théoréme de Toeplitz fournit une condition nécessaire et
suffisante pour qu'un procédé linéaire soit régulier.

Gy Soit T(w) =zc,\(m)S/., ol w = n ou z suivant qu'on prend
k=0
un parametre entier ou continu.
Pour que lim S, =S entraine lim T (w) =S, il faut et il suffit

n» W=+
que Uensemble des trois conditions suivantes soit réalisé :

10
1°2| ci(w) | est borné par un nombre indépendant de » ;
h=o0

2°lim ¢ (w) =03
wo

3o l(i.)T[ZCA(m)] =.

A=o0

Pour les procédés définis par une intégrale, le théoréme suivant
donne une condition suffisante :

By. Soit T(z)= [ o(, t) S(¢) dt.

“0
Pour que lim S(z)=S entraine lim T(z)=S, il suffit que

lensemble des trois conditions suivantes soit réalisé :

1° f | 9(, t)| dt est bornée par un nombre indépendant de x ;
0

a
2° limf |o(z, t)| dt==o0 pour tout a fini,
Tx Yy

3°Lim [ o(z, t)di=1.

0

Remarques. — 1° Le caractére nécessaire des conditions de %, est
le suivant : si 'une de ces conditions n’est pas réalisée, alors une
suite convergente est transformée ou bien en suite non convergente
ou bien en une suite convergente mais de limite différente.
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2° Si dans ®, on conserve (B, 1°) et si 'on vemplace (%,, 2°) par
l:)!:l ck(w) =ay et (By, 3°) par ligxgcl.(w) =a, alorsz ay, est abso-

lument convergente et '’ensemble des nouvelles conditions est néces-
saire et suffisante pour transformer une suite convergente en une
suile convergente (les limites n’étant pas nécessairement les mémes).

Ainsi (B, 2°) et (B4, 3°) sont destinées & assurer qu’un tel procédé
appliqué a une suite convergente S, de limite S finie, lui attribue
méme limite S.

3° 81 (B4, 1°) et (By, 2°) sont conservées et si (B, 3°) est rem-

ci(w)

placée par 1(:1!12 ci(w) = a 3 o, il suffit de remplacer ¢, (w) par ——
]
pour retrouver le théoréme ;.

DANS TOUTE LA SUITE NOUS N ETUDIONS QUE LES PROCEDES LINEAIRES
REGULIERS.

I1.2. Définitions. — Soient @, b deux procédés linéaires réguliers.

1° S¢ toute série sommable b est sommable a, nous écrirons
a2b ou bgaet nous dirons que « est au moins aussi puissant
que b ou que la puissance de a n'est pas inférieure & celle de b.
S'il existe de plus une séric sommable @ mais non sommable b,
nous écrirons @ > b ou b C @ et nous dirons que a est plus puissant
que b ou que la puissance de a est supérieure a celle de b.

2° @ ~ b signifiera que simultanément : a2 b et b2« ; on dira que
a et b sont équivalents ou ont méme puissance.

3¢ S’il existe une série sommable a, non sommable b et une série
sommable b, non sommable @, on dira que a et b ne sont pas
comparables.

4° Composition de deux procédés :

2. a étant défini par la suite ¢, (n), soitz u, une série donnée et
[

To(a) = Ta(a, Si) =ch(n)S‘.

k=0
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b étant un procédé défini par la suite dy(n), I'application de b a la
suite T, (a) [ou a la série Z(T,— T,r_1)] fournit

T,[b, Ti(a)] =2dk(n) Ti(a).
k=0

Cette expression définit un procédé linéaire appliqué a Zu, que
nous désignons par boa.
B. @ étant défini par une suite ¢, (), soit

Tz(a) = Ta(a, S1) = ch(x) Sq.

A=0

b étant défini par une intégrale utilisant un noyau ¢(z, ¢), I'appli-
cation de b a la fonction T, (a) fournit :

f+xop(x, )T (a)du.

Celte expression définit (moyennant des conditions d’intégrabilité
qui seront précisées dans chaque cas) un procédé linéaire appliqué
a Zu, que nous désignerons encore par bo a.

Nous appellerons boa le transformé de a par b.

En résumé : boa désigne le procédé appliqué a Zu, obtenu en
transformant T, (a) par un procédé b ; ce procédé b est utilisé sous
la forme définie en B, si ® = n, sous la forme définie en G, si w = .

III. — CONDITIONS DE REGULARITE DES PROCEDES USUELS.

Tous les procédés complets définis en I.4 sont réguliers sauf
(R, «) qui ne l'est que si @ > 1. '

Les moyennes (G, p), (R, A, a), (N*, «), (H, p) sont régulieres.

Les moyennes (N, «) sont réguliéres si et seulement si

. 73
lim —————— =o.
ho Go=... .0y
Les moyennes (J€, g) sont régulidres si g est a variation bornée
pour o = ¢ = 1, continue pour ¢ = o etsi g(0) =1.
Les moyennes (&, g) sont réguliéres si g est continue, nulle pour
t >1, t << o, 4 variation bornée pour o < ¢t <1 et si g(o) =1.
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Pour ces deux derniéres classes la condition imposée a g d’étre
a variation bornée est la forme simple que prend la condition (%,,1°).

IV. — LES PROBLEMES.

La construction de procédés de sommation réguliers, pose les deux
problémes suivants (1) :

1° Un procédé régulier étant donné, que peut-on dire des séries
sommables par ce procédé ?

2° Deux procédés a et b réguliers donnés, reconnaitre si une série
sommable @ est sommable b avec la méme somme (inclusion relative).

1° Le premier probléme demande a étre précisé. Le second en est
un aspect si on propose, a étant donné de trouver tous les b possi-
bles. Il est ¢vident que si un procédé linéaire a est régulier et si

©

2 u; est sommable a, alors @, étant un autre procédé linéaire régu-
0

lier a4 o @ est un procédé b.
Mais nous précisons que le premier probléme est posé dans les

intentions suivantes :2 u, étant sommable «, trouver l'ordre de
o .

grandeur de | u;| ou de |S; | ou déterminer un équivalent numérique
de l S/.I-

2° Le principal objet de ce fascicule est de fournir des réponses au
deuxiéme probléme en nous bornant aux procédés énumérés en 1. 4.
Deux points de vue : a et b appartiennent a I'une des classes énumé-
rées ou a deux de ces classes.

Des réponses assez satisfaisantes peuvent étre données lorsqu’on
se place au second point de vue et lorsqu’on considére les moyennes.
Il n’en est pas ainsi lorsqu’on considére les procédés complets.

(') On peut certes poser le suivant : une série non convergente étant donnée,
construire un procédé régulier permettant de la sommer. Si 'on précise de plus que
cette série est d’une certaine espéce (exzemple : série de Fourier d’une fonction
périodique sommable, ou continue, etc.), le probléme a un sens. Sans autre hypo-
thése que la donnée de cette série, on peut se demandersi ce probléme n’est pas
gratuit et vide de contenu.
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Des réponses satisfaisantes peuvent étre données lorsqu’on se place
au premier point de vue et lorsqu’on considére les moyennes. Dans
ce cas, soit €L une classe de moyennes ; on peut poser le probleme
de Pordination de A par la puissance des procédés de A.

V. — METHODES D’ETUDE D’UNE CLASSE DE PROCEDES REGULIERS [39].

Premiére méthode. — On peut chercher a exprimer T, (a.)
au moyen de T, (a.). Supposons que cet objectif étant atteint on
constate que aa est le transformé de @, par un procédé linéaire b :
as=boay. Alors si b est régulier, on a : @2 ;. Sinon en écrivant
que b est régulier*et en usant de B; ou By on obtient une condition
nécessaire ct suffisante ou seulement une condition suffisante pour
que @ a;.

C’estla méthode dont on use pour les moyennes (R, 4, «) lorsque «
est fixé.

Des classes de procédés réguliers (exemple : les moyennes de
Cesaro) sont obtenues en appliquant & un procédé régulier les pro-
cédés b d’une classe 03 de procédés réguliers.

Deuxiéme méthode. — Lorsque ’expression de T, (a») en fonction
de T, (a1) est impraticable, on cherche une classe de procédés @3,
telle que si b € 3, boa;= a, € A. En général a tout couple ay, as ne
‘correspond pas b tel que «. soit le transformé de a, par b. Mais on
peut obtenir des conditions suffisantes, parfois précises.

Le probléme étant de conclure a linclusion relative de ai, a.
(lorsque cette inclusion n’est pas impossible), il s’agit d’obtenir un
¢énoncé ot b ne figure pas. Supposons alors qu’a €L et (3 puissent étre
associées respectivement des fonctionnelles & et ® pour lesquelles
sont connus des théorémes d’unicité et qui de plus jouissent d’une
propriété algébrique simple vis-a-vis de I'opérateur b0 a. Pour fixer
les idées supposons que

%(aa) = %(b°a|) = e(b) 6((1]).

Alors pour tout couple a;, a» de & tel que B(as) soit égal a la fonc-

B(ar)
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tionnelle ® d’un certain procédé b, on verra que moyennant certaines
conditions :
a.=boa, et a2 ay.

Ce sera le cas des moyennes (N, «), (I, g), (F, g).

PREMIERE PARTIE.

LES PROCEDES RESTREINTS USUELS.

I. — Les moyennes (N, z) [6, 7, 8].

I.1. Elles constituent une généralisation de la premiére moyenne
arithmétique.
Soit

2 ®&n—i S

Ta(N, @)= 4,

n

S

0

a désigne la série 2“’* () ou

n
~
%> 0, ap > 0, ap=0 }_ax

0

[condition nécessaire et suffisante pour que (N, «) soit régulier [8, 11].

I.2. Théoréme d’inclusion. — Soient (N, «), (N, f) deux
moyennes N régulidres. En exprimant T,(N, 8) au moyen des
T4(N, a), on montre d’abord que si (N, a) et (N, 8) somment une
série, ils lui attribuent méme somme (concordance) [9] puis en appli-
quant le théoréme %, on obtient :

Trtoreme1.—Sodt vy, déﬁniparZ{y,.(ao—i— vt 2 )} =Bo+...+Bn

k=0

(') En général on ne considére que les cas ou Z a; =-o0; cette hypothése quoique

0
non nécessaire sera admise ic1 pour simplifier ’exposé.
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(n=o0,1, ...). Pour que (N, B)> (N, ), il faut et il suffit que

n n—k n
2 lyal Eamlé Mzﬁk,
A=o0\ m=0 ‘ 0
oit M est une constante indépendante de n, lesprocédés (N, «), (N, f)
étant réguliers [10]:
Tukorkme 2 (Equivalence). — (N, a) et (N, B) étant réguliers,
pour que (N, a) ~ (N, B) il faut et il suffit que

Dlral=00) et Fisa|=0),

ou yn et 8, sont définis par

n
2{3"(a0+...+ an—i)) =Bo+...+ Bn,
h=0

n

N -~

H{ 4 (Bot..+Bat)} =ap+...4+a, [10].

0=k
Voici une condition suffisante.
Treorine 3. — (N, «) et (N, B) étant réguliers, pour que
(N, B)2(N, a) il suffit que

ap=1, a; > o, fr>o0

. a . , .
et que les suites —:7“ et 5—/’: soient non décroissantes [11].

Les théorémes | et 2 sont obtenus en appliquant la premiére

méthode.
II. — Les moyennes (N*, «) [11].

I1.1. Elles constituent une autre généralisation de la premiere

moyenne arithmétique.
Soient
n

ZaLSL

0

Tn(N*, d) = r )

S

0




LA SOMMATION DES SERIES DIVERGENTES. 15
% > 0, g 0, Z¢k=+ .

Treoréxe 4 (Inclusion).— Soéent (N*, a) (N*, B) deux moyennes N*
régulieres telles de plus que o et B, soient >o. Pour que
(N, B)2(N*, a), il suffit que U’ensemble des conditions suivantes
soit réalisé :

1° (anal.: 0 <an2n: ﬁk),

2° la suite 32X est monotone [12, 13].

B

C’est encore une application de la premiére méthode.

I1.2. Comment différencier intuitivement les moyennes N et N*?

E’exemple bien connu des moyennes (G, p) qui sont une sous-
classe de (N, a), montre que grosso modo la puissance d’un procédé N
augmente avec la croissante de a,. Au contraire, si «, croit trop vite
(par exemple si /41> @ay, o0t @ > 1), le procédé (N, «) perd tout
intéreét, car il ne peut plus sommer que des séries convergentes.

En réalité, cette différence est superficielle. Nous verrons, en effet,
que l'intuition meéne & penser qu’un procédé (F, g) est d’autant plus
puissant que l'ordre du zéro =1 pour 2 (¢) est élevé. Si ici nous
posons

o(n) =Zn,

le coefficient de u,_¢ dans T,(N, a) est % et dans T, (N*, «) il
est 1——-2%'1(—”:)1—)- Dans le premier cas i(—)tend vers zéro d’autant

#(n)

plus vite que ¢(n) croit plus rapidement et dans le second cas
g(n—1) eln—1)
Teln) ¢(n)

rapidement vers un, ce qui est ¢videmment imp0531ble si

1— tend vers zéro d’autant plus vite que ——— tend plus

o(n)=an (a>1.
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1I. ~ Les moyennes (C, p).

III.1. Bien qu’elles soient des moyennes N particulidres, leur
emploi fréquent justifie une mention spéciale.

Pour p entier > o, elles peuvent étre définies par récurrence de
la fagon suivante : (G, o) désignant la sommation élémentaire,
soit S;=S,, S}, S}, ... les sommes de rang n desmoyennes (C, o),

(G, 1), (G, 2), ....
Ona:

n n
(n+1)SE=S%, CayaSi= ¥ ChesSky ChrsSi= D\CheaSE, - [14,15,16].
[1] 0

La condition de concordance est réalisée et
(G, p+m)>(C, p) (m>o0) [15,16].

Dans S” le coefficient de u, s’écrit :

W (-5) (i) () o g

n+p

II[.2. Lapremiere expression (1) montre que si, ¢ étant fixe, on pose
k =nt(o £t L1), alors pour nw ce coefficient a pour limite (1—¢)?,
c’est-a-dire celui de , dans T, (R, 4, p), ou 'on a remplacé z par n.
Cette remarque laisse prévoir le théoréme suivant, théoréme d’équi-
valence entre deux classes :

Tueorkme 5. — (G, p) ~ (R, £, p) [5.17])»

Les moyennes (C, p) peuvent étre définies pour p non entier mais
le théoreme 5 est alors d’une démonstration délicate. Il n’est vrai
que si on use dans la définition de (R, k, p) d’un parameétre
continu z. La raison en est que la convergence de (C, p) entraine
un=o(n”) et la convergence de (R, k, p) entraine aussi u,= o(nr)
a condition que (R, &, p) use d’un paramétre continu z. Nous verrons
une propriété beaucoup plus générale lors de I'étude dela classe (F, g)
qui motive ’emploi d’un paramétre continu.

III.3. L’expression (2) permet de définir (G, p) pour p non entier.
Elle nous permettra, d’autre part, d’introduire simplement les

moyennes (J€, g) (2° partie).
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IV. — Les moyennes (H, p) [18].

Ce sont les moyennes arithmétiques itérées. Elles sont définies
pour p entier > o, mais les moyennes (¥, g) permettent d’étendre
celle notion au cas de p > o non entier [15].

Turorime 6. — (H, p) ~ (G,p) (*) [19, 20, 21].

On remarque que le coefficient de u; dans T,(H, p) est tel que si
I'on pose k = nt, pour ¢ fixe et n o, ce coefficient a pour limite

gt)y=1— %}7) j;t (log %)p_idt,

c’est-a-dire, encore une fois, une fonction g qui admet =1 pour
zéro d’ordre p.

V. — Les moyennes (R, X, p) [17, 22].

V.1. Sipour les moyennes (N*, &) on pose

Ae=odg~4...~+ ok (ax>0)

et si on écrit :
n—1

I
Tn(N*, a) =? (1— )\—k) U+ Up,
d n
)

on est mené a

Ta(R, %, p) = 2 <1_ %)puk (p > o).

Aegn
Pour obtenir des résuliats simples on utilise pour définir les
moyennes (R, A, p) :
VAN
To(R, %, p) = 3, (‘“'f) Uk (0< Mk < Mgt > =4-0)

)\ké’l‘

p est Vordre; la suite A, définit le zype (c’est celui des séries de
Dirichlet a I'étude desquelles conviennent ces moyennes).

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 128,
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V.2. Les deux théorémes qui suivent sont des théorémes d’inclu-
sion, relatifs le premier a la variation de l'ordre pour un type donné,
le second 4 la variation de type pour un ordre donné.

Treorene 7. — S7 p'> p, (R, 1, ;v’)Q(R, A, p)[22].

Treorkme 8. —[R, 9(1), p]2 (R, 4, p) si 9(¢) satisfait auzx con-
ditions suivantes :

1° ¢(£)> o0 admet pour t>> o des dérivées jusqu’a l'ordre [ p]4-1;

2° ¢(t) croit et devient infini;

3° ¢' croit ou bien ¢' décroit mais to"=o(¢');

4° f tm|oim+(t)|dt = O(9) pour m=1, 2, ..., p st p est

entier; m=r1, 2, ..., [p]+1 si p n'est pas entier [23].

Kuttner montra que pour p entier le théoréme 8, de Hirst, est le
meilleur pour la classe définie par les propriétés imposées a ¢, que

v
les conditions étaient surabondantes et que j | ¢+ (2) | de=O((¢)
a

suffisait [19].

Lorsque p n’est pas entier et si ¢ a une dérivée d’ordre [p] + 2
presque partout, Kuttner a donné des conditions nécessaires et
suffisantes d'inclusion en usant de D? f(¢) dérivée généralisée de
Riemann-Liouville de f(¢) d’ordre p [24].

Tueoreme 9. — Pour que (R, (), p)2(R, 1, p) oiw p n'est pas
entier, 9 > o croissante et ou ¢lP1+* existe presque partout, il faut
et il suffit que

[ e IDare(e) —¢(0 |t = O([3(a)p)  pour weo.

V.3. Signalons un théoréme d’équivalence de Zygmund [25]:
TreoreMe 10. — S existent o et &' positifs telle que la croissance
de ¢(t) satisfasse i 8 <{q(t) <%, (R, 4, p) et [R, o(}), p] sont

équivalents.

Remarque. — Lorsque A,=1log(k + 1) le procédé (R, 1, 1) prend
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le nom de moyenne logarithmique d’ordre 1 et est équivalent au
Y & q q
procédé défini par

n

1 Sk

log(n +1) k+1
)

[22].

On peut alors définir les moyennes logarithmiques itérées que
nous verrons s’'introduire dans la classe (&, g) pour sommer les
« séries exceptionnelles ».

VI. — Les moyennes €.
VI.1. Une remarque simple sur les propriétés des différences
successivesde S}, S:, [Sﬂzz Un,(n+1) S},:Z SA:I mena Haussdorff
[} 0

a définir ce procédé de la fagon suivante [26, 27, 28] :
Soit M la demi-matrice définie par

(—)kCk(k=0,1,...,n;n=0,1, ...),

p la matrice diagonz;le définie par la suite p.,. A la suite S; on applique
la transformation linéaire (3¢, p)=MopoM. L’application du
théoréme B, donne :

Treoreme 11. — Pour que (IC, p.) soit une méthode réguliere il
Jaut et il suffit que la suite p, soit la différence de deux suites
totalement monotones, que la n*¢™e différence

Anpo =D\ (- 1)* Chpr = 0(1)
et que po=1[28]. =

Cette propriété rattachée a la théorie des moments fournit alors
le résultat suivant : '

TrtorkMe 12. — Pour que (3, p.) soit un procédé régulier, il
1
Jaut et il suffit que p,— f t"de, ou la fonction réelle ¢ (z) est &
o

variation bornée pour oL x L1, continue pour x=o et telle
que ¢(1)=1. Une telle suite p, est appelée suite réguliére de
moments [28]. [ On peut évidemment supposer, de plus, que 9(0)=0].
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Voici alors le théoréme d’inclusion et d’équivalence pour deux
procédés (I, ), (I, 1), ol p, et p, ne s’annulent pas.

Tutorine 13. — S¢ pour tout n, p, et p, sont = o et si (I, ),
(dC, p') sont des procédés réguliers, pour que (IC, p')2 (I, 1) il
Jaut et il suffit que EI:_Z soit une suite réguliére de moments et pour
que (I, p')~(dC, p) i faut et il suffit que%et%ﬁsz’multa-
nément, soient des suites régulieres de moments [29, 30, 31].

Si nous ne considérons que les moyennes (3¢, ) régulieres, nous
sommes fondés a changer la notation et & les désigner par (J€, ).
Les moyennes (¢, 9) contiennent les moyennes de Cesaro :

1

Bn= =5 et s(t)=1—(1—2),
Chsp

contiennent les moyennes de Héolder

t
1 1 1\r—1
Mn= (_——n+1)ﬁ et 9(i)=—r(P)j0- (logz> dz,

ce qui permet de définir les moyennes C et H pour p non entier.

Si 9(t)=o0 pour o Lt <<a et g(t)=1 pour a <<z L1, alors
pa=a" et (¥, ¢) est la méthode d’Euler qu'on peut désigner
par (E, a). Les moyennes E et C ne sont pas comparables [ 32].

Remargques :
1° (&, 9) ne contient pas les moyennes de Riesz
(R, &, p)=[F, (1—2)r].

2° A une constante additive prés etau signe pres, o est pour (G, p),
(H, p) égale a (1—t)” ou a la fonction g signalée au paragraphe IV,
théoréme 6.

Une propriété des moyennes J€ est donc d’établir une corres-
pondance entre les coefficients de u,; dans (G, p) d’une part,
dans (R, £, p) d’autre part.

3° L’expression de ., lorsque (J€, p) est un procédé régulier

appelle la transformée de Mellin d’une fonction g (soit sous la forme

1 1
f t° dg soit sous la forme f g dt) ou l'intégrale de Laplace.
] (1]
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VI.2. Dans un premier Mémoire, Rogosinski a fait une étude trés

1
fine des moyennes J€ [33]. Il associe & (&, o) (p.n:f r dqa)

1
la transformée de Mellin IM[( &K, o), z]:f t-do qui jouit de la
propriété : '
I[(H, 92) 0 (8, 91), 5] = IMN[(Z, 9»), s} M[(Z, 91), 5]-

La deuxiéme méthode exposée précédemment (Introduction, V)
montre que le probleéme de I'inclusion est ramené a un probléme
d’analyse : trouver des condilions pour que le quotient de deux
fonctionnelles J1U soil une fonctionnelle I, un théoréme d’unicité
étant attaché a .

Voici les résultats les plus importants ou nous écrivons I, (z) au

lieu de M[(H, ¢1), 5]:

Tueorime 14. — 8¢ (I8, ¢1) et (3, ¢2) sont des procédés
réguliers et si My (3)[OMNy(2) est une transformée de Mellin,
(8, 92) 2 (&K, 91).

Tueoreme 18. — Si (3, 9,) et (8, ¢a) sont des procédés régu-
1
liers, si (3, ¢1)2(F, @1) et si p., :f t"doy ne s'annule qu'un
0
nombre fini de fois, My (z)[IN(z) est une transformée de Mellin.

Une étude détaillée du quotient de deux transformées de Mellin et
Pobtention de critéres assurant que J1./JIM, est une transformée de
Mellin permet a 'auteur de retrouver des résultats connus : théoréme
de Mercer [équivalence de (F, 1+ at) et de (F, 1) si a>—1],
équivalence de (C, p) et (H, p), théoréme de Hurvitz et Silvermann
(ol ¢4 et ¢, sont analytiques) [26].

Enfin il obtient un résultat ou les hypotheéses sur ¢ sans étre trés
générales sont pratiquement satisfaisantes et qu’on peut traduire
intuitivement de la fagon suivante : si ¢(¢) est suffisamment déri-
vable et admet t =1 pour ‘zéro d’ordre p entier 1, (¥, ¢)
est ~ (H, p) ou (G, p) st et seulement st N (HK, z) nest pas nulle
pour Rz o.

En réalité, ce dernier théoréme a une forme moins simple, les
difficultés paraissant provenir en partie de I’hypothése ¢ (1) =1.
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VI.3. Un second Mémoire de Rogosinski concerne ce qu’il a
nommé les moyennes de Haussdor ff continues et qui consistent en
la sommation d’une fonction s(z) par

(1) T(x):fzs(t)d:p<£> (7> 0, 2 >+w) [34 35]

(les fonctions sommatoires constituent des procédés voisins mais les
résultats seront plus simples). Si, avec M. Rogosinski on désigne
par T, et Ts ou (T, ¢1) et (T, 92) les transformations définies par (1),
ol g==g; et p=—=¢9q, 0N a:

(2) Too Ty= T10 Ts
et
(3) M (Ty0Ty) = M(T,) IM(Ty) ().

La théorie de ces procédés se déroule alors de facon identique a celle
exposée en VI.2, jusqu’au théoréme, sur lequel nous portons notre
attention et dont la forme, volontairement simplifiée est la suivante :
si ¢ est suffisamment dérivable et admet ¢ = 1 pour zéro d’ordre p>o
entier, il existe un polynome entier P (¢), admettant ¢ = 1 pour zéro
d’ordre p et tel que

(T, ¢) ~(T, P).

VI.4. Nous abandonnons la dénomination : moyennes de
Haussdorff continues. Pour nous une moyenne continue sera celle
ou le paramétre w prend des valeurs continues (voir Notes).

D’autre part, les moyennes J€ considérées en VI.1 et VI.2 con-
tiennent les moyennes (G, p) et (H, p) tandis que méme pour p
entier les moyennes considérées en VI.3 ne les contiennent pas.

Enfin si I'on pouvait songer a cette dénomination parce qu'a ces
moyennes (VI.3) est encore associée la transformée de Mellin,
comme dans le cas des moyennes JC(VI.1), 'exposé de la seconde
méthode (Introduction, V) suffit & montrer qu'on peut concevoir
d’autres procédés auxquels sont associées des fonctionnelles autres
que I (exemple : moyenne N dans la 2° partie).

(1) Dans Pétude de la classe (%, g) la commutativité définie par (2) n’aura pas
lieu.
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L’objet de la seconde partie est de montrer que 'étude des fonctions
sommatoires « usuelles » fournit des résultats assez complets pour
considérer que cette classe de procédés peut servir de guide a un essai
de synthese.

DEUXIEME PARTIE.

I. — Les moyennes (¥, g) [33, 36, 37, 38, 39].
1.1. Définitions :

1° Soit g(¢) une fonction réclle, continue pour o<Zf<1, &
variation bornée, nulle pour ¢ <o, t>1, telle que g(o)=1.Une
telle fonction s’appellera : fonction sommatoire.

Les moyennes (&, g) (Introduction, I.4, III) sont alors des
procédés de sommation réguliers définis par

0 Tr(g)=2g(£—> s

Rgx

(F, g) estla classe A (Introduction, V).

2° La classe 03 est définie de la facon suivante. Soit y(t) une
fonction réelle, définie pour ¢ > o telle que y'(¢) et ¢v/(¢) soient
absolument intégrables sur (0, -+ ). On considére le procédé défini

par

1

+ ®
'__f v<£) S(£)dt [Introduction, 1.3, (2)].
0

x

Ce procédé sera désigné par yv* ou (F, 1") ().
3° Le procédé y" o g est défini alors par

- %f;wv’(;—c) T.(g)dt.

A

n
(') On est conduit & ce procédé en appliquant la’ formule d’Abel ézy(g) uw,
[}

n
lorsque y est une fonction sommatoire. On considére alors — :—;Z -{'(:—i) S, domt y*
0

est la généralisation. La notation y" rappelle cette origine.
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Ce procédé est le procédé [ F, Gy(g)] ou (F, ¥" 0 g), avec :

otsn=oter= [ cw(i) ol ()7

=0
ooy t
= — = )y (w) du.
fu=t g<u>w( )

Gy(g)=Y'og (*)-

Nous écrirons aussi

Lorsque y(¢) et y'(¢) sont nulles pour ¢>>1, Gy(g) est uné&fonc-
tion sommatoire.

4° Soit

Mg, 5)=M(e)= [ eto()dt

la transformée de Mellin de ¢ [intégrale de Laplace bilatérale de F(¢),
ou F(— logu) = ¢(u), unilatérale si ¢(¢) = o pour ¢ >1].

A la classe (%, g) nous associons la fonctionnelle I (g), 4 la
classe (%, v*) nous associons la fonctionnelle N[ —¢v/(¢)).

Ona

M(Y*og)=IM(—ty")M(g).

1.2 Théordmes d’inclusion [37]. — Voici les premiers résultats
concernant les fonctions sommatoires.

TrkorenMe 16. — (F, v 0 g) 2 (F, g) [une série sommable (F, g)
est sommable (F, v o g)].

Taeorkms 17. — Solent g,(t). g2(t) deux fonctions sommatoires.
Si pour Rz > o0, M(g.)[IMN(g:) peut étre représentée par une
intégrale de Laplace unilatérale absolument convergente pour
Rz>0, une série sommable g, est sommable g, avec méme
somme.

Ce résultat comporte des conditions auquelles nous faisions allusion
dans l'exposé de la deuxiéme méthode. Si on fait une hypothése

(?) 1" 0 g n’est pas commutatif en général.
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convenable sur les séries considérées, il peut étre améliors. Clest
Pobjet du :

Tueorene 18. — Soient g((t), g2(t) deuzx fonctions sommatoires
et Zu/. une série telle que u,=O(kB) (B>—1). S¢ pour

o
o< Rz LB 41, M(g2)[IMN(g1) peut étre représentée par une
intégrale de Laplace bilatérale absolument convergente pour
0 LRz LP+1, la série sommable g, est sommable g, avec
méme somme.

I.3. Ordination partielle de la classe des fonctions somma-
toires [38]. — & désignant la classe des fonclions sommatoires,
&, désignera la classe des fonctions sommatoires satisfaisant aux
conditions suivantes :

p étant un entier > o0 :

1° glm) existe pour m =1, ..., peto <=t Z1;

2° glm(1)=opourm =Zp—1 et g (1) £ 0;

3¢ glr+1) est & variation bornée sur tout intervalle (e, 1) (e > 0)
et V (¢) désignant la variation totale de g'P+1) sur (¢, 1), V(e)=0(e*>7~1)
au moins pour un a > 0.

Alors si g€ F,, M (g) est méromorphe, ne peut admettre pour
poles que o, —1, ..., —p—1 et n’a qu’'un nombre fini de zéros
dans Rz > o.

On en déduit aussitdt les résultats suivants :

Tutoreme 19. — 1° Soient pa>py, g1 € F,, g:€F,. Si dans
le demi-plan Rz> o, tout zéro de M (g.) d’ordre m, est zéro
de M (g2) d’ordre ma> my, alors g2:2 g:1.

2° S¢ pr=ps et si M(g1), N(g2) ont mémes séros aux mémes
ordres, g1~ gs.

Tueorime 20. — S7 g€ F, et si M (g) n’a pas de zéro dans
Rz> o0, alors :
g~ (a—ty~ (G p)

Tutorine 21. — Si g€ F,, il existe un polynome entier Pe F,
tel que :
g~ P-
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Les restrictions imposées aux fonctions sommatoires ne fournissent
pas une réponse assez salisfaisante au probléme de l'ordination
partielle de (&, g). D’autant plus qu’on peut construire des exemples
de séries sommables par g € F, et cependant non sommable (G, p):

. . . I
ainsi la série uo=o, u,,:m(o<a<l) non convergente est

sommable par g telle que M (g, 2) =o. '

On peut penser que deux procédés de F, sont « tres peu différents »
si M (g1), M (g2) ont mémes zéros aux mémes ordres dans Rz>0
et au contraire sont « trés différents » si M (gy), M (ga) n’ontaucun
zéro commun dans ce demi-plan. Le théoréme suivant prouve qu’une
série sommable par deux procédés « trés différents » de F, est néces-
sairement sommable (C,p).

Tukorime 22. — 1° Solent g1, g2, g1 € Fp telles que dans Rz > o
tout zéro commun a N(g,) (avec l'ordre my) et a N(g.) (avec
Uordre m,) soit zéro de M (g,) avec un ordre my> min (my, m,).
Alors une série sommable g, et g, est sommable g,.

2° S M (g1) et M (g2) n'ont aucun zéro commun dans Rz > o,
une série sommable g et g, est sommable (C, p).

Remarques. — 1° Si une série est sommable g1 € F, et g. € F,,,
les sommes obtenues sont égales.

2° Sil'on ne consideére que les sériesE u; telles que
0

ur=O(k3) (B >—1),

dans tous les résultats de I.3 on peut remplacer le demi-plan Rz > o
par la bande o < Rz <3 +1.

I.4. Ordre de grandeur maximum des termes d’une série som-
mable par g€ F, [38]. — L'importance du théoréme 21 est mise
en!évidence par les applications qu’on peut en faire en I.4 et I.5.

Nous avons signalé (1™ partie, III.2) que Siz uy est sommable
. [

par g = (1—t)?, u,=o(k?). La généralisation de cette propriéié

fait 'objet du
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Tutorene23. — Si g € F et si Zu, est sommable g, alors ug=o(kP).

Par conséquent, la sommation d’une série par g au moyen d’un
parametre continu zx (ce qui fait partie de la définition méme,
(Introduction, I.4) n’est possible que si u,= o(k?) lorsque g € F .
Inversement si g!P+1) est bornée (1) et si g€ F,, la convergence

de T,(g) et la condition u,=o0(k?) entraine la convergence
de T.(g). Donc

Tutoremr 24. — Lorsque g € F, et lorsque g\P+1) est bornée, il y
a équivalence entre les hypothéses : « T,(g) converge » et
« To(g) converge et u,=o(kP) ».

La démonstration des théorémes 23 et 24 n’offre pas de difficulté;
il suffit de remarquer que si P ~ g€ &, ’hypothese T, (P) =o0(1)
a laquelle on peut se ramener entraine que quel que soit m entier

fixe :
S k
Zp<n -+ m) uk=o(1),
k=0
donc
P(n:1>un=o(1) et u,=o(np).
Conséquence. — Pour obtenir des théorémes d’inclusion relative

entre procédés appartenant & F,, on peut dans 'étude des transfor-
mées de Mellin remplacer le demi-plan R 5 > o par la bande

0LRzZLp+1.

I.3. Les séries exceptionnelles [38]. — L’objet de ce paragraphe
est d’améliorer sensiblement le théoréme 20 pour le remplacer par :
« g€ JF, enlraine g ~ (G, p) ».

Le théoréme 19, 1°, montre que (G, p)2 g si g€ F, sans hypo-
theése supplémentaire (une démonstration élémentaire consiste a user
de la formule d’Abel) [37]. Or I’exemple donné de la série

up= o, Un= ——

(') Cette hypothése est peut-étre inutile.
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sommable par

g=1—(1+£>t (o< a<1)

prouve la précision du théoréme 19.
Voici un résultat plus général :

Tatorene 28. — Si o = Rz <1, 5£0, la série définie par
Sp=ns(logn)! (q entier > o) est sommable par toute fonction
sommatoire g dont la transformée de Mellin N (g) admet z
pour zéro d’ordre g +1; si Rz = o, cette série est de plus som-
mable par la moyenne logarithmique itérée q fois (1).

(Voir définition de cette derniere moyenne : 1™ partie, V.4,
remarque.)

On peut alors chercher si les séries sommables par g € F, mais
non sommables par (C, p) et que nous appelons séries exception-
nelles ont des propriétés remarquables assez précises pour permettre
I'énoncé d’un théoréme ou les restrictions imposées a g (th. 19 et 20)
sont remplacées par des restrictions imposées & 'ensemble des séries.
La forme du résultat souhaité s’énonce intuitivement ainsi : sauf
pour des séries dont la naure est bien connue, la sommation par
une fonction sommatoire usuelle est équivalente 4 la sommation par
une moyenne de Cesaro.

Pour la classe &, a laquelle nous nous bornons, le résultat est le
suivant :

Tutorkme 26. — Lorsque Zu, est sommable par g€, :

ou bien Zu, est convergente;

n 7
ou bienz u, est équivalent pour nwo dz emn'= (logn)e=, oit &
0 m=0

est un zéro de M (g, z) d’ordre au moins égal & pp,+1;
ou bien Zu; est sommable par une moyenne logarithmique
itérée.

(') La premiére moyenne logarithmique est considérée comme une itération de
rang o. .
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Voici un schéma de la démonstration et des lemmes employés.

1° Considérons la classe &, (pour la classe &, on fait jouer a S/,
le role que joue ici S,). On connait le théoréme de Mercer sous sa
premiére forme : si T,[x + (1—a)(1—¢)] converge pour nw et
si @ >0, S, converge. La condition a >> o n’est jautre que Rz <o,

z étant le zéro de M[a + (1—a) (1—¢)]. Hardy en a donné une
démonstration simple qu’on peut ici améliorer.

Supposons que Zu, est sommable par
g=(1+é)(1—t)—§eﬁo (3 # o).

Alors u,=o0(1). Posons S,=n?¢(n) [S, : moyenne de rang n

de (G, 1)]. On trouve

e(n)=o(n'==),  o(n)—g¢(n—1)=o(n—"1);
siRz=o0:
9(n)=o(logn), nie(n)—(n—1y¢(n—1)—z¢(n—nnt+>= 0(%)'
On en déduit que :

a. ou bien S} converge;

b. ou bien S} ~ Cn? pour now (C = const.);

c. ou bien la suite S, est sommable par la premiére moyenne
logarithmique. S, jouit donc des mémes propriétés.

2° Nous dirons que deux procédés P, P’ sont strictement équi-

valents si Tp(P)—T,(P')=o0(1) pour la ou les séries consi-
dérées [35].

Nous appellerons série de g la sérieE[T,,.._, &)—Ta(g)]
0
Lorsque u;,=0(1), Tri1(g)—Tr(g)=0(1) quelle que soit la

fonction sommatoire.
Soit alors d’une part une fonction sommatoire g et le procédé

g1=(% +1)(1—t)—zii690 (&17# 0, g1= 1o pour £ o, t>1).
1

Si & la série de g on applique le procédé g. avec un paramétre
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entier |n, le résultat est un procédé linéaire appliqué a Suy, défini
n

parzw‘/k(n)u/‘ etl'ona:

k=

Znn(n)u/.—-T,,[{ (—11— +1) (I—t)st.og— ig]: o(1).
k=0

2

Soit g, la fonction sommatoire

(2 +1)a—n]es—Ls.

Ce résultat signifie que les procédés ga et y,(n) sont strictement
équivalents. Les zéros de M (ga) sont z, et ceux de M (g).
Nous désignerons encore par g0 g, le procédé défini par v, (n).

3° Soit alors g€ F, etZu,l, ol uz=o0(1). Soient z4, 32, ..., Zm
0

les zéros de M (g) situés dans 0 < Rz <1, comptés autant de fois
que l'exige leur ordre.

[Si on suppose quez u, est sommable g, on peut supposer aussi
0

que g est un polynome entier en ¢ (th. 21)]
Soit encore :

gv(t)=<ziv+x)(l—t)—z:: (v=1,2,..., m).
&10 &0 .. .0 gm désignant le résultat obtenu en appliquant éz ug le
[

procédé gn avec un paramétre enlier n, puis le procédé gn,_, a la
série de g/, avec un paramétre entier z, etc., on a d’aprés le 2° et le

théoréme 19,2° :
8~ §10820...08m,

4° Supposons alors X u, sommable par g, donc par g10 g20...0 gm.
Cela signifie que la série de gz0 . ..o g est sommable par g,.

A la série de g90 .. .0 g on applique le résultat du 1° : ou bien la
série de gao g30...0 gy est convergente, ou bien la somme de ses
n premiers termes est égale & Gn*+ o(1), ou bien elle est som-
mable par la moyenne logarithmique (lorsque R z,=0). Alors on
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étudie gg0 gr0...0 g, c’est-a-dire la sommation de la série de g50...08m
par ga, résultat sur lequel il faut a prior et successivement faire les
hypothéses a, b, ¢ du 1°. A la v*™° opération, on est conduit a
sommer par g, une série dont on sait qu’elle est ou bien sommable
par gv, ou bien que la somme de rang n est ~ Cn® ou Cn?(logn)*
ou bien qu’elle est sommable par une moyenne logarithmique itérée.

I[. — Les moyennes de Haussdorff 4€ [39].

Ce paragraphe est destiné a présenter une définition élémentaire
des moyennes J€ et a lier étroitement les classes # et &F.

IL.1. Définition. — Si on considere acquis le résultat concer-
nant Péquivalence entre g = (1—¢)r € F, et (G, p) (th. 5), on peut
se demander comment passer de T,(g) a T,(C, p) ou inversement.
Il semble qu'il faille renoncer a un résultat simple mais on peut alors
chercher une relation entre les coefficients de u; dans les deux sommes.

Dans S? somme de rang n, fournie par (C, p), le coefficient de u,

est

k
'n

or— et s’exprime par conséquent au moyen des fonctions B(z, y)
n+o

par :

fltk—i(: — t)y—k(1— )P dt

0
1
f th—1(1— t)n—k dt

0

(k, n, p entiers > o).

On est donc conduit & définir ainsi le procédé (J€, g) : le coeffi-
cient de u, est

1
th—t(1—t)r—kg(t)de

[
1
f th—1(1— ty—k de
[}

Si g(t) est une fonction sommatoire, ce procédé ‘est régulier. En
posant ¢ = zn (z fixé), on a

Yr(n) = pour ko et GCo(n)=g(o).

limyz(n) = &(2).

11.2. Propriétés principales. — Si & T, (¢, £) on applique la
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formule élémentaire d’Abel comme dans la premiere partie, I.1,2°,
on est conduit a définir le procédé :

1
ck(n) = cf,f k(1 — ty—t dg.
[

Ce procédé sera désigné par (JC, g*).
Un calcul simple donne alors :

Tutoreme 27. — I (Y70 g) = (&K, v")o (&K, g), v et g étant des

[
JSonctions sommatoires.

I est clair alors que si G peut se metire sous la forme y'o g,

H(G)2(HK, g), doule

Tutorkne 28. — Si le quotient N (g2)[IM(g+1) des transformées
de Mellin des fonctions sommatoires g1, g, est une intégrale de
Laplace unilatérale absolument convergente dans Rz>o,

5(g2)2 3 (g1) (cf. th. 14).

Le théoréme 27 rattache donc la théorie des moyennes J€ a I'ana-
lyse des fonctions analytiques. Tout critére permettant d’affirmer
que M (g2)/NM(g1) est une fonctionnelle I donnera des criteres
d’inclusion pour les moyennes J€. On remarquera que le théo-
réme 27 prouve trés simplement que les moyennes (H, p) sont des
moyennes €.

II. — Les moyennes (N, ¢) [39].

III.1. Définition. — Nous définissons les moyennes de Nérlund
par :

Tz(N, 9) = 2 ?(:(;)k) Uk,
hzx

oit 9(z) est une fonction positive, non décroissante que nous suppo-
serons douée d’une dérivée continue ¢’'(z) > o, ¢ et ¢’ étant définies
pour z > o, nulles pour 2 << o.

La condition ¢'=o0(9) assure la régularité de ces procédés
(ef. 1™ partie, 1.1).

Soit @ l'ensemble des fonctions satisfaisant aux mémes condi-
tions que ¢ [dont : ¢'=0(9)].
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III.2. Inclusionrelative.— Nous usons ici de la deuxiéme méthode
(Introduction, V).

1° Nous transformons T, (N, ¢) par :

S 4@ — 030N, o) e
) °

. o
fo (@ — t)9(t) dt

Y () étant supposée aussi continue et nulle pour z < o.
Ce procédé est un procédé (N, @), ot

q’(‘”)=f., Yo —t)e(t)ds

(produit de composition de ¢ et §), mais nous ne savons pas a priori
si le procédé (1), c’est-a-dire le procédé défini par

K CEDHONOE”
) °

S ae—nswma
est régulier. Il suffit, pour qu'il le soit, que la fonction de z, ¢ :
Y(z—)e(?)
S we—nea
2° Si £,(f) désigne l'intégrale de Laplace unilatérale de f, on a :
L1(®) = L1(Y) £1(9)-

satisfasse aux conditions du théoréme B,.

Dou :

L1(®)
£1(9)
par une intégrale de Laplace unilatérale absolument convergente

dans Rz> a> o, le procédé (N, ®) est le transformé de (N, ¢)
par le procédé (2).

Lorsque les conditions du théoréme 29 sont réalisées, il faudra, si
on veut obtenir (N, ®)2 (N, ¢), écrire que le procédé (2) est régu-
lier. Ces conditions suffisantes sont celles du théoréme 1.

Tutorime 29. — Si g et PR et si

peut étre représentée

(1) Nous nous bornons & ce cas. Voir Notes.

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 128, 8
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Il est souhaitable d’obtenir des théorémes d’inclusion ou ne figure
£(®),

2i(e)

Signalons les résultats suivants :

pas la fonction ¢ déterminée par ——

TutoreMe 30. — 1° Si g et ®eQet s¢ ﬁ'(( ))peut étre représentée

par une intégrale de Laplace unilatérale absolument convergente
dans Rz> 0, (N, ®)2(N, 9¢).

2° S7, de plus, il en est de méme de f;:E
(cf. th. 2).

Tatorine 31. — Si g et ®eQ et st ﬁ'(( ))est représentée dans un
demi-plan Rz > a> o par Uintégrale de Laplace, unilatérale.
absolument convergente d’une fonction €2, (N, ®)2(N, o).

2 (N, @) ~®,9)

IV. — Les moyennes N* [39].

Soit ¢(z), ¢'(x) continues, positives, ¢(z)=o0 pour z <o,
9(4o0) =+, 9'5£ 0. Le procédé (N, ¢) est défini par

.oy ¢ (k)
o) To(N, q»)—k;[x fBNws.
I1 jouit de la propriété :
(2) 9 Tx(N*, ©) + ¢ Tx(N*, ¢) = (9 + ¢)T=(N*, o + ¢).

Transformons T, (N*, ¢) par

fo $()9(6)Ti(N*, ) de

(3) _
f., $(e)p(e) de

Si §(¢t) est une fonction intégrable qui garde un signe constant, ce
procéds, appliqué a T, (N, ¢) est régulier.
Posons

W(m)=f° Y(2)de, q)(x)r_jo' o'W dt,

‘% _.f $(2)dt.

donc
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Si alors on se donne ® et ¢ et si I'on suppose que ¢' est £ o0 et

@’ . . .
que ; est absolument continue et monotone (croissante ou décrois-

sante), § est déterminée.
L’hypothése T, (N*, ¢) = o(1) entraine alors :

®(=z) . ikl
(D(.z‘)-—cp‘P'Tx(N » )+ o — &

T(N*, 9) = o(1);

en résulte le théordme suivant (c¢f. th. 4), d’on le procédé auxi-
liaire  a disparu :

TutoriMe 32. — Soient ®, ¢ deux fonctions nulles pour x < o,
positives, croissantes, dérivables, telles que ¢ (+o0) = ®(+40) =+ o0
et que 9'# o.

. @ . . P
Si 7 est absolument continue et monotone et s %SC’E =0(1),

(N, @)2 (N, ¢)-
V. — Les.moyennes typiques [40, 41, 42, 23, 24].

On peut présenter le probleme de linclusion relative des
moyennes typiques (1" partie, V) pour un méme ordre et des types
différents en usant de la premiére méthode.

Bornons-nous a m entier > o.

On trouve aisément

(1) Te[R, o(}), m]= [:”.?3('%)]"’1'1(3, A, m)

—1)m—1 ‘r dm+1
+ e, (@ s —sw ]
= tmT (R, %, m) dt.

Supposons ¢(0) =0, ¢() croissante, nulle pour z <0, ¢(+ )=},
(P("H'“:O(l). .

Alors on a :
zq'(z)1™ (=nm— [ dmet — mlimdt =
(2) [?(w)] +m!‘[?(x)]m‘£ [dt,,m{?(x) 9(8)} ]t dt=1.

Si on suppose que la série considérée est sommable par (R, A, m),
on peut supposer la somme nulle. Les hypothéses z9'= O(g) et
celles du théoréme B, (1° et 2°) appliqué au second terme du second
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membre de (2) donnent des conditions suffisantes d’inclusion. [La
condition (®,, 3°) est ici inutile]. Mais ¢(+ )=+ rend
superflue la condition (®,;, 2°) et lidentité (2) rend super-
flue z¢'= O (9).

Si bien qu’on peut énoncer le critére :

. x dm+1
si | e 9(@) —o(e) || emde = O[ o ()],
[R, ¢(1), m]2(R, ), m).

TROISIEME PARTIE.

LES PROCEDES COMPLETS USUELS.

Nous nous bornons a quelques indications sommaires. Les théo-
rémes d’inclusion qui suivent sont obtenus par des méthodes
particuliéres a chaque théoréme. )

Les procédés A, R et L sont des procédés (F, g) ou la fonc-
tion g{¢), nulle pour ¢ << o vaut respectivement
sin%¢ te—t

(a>0) et

A l—e—t.

e—*(a>o0,)
I. — Les procédés A.

La sommabilité (A, «) est définie parEg(%)uk, ou g(t) =e*
k=
etz —>—+4wx. '

Voici les deux résultats principaux :

had k

p
TakoriMe 33 [43]. — Soit 0 <P <<a. Silasérie ze_(i)uk converge
pour z>o, (A, B) 2 (A, «). =

Il existe un résultat [11] lorsque B> a > o0, mais il présente
moins d’intérét en raison des restrictions imposées [z est complexe
et la convergence de (A, «) doit avoir lieu uniformément dans un
angle 0; < argz = 0, non nul].

Les remarques que nous ferons au sujet de ce théoréme dans les
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Notes ont pour origine le fait qu'une démonstration de ce théoréme
emploie les propriétés de la transformée de Fourier.

TukoriMe 34. — Pour tout p > o, (A, 1)>(C, p) [11].

La démonstration peut se faire élémentairement. Nous en sug-
gérons une autre (voir Notes).

II. — Les procédés (R, «).

On considére Zg(é)u,\, ol z—-+ow et g(t)= si;lo:xt(oc>0),
k—o

g(t)=o pour t<<o. Nous rappelons que (R, a) est régulier si
ct seulement s1 2 > 1.

Turoreme 35. — (A, 1)2(R, 2)2 (R, 1).

Tutorene 36[44). — p étant positif quelconque: (G2 + p)2(R, 2),
(G, 1+p)2(R, 1).

Tueorkne 37 [45]. — p étant positif quelconque (R, 2)2 (G, 1—p)
(o< p<2).

ITI. — Le procédé L [46].

Le procédé de Lambert est défini par

o [k . tet
25’(;)% o g()=

T—et
11 jouit des propriétés suiavntes :
Tatoreue 38 [47]. — (A, 1)>L> (C, p) (p>o).
La démonstration de L>(C, p) est facile. Pour démontrer

que (A, 1)>L, une démonstration use de la théorie des nombres
premiers. Nous suggérons une autre démonstration.
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IV. — Le procédé B.
Le procédé emploie la fonction entiére e,

B est défini par e—wz Z——f Si(z—-+w). On définit aussi le pro-
]

£1<e—ti Ii—k’uk> dt (x_>+°°).

(E, p) désignant un procédé d’Euler (1" partie, VI), on a :

cédé B par -

Taroreme 39 [48]. — B> (E, p).
Tueorime 40 [11]. — B'>B.

Tutorene 41 [11]. — B r’est pas comparable a (C, p).

Signalons que la sommabilité B (ou B') de Zu; avec pour somme S

entraine celle de 3 Cuy, (C const.), celle de 3 uy et Sy, entraine celle
1 []
de Z(u; + o1), celle de 3 u, entraine celle de 3 u;, mais celle
1 [}

de X u; n’entraine pas celle de 2 u;.
0 1

NOTES.

L’objet de ces Notes est d’'indiquer des résultats qui n’ont pas éié
signalés au cours de I'exposé précédent afin de ne pas alourdir cet
exposé, d’indiquer des généralisations, certaines ou probables,
de la méthode étudiée, de montrer que les théorémes de Wiener se
rattachent & cette méthode et de suggérer I’emploi de cette méthode
a des problémes nouveaux.

1. Remarques sur les moyennes (N, ¢), (¥, g), (F, g). — On
peut pour les moyennes N obtenir des théorémes d’inclusion
entre (N, ¢) et (G, p). Ainsi lorsque ¢"> o, (N, ¢)> (G, 1) (résultat
connu [11]); lorsque ¢”>o0 et |¢"| =0 (9), (N, 9)> (G, 2), ....
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On peut aussi obtenir des résultats meilleurs en transfor-
mant T,(N, ¢) par

/o $(@ —t)9(£)Tu(N, 9)dt

- [39].
/., Yz —t)e(t)dt

On définit alors un procédé (N, @), on
b = ) —1 t)de
VAREEDUO

et £, £; désignant les intégrales de Laplace uni- et bilatérale
£1(9) = Lu(Y) L1(9)

Il nous parait alors possible de faire des moyennes (N, ¢) une
étude analogue a celle faite pour les fonctions sommatoires des
classes &, et ou I'une des hypotheses de départ sera

elfl(0)=0 (k=o0,1,...,p—1), 9lP)(0)5 0.

Les moyennes (€, g) telles que nous les avons définies
dans la deuxitme partie, posent les problemes suivants : déter-
mination des séries exceptionnelles quand g€ &,, équivalence
de (3¢, g) et (F, g). Au sujet de ce dernier probléme il faut noter
que I’hypothése de la continuité de g sur (o, 1) est importante
puisque si g=o pour a<t<{1 et g(¢{)=1 pour o=Lt<a,
i—a

a
évidemment pas équivalence entre (E, g) et (F, g) pour cette
expression de g.

L’extension des résultats concernant les classes &, au cas p
non entier parait certaine ainsi que I'équivalence & (1— ¢)? [ proba-
blement par emploi des dérivées d’ordre non entier et I’hypo-
these g(¢) = (1—¢t)?9(¢), o ¢(t), est suffisamment dérivable].

(¥, g) est la moyenne d’Euler (E, g) d’ordre

=gqgetiln'ya

2. Généralisations possibles.— Nousnoussommesbornésaexposerla
méthode pour des fonctions sommatoires () [ g(¢) =0 si ¢ <o, t<1].
Appelons fonctions sommaires restreintes (f.s. r.) celles ou g (¢)=0
si t<<o, t>1 et fonctions sommaires complétes (f.s.c.) celles
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ou g(t)y=o pour t<<o g(t)s£o pour t>1 [exemple : pro-
cédés (A, «), L].

La méthode d’étude des f. s. r. a consisté a transformer une f. s. r.
par une f.s. c. S'il s’agit d’étudier les f. s. c. on usera encore de cette
méthode en transformant une f. s. c. par une f.s. c. Comme il s'agit
d’obtenir les théorémes d’inclusion, on supposera d’abord que,
& étant une fonction sommatoire complete définissant un procédé

régulier (satisfaisant a B, ou B, ), la série Zu/. est sommable par g,
0
ce qui évitera des hypothéses trop restrictives quant  la convergence

(absolue ou non) des intégrales qui interviennent.

Si on veut faire une étude assez complete, analogue a celle qui
fut faite pour les classes &,, on peut se demander par quelle hypo-
these il faudra ici remplacer I’hypothése qui a servi de guide pour
les f. s. r. : g2(t) admet =1 pour zéro d’ordre p. L’¢xemple des
procédés A et L prouve que certainement l'ordre de grandeur
de g(¢) (f. s.c.) pour t =+ interviendra, mais cette hypothese
formulée avec précision ne sera pas suffisante comme le prouvent les
théorémes 34 et 38 [L > (C, p)] puisque pour (C, p) ou (R, 1, p) la
fonction sommatoire est identiquement nulle pour ¢>>1. Faut-il
penser a la répartition des zéros de g(¢)?

Les théorémes 34 et 38, s’exposent trds simplement par cette
méthode (généralisée aux f. s. c.). Un exposé simple du théoréme 33
nous parait souhaitable et possible.

3. Les théorémes taubériens. — On appelle habituellement
théoréme taubérien, un théoréme qui a la forme suivante : si une
série S est sommable par un procédé « et satisfait & une condition C,
(dite condition taubérienne), elle est sommable par un certain
procédé b. On peut dire, reprenant unc expression déja employée
(par exemple par Hardy), qu'un théoréme taubérien pur est un
théoréme de la forme précédente mais ot n’est pas imposée a S une
condition C.

Si, par exemple, on veut sommer une sérieE u;, par (G, p), il

0
Jaut supposer d’abord que u,=o0(n?). CG'est une condition pour
que le probléme posé ait un sens. Il ne faut donc pas considérer cette '
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condition comme une condition taubérienne. De fagon générale ne
doit pas étre considérée comme condition taubérienne toute
condition devant étre logiquement imposéc a la série pour que le
probléme posé ait un sens.

Tous les théorzmes exposés dans les trois parties de ce fascicule
sont des théorémes taubériens purs sauf le théoréme 18. L'impor-
tance de ce théoréme est évidente puisque allié au théortme 21 il
fournit la majoration de u, et les séries ex‘ceptionnelles.

4. Les théorémes taubériens de Wiener. [11]. — L’analogie entre
le théoréme 18 et les théorémes de Wiener nous méne a faire de
ceux-ci une mention spéciale.

L’un des deux théorémes de Wiener s’énonce ainsi (1™ forme) :

W. Soient 9,(t), 9a(t) €L (—o0, + ) (absolument intégrables
sur —ow, + o) et supposons que la transformée de Fourier

—+
de ¢, (t) :f e''*9y(¢) dt ne s’annule pas.
Alors les hypohéses

fﬂm(x_t)f(t)dt;:sfﬂm(t)dz et f(6)=0(1)

entrainent
+» + »
f Pe(z— ) f(8)dt > sf oo (t)dt (1)

Un changement de variable meéne a

%/:’9, (é)j‘(t)dt et ljo'”-twcpl(t)dtyéo.

Une autre forme est obtenue en considérant

j_':wcpi(x——t)da(t) ou £[+”?1 (i)d«(t).

Ces deux formes correspondent a (1.2, rem. 1 et renvoi en bas de

—+ o -+
(') On peut supposetf 9, dt :f 9, dt =1 (Introduction, II, rem. 3°)..

—0
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page). Dans la seconde, les conditions imposées a 9, et ¢, sont plus
restrictives (on suppose, en particuliér, ¢, ¢s continues).

Pour les procédés des classes F, les théoremes de Wiener sont des
cas particuliers des théorémes obtenus (2° partie, I). Leurs démons-
trations, assez longues, usent d’un théoréme taubérien préliminaire

ot l'on suppose que f(x) — f(y)— o quand
£y, Y >+ et x—y-—>0 (y > z).

On peut les présenter d’abord par la méthode exposée. ¢4, ¢2, ¥
appartenant a la classe de fonctions L (—o, +-), on considére :

v —n

[Hwa—t)[f;m(e— u)f(u)du] dt,  f()=0(1)

qui définit
[ a@—nsoa

ol ¢, est le produit de composition de ¢; et ¥ el ces trois procédés
sont réguliers. Si F désigne une tranformée de Fourier on a :

F(92) =F (o) F ().
Si ;—E—:}'—; estla transformée de Fourier d’une fonction$ € L(—co, + ),

le théoréeme W est démontré. Des criteres simples assurant quef—(iz—)

F(e1)
est F suffisent pour les cas usuels (ex. [11], p. 300, sq.). '
L’intérétdu théoréme W estde se contenter de ’hypotheése F (¢)5%o0,

mais il nous parait plus simple de le présenter comme nous venons
de le faire.

Autres problémes.
Nous pensons que la méthode qui a é1¢ employée dans la deuxieéme

partie peut servir a d’autres problémes, tel celui de 'approximation.
Ce probléme, avec un paraméire entier n, peut éire ainsi posé.

SoitZuk une série dont on suppose que le procédé a fournit 'approxi-
0
mation p,, c’est-a-dire que

Ta(a)—>S et |Ta(a)—S|<Len
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La série étant sommable par b, évaluer | T, (&) —S|.
Si on se borne a supposer d’abord que p,= 0O (,Tla) (a>o0),le

probleme précédent nous semble devoir étre utilement dédoublé
ainsi :
10

@ est le procédé de sommation élémentaire T, =S,,;

2° a est un procédé différent de la sommation élémentaire.

En ce qui concerne le premier point de vue les exemples suivants
montrenl comment se présente ce probléme :

n—+1I

ol = O(%); poura —=1,cl= 0(!3%_2> et pour @ > 1, 0, =0 <1) .

. I . So—+... ,
a. Si ,,=O<;;> et si o= Sorte o Su aiors pour a <1,

n n

b. Si S,,=O(%> el si a;=s°+2(i‘__:l';i:_(*_n2_;l)s", alors

2

pour & << 2, a,=0 (%);a =2,0,=0 <]°§n>; o> 2,g;=0(i.>.

n?

Le procédé défini par o est celui défini par g=1—¢t (§=0
pour ¢<<o, t>1), celui défini par o) est le procédé défini par
g=1—0 (g=opourt<<o,t>1).

Le second point de vue est ramené au premier en considérant la
série de a (démonstration du théordme 24, 2°).

Les exemples @ el b sont destinés a suggérer I'idée directrice,
fournie par l'étude de l'approximation des fonctions continues
périodiques [49,50]. Pour les fonctions sommatoires des classes & on
est mené A penser qu'on accroit la puissance d’un procédé g, en
accroissant I'ordre p du zéro ¢ =1, mais pour amcliorer 'approxi-
mation il faut accroitre l'ordre g du zéro t=o pour g(¢)—1.
Ainsi 1— ¢ et 1— ¢? sont équivalents au point de vue de la somma-
tion, mais 1— ¢? peut pour certaines séries fournir une approxi-
mation meilleure que 1—¢.

Dans la théorie de lapproximation des fonctions continues
périodiques f(z), les hypotheses premitres concernent (f(z).
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Ezxemple : 51 f(z)eLipa (o <<a<1), alors les coefficients de
Fourier sont

()i SN—r=0() e« wN-r=0(z):

Ici les hypothéses premitres sont faites sur S, (ez. a et b).
Le probléme de I'approximation méne a des problémes taubériens
dont le plus simple est le suivant : si g est une fonction som-

o
. |V .
matoire etz u;, une scérie sommable par ¢ de somme S et telle

0
que T,(g)~S=0 <,~:;> (a>0), la série converge-t-elle

et dans laffirmative peut-on évaluer S,— S? Ezemple : si

10 .
o,—S=0 (ﬁ) (¢ < 1), onne peut conclure a la convergence de S,

mais si a>1, S,l—S:O<;I—>- I scmble qu'on pourra en

y%—1

introduisant les classes &, , de fonctions sommatoires g suffi-
samment dérivables, admettant ¢ =1 pour zéro d’ordre p, g(¢)—1
admettant o pour zéro d’ordre ¢ (p, ¢ entiers positifs) établir I'équi-
valence entre g€ &F,, et (1—19)” pour une approximation

0 (7:&) (@ << p), ce dernier procédé étant lui-méme équivalent a ce

point de vue a la p"™ moyenne arithmétique du procédé défini
= CZ-_H‘]—I Sk
par ——Hi=L =5
Cn+/
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