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LES PROBLEMES DE TOTALISATION

SE RATTACHANT

AUX LAPLACIENS NON SOMMABLES

Par W. J. TRIITZINSKY
(Université d’Illinais, U.S.A).

Introduction. — Si P'on considére I'équation
% (10.1) VF (2. y) =—f(2, y)
[(#, ¥) sur un domaine ouvert, borné, D, dans le plan U,]

dans la supposition que f(z, y) (réel), unique et fini en tout point
de D, soit un laplacien convenable d’une fonction F(z, y) continue
sur D, et si 'on cherche a construire|F(x, ), étant donné f(z, y),
on sera amené A quelques problémes et méthodes du type qui sur-
viennent dans les totalisations de A. Denjoy (1) [le livre (1) sera
désigné par (D)]; en général, f(z, y) ne sera pas sommable sur D.
Dans le présent Ouvrage, il est supposé que les dérivées premires
bilatérales (uniques)

JF (z, y)’ dF (z. y)

(1e.xa) P %

existent et sont continues sur D. Nous tirerons parti de quelques

(') A. Deniov, Legons sur le calcul des coefficients d’une série trigonométrique,
Parties I, ..., IV, Paris, 1941-1949, p. 1-714, désigné dans le texwte par (D).



2 W. J. TRJITZINSKY.

résultats dans notre travail (2), par la suite, désigné par (T). De
plus, nous sera utile la Note (*) de M. Brelot, désignée par (B). Le
travail (T') et cette ¢tude ne sont qu'un commencement vers la'réso-
lution du probl¢me que nous venons d’indiquer; c’est parce qu'il
faut établir tant de résultats préliminaires.

Dans (1.4)-(1.40). (1.5)-(1.5¢), (1.6)-(1.68), (1.8)-(1.80),
(1.9)-(1.9a) nous étudions la dérivation, sous le signe d’intégration,
du potentiel G(.r, 3) (1.1) et la continuité des dérivées premiéres;
le role de ces résultats est de préciser-les théorémes 5.6, 9.7, 9.11.
9.13 dans (T), se rattachant aux représentations potentielles. Les
formules (2.1)-(2.60) donnent une récapitulation de divers lapla-
ciens; le théoréme 6.10 de (T), [(2.8)-(2.8¢)], signale un rapport
entre la dérivée ordinaire (au sens de fonctions d’intervalle) du flux
®(F|I) (2.7) et le laplacien V° (2.6).

Dans la section 3 se trouvent quelques applications des théorémes
de Denjoy (D; p. 174, 175, 199, 208) aux laplaciens mixtes et a la
fonction o (x, 35 h, k. I', k') (2.1a), de laquelle ils proviennent :
[(3.5)-(3.5b)], [(3.8)«(3.8D)], [(3.10)-(3.11B)], [(3.13)~(3.14a)].
(3.15)]; il y a des résultats ([(3.16)-(3.16a)], (3.17)~(3.170)])
analogues pour les laplaciens spéciaux (sp ¥V, sp V,sp V) et pour les
laplaciens différentiels.

Dans la section 4, on note que le flux ®(I) (2.7) d’une fonction
F (2, x2) sera continu, si F (24, 22) et les dérivées bilatérales D . F,
D, F le sont comme fonctions d’un point (zy, z2), Avec une fonc-
tion ®(I) additive d’intervalle I (mais pas nécessairement un flux)
nous associons une fonction H(4.2) de point; pour que ®(I) soit
continue comme fonction d’intervalle, il est nécessaire et suffisant
que H le soit, comme fonction de point; de la on déduit qu’on peut
appliquer les théorémes topologiques de Denjoy pour étudicr les
dérivés forts (4.4a) de ®(I). Les dérivés @, @, ordinaires peuvent
étre exprimés par (4.8a); si ®@(I) est continu, ils seront de la classe
deux de Baire.

Nous étudions topologiquement les dérivées ordinaires, particu-

(*) W. J. Trurzinsky, Mized laplacians and potential representations (Annali
di Matematica, série 1V, t. 31, 1930, p. 143-230); désigné par (T).

(3) M. Brerot, Sur lintégration de Au(m) = ¢(m) (C. R. Acad. Sc., t. 201,
1935, p. 1316-1317); désigné par (B).
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liers, ﬁ;?"*v"'(lo)tll, Der™*:(%o)®[2,> 0, (5.1)]; ceux-ci sont défi-
nis (4.7a), comme certaines limites de la fonction G (24, z2; T) (4.3 ¢),
dans '’hypothése de continuité de ®(I). On note que, si la dérivée
(unique) Der™*® existe et est finie partout sur D, elle aura la
valeur Der™ *:(2,)® pour Ao >1.

Soit S le segment { oy =z, < Py; asZ 22 = Ba}. La classe (co)
(sur S°, = l'intérieur de S) est formée par les fonctions f(z4, x2),
qui en chaque point de S° sont les dérivées ordinaires (uniques),
finies, des fonctions continues, additives, ®, d’intervalle I sur S
[(6.1)-(6.1a)]. A cause de 'exemple (d) de totalisations, donné par
Denjoy dans (D; p. 443) on voit qu’il y a @ priori, une totalisation
(To), dont les opérations, appliquées a f de classe (¢,), devraient
uniquement produire la variation V(...) (6.1a) de

H(z1, 22) = (I)(I(azl, %y} X1y X)),

ot ®(I) est une fonction d’intervalle, telle que Der™™® = f sur S°.

Dans la section 7, on remarque que tout f de (c,) est nécessaire-
ment de la classe un de Baire. D’ou, pour tout f donné de (¢y)'il
existe un tel ensemble fermé ¥, =S, non dense sur S, que la
propriété (7.2a) est valable. Avec I'aide du théoreme (T; 6.7) de
I'auteur, ¢n écrivant

276(s; @1, 22) = [[ log - dyidys,
£

il s’ensuit que
VoG(s; 21, 22) =— f (), x2)

en toul point de continuité approximative de f(z;, Za) sur tout
segment s, < S°, disjoint de F.

Dans la section 8, nous désignons par (C,) la classe formée des
totales (Ty) f de(c,). La classe (K,) est constituée par les fonctions
F (x4, x2) continues, ainsi que D, F, D, F, telles que pour chacune
d’elles Der®=J(F:1)= f (2, x2) existe uniquement ¢t est fini en
tout point de S0 [J(F:I) est le flux (7.1a)]; les f(x4, z2) ci-dessus
forment la classe[co], € (co), et les flux J(F:T) constituent la classe
[Co], c(Co). Nous, définissons a priori une opération J=*, comme
I'ensemble de procédés (qu'il faut trouver), donnant une solution
F(z4, z1) de 'équation (7.12) J(F:I) = ®(I), pour ®(I) donn¢ de
[Co]; pour un @(T) donné, ces solutions ne different entre elles que
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par des fonctions A (zy, x), harmoniques sur S°; F=J"1Tof+ 4
sur S0, si fe[co] (ici on aura T,fe[Cy], Fe[Cy]). On
remarque (8.5) que VOF (21, 22) =— f(21, x2) sur lensemble A
de points de continuité approximative de f(zy, ) sur S0—F et que
S(®1, a)=Der=J(F 1) partout sur So (par définition); ict f' €| col,
J(F:I)e[Co], Fe(K,). L'ensemble A ci-dessus contient un rési-
duel R de So—F; A est une plénitude de So—F.
‘Dans le théoreme 9. 12 il est affirmé qu’on aura sur o, :

F(ar, 22) = 5= [[ flog 2y, dys+ Quan, 72)
= gy

[o,= somme finie de segments dans S —F; 6,4 S —F pourv— o ;
Q. (x1, x2) harmonique sur o], pourvu que f(z1, 22)€[co] et
F (21, 22) de (K,) soit une fonction correspondant a f(zy, 22). De
plus (théoreme 10.7), si f(x1, z2)€[co] et F(2y, #2) € (Ky) (f, F
se correspondant), si f(z,, #3) est sommable sur ensemble ouvert O,
= S°—F, on aura sur O :

2nF (x4, 22) =ﬁflog;dy‘dy2+ h(zy, x3),
o

& étant harmonique sur O.

Dans la section 11, en supposant que  soit un ensemble ouvert,
borné, et que f(x)[x = (z1, x2)], pas nécessairement de la classe [¢o]
sur £, soit mesurable sur et uniformément borné sur tout sous-
ensemble borné de Q et que f(x) puisse étre non sommable sur Q,
on conclut qu’il y aura une décomposition (théoreme 11.14) :

Sf=F+1Y, fosommable sur Q, ¢ de type-B sur Q.

Ci-dessus « type-B » est selon la définition 14.12 et signifie la
elasse de fonctions continues de la sorte considérée par Brelot
fvoir (B)] dans une décomposition analogue, donnée pour le cas de
fonctions f continues.

Dans le théoréme 12.2, nous prouvons que

V°ﬂﬂ°g;dy=-%ﬂw) (dy = dy, dys)

sur Lensemble A" de points de continuité approximative de f sur Q,
si f est sommable sur  et|f| est uniformément borné sur tout sous-
ensemble fermé de Q. Nous dénotons par Ly({, &) Popération définie
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a la fagon de Brelot, 4 une fonction harmonique (sur &) pres, pour ¢
de type-B sur @, de sorte que V°L.(...)=—4¢ sur Q. Si f mesu-
rable, uniformément borné sur tout sous-ensemble fermé de Q, est

non sommable sur £, nous ferons la décomposition f = fo + (11.14)
et poserons

(12:5a) Talfy 0) = 5 [l folog Ly + Laths );
alors
(12.56) VoT.(f, Q) =— f(x) (sur A%).

Enfin, dans la section 13, se trouve le résultat suivant (th. 13.9).
Dans le cas général de f(z) €[ co] et F(x) € (K,), correspondant a f
(sur le rectangle S° ouvert), sur l'ensemble Q = S*—F on aura

F(z)=T.(f, @)+ Q(2),

ou T.(f, ) (12.5a) corrcspond a une décomposition quelconque
(M.14) f=fo+ ¥, et Q(z) est harmonique sur Q.

Pour démontrer cet énoncé on sc sert du théoréme 14'.9, ou il est
établi que L. (4, &) [# =(21, #2) ; Ls(...) donné dans (13.6-6d),
dans ’hypotheése (11.10')] posséde les dérivées bilatérales. uniques,
dL-"-'("P: Q ) (

oz; -
formule

. . R
(4.1 a) “,f“j G,,(@)dcp:Princ.f
0 []

i{=1, 2), continues sur Q. La preuve de ceci dépend de la

nG(fI))dtb

(P'intégration au second membre étant au sens de valeurs principales),
valable dans les hypothéses (14.1°, 2°, 3°), et des lemmes 14.3,
14.3,14' . 7.

Dans la section 13 nous faisons une revue générale des relations,
valables sur @ = S°*—F, entre les opérations J, J=1, Ty, T, (théo-
réme (18.9), Der®; voir (15.3-3d). On note (18.4-4a) que (lapla-
cien) VoF(x) =— f(z) sur A (= I'ensemble de points de continuité
approximative de f sur Q), si f(z)€{co] et F(z), €(Ko), est une
SJonction correspondante. Ensuite, en supposant que f(x) soit
une fonction particuliére de la classe [co] (sur S°), nous en
dérivons une suite de conséquences nécessaires; la premiére et la
deuxiéme sont décrites dans [(15.4a)-(15.5¢)]; les conséquences
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3, 4, 8 se trouvent dans le texte qui précéde le théoreme 13.12. La
classe [y;] de fonctions satisfaisant ces cimq conditions contient la
elasse [co] [voir le texte depuis le théoréme 18.12 jusqu'a (15.145)].
Nous introduisons certaines oscillations O;, O;,; (18.15a) des fonc-

tions T,(f, Q), (%} T.(f, Q). La sixidme conséquence est que les

limites (18.17) de ces oscillations sont nulles [& comparer avec
Denjoy (D; p. 330-331), & propos de la totalisation simple]. La
signification de cette conséquence estindiquée dans le théoréme 18.21.
La septiéme condition est donnée par (15.21¢). Pour que f soit de
classe [¢o], il est nécessaire et suffisant que les sept conditions indi-
qucées soicent valables ct que le flux ®(I) de To(f, S°) (15.21¢) ait
une dérivée ordinaire, unique et finic (= /) en tout point de Se;
alors F(z) = Tx(f, S°) sera une fonction de (Ky) correspondant
af (de [eo]).

Le probleme du rapport entre f, €[¢,], et F, € (K,), correspon-
dant, n’est encore résolu effectivement que partiellement; c'est-
a-dire, seulement sur I'ensemble & =S,—F (théoreme 13.9).
L’analyse présentée dans la section 15 a pour but de contribuer a la
résolution complete et effective du probléeme.

1. Les dérivées premiéres d’un potentiel. — Soit £ un domaine
(c’est-a-dire, un ensemble ouvert dans le plan Us,) borné; r(z, y;
£, n) = la distance entre les points (z, y), (§, n) dans Us; soient

3=z + iy, I=Et+1iq

les variables complexes, et introduisons les coordonnées polaires
(p, 9) de pole z, de sorte que { =z + pe"e. Considérons le potentiel

a.v G(@, y) = fﬂ F(E n)logr—(z, y; E, n) dz dy,

ou dans tous les cas on suppose que f(&, n) soit une fonction réelle,
mesurable sur Q et telle que I'intégrale (lebesguienne) pour G(z, y)
existe (soit finie) pour tous les (2, y) sur Q.

Hyvornise 1.2. — L’intégrale

A.2d) Sz y) = ﬂﬂ L& m) | 7= (@, ¥ & ) dE b
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existe (esl finte) pour tous les (#, y) sur Q. La fonction d’ensemble
mesurable e, £ Q,

(1.25) p(z h;e)= i |fE )| r—t(z +hy y; & n)dEdn

[e(z, h)=eS(z+k, 2h); S(z+ h, ak) = la région circulaire de
points (£, n), tels que p'=r(x+4, )58, n) ZLah; o< h; o<<a<<i]
tend vers zéro avec m(e) (la mesure de ¢) uniformément par rapport
ah.

La derni¢re partie de I’hypothése ci-dessus peut étre satisfaite en
tous les points z(z, ¥) de Q ou sculement en quelques-uns des
points z; ce qui veut dire que, ¢tant donné &> o, il existe un
d(e) =0(s, ¢) > o indépendant de %, de sorte que

- (1.20") p(z hie)<ce
pour tous les ensembles mesurables e, <&, tels que m(e)<d(¢);

on pourrait envisager une condition analogue se rattachant a I'inté-
grale
(t.2¢)  g(3, k;e)= ) k!f(E, n) [ (@, y + ki §, m) dE dn,
Oﬁ_ elz, k)
e(z, k) = eS(z + ik, ak), S(z+ik,ak)={r(z,y+k;§n)<Lak],
o<k o<a<r).

Hyeorniise 1.3. — Considérons un point z(z, y) de &; W, =1a
partie de Q pour laquelle — ag << 0 = ao (2 une constante positive).
On suppose qu'en ce point z, f*(x, y)(1.2a) soit fini, tandis que
I'intégrale

b
(t.3a) I 178 15 og gy i
[e=r(zy;En); i=E+in=z+peB; b>1]

existe; on peut aussi envisager I'existence de l'intégrale
(1.3b) ”ﬂ | F(E n)lflo&—b-— & d,
Dy, J S e 5T cos0]

ot W', est la partic de  pour laquelle — 2o < 6——% = .
Nous allons démontrer le résultat suivant :

(1.4) S¢lhypothése 1.2 est valable pour (1.2a) partout sur Q.
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et pour (1.2b) en un point particulier z(x, y) de &, en ce point
on aura (1.1)

(da) 26 )= [ 75 ) Jlogri(a, 33 & m) & dn

S¢ la condition relativement & (1.2b) est remplacée par celle se
rattachant & q(z, k; e) (1.2¢), on obtiendra

d
(1.4b) @G<w,y)=ﬂgf<s, n)%logrl(x,y; §, m) i dn.

Ci-dessus il s'agit vraiment de dérivés droits uniques; on aura
la dérivée unique brlatérale - G(z, y), représentée par le deuzieme

membre dans (1.4a), si aux conditions déja indiquées on ajoute
une condition ayant rapport a une intégrale (1.25), ou I'on a rem-

placé x +h, z+h par x—h, z—h [nous faisons une remarque
d
semblable pour P G(=, y)].

En écrivant

) Fan=F@ = [[f@lgtydidn  f©)=/ ),

on note que G(z, y) =R{F(z)}, R{...} désignant la partie réelle
de {...{. De plus,

() FUF G+ —F@)]+ [[ L2 dyan= [ 70 maa, ) i,
ou

z— I
z+h—§+z—C_>°’ avec h.

wh(2 L) = 7 log
On obtient
CN 1 cos b
(30) Wz, L h)=2t(z, y; E m h)=R{w(30)} = E_l-'g(h)—-(’_
(—>oavec k), &(h)=log[p2(p2— 20h cosb + A2)—1].

Or le second membre dans (1.4 a) est identique &

ﬂof(c)‘ﬂz_“dsdn=_n{£%dedn;,.
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p=r(z, y;E n); donc, en prenant la partie réelle dans (2,), on
déduit que

IZ[G(w + h, ) — G(x, y)] — le second membre dans (1.4a)
= [[ 705 0 & an

De 1a, le résultat (1.4)-(1.4a) sera établi, si 'on montre que
o) tim [l 7@ e(a, & @t an= [ ) lime(s, T Wdtdn (= o)

Pourp=|z—¢|>2h,onahk|z—|t<<27 et (20)

hth(z’c)=—l°g[l+z-}il;]+z_h;c=(zizg)28’ [8]<1:

~ donc (30)
(50) |4(5, C; h)| < | Ta (3, z;>|<5’;<3§1

pour {(&, n) sur &= Q —QS(z, 24).
Considérons la région

(60) S, =8S(z,2h)—S(z, ah) —S(z+ h, ah) (0<¢<%);
sur S}, on a
ah<pLarh, ah<g L3k, §<-PP-,<§

[e'=18—(z+ k)| =r(z+h, y; En)];
donc (3,) :

(70) izt h)<

1 1 3 1 c
4+ = —log- 4+ — — sur S}
P < h ga P < P ( h)!

logg,

ot =1+ 2 Iogg- Quant a S(z, a/4), on y obtient

G—whzpstrah  1<E ZG+a);
d’apres (3,),
ple(s C; h)|é%log%+lé%logl(1+a)§]+l;
icip=hp > a *(>2), et le second membre ci-dessus ne dépasse
pas ¢’ 1, ol

¢"=max(a—'<p <+oo)£log(l+ a)e;
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de la
(80) |2(z, &}

5 [sur S(z, ah)].

En considérant S(z + 4, ak), on trouve que E- >ret

pLah, (1—n)hZLoZL(1+a)k; (ax=k,

d'ont (3,)

logpl—log = < log

' ¢ ' 1+ a)h a
p'lt(s & h)| < ZIO Pﬁ,-‘w}-%é%]og(——;,—) +
' h 1
V= -
3 o

donc

(90) |38 h) <

co
G

'] A
o 0= c¢"+ T— [sur S(z + A ,ah)],

ou c” est le nombre introduit ci-dessus.
La signification de (30), (70), (80), (90) est qu'il existe une cons-
lante ¢, > o, indépendante de £, telle que

s |t(z, ¢ k)| < 2 [sur Q pour p_l(.z‘+h,y,E,’r])>ah],
(100) P
( [2(2, §; R)] < (pour p'Lak).

Soit € un ensemble mesurable, quelconque, < Q. En nous rappe-
lant la notation dans (1.25), en vertu de (10,), on obtient

(110) he=

S rous G agan

< J[ V@1t 5w = e [

e—e(s,h) e(z,h)

P dt dn dEf’n
=co£_e(z’mlf(C)l———+Co I, 1ro1%

e(s,h
zeo f[17@IED +eop(s, i e)
[e=r(z7;E )]
A.cause de hypothése dans (1.4)-(1.45), on conclut (1.25') que
(5 s )< o=

pour tous les ensembles mesurables e, <, tels que m(e) < 3o(¢),
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do(e) (> o) étant indépendant de % (o << h = /,); d’autre part, en
vue de l'existence de I'intégrale f*(z, y) (1.2), on aura

JranER <

2¢,

pour tous les e, <R, mesurables, avec m(e)-=di(e)(>o0), on

d1(¢) est indépendant de k Par conséquent (11,),

(120) el €

pour tous les e, ZQ, ayant m(e) = d(¢), ot le nombre
3(e)=min[do(¢), 8,(e)]; > o,

estindépendant de h. Cest-a-dire, 'absolue continuité de la fonction
additive d’ensemble mesurable e,

Jrwecs, o myagan,

est uniforme par rapport a . Donc en vue d’un théoréme connu sur
le passage a la limite sous le signe d’intégration on justifie la
formule (40), ce qui démontre le résultat voulu (1.4)-(1.4a); la
preuve de (1.4)-(1.4b) se fait d'une facon toute semblable.

(1.5). Silintégrale f*(z, y) (1.2a) existe en tous points de
et si, pour un point 3=z, y) = x + iy donné sur Q, on a

(1.5a) lim [fE | (@+hy;En)didri=0 (0<a<1,h>0),
>0 Vg s h an) .

alors en ce point on aura (le dérivé droit, unique)
1.5 ? Gz, y)= 9 Yogr—i(@, y: % n) dE dn;
(1.56) Jz (x:])—.J;f(Ea "l)ﬂ ogr-¥(z, y: & m) N3

ily a un pareil résultat pour z_’ﬁ(;‘/,_y_) (le dérivé droit, unique);
29—%2’3—/) dans (1.5b) sera la dérivée unique, bilatérale,

si a la condition (1.5a) on ajoute

de plus,

(1.5¢) lim f&m)|r@—k y;§ mdidai=0  (k>o0);

1
k>0 g5 ak)

une remarque semblable est faite pour la dérivée olG%’-z—)
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En effet, soit
t(5,{; h)=12(3,8; h) [sur @'=Q—S(z+h,ah)], =o, [sur S(z-+k,ah)];
on aura (100)

G, G W] 21802, Wm0, aveshy  an(s 5 <2 (surd)
ol p=|z—¢|; or

Jiroteaan<e,
vu I'’hypothése; donc
i&":ﬁ;‘fml | o(2, L5 h)dE dn = o:

d’autre part (10),

jgf(w(z,c: h)dEdnl
=l[gf(c>zo(z,c;h)d5dn+ F(Q) ez, L Ry dn

S(z+h,al)

éﬂlf(mnto(z,c;h)ldsdw GO

S{z+h,0 k)
[e'=r(r+h,y; &)

d’oui dans la condition (1.5a) on aura
tim [ A0e(a, & i =o;

c¢’est-a-dire, (40) sera valable; d’ou le résultat voulu pour le dérivé

(unique) droit ——2- G(x’ 7). Le reste de (1.5)-(1.5¢) est établi de la

méme facon.
Nous allons maintenant démontrer le résultat suivant relativement
a la dérivation du potentiel G(z, y) (1.1).

(1.6). Si Uhypothese (1.3) est valable, soit (1.3 @), en un point

donné z = (z,y) de 2, en ce point on aura

(6a) 6 )= [[ & ) logri(a, yi, m) e dn

dans le cas ou la condition relativement & (1.3 a) est remplacée



PROBLEMES DE TOTALISATION. 13

par celle en rapport avec (1.3 b), au lieu de (1.5 a), on obtiendra

(1.6 b) £G<”’”=faf“’ n) g logri(@, 3 b, ) .

Nous faisons ici une remarque analoguea celle suivant (1.4)-(1.4 ).
Dans les conditions indiquées, 9G[9GY o5t le dérive droit unique.
dz | dy

% dans (1.6 a) sera la dérivée (unique) bilatérale au point z(x,y)
considéré, si a la condition relative a (1.3 @), on ajoute la condition

_b

I
[ 176 )13 log iy dedn < =,

ou W2 est la partie de Q pour laquelle — oo = 6 —m = g (20 > 0)
lu’ne pareille condition suffira pour I’existence de la dérivée (unique)
bilatérale 95 ] .

Y

La relation (1.6 a) s'ensuivra si U'on démontre (40). Nous avons

encore les inégalités (100); la seconde sera remplacée par une autre.
En vue de (30), sur S(z + &, ah),

ple(s, G h)| =

—hp—logﬁ, — cos B éﬁlogg, +Ié(1+a)log£, “+1;
h™°p P P
or
o'=[(h—pcosl)+ p2 sin*ﬂ]%ép | sin @ |;
d’ou

a T
|l(z,C;h)|é?°log-l-;in—o| (dp = const. > o),

sur S(z+ h, ah) (o<a<§); de plus (100), [£(...)}<<cep™
hors de S(z + &, ah); donc

]t(z,’;;k)l<%log—l-;i%§-i- (dy = const. >0, b >1)

sur W ('hypothése 1.3), pourvu que le nombreix, employé dans la
définition de W soit tel que W, S(z + A, ak); on peut prendre
sin &g = a; enfin on conclut que sur Q on a

Cop~1 (sur @ —'W;),

e il PYSTHEL IS
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pour toutes les valeurs o << h < hy; ici le second membre §.(Z, n)
est indépendant de %. Dans 'hypothése 1.3 [l'intégrale (1.3 a)
supposée existante] la fonction | f(E, n)|¢.(§, n), indépendante de
h, est sommable sur &, par rapport a (£, n); d’autre part ( 13,).

[f Q) ez & A <15 ) [ bs(E ) (sur Q).

Donc le passage a la limite dans (4o) est permis; ceci démontre
(1.6 @); le reste de (1.6)-(1.6 D) est établi pareillement.
Considérons, par exemple, le second membre dans (1.4 &), (1.6):

.7 Qe )= [ 5 0 ogr (e 7 )

Nous allons démontrer le résultat suivant :

(1.8) L'intégrale Q(z. ») (1.7) représentera une fonction
continue en un point s = (x, ') = x + iy donné sur Q, pourcu que

S SV TR B 1 (91
rran=r@=[f Lapdin= [ L0 ddn <

(E=E+imn)

(1.8a)

en tous les points de Q et, étant donné un ¢, > o, quelconque, on a

w(z,2'; €) j 'fé,z)'dsdn<s
1.85 eenen T
¢ ) [e'=r(@,yi6n)=13"=3|, s=2'+iy, r=|z—2'|
e(s',azx)=1¢e8(35,ar), o <a<1]
pour tous les ensembles e, =~ Q, ayant la mesure m(e) <8 (e), o 8 (¢)
est positif et est indépendant de ' [3 (&) pourrait dépendre de ).
Les conditions ci-dessus seront.satisfaites, si pour un p> 2,

J? est sommable sur Q.

En vertu de la remarque qui suit (3o) on a

f“’dsdn}, | Q(w',y'>=—“§ IC), 2 o s
- Q%

Qe 1) =—r{ [ L5
de la
() 120 9= s 1 =| L Aon{ =i | o]

< ]Q!fmp—,;dsdn.
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Pour{=(§,n)=E(+insur Q@ =Q—S(2,ar),onap >aret

r

5 ;
(15) 7r <

RI=
O |-

tandis que sur S (7', ar), p> (1 —a)ret

r 1 1
(160) p_';él-—a‘;'.

Donc, avec la notation dans (1.80) :

(170) f|f(t>1§d&dn

__.f +ﬂ
eQr e(z*,0r)

, 11 11 ‘
éEQIIf(Z)I; pEanefl O
éil|f(t)]%d§dn+ L w(z, 5 €).

Grice a l'existence de I'intégrale f*(z, 5°) (1.8 a) et de la condition
(1.8b), étant donné e > o, il existe des nombres 3, (¢) > 0,82 (¢) > o,
indépendants de ', de sorte que :

iﬂ[f(?;)[%didn< -;- pour tous les e, < Q, avec m(e) L 8;(¢);
e

1
I—-—;w(z, 3;e) > % pour tous les e, < Q, ayant m(e) < 82(¢);

ainsi (17,)
ﬂ‘lf(t)|rrpdsdn<e pour e, < Q, de mesure < 8,(¢),
e

out Jo(e) =min (64(e), 82(e))>o0 est indépendant de z'. Cela
signifie que la continuité absolue du premier membre ci-dessus,
considéré comme fonction d’ensemble mesurable e, est uniforme par
rapport a z' (pour le point fixe z, donné sur Q). Donc pour (14,), on
peut passer a la limite sous le signe d’intégration, obtenant

lim | Q(, ) — Q& )| =4,

ce qui démontre (1.8) — (1.8 b).

MEMORIAL DES 8C, MATH. — Ne 125, 2
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(1.9) L'intégrale Q(z, y) (1.7) représentera une fonction
continue en un point z donné sur Q, si Uintégrale f*(z,y) (1.8 a)
existe en tous les points de Q, tandis que

(1.9 @) limﬁ M(&dﬂ:(} (r=lz—7,o<a<r);
3>z gz, ar) v

les hypothéses ci-dessus seront valables, par exemple, si f° est
sommable sur & pour un p > 2.

Pour établir ce résultat, considérons la fonction

q9(3,3,8)= p'—rp [pour { =(§, ) sur @' =Q — S(z’, ar)],
= o0 [pour § sur S(z', ar)l].

On remargue (154) que

(80) ¢(3 5, D)< >0 avecr; 9% & n<; % (sur Q).

D’autre part ( 16,),

(190) ﬂ(;lf(t)[g,r—?dEcm
’ r
—fglf(t)lq(z, ¥, Ot dn+ _ﬂsmmlf(C)lﬁdEdn

: _r x
2 [f1r@iats s dans 2 1501 ] @
Ol‘ (180)
lim |90, 5, D=0,  1fO]ets 2, 0 <1 LEL,

le dernier membre ici est indépendant de z' et est sommable sur Q

[Yhypothese dans (1.9}]. De la, en revenant & (1go) et en se servant
de (1.9 a), on obtient

L r =o0.
LI ALGIFAELEL
Enfin (14,), il s’ensuit que

zlf;';,lQ(x, ) — Q& ) =o

Ainsi le résultat (1.9)-(1.9 @) a été démontré.
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Remarque 1.10. — Les résultats (1.8)-(1.86), (1.9)«(1.9a)
resteront valables, si I'on y remplace Q(z, ) par la fonction dans
les seconds membre de (1.45), (1.6b):

(1.10a) P(x,y)—[f(e,n) ) Jogr—t(@,y; & ) dE dn;

plus généralement, ces résultats obtiennent pour la fonction

_ f(ﬁ, n) :
(1.105) (2, y) fr(w’y P G dn
Remarque 1.11. — Les méthodes utilisées jusqu’ici peuvent étre

appliquées_dans la théorie des fonctions d’une variable complexe z
pour étudier la dérivabilité et la continuité des intégrales Lebesgue-

Stieltjes :
duler)
j‘logc dH(eg% .[(C—z)"

(une détermination convenable delog . . .; un entier n> 1). Celles-ci,
contenant le noyau de Cauchy ou les dérivées d’un ordre quelconque
d’un tel noyau, ont une importance naturelle pour la représentation
de diverses classes de fonctions, qui peuvent étre non analytiques,
d’une variable complexe.

. Les résultats ci-dessus sont utiles pour préciser les théorémes
5.6, 9.7, 9.11, 9.13, qui se trouvent dans (T) et qui, dans certaines
conditions, donnent des représentations potentielles

F(z, y)= EIEG(‘“J.}’)""I‘(“’"}’)»

(1.11)
I
= 1) log ———— dk di,
| 62,0 = [ F6 ) log ey e
F dF IF . e
(#,y)étant donné sur 2, F, -—, 2’ 3y étant continus sur Q; ici f(g, )

est la dérivée ordinaire (au sens de dérivations de fonctions d’inter-
valle) du flux

(t.r1a) ®(I) =f %‘F(m, y)ds(z,y) (la normale intérieure)
1Y)

atravers la frontiere (1) d’intervalle I. 1! faut admettre la possibilité
d’existence d'un ensemble singulier ( fermé) F,, ZQ, dela fonction
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condition qu’en tout point (2, y) d’ensemble ouvert @ —F, on a, a
la fois;

2800 2) - [ s ros p i,

(1°)
dG(a:,@)
25(x, v) ﬂfd‘-;log d din

(les dérivées uniques bilatérales);
(2°) Les seconds membres dans (1°) sont continus en (z, )°).

F; sera vide, si|f(&, n)| est borné sur Q. Dans le cas, ou f(£, n)
est la dérivée ordinaire (unique, finie) du flux @ (I) (1.11 @) en tout
point de &, on verra que f(Z, n) sera de Baire classe un; dans ce cas
il existe un ensemble fermé ¥y, =, non dense sur Q, de sorte que
| £(E, m)| est uniformément borné sur tout sous-ensemble fermé de
Q—F,; les conditions (1°), (2°) seront valables sur I'ensemble
ouvert @ —Fy; ainsi F, < Fo; h(x, y) dans (1.11) sera harmonique
au moins sur Q—Fo(ZQ—F;); alaide des résultats (1.4)-(1.4b),
(1.5)-(15¢), (1.6)-(1.6b), (1.8)-(1.8b), (1.9)(1.9a); généra-
lement on pourrait remplacer 'ensemble & —F par un autre, plus
étendu.

2. Les laplaciens. — Les laplaciens miztes [T; (2.2)~(2.2 a)],
sup., inf., unique d’une fonction continue F(z, y), (2, y) repré-
sentant un point dans 'ensemble ouvert, borné D dans le plan U,,
(2.1) VF, VF, VF,
sont les limites sup., inf. et unique, pour 4, k, &' K'(>0)—+o, de

(2.1a) w(h, k, W, k)
2 [F(:c-t—h,y)—F(x,y)_F(x,.V)—F(w—k,y)]
k

h+ k h
2 F(w,.?’+h')—F(x,.7)‘___ F(z, y)—F(z,y — k)]
R+ Kk i3 k'

(¢f. [T; (2.2)«(2.2a)]). Supposons que |F(x, y)| est borné sur
D. On aura toujours A, A, k', k' > o0. Les laplaciens généralisés
(de Zaremba), sup., inf., unique,

(2.2) VF, VF, VF,

s'obtiennent quand ci-dessus on pose h =k =A' = k'.
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Les laplaciens spéciauz, sup., inf., unique, sont les limites sup.,
inf., unique (selon le cas) de w(h, k, k, k) (2.1 a) :
spV F(z,y)= l/f_lfw(h’ k, h, k), sz F(z, y) = _1_111_ w(h, k, k, k),

(2.3) _
sp VF(z, y)(unique) = limw(A, k, A, k) (si spV =sp Y)

(¢f. [T; (4.1a)-(4.1¢)]). Lorsqu’en un point (z, y), F(z, y)
posséde les dérivées finies, bilatérales (uniques) D.F(z, y),
D,F(z, »), éerivons

(2.4) Qu)=9(z,y;u)=

2 [F(x+u, y)+F(x,y+u)—2F(z, v)
u ©

— D, F(x,y)—D, F(z, }‘)] .

Les laplaciens différentiels (sup., inf., unique) sont

V'F(z,y)=limQ(x), V'=limo(u),
(2.4 a) “ u

V' (unique) =lim@(u)  (siV=V"),

a ici restant positif (¢f. [T; (4.2)-(4.3a)]).

Si les dérivées (par rapport aux z, y) finies, bilatérales (uniques)
existent en (z, y) et dans un voisinage (ouvert) de (z, ') nous
définissons

(2.5) T(F;u)=T(u)= E‘[DxF(wﬁ— u, y)+DyF(z, y +u)
— Dz F(2, y)—DyF(z, y)]
(u 5% o réel, de signe variable ou non); .

T+(2} y) =Tm T(A) (k> o),
(2.5a) T~(2, ) =T@ T(— &) (k>o0),
I"‘(.Z‘, y)= Ef_lT(h)7 I—(xi ») =!i_m_T(""k);

{ D'=D"(z, y) = max { T+(z, y), T-(z, ¥)},

(2'5b) 5" = §" (=, y): min {I+(w1 .7)) I—(z’ -7)}’

alors [T; (4.15)]
(2.5¢) ¥ spA_V_F(x,y)éspVF(.z', y)y<D";

des lors, si la limite unique

(2.6) lim T(F; u)=VoF(z,y) (ude 'signe variable)
u .
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o

existe (ce qui nous donne ¢’ = D"), on aura
(2.6a) VoF(z, y)=spV F(=z, y)

[dans Phypothese faite dans le texte qui précede (2.5)]; ¢", D" sont
une sorte de laplaciens extrémes; dans les conditions indiquées, vu
le théoréme 4.5 de (T'), on aura

(2.6b) VoF(z, y)=Y"F(z, y).

Soit I un intervalle (un rectangle ouvert), (I) sa frontiere. Le flux
de F autour de (I) est

(2.7)) <I>(F!I)=!I>(I)=f)%F(x,y)ds(x,y)
(1

[normale intérieure en (z, y), sur (I); ds(z, y)=Vélément de
longueur], si 'intégrale au dernier membre a un sens.
Selon le théoréme 6. 10 de (T) :

Si dans un ensemble ouvert w =< D :

(2.8) F(z,y), D.F(x, y), D,F(z, y) sont continus sur ;

(2.8 a) le flux ® (I) (2.7) est absolument continu dans », comme
une fonction d’intervalle I (Z w);

(2.85) Der»r® (la dérivée ordinaire de fonction d’intervalle)
existe et est bornée sur une plénitude w,, de w, alors on aura

(2.8¢) Derxy® =—VoF(x, y) [le laplacien Vo de (2.6)]

sur la plénitude wjw, de w, w, étant I'ensemble de la continuité
approxzimative de Der*y ®.

Dans I'épreuve du résultat (T;9.3), il a 616 noté que les hypotheses
des théoremes (T;9.1-9.2) entrainent les conditions (2.8), (2.8a),
(2.80); des lors dans les hypothéses des théorémes (T; 9.1-9.2),
ona

(2.9) Derzy® = — Vo F (z, y)

sur une plénitude de U'ensemble ouvert considéré.

3. Propriétés topologiques se rapportant aux laplaciens mixtes, etc.
— On parle toujours des ensembles parfaits P qui se trouvent
dans D (ou un autre ensemble ouvert, borné, connexe, que nous
appellerons domaine). U, (entier p > o) dénotera l'espace de p
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dimensions. On a D dans U,. Soit X'= (z, y) un point variable sur

P et T= (k, k, &', k') un point variable dans 'ensemble e, défini
par des inégalités ‘

(3.1) o< h<Lh,, o < k < ko, o<l h=hy, o< k<LK,

Le point To(o0, 0, 0, 0) est étranger & e; T, est un point d’accu-
mulation de e; Yensemble e est dans Vespace U,. Considérons la
fonction (2.1 @)

(B.1a) Y=f(X,T)=w(z,y;h, k k', K)=w(h, k, &, k).

F(z, y) étant continu en X = (&, y) sur P (Fétant sur D > P), la
fonction f(X, T) est continue en X (sur P) pour chaque position de
T(h, k, ', k') sur e. Soit

(3.24) { h(X)=Vensemble des valeurs-limites de f(X, T)
2a
(quand T, €e, - Ty);

h(X) est un ensemble dans I'espace U,. Les éléments extrémes de
h(X) sont les laplaciens mixtes, sup. et inf., de F :
VF(z,y)=limf(X, T) (T, €¢, >To),

(3.2b) {_ —
VF(z, y)=limf(X, T) (T, € e, >Ty). -

Il a été montré dans (T; 4.17) que correspondant a tout nombre y
entre VF, VF, il y 2 une suite des éléments (kn, kn, &', k') (nombres
positifs ), de sorte que

(&, ¥; hay kny By, Kp) > (avee hn, kyy by, K, — 0)
(c’est-a-dire, y est un laplacien mixte moyen). Cela étant pour chaque

VF (=, y) <Ly L VF (2, y) [X= (=, y) fixe sur P], on conclut que

lensemble h(X) (3.2a) est un segment linéaire (dans U,). Soit A
(fini ou infini) donné.

Supposons qu’il y ait des points
(3.2¢) ap= (ap, Br) (n=1,2,...) e P,
partout denses sur P, et des points

(3.24d) n="(hny kny hp, kn), E€e, _*To(ba 0, 0, 0),
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de facon que
(3.3) Oubien Y,=f(an, Tn)= w(an, Bn; ka, kn, hpy kn)—>1;

(3.3a) Ou bien TimY,<) (fini);
n

(3.38) Ou bien l_i_m_Y,,;)\ (fini).
n

Alors, en conséquence du théoréme général topologique (direct)
de A. Denjoy (D; p. 174, 175), il y a un résiduel R de P tel que en
tout point X de R, on a :

(3.4) h(X) contient A [cas (3.3)];
(3.4 a) Télément inférieur de A (X) est <2 [cas (3.3a)];
(3.4 b) V'élément supéricur de A(X) est X A [cas (3.3 )]

~ Cela signifie que, pour (z, y) sur R<P [dans I'hypothese
(3.2¢), (3.24d)], dans les trois cas respectifs (3.3), (3.3 a), (3.3b)
ona

(3.5) YF(z:y)é)‘éVF(x’ rh

tandis qu’un laplacien mizte moyen V'F(z, y) =1;

(3.5a) VF(z, )<
(3.50) AF(z, )0
Employons la notations PE(X|...) pour dénoter 'ensemble de

points X de P pour lesquels la condition ... est valable. Soient H,
H,, H, les ensembles
H =PE (=, y |YF (2, 7)< <VF(z, ¥)) (O fini);

(3-6) {Hy=PE(z, y|VF(z,y)>)) (A >—);
H:=PE(z, y|VF(2,y) <)) <+ ).

Par le corollaire de (D; p. 176) :

(3.6 @) Quand lU'ensemble H (ou Hy, ou Hay) est partout dense
sur P, cet ensemble H (ou Hy, ou H,) est un résiduel de P.

Comme dans le cas des nombres dérivés seconds généralisés
[¢f. (D; p. 195)], on obtient le résultat suivant [une conséquence
de (3.3)-(3.50)].
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Soient les @, = (a,, B,) sur P, sans 'hypothese d’étre partout
"denses sur P; considérons les trois cas :

(3.7) Yu=0(an, Bus hus kuy by ki) >3 (pour  hy, ki, ki, k), positifs - o);
(3.7a) TimY, <%  (fini);
n

(3.78) lirEY,,é)\ (fini).

Suposons que tout résiduel de tout ensemble parfait contenu dans P
contienne des points (x, y) de fagon que :

(3.8) A<VF(z,5) ou VF(z,y)<) [lecas(3.7)];
(3.8a) L VF(z,¥) [le cas (3.7 @)];

(3.85) VF(z, y) <X [le cas (3.75)].

1l s’ensuit que nécessairement les @, = (an, 3,) sont clairsemés (non
denses sur tout ensemble parfait, selon la définition de Denjoy).

A cause du théoréme topologique inverse de A. Denjoy (D; p. 199)
le résultat suivant s’ensuit.

Avec A fini ou infini, considérons les trois cas, vérifiés en tout

point (z, ) [=X]de P :

(3.9) unique VF(z, y)=1;
(3.9a) VF(z,y)<  (fini);
(3.9b) VF(z, y)>)  (fini).

Alors, étant donné ¢(>o0), il y a un ensemble K(P, ¢) (pouvant
¢tre vide), ferm¢, non dense sur P, tel qu'a toute proportion w de P,
disjointe de K (P, ¢), il correspond n(w,-€) > o de facon que, si

(3.10) 0<h, k, h’, k< Tl(ay E)’
pour (z, )’) sur ® on aura

|w(x, y; hy by By K)— 2

<e (X fini),

(3.11) w(...)>§ (A =+ ), m(...)<——-;— () =—w)

[dans le cas (3.9)];
(3.11a) w(ax,y;h, k, A, K)<A+¢e [denslecas (3.9a)l;
3.11d) ow(x,y;h, kW, E)> h—e [dans le cas (3.9 &)].

Un autre théoréme topologique, inverse, de A. Denjoy (D; p. 208,
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209), se rattachant aux inégalités ouvertes, nous donne le résultat
suivant.

Envisageons les cas, vérifiés en chaque point (z, y) de P :

(3.12) VF(z, ) <% (—o <AL+ ®);
(3.12 ) VF(z, y) > (—o LA <+w)

Alors il existe un ensemble fermé K (P) (pouvant étre vide), < P,

non dense sur P, tel qu'a chaque portion » de P, disjointe de K(P),
correspondent des nombres

1(w), n(w)  (positifs, finis),
de fagon que, si
(3.13) o< h, kI, K< n(w),
sur , on aura

o(@,y; h, k, B, K)<:—y(w) (X fini)
ou
(3.14) (2, 35 by Ky By K) < —= (h =)
1(w)
[dans le cas (3.12)];
w(@,y; hk B, K)>+7(w) () fini)
ou

(3.14 a)

w(z, y; h, £, hv,kr)>_:rﬁ (A=—w)

[dans le cas (3.12 a)].

A Taide des théorgmes topologiques inverses dans (D), on obtient
le résultat suivant.

(3.15) Posons que sur Uensemble parfait P(<<D) unique
VF(z, y), fini, existe; alors il y a un résiduel R de P, en chaque
point duquel VF (x, y) est continu spécialement & P.

En effet, en suivant les proces de (D; p. 212, 213 ), notons que

Y=u(X;T) ([X=(2,7)eP;T=(hk k,K)ee]

tend vers VF (X)) [limite unique, finie, vue I’hypothése dans (3.15)],
quand T —T,= (o, o, 0, 0); soit v l'ensemble des éléments
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7= (T.Ty), o0 T, Ty = (hy, ki, k', k') sont des points de e; posons
7o = (Te, To),

= — =0, =la distance de T A to]=h + k 4+ A 4+ k' + by + ky+ B+ K,
[0<h’7 <o Ry h<Lho, ..., KL Kky; hy < ho, --‘a.k’lék;)];

en conséquence de Y tendant vers VF(X) (sur P), la fonction
SX, ) =lo(X; T)—w(X; Ti)|

{continue en X sur P pour tout r €v) tend vers zéro (X étant sur P)
quand 7, €v, — 7. L’hypothese 1° de (D; p. 199) a lieu, avec 2 = o;
on conclut qu’il y a un ehsemble K (P, ¢) (pouvant étre inexistant),
fermé, non dense sur P, de sorte qu’a toute portion w de P, disjointe

de K(P, ¢), il corresponde n(w, ¢), tel que les inégalités

(1) o<h, k, K, K, hy, ki, Ry, Ki<n(w,ce)
entrainent
(2) lo(Xs T)—o(X; T)|<e [Xew].

Laissant Ty (&4, k1, A", k})->To(0, ..., 0), on obtient
(3) lo(X; T)—VF(X)|<e  (surow),

quand o <<k, k, A, K'< n(w, ¢). En notant que
|VF(X')—VE(X)| < | VF(X')—w(X'; T)]
+[oX; T)—o(X; T)[+]o(X; T)— VF(X)],
avec X, X' sur , d’aprés (3), on obtient
|[VE(X)—VF(X)| g2+ |o(X; T)—o(X; T)|;
w(X; T) (T fixe sur e) étant continue, comme fonction de X sur P,

on en déduit

(4) Iim |[VF(X') — VF(X) | < 2¢,

quand X', € w, - X, » étant une portion quelconque (de P) dis-

jointe de K(P, ¢); prenons ¢ = ¢, > 0, —>o0avec ]—I,; on en conclut (4)

que Voscillation (sur P) de VF(X) en chaque point de résiduel
R=P—2K(P, ¢)
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de P est zéro. D'oit le résultat (3.15); on obtient aussi par I'appli-
cation du théoréme direct de Baire (sur des limites des fonctions
continues).

Des résultats des types [(3.5)-(3.5b)], [(3.8)~(3.858)], [(3.10)-
(3.110)], [(3.13)-(3.14a)], [(3.15)] ont lieu aussi pour les lapla-
ciens (extrémes et uniques) spéciaux et généralisés des fonctions
continues F,

(3.16) spVF, spVF, spVF, AF, AF, AF
[voir (2.2), (2.3)], ainsi que pour les fonctions correspondantes

(3.164) { W (@, y; hy &y by k) =w (2, y; h, k),

o(z,y; hy hy hy Y= w(z, y; h)
(d’ou proviennent les laplaciens indiqués).
Cela devient manifeste si I’on reprend les développements ci-dessus,
remplacant l'ensemble ¢ (dans U,) (3.1) respectivement par les.

ensembles
e{o<hého,q<kéko}, e{lo<<h=Zho},

qui sont dans les espaces U,, U,.
F (z, y) étant continu dans le domaine (ouvert, borné, connexe) D,
si les dérivées (uniques, bilatérales)

(3.17) D.F(z, y), DyF(z,y)

sont continues sur l'ensemble parfait P ZD, des résultats de la
sorte obtenus ci-dessus auront lieu pour les laplaciens différentiels
(sup., inf., unique) (2.4a) V'F, V'F, V'F, ainsi que le laplacien
unigue VOF [(2.6), la limite ici étant supposée unique |; dans ces
cas il s’agit aussi de propriétés des fonctions, continues sur P,

B.aya) Qz,y; u)—:[ (Fz+u,3»)+F(z,y +u)—2F(z,5))
| —DeF (5, ) =Dy F(@,0)] (w>o)

(3.176) T(F; u)=T(a, »; u) = -:;[DxF(x+ u, y) +D,F(z, y + u)

— D F(z, y)— D_}’F(.t, }’)]
(u, # o, de signe variable)

dans le cas (3. 17a).(rattaché aux laplaciens différentiels) I’ensemble
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est {o<<u < u, |, T, étant zéro; dans l'autre cas 'ensemble e est un
segment d’extrémités — uo, uo(>> 0), privé du point zéro.

Soit 6 un nombre positif, Dj la partie du domaine D a distance 9

de la frontitre de D; soit P, < Dj, un ensemble parfait; posons
b(u) =4(—u),

croissant avec u pour u€ef{o<<u0,}, 0< 0p<<9, y(o+)=o.

Pour (x,y)e€P et uee définissons

(3.18) S(@,y;u) = qT([u—>[(F(x+tl,9')+F(x—u,}')—zF(w,J'))
+ (F (2,5 + )+ F (&, y — u) — 2F (@, ))];

les points (z *=u, y), (x, ) == u) seront tous sur D;_s; pour toute
valeur u fixe sur e, S(x, y; u) est continue comme une fonction
de (%, y) sur P. F(z, y) étant continu sur D, |F(z, y)| sera borné
pour (z, y) sur Ds_s,.

Supposons que

(3.18a)  max [S(z,y;u)|=A(2,y)<+= [(zy)€P]

G2u>0 .
Comme dans un cas analogue dans (D, p. 219), cette hypothese
équivaut & dire que
(3.18b) Tm |S(2, y; u)| <+=  [(2,7)€P].

u .

En appliquant le théoréme topologique de (D; p. 208), 'hypo-
these 1° de ce théoréme élant satisfaite par

IS(z, y; w) | [(#, y) =X, u=T,e={o<u<Ldi],
avec A =+ o0, on conclut qu'il existe un ensemble fermé K(P), =P,

pouvant étre vide, non dense sur P, tel qu'a toute portion w de P,

disjointe de K (P), il corresponde un nombre A(w) (> o, fini) de
facon que

(3.18¢) CA@y)zA(w) (surw).
[il existen (;), 0o, B(Z)), positifs, finis, tels que |S(z, y;u) | =B (;)

sur (@), pour o <u<<mn(w); si n(®) =23, (3.18¢) aura lieu
avec A_(5)=B($); sinon, en posant JM = max (sur ﬁ,;_'a,)
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de |F|, on, obtient (3.18¢) avec A(w) égal au plus grand des

nombres B(a), :b-(—ﬁ—(m-}-)—)]
b(n(w

4. Fonctions continues d’intervalle. — Le flux de F (x4, 72) =F(z)
(F continu dans le domaine D) est une fonction additive d’intervalle
[voir (2.7)] @(1)=@(F|I), si les dérivées D, F, D, F existent
sur D et que Vintégrale dans (2.7) a un sens. Si 'on pose que les
dérivées (uniques, bilatérales) D, F, D,F sont continues sur D, on
conclut que ®(I) est continue comme fonction d’intervalle. Posons

(4. 1y [(a1, as; by, bo) = { a1 <21 < b1t Aa < 22 < ba }
[Pensemble de points (zy, x») satisfaisant la condition indiquée];
sott

m(a; b) = m(1) = le moindre des nombres (by— a), (ba— asz).

L'aire |I| de I tendra vers zéro, si m(I)— o; la réciproque est aussi
vraie (pour I dans le domaine borné D).

On dit que ®(I) est continue (comme une fonction d’'intervalle),
pourvu que

(4.1a) ®(I(ay, as; by, ba))—>o0
pour m(a, b) - o (c’est-a-dire, quand |I|— o). Soit

(4.1b) S=fai Lz LBy; 2L 2L Bo )

un segment (rectangle ferm¢) fixe, situé dans D. Associons avec ®(I)
[pas nécessairement donné par (2.7)], additive, la. fonction de
point (by, by) sur S :

(4.2) H(b[, bg): @(I(al, oo § bl, bz))

[notons que ®(I), étant continu, ®(I)= ®(T), ou I est la fermeture
de 1]. Pour I(ai, as; by, ba) <, @< b1, @2 << by, on aura
(4.‘2“) ‘1)([((74, aayy bh bz))

= I’l(bi7 bg)-— H(b|, ag)—H(a,, b1)+ H(ai, ag);

.t4.?b) H(by, b2) — H(ay, as) = B(I(a1, @z b1, B2)) — B(I(as, az; @, as))
=¢(I|)+q)(l2)+q)([3)7
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ol
I = I(a, as; ai, by), I.=1(ay, as; by, bs), 3= [(@ai, as; by, %a);
si, par exemple, b, = a4, ba> a@,, on aura
(4.2¢) H(b)— H(a)= ®(I,) — ®(I;),

ou

L= [(ay, as; by, by), Is = (b, @23 ay, as)
et dans tous les cas
(4.2d) @(1)=une somme de deux ou trois termes de la forme == ®(I;),

les intervalles 1; ayant des aires tendant vers zéro pour b — a.

Si ®(I) est continu dans D, > 8, il s’ensuivra (4.2b-2d) que
pour b —>a on aura H(b) —H(a)—>o [puisque les ®(I;) -0 avec
les |1;1], c’est-a-dire, H sera continu sur S.

Réciproquement, considérons le cas de H continu sur S; soit N (u)
le module de continuité de H; rappelons que m(a, &) est le moindre
coté de I =1(ay, as; by, b2); en vue de (4.2a)

|@(I)| L | H(by, bs) — (b1, @2)| +|H(ay, b2) — H(ay, a2) |,
{®(1)| < | H(by, be) — H(ay, ba) |+ 1H(by, a2) — H(ay, as)|;
de la
| (1) | £200([be—aa]), |R(D)IL200(|b1—ai]),

et I'on aura
| ()| £ 200 (m(a, b));

donc ®(I)— o, quand |I]|— o [4 cause de m(a, b) —o]; ainsi ®(I)
sera continu sur S.

Par conséquent, dire que la fonction ®(I) d’intervalle est
continue sur S équivaut & dire que la fonction H de point Uest
sur S.

Dans la suite (de cette section) supposons que ®(1) soit continu.
Soit (1, ) un point de S, un segment & l’intérieur de S. Prenons

(4'3) ) hﬂéhh h!:y kh k!>0 (k0>0).
Soit 4, assez petit, de sorte que les points

(4.3a) (al, as =(xl—k1, .’L‘g—k-z), (bh bz): ($1+ h], Ze -+ hg)
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soient dang S pour toutes les positions du point (zy, Z:) sur S,.
L’intervalle I(ay, as; by, by) contient-(z;, z2) et 'on a

B(I(ai, as; by, b2)) | 1(ay, @s; by, ba) [~ = G(z1, 225 T),

4.3b {
( ) ‘ T = (R4, ks, ke, ke),

ou (4.2a-3a)
1
(hl—l—,ﬁ)(hg-‘l- /Cz) .
><[H(x.+ /h, .’l‘g+hg)—H(wl+h1, -Z‘g—kg)
—_ H(.Z'1— k], Xo—+ hg)-l— H(xﬂ— kl, -’L‘g——k:)]

(4.3¢) G(zy,x2; T)=

[H de (4.2)]. Pour T(hi, ha, ki, ki) sur l'ensemble e (dans
Vespace U,), défini par (4.3), la fonction G(z4, z2; T) sera con-
tinue, comme fonction de (xy, xs) sur le segment S, [dans la sup-
position que ®(I) est continu dans D, méme seulement dans S].

Si I'on définit 'ensemble e par les inégalités (ko comme ci-dessus)

(4.4) ko hy ks, ky kexo; (ki ki) (he+ke) > o,

il sera possible pour le point (21, z2) de se trouver sur la frontiére
de la fermeture de I(a, az; by, ba) [a@1, aa, by, by étant donnés.
par (4.3a)]. Le point To= (0, 0, 0, 0) est un point d’accumulation
de I'cnsemble e* (comme il I'est de e), lui étranger. Pour (zy, ),
un point du segment S,, on peut définir .

— o) < eI

'l!l;?o T = Dy (z1, 22), Tl;n:,|—” =& (21, 22),
(4.4a) . (I R

l!;ﬂ;nl—(['[‘) =®@p(es, 22)  [si Bp(@r, 22) = B(@1, 1))

[I=I(ai, as; by, by) (4.3a); T ne quittant pas ¢*],

c’est-a-dire, les nombres dérivés forts, sup. et inf., ainsi que la
dérivée forte (unique) ®@(x4, £1). Maintenant, on note que ce sont

- des limites (pour T, €e*, —T,), sup., inf. et unique, de la famille
des fonctions

(4.5) Gy, 225 T),

continues (pour chaque T € ¢*) sur So. Grice aux théorémes topolo-
giques de Denjoy (D), on en déduit plusieurs propriétés de G(zy, x2; T)
et des nombres dérivés forts correspondants. Nous n’irons pas plus
loin.
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Examinons les nombres dérivés ordinaires, sup., inf. et unique
de la fonction continue ®(I) d’intervalle; nous les désignerons par

Eﬁ(x,, xg)=l_)_e_x7%-ta¢, (_I_)(.x,, .z‘:_.):%rnl‘u(p,

(4.6)
Q' (zy, 22) = Derxi, ©: P,

Ce sont les limites (sup., inf., unique) de la fonction dans le premier
membre de (4.3b), correspondant aux suites (dites régulieres)
d’intervalles [ contenant (4, 21) et de diametre — o], de fagon qu’a
chacune de ces suites il corresponde un nombre A(> 1) tel que :

(4.6a) ; << le rapport des longueurs des cotés d’intervalle (de la

suite considérée) << 1; (A, fini, peut varier avec les suites envisagées).
Soit e;(A>1) I'ensemble des points T de e (%4.3), assujettis a la
condition additionnelle

(4 7) h1+k[

< /L-:—O—kg

1
3 <A

Alors, définissons les nombres dérivés, se rattachant a A :
(4.7(1) ‘]—);xu-tz()\)(b = EG(.Q:“ Za, T), _D_e_f-ruxz()\)q) = li_]'n.G(x“ e, T)
[quand T, €ey, —To(0, 0, 0, 0)], (21, xa) étant sur So; si ces
limites extrémes des fonctions continues sont égales, posons
(4.7b) Deru:(3)®[ = Der=u®())... = Dermum(n). .. |;
si (T;)(j=1, 2, ...) est une suite quelconque des points de e,
tendant vers T, 'intervalle I(ay, a2; b1, ba) [dans (4.35)] corréla-

tivement parcourt une suite réguliere [satisfaisant (4.6 a)]. OnaexZe),
pour A = A'; il suil que

(4.8) e =lim ¢, Derzw2:(%)® non décroissant,
' Der*»¥:(2)® non croissant  (quand ) - + ).

Finalement les nombres dérivés ordinaires, extrémes, sont
& (1, 22) = lim Der=o :(2) @ = lim [im (T, € e3,~>To)G(21, 225 T)),
IS A

4.8 .
(48a) ® (24, 22) = limDer®:*: ()P = lim [lim (T, € ey, To)G(xy, 22; T)]
ul N — L

(4.3¢) pour (x4, x:) sur le segment S, [dans l'intérieur du seg-
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ment S<<D (4.154)]. ®(I) étant continu (pour I sur S) et, par
conséquent, H(4.2) étant continu sur S, on voit que (4.8a) signifie
que les nombres dérivés ordinaires extrémes de ® sont de la
classe deux de Baire.

B. Propriétés topologiques des nombres dérivés ordinaires des
fonctions continues d’intervalle. — Avec Ao( > o) fini, considérons les
nombres dérivés ordinaires

8.1 Derzv@a(ho)®, Derzno(i0)®, Derss®:(do)®,

définis par (4.7a) pour (21, Z3) sur le segment S, (a I'intérieur du
segment S, << D). Supposons ® continue, comme fonction d’inter-
valle sur S; ® peut étre le flux (2.7) de F, F, D,F, D,F étant
continus sur S; G(zy, z2; T) (4.3¢) sera continu sur S, pour toute
position du point T (Ay, ks, ki, ko) dans e [voir (4.7)]. Suivons les
procédés de la section 3 (omettant les détails d’application des théo-
rémes topologiques de Denjoy) pour étudier les fonctions (3.1)
et G(zy, z2; T).

Soit P un ensemble parfait quelconque dans S,.

Les (ay,n, @2,0)€P (=1, 2, ...) étant partout denses sur P,
posons qu’il existe une suite de points

(5‘2) Tn(hi,nr h?,m kl,m k'z,n), €€l —>To(0, 0, 0, 0)

(quand 7 - ); considérons les trois cas :

(B.2a) G( 21,0y @2,n3 Ta)—>2 (fini ou infini);
(3.2b) RmG(ay,u @2,0; Ta)< 2 (fini);

n
(5,20) li_ln_G(al,m %2 n; Tn)é A (ﬁni);

n

alors il y 4 un résiduel R(=P) de P de fagon que sur R, on a
(3.3a)  Der=u@x(ho)® £ £ Derzurs(ho)®  |le cas (8.2a)];
(5.3b) Exn-’c‘a()\o)@é"\ [le cas (B.25)];
(8.3¢) Der¥u®a(ho)® 2 [le cas (8.2¢)]-
Soient H, H,, H, des ensembles
H = PE(x,, s | Derzuma(do)® L% £ Ew.,wao\o)@) () fini);

(8.4) { Hy=PE(&y, 22| Deravm(X)® 1) (A >—ow);
Ho= PE(.Z‘]‘, Zg!l}ﬂxivxi(XO)‘pé)\) ) ()\ <+oo).
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(8.4a) Quand I'ensemble H (ou Hy, ou H,) est partout dense
sur P, cet ensemble H (ou H,, ou H,) est un résiduel de P.

Les (@1,ny @2,n) étant sur P, sans étre nécessairement partout
denses sur P, considérons les cas [avec Tn= (hin, ha,ny ki,ns ka,n),
€e,, >To]:

(8.5) G(ay,ny as,n; Ta)—> ),
(3.54a) TimG(ay,u 2an; Ta)z)  (fini);
(3.5b) limG(ay,n a2n; Ta) 2 (fini).

Supposons que sur tout résiduel de tout ensemble parfait contenu
dans P il y ait des points (x4, x:), de sorte que

(3.6) X< Dermumi(Xo)d  ou  Derwnz(h)®<h  [le cas (8.5);
(5.6a) A <&*-Tn1=()‘o)d) [le cas (5.5a)];
(8.6b) Derznza(30)® <% [le cas (3.5b)];

alors (dans les cas respectifs) nécessairementles (ay,n, %2,n)(R=1,2,...)
sont clairsemés.

Posons maintenant qu’il y a un des cas suivants, vérifiés en
tout (x4, xo) de P :

(3.7) (unique) Der®s @:(ho)® = 1
(8.7a) Der®,va(hg)® <)% (fini)y
(5.7b) l_)E"ﬁﬁh().o)‘bé)\ (ﬁl’ll),

donnons &(>>o); alors il existe un ensemble K (P, ¢) <P (pouvant
étre vide), fermé, non dense sur P, de fagon qu'a toute portion ®

(de P), disjointe de K(P, &), corresponde n(w,¢) > o, tel que les
relations

(5.8) T(ha, hay ki, Kr)€er,;  hyy By Ky, ke < 7(w, €)

entrainent sur o :

| G4, 223 T)-—)\I<8 (A ﬁm), G(...)> -Ié (x =+oo‘), -

(8.9) .

G(...)<—-F: (A=—w) [lecas(8.7)];
(3.8a) G(zy, 225 T)< A+ ¢ [le cas (B.7a)];
(5.80) G(zy, @3 T)y>h—e¢ [le cas (5.75)].

MEMORIAL DES SC. MATH. — Ne 125, 3
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Posons que I'un des deux cas suivants a lieu sur P

(3.9) Der®uas(ho)® <% (—w0<hL—+®);
(3.9a) Derzum(X)® > 2 (—wLh <+);

alors il existe un ensemble fermé K (P) (pouvant étre vide), < P, non
dense sur P, de sorte qu'a toute portion w de P, avec wK(P)=o,
correspondent des nombres Y,(E), n(a) positifs, tels que les relations

(3.10) T(hiy he, ki, ke)€e, s by, ha, oy ke < m(w)
entrainent sur o :

G(ar, 22; T)<h—v(@) (X fini)

ou
(8.11) (1, 23 T)< —— (A=)
e 1(®)
[le cas (3.9)];
G(@1, 22; T)> A +7(w) (X fini)
ou
(8.112) G, 225 T)>— — (h=—)
) - Y(®)
[le cas (5.9a)].
Dans le cas ou
(8.12) unique Dersuxs( ) P (fini),

existe en chaque point (24, 2:) de P (< S,), on conclut qu’il y a un
résiduel R de P, en tout point duquel

(8.12a) Der®u®.(Ao)®P est continue spécialement a P.

S¢ la dérivée (unique) Der»™® = f, finie, existe en tout'point
de D, on aura f= Der™(2,)®, avec ho>> 1 quelconque.

6. Le cas de dérivée ordinaire Der™*:®, finie. — Soit S un seg-
ment du plan U‘_{{ W LT ZPr; L xaLBa}. Définissons la
classe (co) des fonctions f(x1, x2) qui en chaque point (z4, z2) de
Uintérieur S° de S sont les dérivées ordinaires (uniques), finies,
des fonctions continues, additives, ® d’intervalle 1 sur S.- Pour
toute fonction f de lalclasse (co) il existe une fonction continue,
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additive, ®(I) d’intervalle I sur S, de fagon qu’en chaque point (2, x»)
de S°,

e
(6.1) f(z1, z2) =lim 1

[G(...) de (4.3¢); I = I(z1— ky, 22— ks 21+ Ay, 22+ hy) < 8],

= limG(x,, z2; T)

~quand le point T = (&4, hs, k4, ks) [sur 'ensemble

e=1{0<hy, ho, ki, ka £ ho}, _
ho assez petit, dépendant de (xy, 2)] tend vers T, (o, 0, 0, 0) de

fagon que
/lz-l— kg }L| -+ /(‘1
hy+ ky hs—+ ka

reste borné; ici

G(zy, x2; T)
1
= (hi+ k) (ha+ k)
(6.1a) { V(H; z1—ky, £a— kaj 21+ hyy 22+ ho)
= H(.Z'i—i- hi, .'L‘z—l—h-;.')—-H((E‘—l-h“ .'Z'g-—-kg)
—H(x,—— kl, Za—+ ILz)—l— H($|— k“ :l'g—kz);
H(zy, 22) = @(1(a, a2 1, 22));

V(H; &1— kyy 22— kaj 2o+ by 2+ he);

notons que H(x,, 2,) est continue, comme fonction de point sur So;
G(z1, 22; T) est continu sur So pour toute position de T dans e
(avec ko assez petit). Désignons par (. . .), ci-dessous, la variation
de H sur l'intervalle I (6.1).

En conséquence de (D, p. 443) [I'exemple (d) de totalisation]

e V(H;.L) .
(6-2) \E;:ll)fé [T (hi+ ki) (ha+ks) é(gl:ﬁ)f,

si f=o0 sur un intervalle I, on aura la variation ¥ =0 sur toul
intervalle inclus dans I (et H sera la somme d’une fonction de z; et
d’une fonction de z,); on déduit de (D, p. 443)- que la variation

(6.2a) VH;..)=0
est entiérement déterminée sur tout 'intervalle inclus dans 1, si

Uon sait sur 1 la fonction f, €(co), correspondante. Cette cir-
constance trés importante entraine que

(6.3) VH; D= =L(f;1I)

[T < S°; S°=V'intérieur de S] est une fonctionnele (linéaire en f,



36 W. J. TRJITZINSKY.

additive, d’intervalle) de f€(co). Le calcul de cette fonctionnelle L
[dans le champ de fonctions de la classe (co) est un probléme de
totalisation, que nous appellerons (To)]; (To) devrait étre une
suite dénombrable (au plus) d’opérations telle que correspondant a
chaque fonction f de la classe (¢o), on peut construire L(f; I), en
méme temps établissant 'identité entre la fonctionnelle L( f; I) et la
variation % correspondante.

Une fonction f appartient a la classe (co) dans ce cas, et dans ce
cas seulement, quand les procédés de la totalisation (To), appliqués
a f, réussissent tous.

7. L’équation pour le flux. -— Etant donné f € (¢, ), selon la totali-
sation (T,), on obtient une fonction continue ®(I), d’intervalle,
définie sur S, telle que f, est la dérivée ordinaire (finie et unique)
de @ en tout point de S°; alors la question suivante se pose.

(7.1) Trouver une fonction F, continue ainsi que ses dérivées
bilatérales D, ,F, D, F sur S° telle que pour tout intervalle I
dans Sg, on aura

(T.1a) le flux de F a wravers (I) (la frontiére de I) -

d )
EJ(F:I)Eﬁd_:ds(m.,xz).—_@(x) [T=1+(1)<so].

C’est une sorte d’équation intégrale. A toute solution F de ce pro-
bléme on peut ajouter une fonction arbitraire, harmonique (le flux
de celle-ci étant zéro).

Si I =1(@y, as; b1, bs), en notant [T; (8.5), (8.9)-(8.94)], on
obtient :

A0y
(7.1") J(F:I)=—j (u(21, be) — u(@s, a2)) dzy
a,b=
+f (v(ar, 22)— 0(by, ®2))dzo=RI(g, I),
ou R... estla partie réelle>de ...et

o Ve D= [s@ds  s@=urie, u=DyF@, ),
1.x) ]

¢ = Do, F(2zy, 25) (3 =21+ i2:).

C’est-a-dire, le flux J(F :I) est la partie réelle de la fonction J(g, I)
d’intervalle I, avec g(z) une fonction de variable complexe z;
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J(g, I) est une fonction additive d’intervalle, pouvant prendre des
valeurs non réelles, continue en I, si D, F, D, F le sont en (zi, z3).

En notant la remarque a la fin de la section B, ®(I) dans (7.1a)
-ayant par hypothése f pour sa dérivée ordinaire, finie en tout point
de S°, on conclut que

(7.2)  f(x1, 2) = Der*»©(X)®  (dans S°; %, >1, quelconque)
est une fonction de la classe un (dans S°). Par conséquent, si f n’est
pas borné sur S, il existe un ensemble ¥ (ZS) fermé, non dense

sur S, tel qu’a tout segment s (rectangle fermé) dans S, disjointe
de F, correspond un nombre I (s) fini, tel que

(7.2a) | /(@1 @2) | £ M(s) <-+o0  (sur s).

(Voir Denjoy, Dérivées sommables, ...; p. 185). Pour un segment
particulier s, avec sF = o, considérons le potentiel

(1.28) G(si a1, m) = 5= [ /(s yo)log T dyrdys,
2% s r

oi r=r(z, y) est la distance entre les points z, y. D’aprés le
théoréme de lauteur [T; (6.7)], en désignant par V¢ le lapla-
cien (2.6), ou spV, ou V' (2.4a), on obtient

(7.2¢) Vo G(s; &1, 22) =— f(21, 22) (sur sar),

ol s est I'ensemble de points de continuilé approximative, sur s,
de f; s est une plénitude du segment s.

8. Le rapport entre (T,) et les laplaciens. — Introduisons :

Dérmirion 8. 1. — Les fonctions F (x4, 2) continues sur S°, ainsi
que leurs dérivées (bilatérales, uniques D, F(x, z.), D, F (2, z,),
telles que les flux J(F:I) (7.1a) correspondants posseédent les
dérivées ordinaires (uniques, finies)

(8.12) Derxux: J(F 1 1) = f (21, 2)

en tout point de S°, appartiennent a la classe (K,).

Note 8.2. — Les fonctions Jf dans (8.1a) forment une classe [co],
qui est contenue dans la classe (¢o); les flux J(F:1) ci-dessus °
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constituent la classe [Cy], sous-classe de la classe (Co) de toutes
les totales (Ty) des fonctions f de (c,).

Si f€[ca], la totalisation (T,) devra nous donner une fonction
®(I), €[Co], correspondante. L’équation correspondante (7.r1a)
J(F : 1) = @(I) devrait avoir une solution F € (K,). Tous les F de (K,)
correspondant a une fonction particuliere f de fco], ne different
entre eux que par des fonctions harmoniques sur S°. Les procédés,
donnant une solution de (7.1a) pour ®(I)e[C, ], constituent une
opération que nous appellerons J='. On aura

(8.3) F=J-Tof+h,

sifeleo];ici TofefCo], Fe(Ky), A est harmonique sur S°.
En utilisant la remarque de A. Denjoy (D; p. 393) a propos de

toutes les totalisations, on arrivera a la conclusion suivante.

(8.4) @, €[Cy], étant une fonctionnelle de f, €[co], qui peut
étre calculée par la totalisation T, de son argument f, et P étant un
ensemble parfait (<CS°), toute portion © de P contient une autre
portlon ', ol f est sommable.

Il s’ensuit qu'il existe un ensemble ¥y (£ S), fermé et non dense
sur S°, tel que dans tout domaine w(<S°), ayant sa fermeture ®
disjointe de F,, f est sommable; bien entendu

(8.4a) J(F:l)=ﬂ‘f(x1,x2)dx| dr
R

pour tous les I dans o, I'intégrale étant lebesguienne. On voit que
J(F :1) est absolument continue (comme fonction d’intervalle) dans
le domaine w, pourvu que wF,= 0. D’apres (7.2)~(7.2a), siw(<S)
est un domaine dont la fermeture  est disjointe de F,

(8.46) | f(z1, #:)| «N(w) <@  [sur w; N(w)indépendant de (zy, z2)]-

Avec oF =0, on aura (8.4a) pour I contenu dans w (I'intégrale au
second membre étant lebesguienne); d'ot Fy est contenu dansF.
Soit F(a1, x2) de classe (K,) et V° le laplacien (2.6). De
(2.8)(2.8¢), en notant la propriéi¢ d’absolue continuité de
@®(1) = J(F : 1), mentionnée ci-dessus, ainsi que (8.4b), on conclut
que
(8.5) Vo F(zy, x2) =— f(&1, £2) =— Derrux J(F 1)
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en tout point de continuité approximative de f(xy, x2) sur
Uensemble S*—F { fe[co], J(F:Iye[Co], Fe(Ky)}, F étant un
certain ensemble fermé, non dense sur S°.

De la, en vertu de (8.3) pour f€[co], on a

(8.6) — V(1T f=f

(en les points de continuité approximative de f sur S*—F), ou Fest
Pensemble fermé, non dense sur S°, mentionné ci-dessus.

(8.7) Clest-a-dire, si f&[co] (note 8.2), une solution de l'équa-
tion de Laplace V°F —=— J,telle que F, D, F, D, F soient continus
sur Uintervalle S°, sera donnée en tous les points d’approximative
continuité de f sur S*—F par J7'T, f.

Rappelons que T, f sera de la classe [Co] (note 8.2) et J=1 (T f)
sera de la classe (K,) (définition 8.1).

Quand f(z1, z2) € [co] [ou méme (¢,)], / appartienta la classe un;
deés lors selon le théoréme direct de Baire, dans la forme donnée par
Denjoy, on voit que tout ensemble parfait P, << S, contient un rési-
duel R(P) de P en tout point duquel f est continue spécnlement aPb.

Nous allons établir le résultat suivant.

(8.8) Il existe un ensemble G LS (S° étant Uintérieur du
segment S) de facon que;

(1) en tout point de Gf(zy, z2) [€.(co)] soit continu spéciale-
ment & S°; _
(i1) G soit un résiduel dans tout segment o << S° (c’est«i-dire,
Go soit un résiduel de o pour tout segment o << S°);

(ii1) G soit un résiduel de S.

(8.8a) Remarque. — Dans tous les cas un segment (i deux
dimensions) sera un rectangle ( fermé) ayant des points intérieurs.

Pour démontrer (8.8) considérons des segments S, (n =1.2,...),
leurs intérieurs S, leurs frontitres (S,), de manitre que

(1) Sa< St S.< Se; limS,,(= lim sg) = Sv,
n

En vertu du résultat précédent (8.8), S, contiendra un résiduel R(S,)
(de soi-méme), en tout point duquel f sera continue spécialement
a Sp; (Sa) étant un ensemble fermé, non dense sur S,. on pourrait
supposer que

(2) R(S,) < 83,
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Alors f est continue en tout point de R(S,,) spécialement a S°, pour
n=r, 2, ...; dou f est continue en tout point de

(3) G =R(S1)+R(S;)+... (<£89)
spécialement & S°; c'est la propriété (8.81). On peut poser
(4) R(S:) < R(S:) <...,

car on pouvait toujours inclure le résiduel (de S,) R(S,) dans le
résiduel (de S,.1) R(Spst) (=1, 2, ...). Nous avons

(5) GS,=R(S,)—GSY (n=1,2,...).
Soit ¢, <S,. un segment. Il y a un entier m (> o) tel que & est
contenu dans I'intervalle S).. En vertu de (5),

(6) 6G=(6S1)G =0a(SnG)=aR(Sp).
Le résiduel R(S,,) de S,, est exprimable comme S"‘—ZF"'J’ ol

i
les Fr,j (=1, 2,...) sont fermés, situés dans S,, non denses
sur S,, [en vue de (2) (S,,) est parmi les ', ;]. D’ou (6)

(7) CG=0’—ZG‘F",,/.
)

oFn,; est non dense sur ¢ (sinon, étant fermé, ¢F,, ; contiendrait un
segment oy < o, on aurait F,, ;> ¢y, et I'on arriverait & une contra-
diction a la non-densité de Fy, ; sur Sn); (7) entraine donc que ¢G
est un résiduel de o. Nous avons établi la propriété (8.8ii).
Soient ¢; ({=1, 2, ...) des segments, tels qu’'en dénotant par ¢}
I'intérieur de g;, on a

(8) ol =0 (l'ensemble vide, pour i > j), 6, << SO, So;= SO.
Evidemment
(9) G= EGG,'.

En vertu de (8.8ii) Go; est un résiduel de ¢;; ainsi

(10) Go;= ci—-E Fie  (Fi9 £ o; Fi fermé, non dense sur o;).
P
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Des lors (9), (8)
an  G= ?(ci—ZF“I)—S"—ZF"I—-S—[(S)+ZFWJ

(S) étant la frontiere de S; (S) et les Fi:9 constituent une collection
d’ensembles, contenus dans S, fermés et non denses sur S; d’ou la
canclusion (8.81ii).

(8.9) Soit G l'ensemble dans (8.8); si O est un ensemble ouvert
quelconque, <S° G sera un résiduel dans O (c'est-a-dire,
GO =0—Q, ou Q est une gerbe de O).

On peut établir cela, comme une conséquence de (8.8ii), rem-
placant S° dans les développements (8)-(11) par O; on obtiendra

GO=0 —Z Fiq (les Fi.7 fermés, non denses sur Q).
i

Trtorime 8.10. — F(LS) étant un certain ensemble fermé,
non dense sur S°, rappelons que les résultats (8.5), (8.6), (8.7)
ont liew sur l'ensemble A (ZS°—T) de points de continuité
approximative de f (€[co]) sur S°—F; cet ensemble A a les
propriétés suivantes :

(1°) A est une plénitude de S°—

(2°) A contient un résiduel R de S°—

En tenant compte de (8.8), (8.9) on peut prendre R=G(S°—F),
ou G est I'ensemble dans (8.8). En effet, S°—F est ouvert, de la
(8.9) R=G(S*—F) sera un r¢siduel de S°—F. D’autre part, en
vue de (8.81), tout point de G(S*—F) sera un point de continuité
ordinaire de f; ainsi G(S°—F) < A. La propriété (1°) s’ensuit par
un théoréme général, bien connu, de A. Denjoy. C'est-a-dire, A est
métriquement ainsi que topologiquement quasi universel sur S*—F.

9. Le rapport entre les classes [co], [Co], (Ko) et les potentiels.
— Soit f(x1, x2)€[co]. Revenons au résultat (7.2)-(7.2¢); on
a(7.2a)| f| <L IN(s) <<+ o surtoutsegments (= S) disjointde F.
Le théoreme de l'auteur (T; 6.7) s’applique de telle fagon qu’en
écrivant

(9.]) G(‘C Zq, x-)——‘ﬂf(),,}g)lof' d)ldyﬁ
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on a
(9.1a) VOG(t; 21, 22) =—f(2, x2) [le laplacien V° (2.6)]

sur une plénitude * (I'ensemble de points de continuité approxi-

mative, sur 7, de f) de 7, pourvu que 7, < S, soit un ensemble
ouvert quelconque sur lequel

(9.15) | f(@1, 22)| Z N(7) <+ o0

On pourrait, par exemple, prendre pour 7 un ensemble ouvert
quelconque, contenu dans une somme finie

(9.1¢) Gy=S1+...+ Sy

de segments s;, < S, disjoints de F; en effet, en vertu de.(7.2a),
dans ce cas, on aura :
(9.1d) | flgmax(j=1,...,v)M(s;)< o (sur gy; sur T).

En employant un réseau convenable, on conclut qu'on peut choisir
une suite (simplement infinie d’ensembles (9.1¢) :

(9.2) G1y G2y, <.y

de sorte que ¢, << S —F,
(9.2a) 1< O li?a.,=2cv=s—F.
1

On observe que la frontiere (o) de o, est mince.

(9.25) la distance de o, a F tend vers zéro avec é; en posant

N(oy) = max (dans ¢,)| f |,

on aura _
N(oy) L N(oy41) <+
et 'on peut avoir

lim N (o) = + .

v
Prenant 7 =¢) (Vintérieur de o,), nous déduirons (9.1-1d) :
(9.3) V0 G(od} @1, 23) = V0 G(oy; @1, @2) =— f (1, #2)

sur 'ensemble 69" (une plénitude de ¢9) de points d’approximative
continuité, sur oy, de f. En définissant une fonction f.,

(9.3’). Sv=f (suro)), fu=o0 (sur8S?—qa),
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il s’ensuit que

‘ Vo[a%; ﬂ"f\'(}_“ ¥a) Iog%dy, d}’z] =—‘f(\'l'l7 xg)  (sur 63“”),
(9.3a) S

' Ve [ ;l; _ﬂ Sov(y1, ya)log = dy, dJ’Z] =0 (sur s.o_ S0g,).
. ‘ s r

Soit ¥ (a1, x2) une fonction particuliere de la classe (K,),
correspondant a notre fonction f(x,, z3), €[co], & présent consi-
dérce. Le théoréme (8. 10) s’applique. Posons

F(z1, 2) = Fy(2), 22) + Qy (1, 22),

9.4
(9-4) Q Fy(x1, 22) = #ﬂfv()“l’}"l)log;dfi dy.
S

En vertu de I'inégalité
(9.4") | /v] < N(gy) <o  (sur gy et aussi sur S),
on voit que

F"(xh Z2), D-l'1 F'I(""‘l) x"!)y D:t, Fy(2y, -1."'2)

sont continus sur S°; F (x4, #.) ayant la derniere propriété [ d’aprés
la définition de (K,)], les dérivées D, Q,, D, Q, existent et

(9.4a) Qu(x1, #2), D, Qu(21, 22), Da, Qu(z1, 22)
sont continus sur S°. Observons que

Asd% = Agl=a3%, A(S'—S03,)=A — Aa,.

En notant que V0 Q,==V°F — ¥°F,, en vertu de (8.3), (9.3a) on
obtiendra :

(9.5) VeQ,=0 (sur Agy), VOQy=— f(x1, 2) (sur A —Agq,);

ona(9.2¢)0,+S—F eta) 4 S°—S°F; ainsi (avec A S°—S°F)
(9.5a) Aci{A, A— Aoy 4 lensemble vide  (pour v ).

En vue du théoréme 8.10Ac) est une plénitude et contient un
résiduel de ’ensemble ouvert o).

A cause de la continuité des fonctions (9.4a) le flux, J(Q,: I\
de Q, existe pour tous les intervalles I, pour lesquels I(=T+-(I)) < S9; ;
c’est une fonction d’intervalle, continue sur S°. En vne de la défi-
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nition des classes [co], [Co], (Ko) on observe que, f étant de la
classe [¢o], on aura pour une fonction correspondante F, € (Ky), la
relation

(9.6) Derxu®: J(F: 1) = f(x), z2)  (partout sur S?0);
de plus J(F :I) = @(I) appartiendra a [ G, ]. En rappelant le résultat

(T; 8.3b) de I'auteur, nous concluons que pour la fonction F,(9.4)
on aura

(9.6a) 1F:D= [[ Ay dndy (T<s0),
) I
parce qu’en vertu de (9.4')

f[ —l—{'idvn dy,]ds(w, Y)Le<L (constante c¢; I < S}’).
1 s0

Par un théoréme connu, de (9.6a) I'on obtient

DCI‘:"I"THJ([“V:I) =fv<.2'], .Z‘g)

en tout point de S°, ou f, est approximativement continu. En vue
de (9.3') il s’ensuit que

(9.656) Derxsx:J(Fy:1)= f(z1, ) (sur ¢)?’), =o0 (sur 89— Soq,).

En notant que
Qu(z1, £2) = F (21, 2) — Fy(21, 22),

de (9.6), (9.6b) nous déduisons que la Der*J(Q,:I) ecxiste

sur gv?” et sur S°— S, et

(9.7) Der®u % J(Qy: [) = Derxux: J(F : 1) — Derxu2: J(Fy 1 )
_fo (sur ¢927),
—1 J  (sur §9— Soqy);

a cause du théoréme 8.10, 6y* est une plénitude et contient un
résiduel (L o)) de oy.

On peut maintenant se demander si les annonces suivantes, (9.8),
(9.9), sont correctes :

(9.8) Q(21, x,) étant continue sur 'ensemble O, borné et ouvert,
et les dérivées D,, Q, D, Q existant et continues sur O, si V°Q =o
[le laplacien V0 (2.6)] sur O—e, ot e(<O) est mince et une
gerbe de O, alors Q(z,, z2) sera harmonique sur O.
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(9.9) La méme annonce que (9.8), avec le laplacien V°Q(zy, za)
remplacé par la dérivée (ordinaire) du flux de Q, c’est-a-dire, par
Der®=J(Q:T).

(9.8a) Si la réponse a (9.8) était affirmative, il suivrait (9.5)
que Q, (21, z2) [dans (9.4)] serait harmonique sur o}.

(9.9a) Si (9.9) était vrai, on déduirait (9.7) que Q(=i, a)
serait harmonique sur oy.

A présent nous éviterons la question si les annonces (9..8), (9.9)
sont correctes. Rappelons qu’en vue des considérations générales, se
rattachant a la totalisation Ty, on a

(8.4a) J(F:I)=ﬂfa’x, dzy (I £w; Vintégrale de Lebesgue),
had |

si Fe(K,), f€[co] et si I'ensemble ouvert (< S°) a sa fermeture »
disjointe de F, (F, fermé, non dense sur 8°; F; < F). Déslors (9.6a)

HQuiD=I(F:D)=I(Fs:D = [[(f (@1, @) fil@, o2)) dorda,
1

si I est contenu dans l'ensemble w [de (8.4a)] quelconque, tandis
que I<Se (autrement dit, pour les segments I, < S, disjoints
de Fi); puisque fy= f sur o) (9.3'), il s’ensuit que

(9.10) J(QVZI){=[%‘1‘($1; .Z'-z)}=0

pour tous les segments I tels que simultanément :
(9.10a) I<SY, [F =0, IZu,.

L’ensemble ouvert ¢y peut s’exprimer comme une somme finie ou
dénombrable de segments 1, satisfaisant (9.10a) et deux 4 deux sans
points communs intérieurs; or (9.4a)Q,, D, Q,, D,Q, sont
continus sur o) (sur S°, plus généralement); de 1a nous déduisons que

(9.11 W(Zy, 22) de 9.'4 est harmonique sur ¢$.
q
(9.11) entraine que V°Q,=o0 (sur ¢}); ainsi la premiére rela-

tion (9.5) est devenue superflue.
On peut résumer comme il suit.
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Tutorime 9.12. — Soient f(zy, z2) de [co], ®(1) la fonction
correspondante d’intervalle 1, de [Co], et ¥ (z1, 22) une fonction
correspondante de (K,). Il y a un ensemble fermé FF,, non
dense sur S°[F, F, introduits avant (7.2a), (8.4a), respecti-
vement], de facon qu’'on ait

(9.12a) VOF (21, 2) =— f(%1, £2) =— Dervoma J(F:I)

sur Uensemble A de points de continuité approximative de f
sur S°—F, J(F:1) =®(l) étant le flux de ¥ a travers de (I);
A est une plénitude de S°*—F et il contient un résiduel R de S°*—F.
Soit o, un ensemble fermé (somme finie de segments dansS —F),
tel que o, <S—F,

i oy} S—F ( pour v — =),
(9.12b)

. L I
pv(= la distance de oy @ F)—>o0 avec -

Correspondant a chaque ensemble o, (v=1, 2, ...), la fonction
F(z1, 22) [de (Ko)] s'exprime au moyen de f(xy, z.) (de [co])
comme une somme

(9.12¢) F(z1, 22) = Fy(21, 22) + Qu(21, 22),

ou (avec fy=f, sur o), et f,=o, sur S°—ay) F, est le potentiel
(9.124) Fu(es, @) = 5= [| £, y)log 1 dyrdys
27 S r

I 1
== J[ s rotos iy
et Q,(zy, z2) est harmonique sur o).

10. Des compléments av. théoréme précédent. — Soit :

(10.1) Ay=2A(24, z:) la partie d’ensemble S°—F dans la région
circulaire r =r(zy, o2; y1, y2)=1; D=1e diametre de S°—F;
L = max(1, D).

Notons que

Iog—:-‘ = log; [sur A(zy, 25)],

lo !
gr

=logr ZlogL  [sur S®—F — ) (&4, #2)]; -
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si (z1, x2) est un point sur S°*—F, on obtiendra

vz, z)= [ f]|log | dy dys
SS-F
0.1 a) / = +ﬂ ceeZvi+veloglL,
Marg,x) So—F—A.ry,7e)
1
n= [ 1fllogrLdyidys, = [ \f1dyidr,
“¢780—F SO—F

pourvu que vy, v, soient finies au point (24, &2), considérées comme
intégrales lebesguiennes. Si s(z, ) est la région circulaire
r(&y, Z2; )1, ¥2) <06 et vy est fini pour le point particulier
x=(z,. 22), en prenant 0 << 4 < 1 on obtiendra

(10.18) @ >w=[['|/log 1 dyidyax [[ 171 10g dy1 dy:
I8 7‘&

> log%ﬂ | f |yt dys,
o\
&

ou
ho=s(x, 3)(S'—F).

Dés lors U'intégrale
j] |fidyydys
s

existe dans le sens lebesguien, si I'intégrale (10.1 @) existe pour le
point considéré. La conséquence suivante est immédiate.

(10.2) Posons qu’il existe des points z'/' = (27, z0) (=1, ..., k),
en nombre fini ct des nombres 0 << 3;<C1 correspondants, de sorte

que l'intégrale

1
. (/1y= » )0 ———_—— —_dy
(10.2 @) N,(z')) .Ms;_Ff(y,,y_)lob" @ x‘{’;yu.}’z)d]' dys

existe dans le sens lebesguien pour j =1, ..., &, tandis que

k
(10.2 b) .S°—-FéZs(m(i), 5;);
1

alors l'intégrale

0.2¢) ﬂ; Fdyudys
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existera comme celle de Lebesgue; en effet, on aura
J
1\t P .
ﬂ |Fldyrdys< (log r,) ﬂ |f|log*r (&, &3 y1, y2)~" dyr dys.
S _F " 0 S°—F

On obtient un corollaire presque évident. Si

(10.3) N(z)= flog*ll_dy.dy,

SI—F
existe comme ['intégragle lebesguienne pour tous les points z sur
So—F, alors f sera sommable sur SO—F; ainsi (10.1 a), si 'inté-
grale N(z) (10.3) existe (et est finie) partout sur So—F, I'intégrale

(10.3 ) js !

existera dans le sens de Lebesgue pour tous les points 2 sur So—F.
Revenons maintenant au théoréme 9.12, le complétant comme
il suit.

dy1dys

I
log -
-] r

Tutoréme 10.4. — Dans les conditions du théoréme 9.12, si
Uintégrale N(z) (10.3) de Lebesgue existe partout sur S*—F, la
Sfonction F(zy, :) € (K,) sera reliée avec la fonction correspon-
dante f de [ co] par un potentiel :

(10.6a)  F(zi,22)= - so—Fflog;dyi dys+ Q(z1, @)
(partout sur S°—F),

ot Q(zy, 1) est une fonction harmonique sur S*— F.

Rapppelons que _
94 S0—F; pv(= la distance de o, & F), > o, ->0;

_ S (sur o),
f”"{o (sur Sv—'a3).

Notons (9.12 d) que
(1) ) F (21, 2:) = #.ﬂs\a—‘_ﬂ(}'n yz)log;dyl dys.

Parce que sur S°—F lon a f, - f, | fv| £ | f], il s’ensuit que
Solgss y2)10g = > /(31 72) log =5

(2) .
fv(}’n y2)log

élf(ynjfa)log£ .



PROBLEMES DE TOTALISATION. 49

D’oti, par un théoréme bien connu sur le passage a la limite sous le
signe d’intégration (lebesguienne), nous obtenons

(3)  Glma)=limFya,z)= = [ f(n, y)log} dyidys
v 27 SO—F r

pour tous les # = (z,. z,) sur S°—F; cela scra valable a cause de
Pexistence de I'intégrale

(4) ﬂ [ y2)logr=t(@, @25 31, y2) dy  dy»

pour tous les z, sur S°—F; celle-ci existera en vertu du résultat a
propos (10.3 a). Q,(z1, z.) étant harmonique sur o) ( 4 S°—F),
en conséquence de (9.12 ¢), (3), 'on obtient

(5) Q(z1, z2) = “\anv(-""l’ Z2)

= h:n(F(.z't, xz)— F‘,(.L“, xz))= F(.Z‘1, $2)—- G(.’L‘i, .%‘g)

sur S*—F; la limite Q (24, x2) existera et représentera une fonction
harmonique sur 'ensemble ouvert S*—F; or (5) équivauta (10.4 a),
G(zy, 23) (3) étant le potentiel et Q(zy, z;) (5) étant la fonction
(du caractere exigé) dans la formule (10.4 a).

(10.5) Soit O un ensemble ouvert contenu dans S — F et pouvant
étre a distance nulle de F; dans les conditions du théoréme 9.12,
posons que N(z) (10.3) existe au sens de Lebesgue pour tous les z
sur O et que f soit sommable sur S°—F; dans ce cas la représen-
tation-potentiel de F[ € (K,)] (10.4 @) aura lieu sur O, la fonc-
tion Q (&1, 1) étant harmonique sur O.

La démonstration de cela s’achéve en répétant le raisonnement de
(1) & (5), ci-dessus, avec des modifications convenables et en notant
que Oc'4 O (pourv—> ).

Or ®(I) =J(F; I)e[Co]; en vertu de nos définitions,

J(z1, z2) [ €[ co]]=Dervv2:@ sur Sy;

(To) étant V'opération d’'une totalisation et J=! étant I'opération dont
il s’agit dans (8.3), une conséquence de (8.3), (9.12 c-d) sera la
Jormule pour Uopération J=* : '

(10.6) o= L ﬂ' Derrs® log Ly dys-+ Hy()
axd, °

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 125, 4
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sur oy, Hy(2)[= Qy(2) — k(x)] étant une fonction harmonique
dans ¢ ; aussi on aura une expression pour Uopération JT, :

(10.6 a) 1Ty = jflog;d}'ldyg+ll.,(x)
L v ﬂ'v

(H, comme ci-dessus) pour (z1, x2) sur ay.

Si f est sommable sur S°—F, si O, = S°—TF, est ouvert, tandis
que Uintégrale lebesguienne :

N(@)= [ flog+tdy: dy.
S_F r
existe pour tous les x [= (zy, xa)] sur O, [par (10.5), (10 4 a)] les
férmules pour les opérations J=1, Ty seront
(10.66)  Imte = ' Dermn®logldy, dys+ Q(ar, o),
So—F

2T,

(10.60) J=1Tof= = [[° Flogsdy dyst Qe @),
= So—F ’

pour (x4, z2) sur O, Q(zy, x») étant harmonique sur O.

Tutorime 10.7. — Dans les conditions du théoréme 9. 12, soient
f(z)€[c,], F(x)<(Ko) (correspondant a f), lensemble F
(fermé, non dense sur S°) comme ci-dessus. Ne faisant aucune
hypothése sur N(z) (10.3), supposons que f soit sommable sur
Uensemble ouvert O, = S°—F, (pouvant étre a distance nulle de F).
Alors ¥ (z), f(x) seront reliés par la formule

(10.7a) F(on, o) =35 [[ 701, y2)log dys, dys+ Qar, aa),
0

pour tous les z sur O, Q(zy, 2) étant harmonique sur O.

Etablissons ceci d’abord quand O = S°—F. Selon I'’hypotheése
ona (10.1 a) '
(10.8) n= [ 1 f1dy, dya<+ce.

. sy

Soit z un point fixe sur S®—F. Les ensembles ¢;(j =1, 2, ...),
introduits dans (9.1 ¢-2 b), seront assujettis & la condition addi-
tionnelle

(10.8 a) 6;<al, (J=1,2,...).
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Nous avons encore o} + S*—F, g;4 S*—F (pour j— o). Soit 4;
la distance entre les frontieres de o;_y, ;; ;> 0. Pour un entier v
(dépendant de )

(10.8 b) resd_.

Avec Ay désignant Pensemble de points - de S°—T pour lesquels
r=r(z,y)[=r(x, x:; ¥4, y2)] <1, on note (10.1 a) que '

— M i 1ees Y o] T
(10.8 ) v.<x>=ﬂso_F1/<.»>(lol,+——,(x,‘,.)d;-(o:-lﬂ‘)ﬂlog,d;.dn

(si Vintégrale ici existe); o, est a distance positive de F; ainsi il
existe un nombre M (o,) <<+ w tel que '
S £ M(an)  (sur ay);

d’ou

(10.8d) [ 1/ log
W%

I
d'd't;
r(z, y) R

. I
2 (o, ﬁ log —— dydys
—{ (s4) - Sr(x,y) Farn

. o ,
é:m(av)f f log;rd,-do=§con(av);

=0 ¥ r=0

¢ est fini et indépendant de z, v. Si 'ensemble A, —1,40, existe, on

aura (10.8 b)
1> (e, y)> A (pour y sut Ay — h10y),
) ff | ftegtadnziogs [ sidrdyes
. N—h Oy r ALY 2 W
or A;— A, g, tst contenu dans S*—F —a,; de la
‘ (oé\j]. |f|logl_d_y, d)',écvlogzl—;
/! 7\l~)\£0v r Iy

(10.8 e) .
I Cv=ﬁ' |fldy (e, fini, indépendant de x),
S0—F—0,

et (10.8 c-e)

o \ | 1.,
(10.9) w@=(f[ +f[ )irhesgdydys
\* 1,0y Ay ~0oy /
éNv[= c.?ll(c,,)+cvlog;—]<+ w
Y
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pour tous les x sur I'ensemble ouvert S*—F; N, ci-dessus dépend
de z seulement par v [vorr (10.8 b)]; la fonction N, peut étre non
bornée pour z sur S*—F.

En vue de (10.8, 9) on conclut que v(zy, z2) (10.1 @) existe
comme une intégrale lebesguienne pour tous les z sur S°—F;

de plus
10. |, Z2)=
(10.10) v(@1, ©2) l_ym

=Ny logL [ |/} dy, dys=N[a]
g ¥

log;{ldyl dyr

(sur S*—F; v tel que oy, contient z); N[z] est borné sur tout
ensemble dont la fermeture est contenue dans S°—F. En consé-
quence de (10.10), la démonstration du théoréme 10.4 s’applique,
ce qui établit le théoréme 10.7, quand O = S°—F.

Considérons le cas O <<S°—F. L’ensemble S°—O(>F) est
fermé sur S° (F non dense sur S°). Définissons les o; comme aupa-
ravant, mais avec l'ensemble F remplacé par F*=S8°—0O. Le
théordme 10.4 sera valable avec ce remplacement [c’ést-a-dire,
pour z sur O et avec 'intégration dans (10.4 a) étendue a O]. Avec
la nouvelle définition des o, en répétant les procédés (10.8)-(10. 10),
remplacant partout F par F* et S°—O par O, nous complétons
Uépreuve du théoréme 10.7.

Revenant a I'opération totalisante (T,) et a J=* (8.3), en consé-
quence du théoréme 10.7 on obtient le résultat suivant.

(10.11) Soient @®(I)=1J(F:I)e[Co], F(z)e(K,), fe€[co],

Uensemble ouvert O = S°—F'; supposons f sommable sur O; alors
(1) J-1p = ;‘;ﬁ Derxvr:@ log—:-‘d.}q dys+ Q(zy, z2),
’ [

() = [ flog Ldy dys+ Qan, 22)
27 f r
pour (zy, z3) sur O, Q(=,, x.) étant harmonique sur O.

11. Une décomposition de fonctions non sommables. — Nous
voulons étendre les résultats précédents au cas ot la fonction
S(z)[=f(x1, xa)] de classe [co] n’est pas sommable sur S*—F.
Nous ramenerons de tels développements & un probléme résolu par
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Brelot dans sa Note (B) en montrant par la suite que f= fo-+ ¢, o
Jo est sommable sur (S°—F) et ¢ est une fonction continue sur
S°—F et ayant les mémes propriétés que la fonction ainsi désignée
dans (B) [si 'on pose , de (B), = S°—F]. Brelot avait fait une
telle décomposition dans le cas de f continu, obtenant un fo som-
mable et continu.

Hyreorutse 11.1. — Soit Q un ensemble ouvert, borné, d’ ailleurs
quelconque; supposons que f(x) (pas nécessairement de[c,] sur Q,
soit mesurable sur Q et soit uniformément borné sur tout sous-
ensemble G de Q& a distance positive de la frontiére de Q [c’est-
a-dire, si G < Q, il existera un nombre ¢(G) indépendant de z.
tel que | f(z)| <L c(G) sur G].

Jusqu’a ce qu'on dise le contraire, f et & seront soumis & cette

hypothese-ci.

Par quadrillage subdivisé, si on le veut, on obtient une suite
d’ensembles fermés 7,(n =1, 2, ...) de sorte que :

1° g, soit une somme finie de carrés fermés deux a4 deux sans
points communs intérieurs;

2° 0, < Q;0,<0,,; 0n—> (comme v —> ).

o, ¢tant a.distance positive de la frontiere de £, on aura

(11.3) | (@) £My=c(on) <o  (surau);

notons aussi que

(11.2 a) _ Q=2(c,,—cr,,_,) (oo vide).
1

Considérons maintenant un ensemble
(11.3) w=0,—05_ (= la fermeture de op— 0p—1)
particulier. Choisissons des ¢,, > o, comme les termes d’une série
convergente,

(11.3 a) é|+az+...=c<qo;

puis posons

(11.3 ) =

R T
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Par un théoréme bien connu de Lusin, f étant mesurable sur
Gn—0,_,, on peut trouver un ensemble fermé H tel que

(10) H £ wv; m(w—H)<r,
tandis que
(20) J(z) est continue sur H spécialement a H.

H dlant fermé, la continuité (2,) de f sur H est uniforme, d’on il
existe une fonction (u) | o (avec u'| o) de sorte que

(1.4) (@) —f(5)| £ u(r(@, 2))  [a=(@1, @), 3= (51, 52)]

pour tous les points 2, 5 sur H. Maintenant prenons p positifs afin
de satisfaire '

(1.4 a) pp)m(w) <

Ea,
3
Avec S(z, r) désignant un cercle fermé de centre z et de rayon r,

envisageons :

Prosrime 11.5. — Etant donné o, <, H, p. (u), p comme ci-dessus,
il est exigé de trouver un nombre fini (soit q) de cercles

(11.5 a) Ij=8(zj, rj) =12 ...)
tels que
g
(11.5 &) z;€H; ol riLp; rﬁ(m—}: l‘,-><2'c;
' 1
(11.5¢) IiTij=o0 (I #])); I <w.

Construisons un ensemble fermé w , somme finie de . certains
rectangles (fermés), contenus dans w, de sorte que

(11.6) HLo* Lo, m(w’—H).<§-

Soit w*® Pintérieur de w*; définissons sur »**H une fonction p(z) de
fagon que _

(H1.6a) o<p(z)<p, S(3, p(5))<w*  (pour tous 3z sur w* H).
Avec tout point = de w**H associons une suite de cercles (fermés)
(11.6 ) S(z, 0(2)2=%) (s=o0,1,2,...);

on dira que ces cercles (pour tous 5 sur @ "Hets=o, 1,2, ...)
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constituent une famille (F*) (d’ensembles fermés). Tout point 5 de
w’®H est contenu dans une suite réguliere (tendant vers z)
d’ensembles de (F*) [les cercles de (11.6 b) pour ce z]; en effet, le

paramétre de régularité d’unc telle suite est %ﬂ. La famille (F*)

couvre »'"H dans le sens de Vitali; d’aprés un théoréme de Vitali on
peut trouver un nombre fini ou dénombrable d’ensembles de (F*),
deux & deux sans points communs, tels qu'une plénitude de w"H

soit contenue dans leur réunion; donc il existe un nombre fini ou
infini de cercles

(11.6 ¢) I'j=S(zj, rj) J=1,2,...)

avec

(1°) zjew**H (donc dans wY), o< ri=p(z;)25iLe(5;)Lp
(quelques entiers s;2x 0) et tels que (11.6 «)

(20) TTy=o (i#j)  Ti<wtzw

(3°) m(H—HZET;)=m{w*°H—HIl;)=0

(remarquons que les points de H— »**H étant sur la frontiere de o',
constituent un ensemble mince ou vide). Si le nombre de T; est fini,
soit g¢(=¢a) ce nombre; sinon choisissons g(=g,.) de sorte que

(4) X mr)<

i=q+1 :
Il suffira de donner les développements dans le cas d’un nombre
dénombrable de cercles (11.6 ¢); on a (4°) :

(59) m<w'—-q2 fj> =m l:<0)'—2 l‘,-) +i I‘i] < m‘(m*—.z I‘i)+ g.
1 1 g+1 1

Diaprés (3°) et (11.6)

(e8] <+ (3),

1

g n(3)

1
£ m(ut)—m(H)=m(o'—H) < ;,
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donc (5°)
q
(6°) m(w"—z I‘,-) <t

A cause de [ << w* < w (11.6), finalement on obtient (6°) (1,)

/ q T
m(w -—21‘,-) = m(w — w*) + m(m"‘—EU) Zm(v —H)+1<2r.
1

1

En vertu de (2°), (1°) on voit que le probléme 11.5 a été résolu.
Avec (11.3)-(11.4a) en vue et les cercles; (j =1, ..., g =qn)
étant supposés choisis afin que le probléme 11.5 soit résolu,
définissons dans w (= ¢,—o),_,) une fonction ¢, (z) par les conditions

(11.7) ba(2) = f(3)) (pour z dans T';; j =1, ..., q);
. q
(1.7 @) bo(z)=0 <dans w—ZI‘,'>.

1

A cause de w(=g¢,—0%_,) <L, daprés (11.2) on obtiendra

7
(11.8) [ du(2) —f(2) | = [f(2)| < M <5‘"‘ w —Zri= ‘”0>§
1
en vertu de (11.4), (11.5d)
(11.8a) |dn(2)—f(2)|=1/(3)) —f(2)|=pn(r)<u(p)  (surHIy);
I'; étant dans », on aura

[n(2)—f(2) | =1f(3))—F(2)| < | (3)) |+ [f(2)| £ 20Mn

(11.85) { (sur T';— HT;).

De la

q 4
1.9 vo= f[10@)—s@)de= [ a B s F
(] W, ' j 1 =AY
Z M, m(wo)+p(p)m<éﬂl‘,~>+2311,,m<£(1‘,——ﬂ[‘,-)>.

1

En notant que

U4 q q q
Zﬂll“i.éw, Z(Fi—_ HF;)=2F/'— Hzf.jéw——ﬂ,
1 N 1 1 .
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on déduit
Yo My m(wo) + p(p) m(w) + 2, m(w — H);

or [(11.5b), (1,)] .
m(w) <27, m(w—H)Ir,
dou (11.3b-4 a)

(1.9 a) Tn< 4tMp+ m(p) m(w) £ en.

Formons une fonction 1, ;j(u), continue pour o Zu < rj, telle
gu’avec un certain o < p, j<Tj, On a

(11.10) M j(w)=f(3;) (pouro<LuLon,j);

hn,j(rj)=o0; An,j(u) monotone pour p,,j< U £ Ty

(11.10") fri).,,,i(u)(ri—u)—z du  (fini).

Remplagons ,(z) (11.7-7 @), comme il a ¢té fait dans (B), par
une fonction ¢, (x) :

\

q
(1.10a) 9n(2) = {n(z) =0 <5‘"‘ w —.Zl‘;; w = 6, — 34 )
' /

1

on(@) =hn,j(r(z, ;) (surTj; j=1, ..., g)-

Cette fonction est continue sur »; dans chaque cercle I'j=S(z;, rj)
elle est une fonction de la distance au centre z;; on aura

( on(®)=Yn(z)=[f(3;) [sur S(zj; pn,))

(11.100) 1 lon(z)| 2| f(21)] £ M (sur I});

d’allleurs (11.7), (11.10-104a)
] I"P"(‘z‘)'—@n(x)l—"f(‘zl)—)‘ﬂl(’(‘t Zz))!éMn

1.10¢
( . ) [sur @n,j=T;— S(3}, pn, )l

et

q9
(M.10d)  |Ya(@)— (@) | =0 (sur “"“Z“mi)-

j=1
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En tenant compte de deux derniéres formules et de (11.9-9 @), on
on obtient

1 on(@)—s(a) | da

éﬂl?n(w)—¢n(x)ldw+yn<en+]|9,.(x)—q/,,(.a:)ldx=s,.

7 /T
+Zﬂ [ $n(2) — Yn(2) | do £ r+ Zm.,,m(za,.,,).
j=1 j=1

a,.,i

»

En prenant les p,,; assez prés des r; (mais p,, ;<< r;j, toujours), la
mesure de la somme des anneaux a,,;j(j=1, ..., ¢) peut étre faite
aussi petite que 'on veut; choisissons les p,, ; de sorte que

(1.11) g,,:ﬁ[q:,,(x)-—f(x)[dx<zen (@ = ap—al_y).

Deriniion 11. 12. — Soit @ un ensemble ouvert, borné. On dira
qu’'une fonction (z) sera du type-B (type de Brelot) sur , s’il
existe un nombre fini ou dénombrable de cercles T'=S(z;, r(J))
(=1, 2, ...), fermés, tels que

(11.12 a). Iiri=o (i#yj), rigoe,
les centres xj ne s’accumulant que vers la frontiére de Q, tandis
que :

(1.120) §(z) est continu sur Q,

(1. 12¢) Y(2) = o (sur Q —2IV),

(11.12d) dans chaque cercle TV ¢ (z) est une fonction (continue)
de la distance au centre z;.

Définissons maintenant une fonction ¢(z) :
(11.13)  d(z)=on(z) (sUrop—opy;(n=1,12,..,),

ou ¢,(z) est la fonction (11.10a). On conclut immédiatement
que Y(z) est de type-B sur 2; en vertu de (11.11), (11.3a) on
déduira aussi que

gn< 2¢ <+ .

(1113 a) falfm—'-'f(xndxé

-0
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Tutorime 11.14. — Dans Uhypothése 1.1 il y a une décom-
posttion :

(M1a4) f=fo+d (fo sommable sur Q, b du type-B sur Q).

12. Le cas de /' non sommable dans ’hypothése 11.1. — Le théo-
réme de U'auteur (T'; 6.7), selon lequel

12.1) VO[ ﬂf(y) v y)dy]=—f(w)

(en tous les points de continuité approximative de f sur 'ensemble
ouvert, borné ), au cas ou f est mesurable et uniformément borné
sur , ce théoreme peut étre étendu comme il suit.

Tueorime 12.2. — Soit & ouvert, borné, et f sommable sur L,
uniformément borné dans tout sous-ensemble fermé de Q.

Désignons par A* ’ensemble de points de continuité approximative
de f sur Q. Alors

(12.2) V°[$£f(y)lobmdy]=—f(x) (sur A*).

On peut achever cette extension facilement par les méthodes déja .
employées. On aura (11.2)|f| < I, (fini) dans on, les o, étant des
ensembles introduits dans le texte qui précede (11.2); on<<op,,;
ot Q. La distance A, entre les frontieres de o,_1, on sera positive.
Etant donné un point particulier z sur €, soit n un entier tel
que L€, _y. Eerivons

s Pa(z) = —j FG) g dy

' Hp(z)= ffcﬂ;nf(}')logﬂz,—y)dy’

Q,=Q— ap;
QII=Q'I1+Q’I'H

(12.3)

Q= I'ensemble de points )" de Qravec r(z, y) <1; 9',’1—_— I’ensemble
de points y de @, avec r(z, y) > 1.

L'intégrale P,(z) existe puisque
Quant a H,(z), en décrivant H,.(x) = (x) -+ H" (x) les inté-
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grations pour les termes H/, (z) et H.(z) étant sur Q) et ,, respec-
tivement, on déduira

, 1 1 . -
2x | Hy(2)| <log i [ 1f ()1 dy <og i [ 1)1y (hni),
) =Va,
pourvu que £, ne soit pas vide; aussi

1H:(z)lélogbjg,|f<y>td)-élognjg coe (fini),

si Q) n'est pas vide. Comme pour tout point  sur Q on peut trouver
un n tel que z €0,_4, les considérations que nous venons de donner

1
(%, y)
de y, cela étant pour tous les z sur Q. D’apres notre théoréme 12.1
on obtiendra (12.3)

1 3 .
(12.3 a) V°Pu(x)=V°2%=£oflog;dy=—fw) (pour @ sur A*a,);

montrent que f(y)log est sommable sur Q, comme fonction

d’autre part H,(z) est harmonique en tout point intérieur de

Q—Q,=g,, donc dans o ; de la, V°H,(2) = o (surg,) et

B!
a7,

v [gﬂog%dr]= V9| Po(@) + Hy(2)] =— f(2)

sur A*a, (n tel que x €6,_1); le premier membre ici étant indé-
pendant de r, on voit que la formule (12.2) est valable sur A™.

Dérintrion 12.4. — Avec Q ouvert, borné, désignons par
L.(..., Q) Uopération définie, & une fonction harmonique (sur Q)
prés, dans le champ de fonctions

(12.4 a) Y(x)etype-B sur Q (définition 11.12),
de facon que '
(12.4 b) VoLp(Y, @) =—1(z)  (partout sur Q).
En vertu de la Note de Brelot (B), une telle opération peut étre
effectivement construite. :
Supposons maintenant que f soit mesurable sur Q, uniformément

bornée dans tout sous-ensemble fermé de Q. Alors (théoréme 11.14)
on aura une décomposition (valable pour z sur ) :

= o+ (fo sommable sur Q, L etype-B sur.Q).
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Puisque ¢, étant continu sur 2, est uniformément borné sur tout
sous-ensemble fermé¢ de 2, on voit que :

(1°) fo est uniformément borné sur tout G ayant G < ;
(2°) Pensemble A* de points de continuité approximative de fo
sur Q est le méme que pour f;

donc le théoréme 12. 2 s’applique a £, de sorte que
o I 3 loo ! = *
(3°) V°[; Jpiros ,(x,y)d}] ——fo(z)  (sur A").
D’ou [(12.4 b), 3°] on conclut :

Tatorime 12.5. — Soit f mesurable sur @ (I'ensemble ouvert,
borné), uniformément borné sur tout sous-ensemble fermé de Q
mais pas nécessairement sommable sur Q). Envisageons une
décomposition (11.14) de f (théoréme 11.14). La fonction u(x),
représentée par l'opération

(12.5a) w(a)=Ta(f, 0)= —j S 08 s dy + La(¥, ©)

[La(..., Q) selon la définition 12.4], satisfait & Uéquation
(12.55) Vou(z)[=VoTo(f, Q)l=—f(2) (sur A*),

ot A* est l'ensemble de pomts de continuité approximative de f
sur Q.

Remarque 12.6. — L'opérateur T dépend de la décomposition
de f. Si f= f;+ ¥, estune décomposition différente de celle donnée,
en désignant par T' opérateur correspondant et en écrivant

u'(z) = Tu(/, Q)

on conclura que

w@)—u@) = 32 [ (= FONlog gy + Lu¥) = Lalh)

r(w x)
et Vo(u'—u)=o0 sur A". Mais cela, en général, n'entraine pas
que u'— u soit harmonique sur &, puisqu’on ne sait que I'ensemble
excepté @ — A" est mince. La méme remarque sera valable pour la
différence de deux solutions quelconques (sur A*) ¢, o' (c’est-a-dire, .
quand par n’importe quelles méthodes on a obtenu ¢, ¢, continues
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sur [Q, telles que V;, V|, cxistent partout sur €, tandis que
Vo=V, sur A").

13. La représentation de F(z) de (K,) sur S°—F dans le cas
général. — Revenons au cas de f€[c,] dans le rectangle ouvert S°
(8.1-8.2); soit F(LS°) l'ensemble fermé, non dense sur S,
introduit & propos de (7.2 @); posons

(13.1) Q=S8S0—F

il a déja été établi que f est uniformément borné sur tloul sous-
ensemble de Q a distance posmve de F. De la, sans introduire
aucune autre hypothese, il s’ensuit que le théoréme 12.5 s’applique
a Q, f dans le cas considéré maintenant; ainsi on en conclut comme
il suit.

(13.2) Si fe[co] (dans S°) et f = fo-+{ est une décomposition
dans Q = S°—F (selon le théoréme 11.14), la fonction

(13.20)  w(@)=Talf, @)= .f;ﬂs;fo(}’)'og;,d)’*' Le(d, @)

(fo sommable sur Q, § de type-B sur Q) satisfera a l'équation
(13.20) Vou(z)y=—jf(z) (sur A),

ot A est Uensemble de points de continuité approximative de f
sur ; d’ailleurs (théoréme 9.12),

(13.2¢) A est une plénitude de & et contient un résiduel R de Q.
F(z), €(K,) dans S° (définition 8.1) étant une fonction corres-
pondant & f, on aura (9.12a) V' F(z) =— f(2) sur A; donc

(13.3) F(z)=u(x)+ Q*(z) [u(x) de(13.2a)j,
Q*(z) ¢lant une fonction avec les propriétés suivantes :

(13.3a) Q" est continue sur Q et posséde les dérivées
D, Q*(zy, x2), D,, Q" (2, x2) continues sur Q;
(13.35) . VeQ*(z)=o0 (sur A*).

Les propriétés (13.3 a) sont une consequence du théo-

réme (14'.9) ci-apres.
On remarque que le Laplacien V0 de Q" s’¢vanouit sur £, sauf sur
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I'ensemble exceptionnel € — A*, qui est mince et gerbé (a moins
que 2 — A" soit vide); nous ne savons pas si cela, par soi-méme,
suffit, pour que Q" soit harmonique dans Q; nous procéderons
autrement.

Soit I un intervalle (rectangle ouvert), tel que

(13.) [<Q(=8%'—F), I[F=o, < Se.

En vertu de (8.4 @), pourle flux de F (a travers de la frontiére de I),
on aura

(13.4a) J(F:I)=ﬂf(x)dx [# = (21, @2), do = dzy dzs].
.

Rappelons un théoréme de U'auteur dans (T), (T;9.16). Si g(z)
est sommable sur un ensemble ouvert et borné w et g7 (z), z‘lveic une
constante p>>1, est sommable sur tout sous-ensemble fermé de o,
alors (avec intégrations lebesguiennes) en écrivant

o iy (T LF]
(1°) & (z)= mmd

b

(2°) g*(z) sera sommable sur tout segment linéaire dans .

Or £, (de la décomposition f= fo+ ¢) de (13.2 a) est sommable
sur Q et uniformément borné, sur tout sous-ensemble fermé de 2;
donc le théoréme ci-dessus s’applique;.d’ou on conclut que l'inté-
grale (lebesguienne)

(13.5) [ﬂ %'dy] ds(z,y)  [(I)=la frontiére.de I]
m Q ’

existe (est finie) pour tout I satisfaisant (13.4). Selon un résultat de
Pauteur dans (T), (T; 8.38), lexistence de lintégrale (13.5)
entrainera que le flux de

1

. _ L og —
(13.5a) Fo(x)_“jnfo(y_)lobr(x,y)dy
a travers (I) égalera ﬂ‘fo(y)'dy (surI); c’est-a-dire
(13.58) J(Fo:D:Jfo(}')d_y [dans (13.4)].

B%:

La fonction L.(Y, ) (une solution de V°...=—1{¢, partout
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sur Q) peut étre construite en accord avec Brelot (B), comme il suit.
Soient T;= S(zj, rj)(j =1, 2, ...) les cercles fermés (en nombre
fini ou dénombrable), I';<<Q, T':T;=o0(i{5£)), leurs centres ne
s’accumulant que vers la frontiere de Q, ces cercles étant ceux
employés dans la construction de . En vertu de (B) il existe une
Sonction v(x) telle que :

(13.6) ¢ (&) est harmonique sur © pour z # z;;

(13.6 @) la partie principale de ¢(z) en z; est

T . 1 .
¢ lo"_—_r(x,, x)’ ou c¢;= ;:.ﬂr:.?(}’)d}

(c’est-a-dire, ¢ est égale a la partie principale dans un voisinage
de x;, 4 une fonction harmonique pres); L.(¢, Q) est défini par les
‘relations

(13.6 ) La(y, Q) = v(2) (surQ——EI‘,");
(13.6¢) Lt(#,s))——jwnoo
ou

)d}f—c—ﬂi(z) (sur I'Y),.

(13.6d) H;(z) est harmonique sur I'} et a les valeurs limites sur
la circonférence C(T;) de I';, de sorte que L.(¢, ) soit continu
sur .

Une condition comme (11.10') ne se trouve pas dans la Note (B)
de Brelot; pourtant il nous conviendra de l'utiliser; nous procé-
derons toujours dans Uhypothése (11.10").

Or [(13.3 @), voir théoreme 14.9 ci aprés] on sait que

(13.7) D, Lz(¢, Q), AD,,, L.(¥, Q) sont continus sur Q.

1(13.4)est a distance positive de la frontiere de . Si [ <Q—2I7,
pour le flux & travers (I) on aura (13.6 ), (13.6) :

(Io) J(Le(Y, Q):1)=o.

Au cas o I se trouve dans un I'; on obtiendra (13.6 ¢c-d)
0 J L_r ,Q 1) = d,
(20), (Latt @)D = [[ 40

: [nbter que §(y) est continu ct borné sur T;].
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Dans le cas général il y aura un nombre fini de cercles,
Tiy Tiy ooy Fl'q,

chacun possédant des points dans I; en désignant par Sy, Sa, ..., Sq
les parties de ces cercles dans I et par R, la partie I en dehors de
Si, ... Sq, on obtiendra I =Ry + S, +...+S,. Er vue des pro-
priétés (13.7) de continuité, si 'on prend les flux, toujours avec la
normale intérieure, pour les régions Rq, Sy, . ... Sy, on déduira

I(La(d, @):1) = J(La(.-):Ro) 4. I(La(...):Sy).

Puisque R} est dans & — 2T, ot L, (¢, ) a la valeur ¢ (), tandis
que ¢(z) est harmonique (13.6), il s’ensuit que J (L (}, £):Ro) = o.
Dans S, on aura (13.6 ¢), avec ¢ = ;; $(y) étant continu, borné, le
flux pour S, sera donné par

I (LY, 2):81) =ﬁs'¢<y>dy;

de méme pour S, ..., S,. Donc

| . .
G o= e,  Xs=rXn.
1 i 1 1

En rappelant que ¢ = o sur  — 2Ty, de (1,)-(30) on déduit que
—(13. J(Lx(Y, 2):1)= °) dy,
(13.7) (Latt 20 = [ 40

pourvu que 1 soit & distance positive de la frontiére de Q.
En conséquence de (13.2a), (13.5 &)
J(u(z):1) = J(Fo(2):T) + I (La(Y, Q):1);

de 13, en vue de (13.5 b-7 a) et puisque fo+ ¢ = f,
13.8 J )= Ndy) = f dy.
3.8 du@):n= [ o+ = [
Enfin d’apres (13.3, 4a)

J(Q*(z2):I)=)(F(z):I)—J(u(z):[)=o0

pour tous les I a distance u > o de la frontiere de Q. Do il suit
que Q*(x) est harmonique sur Q.

MEMORIAL DES SC. MATH. — N¢ 125. 5
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Ainsi, en tenant compte de (13.3), (13.2a), on peut résumer’
comme il suit.

Tatorime 13.9. — Soient f(z), €[co], et F(x), €(Ko) (sur
“le rectangle So) deux fonctions qui se correspondent; F I'ensemble
Jermé de la section 1. Alors, sans aucune autre hypothése,
F(z) sera représentable partout sur Q = So—F par la formule

(13.9a) F(z)="Tz(f, Q)+ Q(x) ' [Q(x) harmonique sur Q];

ici Ty(...) correspond & une décomposition (quelconque) (11.14),
JS=/ o+ (fo sommable sur Q, § de type-B sur Q). et U'on a
(13.95) Taf, )= 5 [l fortog Ly + Lty @),

ou Uopérateur L, (¢, Q) (définition 12.4) est construit selon
(13.6-6d).

Bien entendu, la fonction harmonique Q(z) dépendra du choix
de la décomposition.

14. L’étude de Vopérateur L. ({, ). — Afin de démontrer (13.3 @)
nous établissons le résultat suivant.
(14.1) Soit G4(®) une fonction de période 27, de la forme
(14.1°) Gr(®) =21 ga(®),
ot gn(®) est mesurable pour |®| L= et
(14.20) | &r(®)— ga(—P) | = W(®) (0 <h<hy),

ott W(®) est indépendant de h et tel que W (®) @~* est sommable
sur (o, ™); supposons que la limite

(14.30) lim Ga(®) = G(d)=t1g(®) (—mLP®La)
=0 °
existe. Alors on aura
2T e
(14.1a) limf Gh(<I>)d<I>=Princ.f G(®)d®,
. n Jy 0

ou la derniére intégrale est prise dans le sens des valeurs prin-
. cipales.
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La signification du second membre dans (14.1a) est que

2R ki
Princ. f G(®) d® = Princ. f G(®)dd = limI,,
0 - E=0

xa=<f_—s+fﬂ> G(®) dd.

On observe que

2 K B ae
f Gr(®)d® = f [Ga(®) + Gu(— @)] 4P =f [52(®) — ga(—B)] 5
0 vo ' ]
| &2(®)— ga(— @) | D1 <= W(P) D1,
Le dernier membre ici étant indépendant de 4 estintégrable sur (o, 7), .

on peut passer a la limite sous le signe d’intégration (dans le second
membre ci-dessous), obtenant :

1i,xln£ G,,(@)d@:li:nfo [gr(®)— gn(— )] P~ dO
= [ 18(®)— g(— @) 0t a0,
[]

La derniére intégrale existe au sens ordinaire et I'on note qu’il est
possible de la représenter comme

=
mT.,  ou Te= [ [4(®)—s(— )91 db;
£>0 <

d’autre part, d’aprés (14.3°)

Ts=fr'[c(q>)+G(—Q)]dq>='(f_e+f1_‘> G(®)dd = I.

D'ou la conclusion (14.1a).

Norarion 14.2. — y=pe?, z=Rei® {=Red, z=red,
0—¢=—2a(r=R—~A; h>o0); T=larégion {p<R}; T0'=le
domaine {p <R}; CG=la circonférence de I'; ¢(y)=1¢(p), une
fonction indépendante de ¢; ¢ (p) continue'poﬁr o<ZLp=R;¢(R)=0;

R
(14.2a) .[ | ¢(p)|(R—p)‘Hip<_oo [voir (11.10")]. .
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Lemme 14.3. — Soit 3 =p e un point fixe, avec p < R. Consi-
dérons la fonction

! 1 L 2—r2 "(Cv '}’)
(14.3 a) K(h,y)= Z£ 2z, z)lo r(z, }’)d(p

AT
= [ 2=t ae
, 2F|lz—2z |z—y|_

(voir lu notation 14.2). Pour k(> o) — o on obtient

(14.35) lian(h,y):K()')' ,(cy)[" pcos(?—ﬂ)]

Remarquons que

(10) |x——zi‘l=h2+4R(R—-h)sin2®:0;
(20) E—)’ — ez(@—d))[l_ pR—t ei(cp—O)] [1—pR— et(qa——(l))]—i;
d’ou’

|8 —y| =log|[r—pR—t e¢=0] [1— pR1 et G-P}-1

log [z2—r|

= Re{log[1— pR—1elle—0][1 — pR—1 elle—P)—1 1

Ref...} désignant la partie réelle de {...}. Vu pR~* <1, on déduit

{o0) =2 _:'_2_ " R-—u(ein(o;—q))_. ein(p—0) ),
’ n=1
(30) log:—i:—";’,ll =y-:;p"R—"[cosn((I>—:p)—cosh(:p—ﬂ)].
n=1
La fonction
R—~
(4o) Ga(®—8) = 2

27:[h1+ 4R(R—h) 511.2(1)';' BJ

XZ Re [cosn(<l>— 9)—cosn(o— 6)]

est de période 27; en écrivant
(50) Gu(®—8)=(2—08)"1gn(®—8) (|2—6[L2x)
on obtient '

(60) v=[gr(®—0)—gs(0—@)] (#—0)—1 =Gs(®—0)+Gsr(0—).
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En vue de (40) on a

—4(2R—4)

= I Pn . (p__
v= - — — ==cosn(p—0)sin2n
gn[hs-.- 4R(R— &) sin? 2 - ",J Z" R

Vu une formule de moyen -

®—0 ®—p

sin n =
- 2

ncosJ (quelque Jentreoet n q’ : e);

donc en écrivant
=V, __Re
°°“2"Rn = R—pp’
1
il s’ensuit que

4(2R —h) ®—072 cott
(70) vl= Co[ = ] < 7 =c
21:[4R(R—h)sin'—’__q):0J > 4(R—ho)

pour |® —0| = meto<<h<=ho(<R); par conséquent (6,),
(8v) | 8a(P—0)—ga(0—®) [ <ci |P—0] (o<hZLh)

lorsque |® — 0| <7, ¢, (70) étant indépendant de h. '

En tenant compte de (40), (30), (80) nous concluons que le résul-
tat (14. 1-1a) s’applique a G,(®—0) (40), 21(®—0) (50), lorsque
on y remplace ® par ® —0 et W (®) par

W(®—8)=¢c |®—0];

la fonction W (® —0)(®—0)"* est bornée pour ® sur (9, 6 + 7).
D’ou (14.3a)
(14.4) limK(h, y) =K(y) = Princ.[

= .
G(® —0)dd = limTs;
ici par suite de (40), (30)

(14.4a) Te= G(®—06)do,

: O+e

—0.  r(%y)
1 .
v ()

I
coséc?

(14.5b) G(dw—g)=|i;?G/,(d>_o)=4;R
Soient ', ¢" les points sur C (14.2)

(90) {"= R eil0+e), ' =R elll—),
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En intégrant par parties, on déduit

oq) r(g, ‘V) bran—e
4RRT5—— 2 cotg > l g;(T)’)]0+g

O4+on—¢
¢ — r(Ca 7}
——f+e [——zcotg 5 ]d¢ og s, )dtb

r(t,y) gf _log LX) ( €
T,y )zcot 2 IOgr(C”,y)( 2cotg2)

+2M—E
d—0 o
_-/0‘+e cotg 5 dq)lo r2(z, y)d®;

ainsi
47 RT; =Ty c— Ty, T1,5=200tg%log[ - r(gy) },

r(&,y)r&y)
O4om—e
Tae =f colg(I> —*8
04¢

En conséquence de (3,), od nous posons ®—0=¢ et, puis,
®—0=—z¢, on trouve (o)

r(g, )
&, y)

:‘((é, ¥) 2 pnR—"[cos(n (e _ga))—coc(nza)],

(IOo)

%log(ﬁ’-&— p2—2Rpcos(P — ¢)) dP.

log —Z;z-p"R—"[cos(n(s+ 2a))——cos(n2a)],

| Tie| = 8cotg— | Z —pnR—" cos(n2) sin? il__ |

Comme il a été indiqué dans le texte qui précede (7, ),
ce qui donne (go)

sm——|4n—’

| Tye| < 2co€? cotg %
Donc
(1) - limT;e=o.
€

Pour calculer T, (100) remarquons que

(120) b%log(mq-p:_zﬂpcos(tb—q:)): c—s_i%%; c=R;:;:2 H
dés lors

Toe= T5+Te,

Tg‘:M o+m—scotg®_6d@=o;:
(130) c—cos(8—9)Jy, .

O+2m—e¢ . . . _
T, = cotg(p_e[ sin(® — o) . _sin(B—9) ]dtb.
Oere 2 c—cos(P—9) c—cos(0—9)
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Faisons le calcul de T,

B+27—e €08 —— 2ccos(¢:0-—<p) s,in'p;_o—sin(tb—ﬂ)
T, = - do
M/ sinq)—e [e—cos(0 —3)][c —cos(D— ¢)]
2
] 2ccos(q)+0 ep) 2cosq)—'—0
+2n—E - — §
= —-——_-l (ZOS(D_0 aoe
c—cos(i—9)Jy, . 2 ¢c—cos(P—v¢) :
O+em—e

1
c—cos(0—o) (Y

ad

X [ccos(0 — q;)+ccos(¢—9)—1—cos(€b—0)]zm~

Avec 2a = 6 — @, on obtient

dd

T
imT,= — — — —2a)]—22
ll;llTs— c—-coszaf [(ccosaa—1) + ccos® cos§d> za)]c——-costb

2T

=b°f f cos®
A c—cos’l) c—cosd’

bo— ccos20 —1
T ¢—cos2a

Puisque ¢ = (R2+ p?) (2Rp)™*, avec l'aide des formules

f T 4mRp |
c—cosd> Ver—1 Re—p?
2

™ cos® dP 27:[ c —1] _ 4mp

Va—1

(140)

c—cosP TR’
on conclut que

bo— (R2+p?)cos2a —2Rp — (R2+4p?)cos2a — 2Rp
~ R24-p*—2Rpcos2a r2 (g, y)

et

R 41: (R2+p?)cos2a — 2Rp
- limT,= s [p + Rp 7T ) .

Cela nous conduit [(14.4), (100), (110), (130)] &

. —1 '92 (R2+p2)cos2a —2Rp 7] |
k) =g [ R+ (T 7) ’

le second membreicipeut étre transformé en l’expresswn dans(14.35),
ce qui démontre le lemme 14.3.
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14'. L’étude de I'opérateur L. (¢, ®) (continuation). — En proce-
dant avec la notation 14.2, posons que v(z) est une fonction donnée
harmonique pour r(xz, o) <R'(R'>R), sauf en le point o, oi
elle a une singularité

4 I __I_ . .
(14.1) clogrmy o=z [y

c’est-a-dire

1

(14 .1a) v(x):clogr(x, o)

+ 0%(z),

v*(z) étant une fonction harmonique pour r(z, o) < R'. D’autre
part, définissons w(z) comme il suit :

(14'.15) w(z)=v¢(x) pour RZr(z o)<R;

(14.1¢) w(z)=P(z)+H(z), P(z)= %:_ﬂ[:q'(y)hg r(zl, y)d‘y

pour r(z, o) <R, H(x) étant harmonique sur I°{r(z, o) < R}et
possédant les valeurs limites sur la circonférence C{r(z, o) =R}
de sorte que w () soit continu pour r(z, o) <R/.

La derniere condition entraine que

(19) H(z)=v(3)— P(z) = clog -+ v*(3) — P(3)

sur C. Selon une formule bien connue

T
R2— 2

rz(z,x)H(z)dq) [z=(R, ®)]

(=) H@)=H(r, 0= [

dans I'°. Soit {= (R, 0) un point quelconque fixe sur I. Ci-apris
nous prendrons z = (r, 0) avec le méme angle que ¢.

Norarion 14'2. — Désignons par
, a+  J-
(14'.2a) IR’ IR

les dérivées partielles par rapport a R (si elles existent), droite et
gauche. '

Lemme 14'.3. — Lda fonction w(x) déjim'e dans (14 .1-1¢)
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posséde la propriété qu'en tout point {= (R, 8) sur C la déricée
bilatérale

Jd a+ a9
14’.3& —_— = e—=,,, — =
( ) R ()= 3R oR
existe et est finie [ c'est-a-dire, (n+) et (n~) désighant les normales
extérieures et intérieures a I, on a d—d- w(f)=—- —w (¢) pour g
sur le pourtour C]; cette dérivée est continue specmlement a C.

En vue de (14’ 1b)

TR = lim 2 (w(R+ Ay 0)— w(R, 8)) = T2 o(8) = gpo(®)  (h>o0);
d’ou (14.1a)
(3) (@)= 2E + L (),

c’est une fonction continue de 0. ¢ (14.2) étant continu, borné,

P (14.1¢) posséde des dérivées plemléles uniques, s’ obtenant par
dérivation sous le signe d’intégration : ainsi

) -
W) GpP0= p=— L e imele=Ny,,

de plus

TR0 = e P(3)+ SEH).

Donc le lemme suivra, si 'on montre que
-d 0 .
a4 2 H(EZ) =— APQ)— S+ 2 (D).
Soit z = (R—#4, 6) A > o; alors (2°)

(50) H(2)=H(R—h, 8) = G(h, H)Eﬁ/‘;' iﬁ_f_‘_?ﬂ’;_).u(z)dcp;

G(h, ...) est un opérateur linéaire, contenant un paramétre h;
G(h, 1) =1; donc (1°)

H(z)=G (h, c log'%) + G(h, ) — G(k, P) = clog & + G(k, *) — G(k, P);
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¢* est harmonique sur le domaine circulaire de centre o et de
rayon R'(>R), d’ou G(4, ¢*) = ¢°(z), et 'on a

H(Z) — H(2) = ({) — 09(2) + G(h, P) — P(L) G(A, 1),
ce qui nous donne
. d . .
PLH(D) = lim (B — H(@)) = 5 0°(0) + lim 5 G(, P=P(L)),
pourvu que la limite indiquée au dernier membre existe. En vue de

la constatation a propos de (14'.4) on voit que le lemme sera établi,
si 'on montre que

lim £ G(h, P—P(0)=— s P(D)— & (A>o).

Vu (14.1) et (4°) il suffit donc de prouver que

(14.5) li}{nl—zG(h, P—P(C))=;;ﬂ;q,(y)my)dy’
R— — 0
N

nous n’indiquons pas la dépendance de K*(y) de ¢; y = (p, ¢)]. En
vertu de (5°), (14'.1¢)

1 T R—rt [ R ;
o =3 [ ot [:z—ﬂﬂl:q;(_y)logmdy- a.
Il est facile de justifier le changement d’ordre d’intégration; d’ou

H
T R2— 2

y= 2 L LI
G(h P)=— || $(») ”f o= zlogr(z,y)a(}b' dy.
I 0 l ]

Pour obtenir G(4, P(Z)) on n’a que le besoin de remplacer r(z, y)
par r(g, y); dés lors

T Ra__ e

(69) 3 G(h, P—P(0)= zi,,j;q»(y_)[;; 0 hlx_zlgnog’"("”@]@

r(z,y)
= glzflﬂ(y)l((h, ¥)dy  [voir (14.3a)].
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D’apres (14.3a; 64, 70)
27
f G,,(d>—6)d¢l

0+m
() =|‘/ev [Gh(d)—e)'*‘Gh(e'—'q))]dq)l

|K(h, )| =

O4+7

éf |v]d® £ me = ko(R —p)
A 4

(ko> o, fini, indépendant de %, y)
Donc, ¢(y)=1{(p) étant indépendant de ¢ (="Langle de y), on

aura
~2T R

K(h, y)dy = K(h, dp | do,

ﬂl:qﬂ(y) (hy y)dy qu[j;ﬂq»(p) (hy ¥)e P] P
ou

Rl¢(P)K(h,y)PIéKoI¢(P)|(R—P)"P=¢'(9);
v*=f Y*(p)dp <=  [§*(p) indépendant de A, g; voir (14.2a)]

d’ou

R R
lim f_ HOK(h)ede= [ o) Kk 7)o
. .
lf YK (A, }’)PdpléV"

(v* fini, indépendant de %, ¢), et

L 'R
tim [ 4Kk, )y =f_oli,:n[f_ ¢<9>K(h,y)pdp] dy

¢

—f_[f qa(e)th(h,y)pdp]

= [[4orimK a5y ay.
En conséquence du lemme 14.3, (6°)
lim 7 G(h, P —P(2) = 5!Eﬂrq,(y)x(y)aly.
On observe que (14'.5, 5a) s'ensuivra, s'il est vrai que

(14'.6) ﬂ¢(r)(K(Y)fK*(y))dy=0 [(14.30), 14.5a)).
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Pour établir la derniére formule remarquons d’abord que

. cos(p—0) 2p2 I
K — K =—09p—T 7 v
(80) =K@ ==20 "5 5y * X ", 7))
r2 (¢, y)=R2+p2—2Rpcos(p —0);
avec

c=(R2+p?)(2Rp%)1,

en vertu de (14.140) on obtient

o . 20?2 2T d: T —0 X
[ k=Ko =2E [ ST [ 2Dy,
0 0 [}

r‘l(ﬁ,y)—
__p_f” dp 1 *T cosg do
T RJ, c¢—cosp RJ c—cosg
p 4nRp I 4mp?

R: R2—p2~ R Ri—p? =0

pour o < p <R. En remplacant dy par pdpdp, on peut intégrer
dans (14'.6) dans un ordre quelconque (c’est ce qu'on a déja fait);
ainsi

R 2T °
uﬂl:‘l’(y)(K(}’) - K'(}‘))dj'=£_o¢(P)P[£ (K(y) —K*(»)) d?J dp =o,
ce qui est le résultat voulu. Le lemme 14'.3 « été prouvé.

La fonction ¢ (14'. 1 b-¢) étant égale a ¢ (une fonction harmonique
dans un voisinage de C) sur G, on voit que la dérivée bilatérale
M __av(%)

ad T d
fonction continue de 9; en vue du lemme 14'.3 cela signifie que les

g, e, 0 ow (% . . ) .
dérivées ‘:SC), jé"') (¢ ==¢.+ =) existent sur G et sont continues
w1 2

(unique) (t=Re®?), existe sur G et constitue une

spécialement 4 C. En tenant compte de la construction de I'opéra-
teur L, (¢, ) [11.10), (13.6-6 d)] et de la fonction w(z) (14'. 1-1¢)
et des résultats relativement aux dérivées premidres de w, que nous
venons d’établir, nous sommes amené au résultat suivant.

Lemme 14'.7. — L, (¢, ) (13.6-6d), continu sur Q, posséde en
tout point x = (x4, x2) de Q les dérivées bilatérales (uniques)

, 7 Jd
(14'.7a) d—lex(% Q), ELJ—'(‘% Q),
qui sont continues sur Q — XTI} et sont continues spécialement aux

circonférences C(T;) des T,.
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Le rosultat ci-dessus n’entraine nullement la continuité des déri-
vées (14.7a) sur les pourtours C(T;), quand on considére ces
dérivées comme des fonctions de point sur Q.

Revenant a la fonction w(z) (14'. 1-1¢) nous allons montrer :

(148) 8¢ Uon pose to= (R, 60) fize sur la circonférence G,
z=(r,9) aveco=r <R, on aura

(14 .8a) (%w(z)— d‘:‘w(C°)—>o pour =z —>{o.

En écrivant A=R—r et rappelant la notation (14'.5), nous

obtenons (14'. 1¢) [puisque G(4, 1) =1]

G(h, P)— P(%0) = G(h, P— P<t°>>—f (P(2)—P((?)) dd

27rr2(z x)

(z=Rei®);
J *F(R2+ r2)cos(® —0) —2Rr
516, p)=~£ ) R(P(z) —P(1))d®

I ,e
=5 Lo 1@ s
®—9

» on (R—r)?—z(R2+r2)sin‘-'—2-— (20, ¥)
(s =[[ & T log 5 4

(y =pe'¥, g <R).

En opérant sur T(z, y) comme nous l'avons fait sur K(%, y)
[le texte (14.3@)-(14.4b)] et en tenant compte de (14.1-1a),
on conclut que limT(z, y) (pour z, sur I, > (%) s "obtient comme
I'intégrale au sens des valeurs principales, lorque dans I'expression
pour T(a:, y)onmetr=2¢":

. ) 2 L P —6o r(ge, y)
JL"E.T(w,y)=P”“°'fo TR OO T s Ty A

donc (14.4-4b)
' limT(z, y) =—K(),

ou K(y) est précisément la fonction dans le lemme 14.3 pour ¢°.
En procédant comme dans le texte (14.6°) on déduit

(o) i‘;'éog?‘}("’ P)—lim - fr V() T(@ y)dy =— o- ﬂ YK () dy
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(z sur I?), le passage & la limite sous le signe d intégration étant
justifiable.
En conséquence de (14'.3°) et du lemme 14'.3

() =3 d‘; P0(%0);

en tirant partie des développements qui suivent (14'.5°) et en notant
que G(h, ¢*) = ¢°(z), on voit que

—H(w)— J v°(x)—~G(h, P) (h=R—r);

d'ou (14'.1¢)

%w(w):%P(x)—i—%_H(a‘) ‘ .
_ 0 (x) /] I r—pcos(p—=0) ,
== — 576k P)— Eﬂ‘¢(I)WdY,
/]

o w(z)~ t;d— w(%o) = vi+vp— —')—G(h P),

_ 90%(z)  deo(L0) _c r—pcos(p—8) ,
W= JR “WERT 2nﬂ N5z 72( %, _}) ay-

Puisque ¢° est harmonique (14'.12) on a limv,—=o; ainsi (9 )
(14 .1), (14 .5a)
lim [;;w(w)—- ﬁw(t")]

_ 1 ) ¢ .. 1 r——pcos(:p—ﬁ)
= oz AR D+ g —tim L ] v S gy

= ﬁﬂ‘l’(}')K(J’)dy+ —2—11—:%4,(])[% _ R"'?COS(?——BO)]dy

(3% ¥)
=tﬂr¢(y)[K(y)—K*(y)]dy;

ici K*(y) est formé pour {=1¢°; enfin, d’aprés (14'.6) le dernier
membre ci-dessus est nul, ce qui établit (14'.8, 8a).

De la méme fagon on trouve que
(14'.85) 76 w(a:) d w(C“)—->o pour z(avec r < R)—{o.

Donc les premiéres dérivées bilatérales par rapport a r, 0, et
par rapport & x;, x: (si l'on met z=re®=z, + iz,), sont
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continues pour r = r(o, ) Z R; elles le sontaussi pour R =< r <R/
[puisque ¢ (z) est harmonique pour R < r <<R']; conséquemment
ces dérivées sont continues en tout point du domaine { (o, ) < R'}.
La portée de ces considérations sur L, (¥, Q) s’exprime ainsi.

Tutorime 14'.9. — L, (¥, Q) (13.6-6d), ot x = (x4, x2), a ces .
- dérivées d—i:L,(‘I", Q), T)%;LI(‘F, Q) (bilatérales, uniques)

continues sur &, au moins au cas ot (11.10") a lieu.

14 . Quelques détails relatifs 4 la preuve de (14'.8-8a). —
Retenons la notation des sections 14, 14'. .Pour simplifier (cela
n’entrainant aucune perte de généralité) posons §°=o; d’ol ¢° est
le point (R, 0); z=re®, r <R; r->R, 6>0; y=pe? p<<R;
5= Re"‘l’;

' R2+ r2 (R—r)
= T2Rr ’ CTI= "SR

(14".1) Soit génériquement c* une désignation pour une cons-
tante positive (ci-dessous ¢* sera indépendante de r, 9, p, ¢, @, n).
Examinons la partie de 'épreuve de (14'.8-8a) qui nous a mené

a (14.9°). On a

27
T(z,y) = Gy (D) dd,
(@) f (D)
ou (14.3,) (ot I'on met 0 =6°=o0, { =¢°)
Gie(®) = f(®, 0) ¥, - p"R—"[cosn(® —¢) = cosng ),

— 0 ., Dd—0]
][c—-—1+2sm' P J H

Gy,»(®) est de période 2m en @; donc, en remplagant ® par @ +- 0,

1 .. P
f(d), 0)= 2_,”1[0—‘_20 sin?

2T
T(x,y)=f G (D) d®,
(1°) Gx(q?):f((l))Z’—llp"R—"[cosn(<1>+0—<p)-——cosn<p],
1

anr

1 - in2l @ c—l+2x'n’l¢ =
f((b)=-;—- c—i—2csin®> sin? ~ @ H
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on note que

(2°) [f(P) < [0—1+2sm* <I>]—i
(39) [f(P)| P2t (pour — 7 =B <37).
Puisque

cosn(® 40— o)+ cosn(®—0-+9)—2cosns

‘=—4sinn (g ——:p) sing'z—e — 4cosn(h— q))sin!n—;p,

on a

() Ca(®) + Gu(— ) = Q(®) + Q(®);

(5°) Q0(¢)=f(€b)Z:’l_49::R—,z sinn(g—(p) sinn—-ze;

(6°) Q®) = 7(8) 3, =4 proncosn (8 — g) st 22
n Py

1
[= G%(®) + GL(— ®)].

Puisque |sinu | < | u|, on obtient (3°)

(79) |Q<<I>>|4|f(d>>|d>°)np"ﬂ-uc (R—p)  (|®|<zn):

1

donc | Q(®) | est borné par rapport a z, ®. Aussi (1°), (4°)
T(z, y)= ~qu) Gx(— )] dd = n"‘l’d‘b " D) dP,
(@ 7)= [ [6x(®) + Ga(— )] [’Q() + [ e
ou [(14.3,), avec 0 =0°=o, §°= ¢], en écrivant z°= Re®,

fQO(tb)dQ—f f(tb)z' Ru[cosn(@-—9)—coan>]dd>

T ccos® —1

(c—cos®)? e =0

0 []
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des lors (6°)

T(o, )= [ Q@)ae = [ [61(®)+ Gi(—®)]d0

0

(89) _f GL(®)d®;

Gx(®) = /(D) 2;9"“‘"[005"(‘1"-‘- 8 —3)—cosn(d—o)];

en remplacant @ par ® —0 et en notant que f(® —0) = f(®, 0),
nous observons que

2T
T(z,5)=[ Giu(®)d®;
@ =[ cu®
Gi(®) =F(®, 8) ¥, ~ pn S [cosn(® — 9) — cosn(0 —¢)]

0__
=f(2, 0)log.||zz __;"I [20= Ref, (14.30)];
- d’ou
an (R —r)—a(R2+ r?)sin? b—0

2 I(Zo,}’)
(9°) T(“”}’)—f R "3, Z) "(57}’)d

[voir I'intégrale pour T(z; y) suivant (14'.8a)], ou l'expression
sous le signe d’intégration est G, (®). Or 7° et 6° signifient que

| Go(®) + Gp(— P) [ (R —3g)2 pour |®|Z=.

Grace a cette formule on peut appliquer (14.1-1@) & (8°), ce qui
nous donne

°

27

lim T(, y) = Princ.f Gl(®) d®.
T3>0 [

Mais G.(®)=G,(®+0) et, comme §—>o0 pour z—>L% on
a Gy (®) = G(®); de la

27
lim T(x,_y)—_-Princ.f Gio(®)d®,
>y )

ol G, (®) représente la fonction sous le signe d’intégration dans (9°),
ot z est égal a ¢ (alors 3°=1¢°); cela est exactement ce que nous
avons indiqué dans le texte avant (14'.9); de la nous sommes
conduit & (14.8-8a).

MEMORIAL DES SC. MATH. — N* 125. 6
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I5. Généralités pour les diverses opérations et classes. — Rappe-
lons (8.3) que

(18.1) F(z)=JTof+ h(z) [h(z) harmonique sur 5°],

quand les fonctions
Sfe€le], F(x)e(Ky)

se correspondent; de plus (sur S°)

(18.1a) Tof =®(1)=J(F:I) € [Co]
[pour les intervalles (rectangles ouverts) I'dans S°],

J(F : 1) étant le flux de F a travers de (I). Donc en vertu du
théoreme 13.9 et parce que

(18.2) f(x)=Der*® (la dérivée ordinaire de la fonction @
d’intervalle) partout sur S°, on @ sur Q(=S8°—F):

(1°) J1Tof = To(f, Q)+ H(x),
ou H(z)[= Q(z)— h(x)] est harmonique sur Q;

Tof =ITz(f, Q);
(2) _ J~1® = T,(Derz®, Q) + H(z);
® = JTo(Derr®, Q);
(3°)- F(z)=Tz(Der®, Q)+ Q(z) = Tx(Der*J(F), Q)+ Q(w),
o J(F)=1J(F :I) et Q(x) est harmonique sur Q.
Ces résuliats peuvent étre exprimés en disant que sur Q on a

(18.3) JtTy=T,  (sauf pour une fonction harmonique sur Q)

dans le champ de [¢,];

dans le champ de [c,];
(18.35) J—1= TyDerx (sauf pour une fonction harmonique sur Q)
dans le champ de [Co];
- (15.3¢) Id. = identité = J T Derx
dans le champ de [Co];
(18.3d) Id. = T,Der=zJ (sauf pour une fonction harmonique sur Q)

dans le champ de (K,).
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Ci-dessus T, est Popérateur T.(..., 9) dont il s’agit dans le
théorgme 13.9.

En conséquence de (13.2-2¢) et la relation (13.9a)
F(z)=Tx(f, 2)+ Q(x) (sur Q);

on obtient le résultat suivant.

(15.4) S¢ f(xz)e[co] et F(x)e(Ko) se correspondent, il

s'ensuivra que
(18.4a) VeF (z)=—f(x) (laplacien V°)

sur A, ou A est Uensemble de points de continuité approximative
de f sur Q; A est une plénitude de Q et en contient un résiduel.

Considérons le cas d’une fonction particuliére f(z) de [co] (sur So).
La premiére conséquence serait l'existence d'un ensemble fermé
F < §' (rectangle fermé S), non dense sur S, tel que dans tout sous-
ensemble fermé de

(15.5) Q=S8—F (l'intérieur S° de S),

|f(z)| soit uniformément borné. En procédant comme indiqué
depuis '’hypothese 11.1 jusqu'au théoréme 11.4, on trouve des
cercles

(18.5a) Lj=S(=zj, rj)

en nombre fini ou dénombrablement infini, ayant leurs centres z;
sur @, tel que I'T;=o0(i5£ ). I;<< L, les T, ne s’'accumulant que
vers la frontiere de ; il y a une dé¢composition correspondante

(18.5b) S=/fo+¢  (surQ),

ot ¢ est de type-B sur @ (voir la définition 11.12; & noter un certain
changement de notation pour les cercles et leurs rayons), et fo
est sommable sur @ (et uniformément borné sur tout sous-ensemble
fermé de Q). Cette décomposition 15.5b) de f est la deuxiéme con-
séquence de la supposition que f € [co]. Soit ¢ () une fonction parti-
culiere (13.6,6a) harmonique sur & pour rFzi(i=1,2,...)el
ayant en z; la partie principale

0 I - ’
(13.5¢) cilog ou ¢;= ﬁ.ﬁ:i“} )dy

—_—
I‘(.’L‘t, Z)
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(une telle fonction existe comme il est indiqué dans la Note de
Brelot); rappelons (13.65-6d) que

(13.5d) . Le(y, Q)=v¢(z) (sur Q— 3IIP);

Li(h @) = @)+ . [[ ¥ logrg—say (sur 1t

r(xz, y)

Hi(z), harmomquc sur T}, est choisi de sorte que L, (Y, ) soit
continu sur . Enfin, on pose

(13.50)  Tatf, @)= ;= [ fo(r)log =5y + Lt ).

r(z,y)
Gréice au théoreme 13.9 on conclut qu'il existe une fonction Q (),
harmonique sur Q, telle que sur Q

(13.51) T=(f, Q)+ Q(=)

est une fonction F (z) de classe (K,); c’est une fonction correspon-
dant a f( €[co]) donné. Puisque ¢ (z) est harmonique sur &, pour
zF#zi({=1, 2, ...), on peut joindre Q (z) a ¢ (z) ce quine chan-
gerait pas pour la fonction [encore désignée par ¢ ()] les propriétés
que nous avions auparavant exigées de cette fonction [ainsi, les parties
principales (15.5¢) resteront les mémes]. Alors on aura T, (f, Q)
(15.5¢) représentant sur & une fonction, soit ¥ (z), qui est de la
classe (Ko ) (sur So).

Derinirion 15.6. — Si f(x) €[co] (sur So). il existe une opéra-
tion T.(f, Q) (15.5¢), définie sur Uensemble @ (15.5) et corres-

pondant a un choiz de ¢(x), comme. il est indiqué ci-dessus.
Posons

(15.6a) Te(f, 8°) = T(f, Q) (z sur Q);
(18.65) Ta(f, S°) = lim TL(f, Q) (& sur F; z variant sur Q — 2I'?).
>

Cette définition est justifiée en vertu.de I'affirmation en italiques
qui la précede, et parce que, F (z) ¢tant continu sur So et F étant
non dense (sur S¢), la limite, ci-dessus, existe uniquement en tout
point z' de F (a noter que tout point de F est un point limite de et
en effet, de @ — 3I); d’ailleurs partout sur S° on aura

(13.6¢) F(z)=T(f, S°)  (sur 8°),
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f(x) de [co] et F(z) de (K,) se correspondant. En vue des pro-
priétés des fonctions de (K,), on conclut que les dérivées premiéres

de T,(f, So) existent (et sont finies) en tout point de Se¢ et que les
fonctions

(13.7) Tx(/, 8°), %T.r(f, s (=12

sont continues sur So; en particulier, les limites (uniques et finies)
(13.7a) lim Tx(f, S0)[= T (f, SV, lima"— T=(f, $°) [= 9 T (f; S°)]
iz ox;
(J=1,2)

existent en tout ' sur F quand z, €Q, — «'. Posons

(18.8) G () =2L,cjgfo<y)log,, oY

Puisque on peut laisser z tendre vers ', en variant sur & — 27, on
conclut (18.7«, 5e, 5d) que les limites

lim (G(z)+v(z)) [=T(f SN

(15-9) % tim (2 6+ e e(@)) [ = T ] G=u2
existent (étant uniques et finies) pour z, € 2—2I7, — ' en tout
point z' de F.

La supposition que f(z)€[co] nous a mené a la premiére et a la
deuxiéme conséquence [vocr le texte & propos de (18.4a)-(15.5¢)].
La troisiéme conséquence est qu’'une fonction v () [harmonique sur
Q, pour z#z(i=1, 2, ...), et ayant les parties principales
(18.5 ¢)] existe de facon que les limites uniques (18.9) existent sur
F, comme il est indiqué a propos de (15.9). Définissons les fonctions

W (x), Vj(x) par les relations

(18.10) V() =G (z)+o(z), Viz)= %}_G(w)+ dia;; 0 (2)
(sur @ — =0P),
et

(8.10a) V(2')= lim V(z), Vj(«')= lim V;(z)  (sur F),
x> x> a

pour z tendant vers z', en variant sur Q — 2I}. Cela posé, on peut
dire que la quatriéme conséquence est que les fonctions ¥ (),
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Vi (2), Va(z), définies partout sur Se—3ZI? par les relations
(15.10-10a) sont continues sur So— II} spécialement & So—ZIT'}
[pour quelque fonction ¢ () harmonique sur £, sauf en 24, 2., .
ou elle possede les parties principales (15.5 ¢)].

On peut remplacer la quatriéme conséquence par la suivante, qui
I'inclut et va plus loin que la quatriéme :

.

la einquiéme conséquence est qu'il existe une fonction ¢ (z), pour
laquelle la troisieme conséquence a lieu, et qu’il existe corrélativement
une fonction P (), telle que

P (z), %P(w) G=12)

soient continus sur S, de sorte qu’on ait
(18.11) V(2)=P(a), Vj(a)=P(z) (j=1,2) (sur SI—3I}),
7

V(z), Vi(z), Va(z) étant les fonctions définies sur So— 2T par
(15.10-104@).

Remarquons que, si f(z) €[co), F () [= Tx(f, S°) de (Ko)], sera

une fonction P (z) dont nous venons de parler.

Tutorime 15.12. — Les cing conséquences, indiquées ci-dessus,
constituent un ensemble de conditions nécessaires afin que f(z)
soit de la classe [co) (sur Sv). D'our, la classe[co) est contenue dans
la classe [+] de fonctions satisfaisant ces cing conditions.

L’étude des circonstances explicites [et la construction effective des
diverses fonctions harmoniques, ainsi que P (z)], dans lesquelles les
cinq conditions ont lieu, ménerait a quelques problémes treés intéres-
sants dans la théorie des fonctions harmoniques.

Supposons que nous ne savons de f que ceci, qu'elle satisfait auz
cing conditions (nommées, ci-dessus, « les cinq conséquences »).
Ainsi, il y a un ensemble & (15.5), F = S0—Q non dense sur Se,
les cercles T; (15.5a), une décomposition correspondante
S(z)=fo(x)+ ¢ (x) (15.5b); de plus il existe une fonction ¢ (z),
harmonique sur & pour z 3£ z;({ =1, 2, ...), avec les parties prin-
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cipales (15.5¢) en les z;, de sorte qu'on puisse former (pour z
sur )

(15.13) { To(f, @) = G(2) + La($, 0)
[Lz(}, @) défini dans (18.5 d); G(z), le potentiel dans (15.8)],

tandis queles limites (15.9) existent etl’on peut définir sur S® — 2I}
les fonctions V(x), V;(z) (18. 10-10 @), ces fonctions étant continues
sur S°— 3T spécialement & S°— 2T ; d’ailleurs, il existe une fonc-

dl;(;) » de fagon que (15.11)

tion P(x), continue sur S,, ainsi que les
soit valable.

Qu’est-ce qu'on peut dire de T.(f, 2)?

D’abord, en vertu du théoréme 14'.9, on sait que les fonctions

(18.16)  La(4, 0), (,%Lm,e), To(f, 2), ;,%Tx(f,ﬂ) (=112

'sont continues sur Q. En vue de (15.13-5 d-g) on voit que les limites
uniques (15.10a)

lim Tx(Y, @)= lim (G(z)+ ¢(x)) [=V(z")],

232! > ar
(1) 9

. . ad d ,
Jim S Tay, @) = Jim (G2 6()+ 5 0@)  [= Vi)

(j=1, 2) existent en tout point z' de F, pourvu que z varie
sur @ —2I?. Donc en accord avec la définition 15.6 on peut
définir To(f, S°), en écrivant

(20)  Talf, 8% =To(/, Q) [;%'Tx<f,'so>;£iTg(f, a)] (sur 2),

et (15.10a)
(39) Tz(f, S°)=Vx (sur F).:

Puisque Tx(f, So) est égal & Te(f, Q), c’est-a-dire, & G(z) + v(z)
“sur Q — 27, ona (156.11)

(15.14 @) Tz(f, S°) = V(#) = (sur S*— =TY),

Notons que (15.11-10)

J J
(4°) Q%T’”(f’ $0) = d—%;G(z)+d—$-"v(z)= -07}?(.1:) (sur @ — =IY)
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et, en vue de (1°),.

H d N\ () o' N
(5°) J:!;IETJC(L S°)=‘v,-(x).,_EiP(;) (18.11)

pour z' sur F, x variant sur Q — 3I'}. On observe que (15.14 «)

entraine que T.(f, S°) (fini’ en tout point de S°) ést continu

sur 8°— 3I} (X F) spécialement & S°— 32X} ; selon (15. 14) T.( £, S°)

est aussi continu sur ’ensemble ouvert Q(= S°—F); mais cela nc

suffit pas pour que T.(f, S°) soit continu sur F spécialement a S°.

OT.(f, S9) (
dx;

Quant aux dérivées J =1, 2), on remarque qu’elles sont

continues sur £ et qu’elles ont des limites uniques, finies en tout
point z' de F pour , € Q — 2, —2'[(15.14), (5°), nous ne savons
nullement si ces dérivées existent sur F|; ces limites constituent des
SJonctions définies sur F, et y continues (5°) spécialement a F; de
plus (4°, 5°), les fonctions

d
Vi(x) = rTz(f, So) (sur Q@ — =I)),
(15.14 6) Zj
Vi(x')= lim V;(x) (2" sur F; z variant sur @ — XI'?),
x>x'

définies sur S°— 2I'Y, > F, sont continues sur S®*— 2! spééialement
& S°—2XTI). Telles sont les conséquences de la supposition que les
cing conditions nécessaires ont lieu.

Revenons maintenant au cas de f&[co]. Nous ajouterons une
autre conséquence (condition nécessaire) en outre des cing conditions,
dont nous venons de parler. On peut maintenant supposer que ¢(z)
a é1¢ choisi de fagon que

F(a) = Ta(f, S*) [voir (15.6a65)]  (sur SO).
Derinrrion 15.15. — Désignons par
(15.x5a.) 0:; Oy, (J=1n2;i=1,2,...)
les oscillations sur le cerle fermé Ti= S (zi, ri) des fonctions

Tx(f, Q); 'f:‘}Ta:(fa Q)'

Ci-dessus on peut remplacer To(f, Q) par T.(f, S°) (15.6a).
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Ona
. O;=max(z’, 3" sur I'y) | T;/(f, Q) — -n(f, Q) [,

(18.15b) { Oj,;= max(z’, 2" sur I;) a-d—,T-'(f,Q) d ,, — To(f, Q)

[2'= (2}, 22), 3"= (34, 24)]
Si f€[co], on note que les limites uniques (finies)
1'"': Ta(f; @) = Tar(f, 80) = F (&),
(13.16) Jim 2T, Q) = lim - F(x) = d%jF(x')
[J=1,2; a'=(2\, 2b); = (a1, 21)]
existant en tout 2’ de F, quand z, €, tend d'une fagon quelconque
vers x'. Soit x' un point limite des cercles T';(c'est-a-dire, des points
d’une suite infinie de I';; T; << @ = S°—F); la sixiéme conséquence
(de f(=) appartenant a [co]) est que pour les oscillations O;, Oy,
(15.15a)on a

(15.17) limO;=o, liImO,-,i—-o (j=1,2),

quand T; tend vers le point z'. En effet, soient 5/, 5" deux points
quelconques sur [';; notons que

I Taf, ) — Tor(fy @) £ Tar(fy @) — F(2) | + | F (o) — Tar(f, )
|" A 0)— ,,,T -, 9)|
'—‘TZ’(f:

quand T tend vers x', les pomts "et 3" (restant dans IT'; << Q) tendront
aussi vers z'; donc (15.16) les seconds membres ci-dessus —o
pour T;— z'; la conclusion (15.17 ) découle, puisque les premiers
membres sont des fonctions de ', ", continues, par rapport a ces
variables, sur le cercle fermé I';.

Quant aux oscillations O;, Oy, on devrait remarquer (18.5e-54d)
que

Y. _
;;;,‘F(J? )— gzrers"(fy Q)15

0;= max (3, 3" sur I';)

G(z')— G(z")+ Hy(5") — Hy(3")

+—ﬁ ll(})loor(z’”

[le potentiel G(...), (15.8)],

(13.18)

0j,; 6tant donné par une pareille formule.
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Il faut que nous notions que la sixiéme condition est semblable
a une condition signalée par A. Denjoy (D; p. 330-331) a propos
de la totalisation simple. '
Considérons encore le cas oi f(x), pas nécessairement de la
classe [co], satisfait auxr six conditions nécessaires. Les cing
premieres de ces conditions nous ont déja mené a la situation décrite

dans (15.14a) — (18.14 b). Ainsi :
(I) Ta(f, S°) est continue sur S°— XT3 (> F) spécialement
aS*— 3I7y; . : :

(II) T.(f, S°) est continue sur I’ensemble ouvert Q.

Grace a (I), si ' est un point de F, on aura
(18.19) o= | Tar(f, 3°) — Ta(f; S} <t
pour z, €S°— 2I;, tel que

r(z, z')<8=28(a, ¢).

Supposons que #' de F est un point limite des I';. Nous venons
d’indiquer (15. 19). Dans le cas de z, avec r(x, #') < 8, n’appartenant
pas a ‘Sp—2I}, il y a un cercle T}, ayant des points dans le
cercle S(z', 8), tel que z est dans I'?. Soit z° un point quelconque
de S(2/, d) sur la circonférence de I';. On a

dx,m'é l T.z"(f’ So)‘_‘ T_To(f,-s“) ' +|T1‘°(f, So) - Tx(f, So) l;
z°, z étant sur [, il s’ensuit (15.15 b-19) que

Ay L Ao+ 03 << €+ Oy,

puisque z° est sur S°— 2I';. La sixiéme conséquence entraine qu'il
existe n(z', 8) > o, — o avec 9, de sorte que O; << n(«’,8) [ pour tous ¢
pour lesquels I') a des points dans S(z', 9)]; d’ot dyz o << € + n(2/, 8);
0—>o0 avec & Donc en tenant compte de (15.1g), on conclut
que Ty(f, S°) est continu en '(x' sur F, un point limite des T;)
spécialement & S°; on arrive & la méme conclusion quand z'
de F n’est pas un point limite des T; [alors il ne nous faudrait
qu'employer (18.19), 8 = 8(&/, ¢), > o, suffisamment petit].
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Derivirion (18.20). — Soit Ty, ;(f, S°) (f =1, 2), défini sur S°

par les relations )
a . :
Tj(f, 80)= ‘(ETJ'-'(.’.: 80) (sur Q)5
/

. J
Tja(f, 8°) = x";ﬁ e Ta(f,8*)  pourz'sur F, quand z, € Q@ — 2I'}, > z'.
» 0

Remarquons (15.146) que
(15.20 @) T;x(f, $°)=V;(z)  pour & sur §¢— ET}.

Quand f satisfait les cinq premiéres conditions nécessaires, nous
avons vu que (en employant la désignation ci-dessus) :

(10) Tjz(fs S°) est continu sur S°—Z2I'}(>F) spécialement
a 5°— IIy;
(20) Tjz(f, S°) est continu sur I'ensemble ouvert Q.

Avec (10), (20) au licu de (I), (II), en veprenant le raisonnement
donné suivant (I), (II), enfin en utilisant la sixieme condition [pour
les oscillations Oj; (13.17)], on conclut que T; .(f, S°) est
continu sur F spécialement & S°. Grice a (II'), (2,), Q étant ouvert,
on peut donc formuler le résultat suivant.

Tutortme 15.21. — Soit [y¢] s la classe de fonctions f(x)
satisfaisant les six’ conséquences (conditions nécessaires afin
que f(z) €[co]) décrites ci-dessus. On a (théoréme 15.12)

(18.21 @) [vsIo[vsl>[eo]-

Si f(z)€[ys], il existe une fonction harmonique v(x)[15.5 c-5 d]
de sorte que les fonctions

(18.216)  To(f, $°), Tjo(fs S0)  (définitions 15.6, 13.20)

solent continues sur S°. Sif(x)€[ys] sans appartenir a[co),
il peut arriver qu’il n'y a pas de dérivées uniques ( finies)
dT(f, §")

dz;
dérivées existent sur ¥ (en effet partout sur S°) et l'on aura
(nécessairement)

(=1, 2) en tout point de ¥. Au cas ou f€[co] ces

(18.21 ¢) 32_, To(f, $9) = T;x(f, SO) partout sur So.
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On peut appeler la condition (18.21¢) la septiéme (afin
que f(z)€[co)). Pour que une fonction f(z), définie sur le
rectangle ouvert S¢, soit de la classe [c,] il est nécessaire et
suffisant que les sept conditions soient valables et que le flux ®(1)
(rectangles I dans S°) de

(13.21 d) F(z)=Tu(f, $9) (15.21¢)

ait une dérivée ordinaire, -unique et finie, au sens de fonctions
d’intervalle en tout point 2 de S° [la dérivée étant f(x)]. Lorsque
toutes ces conditions ont lieu, F(2) (15.21d) sera une fonction de
la classe (K,), correspondant a f(x).

Notons la relation (15.3 b), valable sur Q dans le champ de [Co].
Dire qu'une fonction ®(I) d’intervalle (rectangle I), définie sur S°,
appartient & la classe [Cy] équivaut a dire que :

1) l'équation J(F:1) = d—Fds(.z" =®(I)(I<<S°) a une solu-
q ) o dn Pl )

. . . F
tion F(z) continue, ainsi que les dd:_v),
)
-classe (K,)];
(i1) unique et fini Der*® existe partout sur S°(c’est-a-dire, @ est

une totale (To), sur S°; f(x) sera de la classe [¢o]).

sur S°[F(x) sera de la

En tenant comple de (15.21 a-21 d) on voit que opé-
rateur J=1(18.1) est exprimable dans le champ de [Co) par la
Jormule

(18.22) J1® =[T.(f, S*) =] Tx(Der* ¢, SO) partout sur S°.



TABLE DES MATIERES

Pages.
INTRODUCTION .t 4 it tiiiiinetnesnenraeaoenacassenassssnanesnsanans I
1. Les dérivées premiéres d’un Potentiel...........oeeeeerereeeenonns 6
2. Les laplaciens. . .. .cviveiiiieiiiiiiiienineennenns Cereceeeeaae 18
3. Propriétés topologiques se rapportant aux laplaciens mixtes, etc...... 20
4. Fonctions continues d’intervalle..............cooiiiiiieiiiinnnas 28
5. Propriétés topologiques des nombres dérivés ordinaires des fonctions
continues d'intervalle.........ccoiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeaaeas 32
6. Le cas de dérivée ordinaire Der™ T2 @ finie ..........ccouvunnnn. . 34
7. L’équation pour le flux.......oooiiiiiniiiiiiatn e 36
8. Le rapport entre (Tg) et les laplaciens..................... e 37
9. Le rapport entre les classes [co], [Col, (Ko) et les potentiels...... P |
10. Des compléments au théoréme précédent...............ccovuennnn. 46
11. Une décomposition de fonctions non sommables...............c... 52
12. Le cas de fnonsommable dans 'hypothése 11.1............. teeees 59
13. La représentation de F(z) de (Kg).sur S*—F dans le cas général...... 62
14. L’étude de Popérateur Lz (¥, Q). coiviieiiiiiiiiiiiiiienne, 66
14'. L’étude de I’opérateur Lz (¥, ®) (continuation).................... 72
15. Généralités pour ies diverses opérations et classes.............oevon, ’82



