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AVERTISSEMENT

La Bibliographie est placée a la fin du fascicule.

Les numéros figurant entre crochets dans le courant du texte
renvoient a cette Bibliographie.

RENSEIGNEMENTS
SUR LA DEUXIEME EDITION

L’expression « analyse fonctionnelle », qui constituait le titre de
la premiére édition, étant de plus en plus employée pour désigner
I'analyse générale, ou calcul fonctionnel abstrait, nous l'avons fait
suivre d’un sous-titre qui précise la nature des problémes concrets
traités dans ce fascicule.

La premiére édition se terminait par un paragraphe consacré a
I'espace différentiel de N. Wiener; nous 'avons supprimé, les tra-
vaux parus depuis 1925 sur cette queslion nous paraissant mériter
d’étre 'objet d’un fascicule spécial.

Les n* 2, 6, 20 et 21 de la présente édition sont en grande partic
nouveaux. Les autres proviennent de la premiére édition avec des
changements de détail.

La Bibliographie est celle de la premiére édition, dont la numéro-
tation a été conservée (n° 1  42), suivie de U'indication de quelques
travaux omis dans la premiére édition, ou plus récents (n° 43 a 49).



ANALYSE FONCTIONNELLE

FONCTIONS DE LIGNES
ET EQUATIONS AUX DERIVEES FONCTIONNELLES

Par M. Paul LEVY.

CHAPITRE 1.

NOTIONS FONDAMENTALES SUR LES FONCTIONNELLES ET LEURS VARIATIONS.

1. Notions générales. — Le calcul fonctionnel. dans le sens le
plus large, comprend I'étude des fonctions qui dépendent d’¢léments
de nature quelconque. Le calcul fonctionnel abstrait comprend les
résultats que l'on peut obtenir sans préciser la nature de ces élé-
ments, en ne faisant a leur sujet que des hypothéses trés générales;
il a été étudié notamment par M. Fréchet [7, 13, 14, 15], E. H.
Moore [49], P. J. Daniell [5], N. Wiener [39, 41].

L’application concréte la plus importante, aprés I’étude des fonc-
tions d’une ou plusieurs variables, et alaquelle est consacré le présent
fascicule, est 'étude des fonctions de lignes ou de surfaces, c’est-
a-dire, au point de vue analytique, des quantités qui dépendent de la
domnée d’une ou plusieurs fonclions ordinaires; une telle quantité
esL une fonctionnelle; les fonctions dont elle dépend sont ses argu-
ments. Pour fizer les idées, nous ne considérerons, sauf avis
contraire, que des fonctions réelles z(t) d’unc seule variable 't
comprise entre o et 1, et n’étudierons que les fonctionnelles
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2 P. LEVY.

dépendant d'une telle fonction .z(t). Ces fonctionnelles seront
représentées par des notations lelles que U[2(t)] ou plus simple-
ment .U[z]. La notation U[z, y |2, p] désignera une fonctionnelle
dépendant de deux fonctions z(¢) el y(¢) et de deux paramétres 2
et .

L’analyse fonctionnelle, qui a pour objet I'’étude de ces fonction-
nelles, apparait naturellement comme une généralisation de la théorie
des fonctions ordinaires, et s'en déduit par un procédé de passage a
la limite bien connu dans un cas particulier, celui qui consiste a
définir une intégrale définie comme limite d’une somme. D’une
maniére générale, si nous divisons I'intervalle (o, 1) dans lequel
¢ varie en n intervalles partiels égaux, et si nous représentons d’une
maniére approchée une fonction z(¢) par une fonction X, (¢) constante
dans chacun de ces intervalles, une fonctionnelle u[z] se réduit pour

X, (¢) a une fonction u,(z4, 3, . . ., &) de n variables | z, désignant

la valeur constante de X,(¢) dans P'intervalle (l—:-l, %)]; et peul

dans des cas dtendus étre définie comme limite de cette fonction
pour n infini. Ce procédé, s’il ne suffit pas toujours & donner des
démonstrations rigoureuses, constitue une remarquable méthode
d’induction pour obtenir les résultats fondamentaux de l'analyse
fonctionnelle. Volterra, qui I'a utilisé sytématiquement, I'a appelé
passage du fini & Uinfini; nous appellerons aussi, d’une maniére
plus précise, passage du discontinu au continu, pour le distinguer
d’une autre méthode d’induction, que nous indiquerons plus loin.

2. Espaces fonctionnels en général. L’espace des fonctions de
carrés sommables. — Un espace fonctionnel E est un ensemble de
fonctions; chacune de ces fonctions z(t) est un élément de cet
espace; nous dirons aussi que c’est un point [z] de E. Une fonction-
nelle U[z(¢)] définie dans E devient une fonction U[z] du
point [z].

Nous ne considérerons «ue des espaces de Banach, c’est-a-dire
des espaces vectoriels, distanciés, et fermés. Rappelons les défi-
nitions de ces termes.

Un espace fonctionnel est vectoriel si, z(¢)et y(t) désignant
deux quelconques de ses éléments, il contient toutes les fonctions
de la forme az(t) + by (t), a et b élant deux constantes quelconques
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(comme ici nous ne considérons que des fonctions réelles, il s’agit
bien entendu de constantes réelles quelconques).

Un espace E est distancié si on y a défini une distance r{z, y]
qui : 1° soit bien définic pour tout couple d’éléments [z] et [y]
de E ct dépende syméiriquement de [2] et [)]; 2° soit nulle si [z]
et [y] sont confondus et positive dans le cas contraire; 3° vérifie,
quels que soient les éléments [z], [ )], [5] de E, I'inégalité triangu-
laire

(1 rlz, yl<rle, 2]+ rly, ],

dont M. Fréchel. a montré l'importance ('). Pour un espace
vectoriel, nous supposerons en outre que la distance ne dépende que
de y(t)— z(t). Dans un espace distancié, un point variable [z] a
pour limite un point fixe [x,] si limr[z,, 2] = o. Les définitions
des mots convergences, voisinages, ensembles ouverts ou’ fermés
dans.E résultent immédiatement de celle de la limite. 1l en est de
méme de celle de la continuité d’une fonctionnelle Ulz].
L’espace E lui-méme est dit fermé si la convergence mutuelle (ou
convergence au sens de Cauchy) d'une suite de points [2,]
(n=1, 2,...) entraine sa convergence vers une limite [z], en
d’aulres termes si, quand r[z,, z,;] tend vers zéro pour p el ¢
infinis, il existe un point [ ] tel que la suite des [z,] tende vers [z]:

Donnons quelques exemples d’espaces fonctionnels qui sont des
espaces de Banach.

1° L’espace des fonctions continues ou espace C. — On peut y
définir r[z, y] comme le maximum de | y (¢) — z(¢)| pourz <t < 1.
Le lecteur vérifiera aisément que l'inégalité (1) est bien vérifiée,
et que cet espace est bien fermé; il est évidemment vectoriel, donc
de Banach.

(*) Cette importance provienl surtout de cc que, grace a cette inégalité,
(a) limr[z, 3] =limr{y, 3]=o0 entraine lim7»[{z, y]=o.
Il peut alors y avoir intérét 2 considérer des distances généralisées, dans la

définition desquelles l'inégalité triangulaire serait remplacée par une autre inégalité
de la forme

rlz, yl<e trl 3], riy, 21},

ou o(r, r,) tend vers zéro avec r}+ r3. La propriété (a) reste vraie pour les
distances ainsi généralisées.
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D’autres définitions de la distance sont évidemment possibles;
on pourrait prendre le maximum de f(¢)|y(t) —z(¢)|, f(¢) étant
une fonction positive et continue, choisie une fois pour toutes.
Mais Uintroduction de cette fonction est assez artificielle, et la
définition initiale, si elle ne s’impose pas absolument, semble plus
naturelle que toute autre. On remarque que la définition ainsi
modifiée est équivalente a la précédente, en ce sens que, dans les
deux cas, dire que [y] tend vers [z] revient a dire que y(¢) tend
uniformément vers z (¢).

2° L’espace des fonctions continues et & dérivées continues, ou
espace C,. — On ne peut pas prendre comme distance le maximum
de |y'(¢)—2'(t)|, puisque, si ce maximum est nul, cela veut
seulement dire que la différence y(¢) — z(¢) est constante. Si 'on
veut éviter de faire jouer un rdle particulier a certains poinls choisis
arbitrairement dans l'intervalle (o, 1), on pourra prendre

rlz, y] = Max Mt—)—(g—‘—w—(—zﬂl-ﬁl\flaxly(l)—w(t)l (1).

Si, dans cet espace, [y] tend vers [x], la convergence de y(¢)
vers z(t) est la convergence uniforme d’ordre, un; elle est
évidemment plus restrictive que la convergence uniforme (d’ordre
zéro) ou convergence dans I'espace C. En introduisant des dérivées
jusqu’a l'ordre p, on peut de méme définir une convergence uni-
Jorme d’ordre p, liée par exemple a la distance

P
rle, y1= 3, Max | #(0) =t (1),
h=0 — ~

ou z!0(¢t), z1(¢t), ..., xP(t) désignent x(t) et ses p premiéres
dérivées. On obtient ainsi des espaces C, d’autant plus restreints et
des définitions de la convergence d’autant plus restrictives que p
est plus grand. Les conditions imposées a unc fonctionnelle U[z],
soit en affirmant seulement son existence en tout point de G, soit en

(') On peut aussi remplacer le second terme par

1
f [y(@&)—z(@)]dt]|. On a
0

ainsi plusieurs définitions distinctes, mais équivalentes au point de vue de la
définition de la himite qui en résulte.
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exigeant sa continuité, sont évidemment, au contraire, de moins en
moins restrictives.

3° L'espace L., ou espace des fonctions z(t) mesurables et
telles que | z(t)|* soit sommable (e > o) ('). — Nous nous conten-
terons d’indiquer qu’on peut dans tous les cas y définir une distance
par l'une des formules

() rzg)=f b(=—s@lra  (o<az),
3) el 1= [ () —a@)rde (ax1).

Deux cas particuliérement importants sont celui de I'espace L, des
Jonctions sommables, el de 'espace L,, qu’on appelle généralement
[en sous-entendanL que z(¢) doit étre mesurable] l'espace des
JSonctions de carrés sommables.

On remarque que les définitions (2) et (3) de la distance
impliquenl que deux fonctions dont la différence, sans étre
identiquement nulle, est presque partout nulle, ne soient pas
considérées comme distinctes. Une fonctionnelle ne sera donc bien
définie dans L, que si elle a la méme valeur pour ces deux fonctions;
tel sera le cas par exemple pour la fonctionnelle

(4) Ula(0]= [ f()a(e)|a(e)]=

ou f(¢t) est une fonction mesurable bornée.

Naturellement, si « croit, on obtient des champs fonctionnels de -
plus en plus restreints dans I'espace des fonctions mesurables, et
par la méme, pour la convergence d’une suite de fonctions, des
définitions de plus en plus restrictives. On obtient une condition
plus restrictive encore en supposant la précédente vérifide quel que
soit a; elle est cependant encore moins restrictive que la convergence
uniforme.

Dans les formules (2) et (3), on pourrait, sans rien changer
d’essentiel, introduire sous le signe d’intégration un multipli-

() La seconde condition ne suffit pas; il faut de plus que I'ensemble des ¢ pour
lesquels () > o soit mesprable. Nous admettrons ici que les L, sont bien des
espaces de Banach. Nous reviendrons sur ce point dans le cas de L..
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caleur f(¢), positif ¢t continu. La distance serait changée, mais non
la définition de la convergence d’une suile de fonctions (puisque la
distance serait multipliée par un facteur compris entre deux limites
fixes). Mais cette introduction serait assez artificielle. Dans ces
espaces, comme dans celui des fonctions conlinues, il y a une
définition de la distance qui, sans s’imposer absolument, parait
particuliérement indiquéc (*). Inversement, une définition de la
distance étant donnée, elle convient dans un espace défini sans

ambiguité : P'espace des fonctions dont la distance a Porigine est
finie.

3. L’espace L, et I’espace de Hilbert. — L’espace L., dans lequel
la formule (4) devient

1
) r= [ Iy —anpd,

0
joue en analyse un rdle particuliérement important. On remarque
que la définition (5) de la distance r est celle que I'on obtient en
partant de la distance r, définie dans l'espace euclidien E, & n
dimensions, et en appliquant la méthode du passage du fini a
Pinfini; plus précisément, r, augmentc indéfiniment, mais %’: tend

(W0

vers la distance r définie par la formule (5). On est ainsi conduit a
une géométric de l'espace L., découverte par E. Fischer [6] et
Fr. Riesz [33], qui généralise d’'unc maniére remarquable la géomé-
trie & n dimensions. Pour P'exposer, considérons d’abord les fonctions

(6) z(t) = a1 x1(t) + arzs(t) +...+ a,za(t),

qui dépendent linéairement de n paramétres. Dans I'espace L, les
points qui les représentent définissent une variété linéaire a n dimen-
sions, dans laquelle @,, a», .... a, sont des coordonnées, ct, si les

(1) Il n'en est pas toujours ainsi (exemples : ’espace des fonctions mesurables,
dans lequel la définition de la distance donnée par M. Fréchet dépend du choix de
'unité sur I'échelle des z; l'espace des lois de probabilité, pour lequel la méme
circonstance se présente pour la définit’ n de la distance que j’ai indiquée

autrefois; c’est bien un espace onctionnel, puisqu’une lei est définie par sa fonction
de répartition
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fonctions z(t), £2(¢t), ..., Za(t) sont orthogonales et normales,
c’est-a~dire si

f xl(t).z',(t)dt=0 (l?é.])’

1
f 2 (t)dt =1,
L]

on trouve pour le carré de la distance du point [z] a I'origine la

valeur
1
f z:(t)dt = ai+a3+...+ al.
1)

Faisant maintenant croitre n indéfiniment, considérons une suite
de fonctions

(7) xl(t)7 x‘l(t)7 LR ‘tll(’)v (KRR

orthogonales deux a deux et normales, et une suite de coefficients a,
tels que la somme 2a} soit finie. MM. Fischer et Riesz ont démontré
que la série

(8) a x (t) +asxs(t)+...+apxp(t)+...

converge en moyenne quadratique (c’est-a-dire au sens qui résulte
de la définition de la distance dans L,) vers une fonction de carré
sommable 2(¢), et l'on a

1
(9) f r2(t)ydt=ai+aj+...+aj+....
0

Inversement, si une fonction z(¢) est représentable par une série du

type (8) convergente en moyenne quadratique, les coefficients a,
sont définis par la formule

1
(10) a,,=f z(t)za()dt.

Si maintenant, partant d’unec fonction 2(¢), de carré sommable,
dont on nc sait pas si elle est représentable par une série du
type (8), on forme cette série avec les coefficients a, déduits de = (¢)
par la formule (10), on ne retrouve pas en général z(z), mais une autre
fonction de carré sommable X (¢), etla différence 2 () = () — X (¢)
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est orthogonale a toutes les fonctions z,(¢), et par suite a X(¢). On
peut donc dire que la formule (8) définit dans I'espace fonctionnel
une variété linéaire a une infinité de dimensions, et qu'un vecteur
quelconque est décomposé par le procédé indiqué en un vecteur
situé dans cette variété et un vecteur qui lui est orthogonal.

On dit qu'une suite de fonctions orthogonales est compléte sil'on
ne peut pas trouver une fonction de carré sommable, orthogonale a
toutes les fonctions de cette suite, et qui ne soit pas presque partoul
nulle. Si la suite (7) est compléte, la fonction A (¢) que nous venons
de définir est alors nulle, et la variété linéaire définie par la
formule (8) constitue tout I'’espace Ls; elle n’en constitue qu’upe partie
si la suite (7) est incompléte. Ces deux cas sont d’ailleurs effecti-
vement possibles; ainsi il est bien connu que les fonctions

sinx¢, sin2n¢, ..., sinnxnt,

conslituent une suite compléte dans l'intervalle (0, 1); sil’on enléve
certains termes d’une suite compléte, on obtient naturellement une
suite incompléte.

On appelle espace de Hilbert, et nous désignerons avec M. Fréchet
par &, l'espace a4 une infinité de dimensions dans lequel chaque
point A représente une suite de nombres a,, a,, ..., @y, ... tels que Za’
converge, la distance r de ce point A et d’un autre point B, de
coordonnées by, ba, ..., b, ..., étant définie par la formule

(11) rr=3%(b,— a,).

C’est donc un espace euclidien a une infinité de dimensions.
D’aprés ce qui précéde, I'espace Q s’identifie avec l’espace L,
rapporté a4 un systéme convenable de coordonnées définies par
la donnée d’une suite compléte de fonctions orthogonales et .
normales; cela revient au méme, un tel systéme de coordonnées étant
défini, de se donner une suite de nombres a, tels que 2a; converge,
ou une fonction de carré sommable z(¢).

Il'résulte de cette identification des espaces L, et Q que L, est,
comme £, un espace fermé, donc de Banach (puisqu’il est évidem-
ment vectoriel et distancié). Que I'on introduise ou non I'espace ,
il importe de remarquer que cette propriété de L, n’est qu’un autre
énoncé de l'important théoréme de Fischer et Riesz énoncé plus
haut dans un cas particulier.
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Il n’y a alors aucune difficulté a généraliser le langage dela géomé-
trie. En introduisant une nouvelle fonction y(¢), définie par les
coordonnées by, by, ..., bn, ..., le produit scalaire [zy] de zety
et leur angle 0 sont définis par la formule

[er] =iz |lxllcosd = [ w()y(e)dt = Zanb,,

dans laquelle || z|| et ||y || sont les longueurs des vecteurs allant de
I'origine respectivement aux points [z] el [y]; les fonctions z(¢)
et y(t), d’aprés la définition rappelée tout a ’heure, sont orthogo-
nales si celle quantité est nulle. Naturellement, avec ces définitions,
les relations établies dans la géométrie ordinaire, notamment les rela-
tions entre les colés et les angles d’un triangle, sont vraies.

On remarque que ces considérations nous fournissent une méthode
de passage du fini a 'infini qui n’a rien de commun avec celle de
Volterra. La fonction z(¢) définie par la série (8) étant appro-
chée en moyenne aulant qu’on veut par la somme d’un nombre fini
de termes, une fonctionnelle de z(¢), si elle est continue, peut étre
définie comme la limite d’une fonction de ai, a,, .. ., a,. Tandis que
1a méthode du passage du discontinu au continu conduit a considérer
des intégrales, celle-ci conduit & considérer des séries; on le voil
bien en comparant les expressions (5) et (11) du carré de la distance.

4. Fonctionnelles linéaires. — Une fonctionnelle linéaire (il
serait logique de dire : ULinéaire et homogéne) est une fonction-
nelle U[z] pour laquelle, quelles que soient les fonctions x(¢)
et 25 (¢) ct les constantes ¢, ¢t cs, on a

{12) Ulcizi+ caxn] = e1U[z ]+ c2U[2s].

Une telle fonctionnelle étant supposée définie dans un certain
espace fonclionnel de Banach, el unc définition de la distance,
telle que la distance a P'origine du point [Az] soit proportionnelle
a_}, étant donnée dans cc champ, on voit aisément que cela revient
au méme de dire que la fonctionnelle considérée est bornée dans
toute région finie de cet espace, ou de dire qu’elle y est continue;
la continuité en un point suffit d’ailleurs pour entrainer la continuité
aniforme dans tout 'espace.

Le passage du discontinu au continu conduil a considérer comme
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forme normale d’une fonctionnelle linéaire I'expression, étudiée par
Volierra,

1
(13) f f(t)z(t)dt.

Mais ce n’est pas bien entendu la forme la plus générale.

Le probléme de déterminer la forme la plus générale d’une fone-
tionnelle linéaire n’a guére un sens précis que si 'on indique dans.
quel champ fonctionnel elle est.continue, avec la définition de la
distance liée a ce champ. En considérant le champ des fonctions de
carrés sommables el la distance définie par la formule (5), en
d’autres lermes en se plagant dans 'espace Ly, M. Fréchet [8, 16] a,
en méme temps que F. Riesz [33], montré qu’une fonctionnelle
linéaire continue est nécessairement de la forme (13), la fonction f(¢)
élant de carré sommable; la représentation d’une telle fonctionnelle
par cetle formule est d’ailleurs unique. Au contraire, dans I’espace €,
F. Riesz [3%] a montré que toute fonctionnelle linéaire conlinue est
représentable par I'intégrale de Stieltjes

(14) [ e@ar),

F(¢) étant une fonction a variation bornée. On peut interpréter ce
résultat cn considérant des masses, de signes quelconques, et dont
les valeurs absolues aient une somme finie, réparties dans l'inter-
valle (0. 1); on peut faire correspondre a chaque fonction a varia-
tion bornée une répartition de celte nature, de maniére que 'inté-
grale (14) représente la somme des valeurs de x(¢), calculée en
donnant & chaque intervalle élémentaire un poids, positif ou négatif,
égal a la masse située dans cet intervalle. Dans le cas particulier de
masses réparties avec une densité sommable, on retrouve la
formule (13); mais d’autres répartitions sont possibles; si certaines
masses p, sont concentrées en des points 7,, elles donnent lieu a des
termes de la forme

Zux(r,)

dépendant spécialement de la valeur de 2(¢) en ces points.

Dans les espaces C,, on peut évidemment définir des fonctionnelles
continues (c’esl-a-dire ayant la conlinuité uniforme d’ordre p) qui
ont un degré de généralité plus grand que celles définies par les
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formules (13) et (14). Observons a ce sujet qu’une intégrale du Lype
1
[ oGz
0

si f(¢) ndmet des dérivées jusqu’a Pordre p qui soient continues sauf
en certains points singuliers, se raméne par une intégration par
parties 4 une intégrale du type de Volterra et a des termes dépendant
de ces points particuliers, et des points o et 1. Il arrivera ainsi
souvenL que ces fonctionnelles définies dans C, ne se distinguent
de celles qui sont représentables par les formules (13) et (14) que
par des termes dépendant de tels points singuliers. Pour un point t,
ces termes sont en général de la forme

avx(t) +ar1x'(t) +...+ apxir)(t).

Deux généralisations de cetle forme sont possibles; 'une s’obtient
en faisant augmenter v indéfiniment, mais est parfois illusoire, au
moins dans le champ des fonctions holomorphes sur le segment (0,1)
de I'axe réel, en ce sens qu’on risque ainsi d’obtenir des expressions

1
telles que z (o), ouf z(t)dt, qui par la formule Taylor peuvent
0

£tre représentées par des séries de la nature considérée; I'autre géné-
ralisation s’obtient cn considérant des intégrales singuliére du type

! . ’ (¢ —=)p—t .
f [m(t)—x('c)——(t-—‘c)x(':) —...—fx(r‘—l)(r)] F(t)at,
b (p—n!

{¢—rz) f(¢) étant sommable, mais non f(¢); on ne peut pas alors
faire sortir du signe d’intégration les termes en z(7), ..., 2?1 (7).

On peut conclure de ce qui précéde que, pour les fonctionnelles
lindaires considérées dans les applications, sirien dans leur définition
ne fait prévoir 'existence d’un point (ou de plusieurs points) jouant
ainsi un roéle particulier, on doit penser qu’elles seront de la
forme (13), que nous avons considérée comme normale.

5. Fonctionnelles entiérés du second degré. — Une fonction-
nelle U[z] est homogéne-et du second degré si U[cx] est propor-
tionnel a c?; elle est entiére, homogéne et du second degré, si

elle se réduit, pour z(£) = ¢1 2, (£) + c222(£), d une forme quadratique
en cy et c,.
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Par la méthode du passage du discontinu au continu, Volterra,
en partant de la fonction de » variables
1=n j=n

(13) Z Za;,;w,xi (aj= a;j,),

=1 j=t

a été conduil & considérer 'intégrale double
1 1
(16) f f f(t, ) x(t)z()dtdt, [ (0, t2) = f(t2, 8]

11 était assez naturel de penser que cette intégrale pouvait étre consi-
dérée comme la forme normale d’une fonctionnelle entiére et du
second degré. Mais le développement de I’analyse fonctionnelle, et
notamment I’étude des dérivées fonctionnelles [30, p. 83 a 88,
ct 48, p. 35 4 69], montrent qu’il y a lieu de considérer expression
un peu plus générale

(r7) f'9(t)x1(t)dt+f'f1f(t., 6) () 2 (t2) dtydts,
) 0 0

que I'on obtient d’ailleurs comme limite de ’expression ( 13) si dans
cetle expression on considére séparément les termes carrés et les
termes rectangles. C’est donc cetle expression que nous considérerons
comme la forme normale d’une fonclionnelle entiére, homogéne et
du second degré. Nous supposerons la fonction f (¢, ¢,) symétrique,
ce qui n’est pas restrictif, car en Lout cas on ne change pas expres-

sion (17) en remplagant (¢, ¢£,) par %[f(t,, ty) + f(ts, t1)]; grace
a cette hypothése une fonctionnelle de la forme (17) n’est repré-
sentable par cette forme que d’une seule maniére.

Il est facile, en généralisant le résultat de Fr. Riesz snr les fonc-
tionnelles linéaires, d’obtenir l'expression la plus générale d’une
fonctionnelle homogeéne, entiére et du second degré, qui soit bien
définie et continue dans I’espace C. Le résultat obtenu est analogue a
celui indiqué pour les fonctionnelles linéaires. Il y a lieu de consi-
dérer, dans le plan des ¢, ¢, des masses de somme finie réparties dans
le carré 0<t,<1, 0<¢a<1. La fonctionnelle cherchée est alors définic
comme étant U'intégrale du produit z(%))z(¢,;), chaque élément
d’aire étant affecté d’un poids égal a la masse qui y est située. Deux
points symétriques par rapport & la diagonale #, = ¢, jouant évidem-
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ment le méme réle, on ne restreint rien en supposant les masses con-
sidérées réparties symétriquement par rapport a cette diagonale.

Il est assez naturel de penser que cette diagonale joue un rdle
particulier. La forme (1), que nous avons appelée normale, corres-
pond au cas ou, en plus de masses réparties dans le carré avec la
densité f (&4, ta), il y a des masses situées sur la diagonale ¢, = ¢,.
Mais il n'y a de masses concentrées, ni sur aucune autre ligne, ni en
des points singuliers.

Dans les applications, ces points singuliers ou ces lignes singuliéres,
autres que la droite ¢, =¢,, sont généralement mis en évidence,
s'ils existent, dés la définition de la fonctionnelle étudiée. Aussi une
fonctionnelle homogéne, entiére et du second degré, et de plus
continue dans &, scra-t-elle souvent de la forme normale si 'on
n’a pas de raison de prévoir l'existence de points singuliers ou de
lignes singuliéres.

L’extension obtenue en n’exigeant ue la continuité-dans un
espace C, est plus essentielle ici qu’a propos des fonctionnelles
lindaires. Il existe en effet des fonctionnelles, telles que.

A1

| stolanpa,
0

pour lesquelles il n’y a aucun point jouant un réle singulier etaucune
ligne singuliére autre que ¢, = ¢, el qui ne sont pas de la forme
normale; cela tient a l'intervention des dérivées. Au contraire, pour
les fonctionnelles linéaires, I'introduction des dérivées ne modifiait
les résultats obtenus que s'il y avait des points singuliers.

Ces considérations s’étendent sans peine aux fonctionnelles homo-
génes, entiéres, de degré quelconque p; il y a dans leur forme
normale autant d’intégrales différentes 3 distinguer qu’il y a de types
divers de termes dans une forme de degré p a n variables (2 p).

Nous ne pouvons qu’indiquer ici Uexistence de travaux de M. Fré-
chet [10] et de Gateaux [18] sur des séries de fonctionnelles qui
généralisent les séries de polynomes. Le lecteur trouvera des indica~
tions sur ce sujet dans nos Lecons d’Analyse Jonctionnelle |30,
p. 100 a 115 et 48, p. 78 4 8g].

6. Variations d’une fonctionnelle. — On a proposé différentes .
définitions de ces varialions. Nous nous conlenterons d’indiquer
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celle donnée par M. Fréchet [43] qui implique essentiellement
qu'il s’agisse d’une fonctionnelle U[z] définie dans un espace dis-
tancié. Si 'on peut définir des fonctionnelles de 6z, 3U, 62U, ..., &7 U,
définies ct continues dans le méme espace, entiéres, homogénes,
et de degrés respectifs 1,2, ..., p, et telles que, r désignant la
distance des points [#] et [z + dz], ont ait, quand r tend vers zéro,

(18) Uz +32]—U[z]=3U+ 132U +...—|—1—;—'8PU+0(rP),

aU, 82U, ..., 49U sont les variations de U, d’ordres respectifs
1,2, ..., p, au point [z].
On remarque que 67U peut étre défini par la formule

(19) U =[d"U[’”('2J m“(t)]]):o,

qui n’'implique aucune définition préalable de la distance. Mais elle
ne peut guére servir de définition. Il peut arriver qu’elle conduise
4 une valeur bien déterminée o7U, et que cependant cette valeur
n’ait pas les propriétés qu'on s’attend a trouver réalisées quand
on parle de la p'*™° variation de U (Cf. M. Fréchet [48]) ().

La forme normale des expressions des variations des divers ordres
résulte immédiatement des considérations exposées aux n° 4 et 5, et
T'on devra s’atlendre a cette forme toutes les fois que la définition
d’une fonctionnelle ne mettant en évidence aucun point ou groupe
de points distincts qui joue un réle particulier, cette fonctionnelle
vérifie en outre certaines conditions de conlinuité (qui ne sont
d’ailleurs essenlielles que pour les variations d’ordre > 1).

Pour la variation premiére, la forme normale, ou forme de
Volierra, est

1
(20) 3U =f Ubz dt,
0
et, pour la variation seconde, la forme normale est

A1 1 1
(21) 32U =.-j U' s 8z2dt + /‘ f Uy, Sréz, dtdt,,
0 o 0

(') Dans la premicre édition de ce fascicule, j'avais adopté la définition (rg)
complétée par une condition restrictive : 82U devait étre une fonctionnelle entiére
(donc entiére, homogine, et d’ordre p). Le travail cité de M. Fréchet, montrant
que cette restriction n’était pas suffisante, m’a fait renoncer i chercher une
extension de sa définition (Cf.[48, p. 35 & fo]).
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z et x; désignant respectivement z(¢) et z(¢y) ('). La fonction U,
ou d’une maniére plus précise U,[z(c)|¢] pour indiquer qu’elle
dépend de ¢, est la dérivée fonctionnelle de Uj; elle indique
Uinfluence de I'intervalle d¢ dans la variation de U. De méme U,
(qui est une fonction de ¢), et U], (fonction de ¢ et ¢;, essentielle-
ment symétrique), sont les dérivées fonctionnelles secondes, ana-

logues respectlivement aux du o, ou
g p au dérlveesd : dezdz',

nombre fini de variables. On peut naLurellement déduire 62U de la
formule (20) et de I'expression de 6U’.. La dérivée U’, dépendant
spécialement du point ¢, il est naturel de s’attendre a ce qu’elle
dépende spécialement de ce point, et soit de la forme

d’une fonction d’un

1
(22) BU’L=U'{,8x+f U, 8wy dty,

si elle est continue d’ordre zéro, et d’une forme plus générale telle
que

1
(23) U= Ao 82 + Ay 82" 4. . .+ A 827 +f Y, be dty
[

(Ao, Ay, ..., A, ¢tant des fonctions de ¢). si elle est conlinue
d’ordre p. Si alors on calcule 42U, dans le premier cas on retrouve
bien la formule (21), tandis que dans le second on trouve une
expression plus générale.

De lexpression de dU, on peut déduire, non seulement celle

de 02U, c'est-a-dire cclle de %, mais, en introduisant deux para-

métres A et p, celle de (Tgﬁ’ et il faut naturellement que cette dérivée

soit indépendante de l'ordre des dérivations; c’est la condition
d’intégrabilité, qui jouera un grand roéle dans I'étude des équalions
aux dérivées fonctionnelles.

Dans le cas de 'expression (22), cette condition n’impose aucune

(') Dans ses recherches, Volterra rédusait 8*U & l'intégrale double. Nous avens,
de 1919 2 1922, attiré Vattention sur la nécessité d’ajouter une intégrale en dz*dt.
Gateaux [19] avait déja introduit la dérivée U, et formé le laplacien (woir
ci-dessous n° 23). Il faut remarquer que, si Us est mesurable et borné, et Ul
de carré sommable, la forme (21) est bien définie et continue dans L,; mais ce n’est
pas la forme la plus générale d’une variation seconde définie et continue dans L,



16 P. LEVY.®

restriction & UL,; mais il faut que Uy, soit une fonction symétrique
de ¢t el ¢, ; celte condition de symétrie, déja indiquée, est donc essen-
tielle. Dans I'expression (21) de 62U on peut sans doute mettre en
évidence, a la place de Uy,,, une fonction qui ne soit pas symélrique;
mais cette fonction ne sera pas la dérivée fonctionnelle de U,

Dans le cas de I’expression (23), en plus de la condition de
symétrie de Uy, (premiére condition d’intégrabilité), on trouve
des conditions imposées aux coefficients Ay, Ay, ..., A, (deuxiéme
condition d’intégrabilité); ces conditions peuvent s’exprimer en
disant que P’expression

Agdz + A 82’ +...+ Apdzir!

est identique a son adjointe [30, p. 91-93, et 48, p. 62-69] (*).
I1 faut et il suffit pour cela qu’elle soit de la forme

- d(By8z") di(B,5x9")

BoO.’L‘+ T s S _W——’
By, By, ..., B, étant des fonctions de ¢; cela n’impose aucune res-
triction aux coefficients Ay, A,, ... d’indices pairs; mais il faut

que p soit pair, et chacun des coefficients Ay, As, ..., A, , d'indices
impairs est bien déterminé en fonction des coefficients d’indices
pairs supérieurs au sien.

7. Transformations linéaires dans les espaces fonctionnels. —
Comme dans I’espace a un nombre fini de dimensions, une transfor-
mation peut, au point de vue infinitésimal et en premiére approxi-
mation,étre assimilée & une transformation lindaire. Nous n’étudierons
que les transformations linéaires, ‘et nous bornerons a de bréves
indications, ce sujet, auquel se rattache la théorie des équations
intégrales linéaires, ne pouvant étre traité complélement ici.

Supposons que la correspondance linéaire entre un point [z] el un

(') Rappelons que deux fonctionnelles linéaires F[u] et G[¢], définies et
continues dans C,, sont adjointes 'une & lautre si expression vF[u]— uG[v]
est une dérivée exacte, de sorte que son intégrale dans un intervalle (¢, ¢,) ne
dépend que des valeurs de u, ¢ et de leurs dérivées jusqu'a lordre p—1 aun
points ¢, et ¢,. Si alors uw et ¢ sont des fonctions périodiques, de période 1, on a

/“{ vFlu]— uG[o]} dt =o.

o
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autre point [ 5], ou en d’autres termes entre une fonction z(s) et une
autre fonction y(¢), soit résoluble par rapport & y, c’est-a-dire que

(24) y(@)=Ulz(s)| 2],

U étant une fonctionnelle linéaire de z(s), et s et ¢, pour fixer les
idées, variant dans le méme intervalle (o, 1).
La premiére question qui se pose est relative a la forme de la fonc-

tionnelle U. On pourrait étre tenté de croire que la forme normale
d’une telle relation est la forme

1
(25) J‘(t)=ff(s,t)w(s)ds (o<t <),
0

déduite de I'expression (12) par I'introduction d’un paramétre. Mais
il suffit de considérer le cas particulier de la relation

¢
(26) )'(t)=f z(s)ds
0,

pour étre assuré qu’il n’en cst pas ainsi en général. La formule (26)
fait en effet correspondre & une fonction z(s) de I'espace C uné fonc-
tion y(t), nulle pour £ =o0, a cela prés quelconque dans Cy; z(s)
se déduit de y (¢) par la formule z(s) = »'(s), qui a un sens dans C;.

D’une maniére trés générale, une formule du type (25) fait corres-
pondre a une fonction z(s) de C (ou de L. ou L,), une fonction
d’un espace E beaucoup plus restreint, et la résolution par rapport
a z(s) est donnée par une formule qui n’a de sens que dans E.
On ne doit donc pas s’altendre a ce qu’une relation linéaire entre [2]
el [y] puisse étre a la fois résolue par rapport a z(s) et y(¢) par
des formules de la méme forme (25). En fait, il résulte d’un théoréme
de E. Picard [32] que cette circonstance n’est pas possible.

Au point de vue des transformations continues dans I'espace L,,
conlentons-nous d’observer que dans le cas d’une relation de la
forme

J(t)=9(t)x[h(l)]+f f(s, ) (s)ds,

les fonctions ¢(¢) et f(s, ¢) étant bornées, et 2(¢) étant une fonclion
conlinuc croissante et & dérivée bornée inférieurement (conditions
pouvant &tre élargies), le point [ ] dépend d’une maniére continue
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du point [z]. Si, pour une valeur particuli¢re de ¢, z[A(¢)], et
par suite ¥ (¢) ne sont pas des fonctionnelles continues du point [z ]
et peuvent n’avoir pas de limite quand [z] tend vers une limite,
cela n’empéche pas la fonction y (t) de tendre en moyenne quadra-
tique vers une limite. X

Dans de nombreuses applications, la signification physique des
paramétres s et ¢ exclut 'idée que y (¢) puisse dépendre spécialement
de la valeur de z(s) en un point autre que le point ¢ lui-méme. On
est donc conduit a considérer spécialement les relations de la forme

(27) y(t):e;(t)x(t)-l—-[ Sf(s, t)z(s)ds o<t<),
Jo

-qui ont en effet une grande importance pratique.

Le probléme qui se pose maintenant est de résoudre ces équations
intégrales par rapport a la fonction z (s).

Dans le cas des transformations linéaires dans I’espace a n dimen-
sions, un point B qui dépend linéairement d’un autre point A dépend
du méme nombre de paramétres, et par suite on peutétre assuré que.
ou bien il décrit tout ’espace une fois et une seule, ou bien il décrit
une variélé linéaire définie par p conditions d’égalité etla décritoo? fois.
c’est-a-dire qu’a chaque point B de celte variété correspondent des
points A dépendant de p paramétres. Dans un espace fonctionnel,
qui a toujours une infinité de dimensions, des relations linéaires
en nombre fini p (et méme sous cerlaines conditions des relations
en nombre.infini) délerminent une variété qui a encore une infinité
de dimensions, et il est possible d’établir une correspondance
biunivoque entre un point [y] de cette variélé et un point [z]
quelconque, soit dans l’espace fonctionnel considéré, soit dans
une autre variété définie elle-méme par ¢ conditions d’égalité.
On doit donc trouver des cas ou la résolution de I'équation étudiée
par rapport & z(s) ne sera possible que si ) (¢) vérifie p conditions
d’égalité, la solution dépendant alors de g paramétres, et les
nombres p et g, contrairement a ce qui se passe pour les équations
algébriques, n’étant généralement pas égaux.

C’est ce qui se produit en général pour I'équation (25). Si, pour
une détermination particuliére de f (s, t), elle est résoluble a condition
que y (¢) soit dans un certain champ fonctionnel E, défini seulement
par des conditions de continuité, il ne saurait en étre de méme
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pour f(s, A¢) (>0 et 21). Le changement de A¢ en u raméne
en effet 'équation a sa forme iniliale, a cela prés que w varie dans
un intervalle augmenté ou diminué. L’ensemnble de conditions qui
était juste suffisant pour déterminer z(s) se trouve ainsi étendu ou
restreint. On obtient ainsi des conditions surabondantes et en général
incompatibles, ou au contraire insuffisantes, pour déterminer z(s).

L’équation (27), si ¢(¢£) =1 (cas auquel on peut toujours la réduire
si cette fonction ne s’annule pas dans l'intervalle considéré), est
dite équation de Fredholm ou équation de deuziéme espéce a
limites fizes. Fredholm [17] a montré que cette équation, si le
noyau f(s, ¢) est continu, et méme dans certains cas olt il est discon-
tinu, est absolument analogue a un systéme d’équations algébriques
lindaires; les nombres p et ¢, qui pour I'équation (25) sonl indé-
pendants, ont ici une méme valeur, toujours finie, et en général
nulle; la solution est dans ce cas donnée en fonction de y(¢) par
unc formule de méme forme que celle qui donne y (¢) en fonction
de z(s); on sera d’ailleurs dans ce cas si une certaine expression,
qu’on appelle le déterminant de I’équation, n’est pas nulle.

Sans démontrer ce résultat, observons seulement qu’il est lié au
fait que y (¢) dépend spécialement de la valeur de z(s) pour s =1¢; il
existe donc une dépendance entre les variables s et ¢, qui varient
nécessairement dans le méme intervalle, et la remarque faite pour
I'équation (25) ne s’applique plus.

La méme dépendance entre s et ¢ exisle dans le cas de 'équation
de Volterra, ou équation & limite variable, de premiére espéce

{
(28) ¥ () =f S(s, t)x(s)ds.

qui est un cas particulier de 'équation (24), obtenu en supposant le
noyau f(s, ¢) nul pour s > ¢. Bien loin de compliquer le probléme,
le fait que la limite supérieure soit variable le rend plus facile : si la
fonction (fs, t) et sa dérivée f, sont continues, et si f (o, 0) £ o, pour
que I'équation (28) ait une solution et une seule, il suffit que la fonc-
tion y(¢) soit continue, admette une dérivée continue, et s’annule
pour ¢ =o.

Pour plus de détails sur ces questions, nous renvoyons le lecteur
au livre de Volterra [37], ou & celui de Lalesco [25], qui contient
une bibliographie compléte des publications sur les équations inté-
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grales antérieures a I'année 1911, ou encore au tome 3 du Cour's

d’Analyse de E. Goursat.

8. Exemples tirés de la théorie des fonctions harmoniques. —
Considérons dans le plan une fonction harmonique U(A) réguliére
a Vintérieur d’un contour C et sur ce contour. On peut la repré-
senter 4 'intérieur de C par le potentiel d’une double couche de
densité z(s), s désignant l'abscisse curviligne d’'un point M du

. . d .,
contour. En désignant par r la distance AM, par — une dérivée

correspondant & un déplacement normal de M compté positivement
vers U'intérieur, et, si A est sur le contour, par ¢ et u(t) les valeurs
de s et de U(A) en ce point, les fonctions z(s) et u(¢) sont liées
par la relation

(29) u(t) = xx(t)+£%t (1og;>x(s)ds.

C’est de cette équation que Fredholm a déduit la solution du
probléme de Dirichlet, qui consiste a déterminer la fonction harmo-
nique U(A) connaissant ses valeurs u(¢) sur le contour. Cette équa-
tion est une équation de Fredholm, et son déterminant n’est jamais
nul. On peut donc en tirer z(s) et par suite U(A).

On résout d’une maniére analogue le probléme de Neumann, qui

consiste & se donner la dérivée normale 22 — o(t) A désignant
dny dny

la dérivée normale relative au point A, lorsque celui-ci est sur le

contour). En cherchant a représenter U(A) par un potentiel de

simple couche de densité y(s), on est conduit & écrire I'équation
3 (1) =— (z+fd<1oo‘ d
(30) v ===y 0+ [ g3 )7 () ds,

que doit vérifier la fonclion y. C’est encore une équation de Fredholm,
mais ici son déterminant est nul. Il y a une condition de possibilité
imposée 4 v(¢); il faut que la valeur moyenne de cette fonction soit
nulle. On trouve alors pour y des solutions y,+ Az dépendant d’une
constante ; 5 est d'ailleurs la densité d’une couche donnant a I'inté-
rieur un potentiel constant a, et I'on trouve pour U des solutions
U, -+ Aa déterminées a une constanle prés, comme on pouvait s’y
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attendre. Du moins, il en est ainsi en général; mais il existe des
contours pour lesquels @ := o (dans une famille de contours homg-
thétiques cela arrivera toujours pour un contour et un seul); alors U
est bien délerminé. Les fonctions obtenues par addition d’une cons-
tante arbitraire sont bien des solutions du probléme de Neumann;
mais, n'étant pas représentables par un polentiel de simple couche,
elles échappent a la méthode de recherche précédente.

Etudions encore les formules qui relient les valeurs de u(¢) et ¢(¢)
relatives 4 une méme fonction harmonique U(A). On sait qu’il y a
une certaine réciprocité entre les fonctions u'(¢) et ¢(¢); si 'on
remplace U(A) par la fonction harmonique conjuguée V(A), v ety
sont remplacés respectivement par ¢ et — u'. Ces deux fonctions sont
nécessairement des fonctions dont la valeur moyennc sur C est nulle,
et il existe entre elles une relation biunivoque dans le champ des
fonctions de t dont la valeur moyenne est nulle, puisque P'une
comme l'autre est déterminée par U(A) et le détermine 4 une cons-
tante prés.
~ Pour préciser cette relation, introduisons par exemple la fonction
de Neumann y(A, M), qui permet de mettre la solution du probléme
de Neumann sous la forme

(31) U(A)=-——£T—:f~{(A, M) o (s)ds + const.
c

Cette formule s’applique si A est sur le contour, et donne u(¢t).
Mais, dans ces conditions, U'intégrale devient singuliére, la fonction
intégrée devenant infinie logarithmiquement pour s =1¢. L’intégrale
conserve un sens. mais celle obtenue en dérivant par rapport a ¢
n’en a pas. On peut alors dans la formule (31) remplacer ¢(s) par
o(s) —v(t), ce qui ne change pas la valeur de U'intégrale, et 'on est
conduit a écrire

(32) u’(t)-.:-—é-l_;fgﬂ%t’—lﬂ—)[v(s)—u(t)]ds.
T Je .

On peut aussi ne pas écrire ¢(t), et prendre la valeur principale au
sens de Cauchy. De toute fagon, u'(¢), fonctionnelle de v(s), dépend
spécialement de P'allure de cette fonction dans le voisinage du point
s=1¢, et cela donne a 'équation (32) le caractére d’une équation de
seconde espéce, dont le déterminant est nul. Il y a une condition de
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possibilité, u'(¢) devant avoir sa valeur moyenne nulle, et ¢(s) est
déterminé a une constante prés, ce qui donne une seule fonction
dont la valeur moyenne soit nulle.

Cette fonction, d’aprés ce que nous avons vu, s’obtient en rem-
plagant u’ par ¢ el ¢ par — v’ dans la formule (32). On peut le
vérifier en introduisant la fonction de Green g(A, M); si I'on
connait cette fonction, on peut en fonction de u exprimer U(A),
puis ¢(¢) par la formule

_ L (¢sA M) w8 — o

(33) o) = o [ CE G ) —u (D —pu (D] s
ou p désigne la distance de M a la normale en A, comptée positi-
vement dans le sens des s croissants au point A. L’introduction des
termes-en u(¢) el u'(t) estnécessaire pour que la fonction intégrée
reste finie; mais on peut n’introduire que le premier et prendre la
valeur principale au sens de Cauchy. On réduit alors aisément la
formule (33) a la forme annoncée en utilisant la formule connue
dg(A, M) ay(A, M)

dndny ds dt

(34)

[28, p. 310], et en intégrant par parties.
Si l'on considére ¢(¢) comme fonctionnelle de u(s), sa dérivée
1 d?g(A, M),

fonctionnelle est donc — —2--=2—<: si on la considére comme fonc-
25 dndn,

. . A
tionnelle de u/(s), sa dérivée est ;—N (ﬁ—(dt’—M—) Dans un cas comme

dans l'autre elle devient infinie pour s =¢, et ¢(¢) dépend spécia-
lement de 'allure de u(s) ou u'(s) dans le voisinage du point A.

. d*g(A, M)
La dérivée TMJT

" Green qui ne s’annule pas sur le contour. Elle joue unréle particulier
dans I'étude du probléme de Dirichlet, qui se résout immédiatement
si 'on connait cette fonction; la formule (33) donne en effet ¢(¢) en

est la premiére dérivée de la fonction de

. : . T dU
fonction de u(s), et connaissant u et v, c'est-a-dire U et —, sur le

contour, on obtient U(A) a l'intérieur par la formule de Green,
appliquée a cette fonction et a logr.

9. Variation de la fonction de Green. — Les formules du n° 8 nous
renseignenlt bien sur la maniére dont les fonctions considérées, u et ¢ .
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par exemple, dépendent I'une de l'autre. Ces formules étant linéaires,
si ces fonctions varient, les relations entre Su et 8¢ seront les mémes
qu’entre u et ¢. Mais il reste a étudier P'influence d’une déformation
du contour sur les fonctions de Green et de Neumann qui inter-
viennent dans ces relations. Nous nous contenterons d’indiquer les
formules relatives a la fonction de Green g (A, B).

Nous définirons la déformation infinitésimale du contour en nous
donnant en chaque point M du contour initial le chemin dn qu’il
faut décrire normalement & ce contour pour arriver sur le contour’
déformé. La fonction de Green, par définition, s’annule si B vient
en M sur le contour. Le contour se déformant, il faut distinguer
la variation dg (A, M) calculée en supposant M fixe, et la varia-
tion 9, g (A, M) calculée en supposant que ce point ait un déplace-*
ment normal dn, de maniére a rester sur le contour. Cetle derniére
variation étant nulle, on a

(35) g (A, M) =3g(A, M)+ ‘fﬂdérl—“ﬂan=o.

La variation 8g (A, B), qui est évidemment une fonction harmonique
et régulicre de B, est bien définie par ses valeurs sur le contour
résultant de la formule précédente; il en résulte la formule

3 _ 1 (dg(A.M)dg(M,B),
(36) 3g(A, B) = — —-fc 2 2 gnds,

2%
due a J. Hadawmard [21].

Nous avons signalé |30, p. 192-197 et 48, p. 133-138], et nous
venons de rappeler (fin du n° 8), U'intérét particulier que présente

d>g(A, B) d d .
~dmdn’ A et B étant sur le contour et e et T dési:

gnant des dérivées normales relatives a ces points; nous la
désignerons par G(A, B). Pour lui donner un sens lorsque A et B
sont voisins du contour mais non situés sur lui, nous considérerons
des contours intérieurs les uns aux aotres, de maniére qu’un et un
seul passe par chaque poinl A (ou B) d’une région voisine du contour

la dérivée

o el d d A
initial, et le symbole — (ou a'_n'> représentera une dérivation

normale a ce contour. On a alors, en dérivant la formule.(36),
37 5G(A, B) =— ﬁfcf}(A, M)G (M, B)ands,

due également a J. Hadamard [23, p. 34-35].
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Si les points A et B sont situés sur le contour, l'intégrale qui
figure dans cette formule n’a pas de sens, la fonction intégrée deve-
nant infinie en A el en B. L’expression de G (A, B) s’obtient alors
par un passage a la limite, analogue a celui qui nous a conduit a la
formule (33); bien enlendu. pour les points M distincts de A et B,

la dérivée fonctionnelle de G (A, B) est — 2—% G(A,M)G(M,B).les

termes a ajouter & la formule (37) n'étant relalifs qu’au voisinage
.des points A et B.
Pour obtenir la variation ¢, § (A, B) (le symbole d, indiquant que
les points A et B se déplacent respectivement des longueurs dn,
et dn; normalement au contour de maniére a venir sur le contour
.déformé, et que, de plus, les directions normales varient de maniére
a devenir normales au contour déformé), il y a lieu d’ajouter des
termes en dn,, dng, ony, dny. En tenant compte de ce que la fonction
de Green est harmonique et s’annule sur le contour, on voitaisément
que ces termes se réduisent a

G (A, B)(kadny—+ kpdng),

k, désignant la courbure du contour en A et ky sa courbure en B.
On peut ainsi calculer la variation ¢; G (A, B) si 'on connait la
détermination initiale de cette fonction, el cela par une formule qui
nc suppose pas cetle fonction définie en dehors du contour.

Un des avantages de la réduction d& I’équation (36) a la forme (37)
esL & premiére vue que sous cetle forme les dérivées par rapport aux
paramétres ne figurent plus; on évite, semble-t-il, les difficultés que
nous venons de signaler. et une fois la fonction G (A, B) formée, on
en déduit g(A, B) sans difficulté. Mais cet avantage n’est réel quesi
I'on cherche lIes solutions régulieres de I'équation (37). Pour la
fonction G(A. B) déduite de la fonction de Green, ou pour les solu-
tions de I’équation (37) présentant la méme singularité que cette
fonction, 'intégrale qui figure dans cette équation devient singuliére
lorsque que les points A et B viennent sur le contour, et cesse d’étre
continue d’ordre zéro. La difficulté qui en résulte est la méme que

. dG(A,B) = dG(A,
s1 s el 7

ne secmble possible de la résoudre qu’en appliquant les principes de
la théorie des fonctions analyliques; la détermination initiale de
G (A, B), pour A = o, doil étre la somme de la détermination de cette

B) figuraient explicilement dans 1'équation. Il
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fonction liée a la fonction de Green et d’une fonction holomorphe.
Pour les solations sans singularitd, au contraire, il suffit de prendre
une fonction finie et continue.

CHAPITRE 11.

FKQUATIONS AUX DERIVEES FONCTIONNELLES.

10. Equations généralisant les équations aux différentielles totales,
— Les formules qui donnent les variations de g(A, B) ou de G (A, B)
sont des équations auz dérivées fonctionnelles vérifiées par ces
fonctionnelles; il peut exister d’autres solutions de ces équations,
c’est-a-dire d’autres fonctionnelles dont les variations soient données
par des formules analogues; dans la suite nous emploierons les nota-
tions g(A, B) et G(A. B) pour désigner ces solutions plus générales,
et si nous voulons parler des fonctions particuliéres considérées au
numeéro précédent, nous le spécifierons.

D’une maniere générale, si une fonctionnelle U dépend de la fonc-
tion z(¢), on appelle équation aux dérivées fonctionnelles une
équation définissant 6U en fonction de z, 0z et U. Le type le plus
simple d’une telle équation est donc

ot
(38) U= [ ®[x|U,t]sa(¢)dr.
“o

Les équations du n° 9 sont d’une forme différente; le fait que 'on
considére une fonctionnelle dépendant d’une ligne et non d’une
fonction ne change rien d’essentiel; mais elle dépend en outre de
paramétres, qui sont les coordonnées des points A et B. Considérons
de méme une fonctionnelle U[z(¢)|s], que nous désignerons plus
simplement par U(s), dépendant de x(t) et en oulre d’un para-
métre s; elle pourra vérifier une équation de la forme

(39) aU(s)—_—f Oz, U|s, t]dz(1)dt,

® pouvant dépendre des valeurs de U, pour la détermination consi-
dérée de la fonction z(¢), mais pour toutes les valeurs de s, et pas
seulement cclle qui figure au premier membre. L'introduction du
paramétre s conduit ainsi & considérer des équations d’un type plus
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général. En outre, si ce paramétre a une signification qui puisse étre
en relation avec celle de ¢ (ce qui a lieu dans les exemples du n° 8),
il arrivera souvent que la variation 8U ne soit pas de la forme (3g),
mais conticnne un lerme en dx(s).

Une telle équation permet de définir une fonctionnelle si 'on
connait sa valeur initiale. On le voit aisément en considérant des
fonctions 2 dépendant d’un paramétre A. L’équation (38) donne

du . . . .
alors 5. en fonction de U et i; c’est une équation différentielle du
premier ordre qui conduit au résultat indiqué. L’équation (39) pré-
sente des circonstances différentes; % apparait comme une fonction-

nelle de U(s), dépendant en outre de s et de A, et au lieu d’une
équation différentielle, on a une équation intégro-différentielle.
Volterra a étudié¢ ces équations, dont la théorie, dans des cas
étendus, généralise celle des équations différentielles : connaissant
sa détermination initiale, on peut définir une solution de cette équa-
tion soit par une série de Taylor en 1, soit par des approximations
successives. soil encore par une méthode qui généralise celle de

Cauchy-Lipschitz. Du moins il en est ainsi si @, ¢t par suite fid—?,
considérés comme fonctionnelles de U(s), sont continus d’ordre

\ . . . ., dU
zéro. Mais dans le cas contraire, si par exemple les dérivées 7 e

—5= inlerviennenl. on a un type d’équations qui généralisent, non

une équation différentielle, mais I'équation aux dérivées partielles

Ju du JNu
(40) (')‘j_=?<)‘) S, U, ‘a;’ %F)

On sait que dans ce cas la théorie présente plus de difficultés.

11. La condition d’intégrabilité. — En considérant des fonc-
tions z(¢) ou des contours qui ne dépendent que d’un paramétre 2,
on cache un aspect essentiel de la théoric des équations aux dérivées
fonctionnelles. Pour ces équations, comme pour les équations aux
différentielles totales dont elles sont la généralisation, la question se
pose de savoir si, une solution étant définie par sa valeur initiale U,
au point [2,], on trouve en un point [z,] une détermination indé-
pendante du chemin décrit dans I'espace fonctionnel de [z,]a [24].
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C’est a celte condilion seulement que I'on pourra parler d'une solu-
tion de I'équation étudide égale a U, au point [z,] [30, p. 156,
ou 48, p. g6-100 et 107-110].

Pour qu’il en soit ainsi, il faut évidemment que, pour des fonc-
tions z(¢) dépendant de deux paramétres, on ait

d JU 7 dU

(41) o on = o N
et cette condition, déja considérée au n° 3 sous le nom de condition
d’intégrabilité, est aussi suffisante. Elle I'est en effet dans les
questions ne comportant que deux variables indépendantes, et le cas
général se raméne a celui-la, deux chemins quelconques qui vont
dans espace fonctionnel du point[z,]au point[z,] pouvant toujours
étre considérés comme situés sur une méme surface. lieu de points &~
deux parameétres A et p.

Il peut arriver que la condition d’intégrabilité soit vérifiée identi-

quement, c’est-a-dire pour toules les déterminations possibles de z,

92,92 et de U. On dit alors que ’équation étudiée est complétement

N’ o
intégrable. Elle admet sirement une solution prenant une valeur
initiale arbitrairement choisie, qui dépend par conséquent d’une
constante arbitraire dans le cas de 'équation (38), et d’une fonction
arbitraire de s dans le cas de I'équation (39g).

Si I'équation n’est pas complétement intégrable, il faut préciser le
sens de ce que nous avons dit en disant que la condilion (41) éLait
suffisante. Cela veut dire que si, en partant du point [z, ] avec une
valeur initiale U,, nous avons calculé U pour chaque point [#] en
suivant un chemin déterminé (par exemple en suivant des lignes
droites dans toutes les directions en partant du point[z,]), et si nous
avons vérifié que la condition d’intégrabilité est vérifiée pour la fonc-
tionnelle U ainsi formée, quelles que soient les délerminations de z,

%v’ ;E, alors nous pouvons affirmer que cette fonctionnelle U vérifie,
. dy

pour un déplacement quelconque, I'équation aux dérivées fonction-
nelles étudiée.

On pourra d’ailleurs souvent se¢ contenter de vérifier qu’au
point [ #,] la condition d’intégrabilité est vérifiée, et lc reste pour un
déplacement infinitésimal partant de ce poinl, en ce sens que les varia-
tions de tous les ordres des deux membres sont égales, la variation
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de U étant naturellement remplacée par sa valeur déduite de 'équa-
tion étudiée. Si la fonctionnelle U est développable en série de Taylor
en A, ou peut étre définie en partant de [#,] par une méthode
d’approximations successives. cela suffit. On aura donc a former
des conditions successives, que nous appellerons conditions d’inté-
grabilit¢ d’ordres 1, 2, ..., n. ..., dont chacune peut étre
obtenue en prenant la variation de la précédente. On obtient ainsi
des conditions de plus en plus restrictives imposées a la détermi-
nation initiale U,. Méme dans le cas des équations du type (39),
ou U, est une fonction d’un paramétre, ces conditions seront le plus
souvenl incompatibles. Une équation formée au hasard, non seule-
ment ne sera pas en général complétement intégrable, mais n’aura en
général aucune solution.

Ces conditions peuvent naturellement étre compatibles, de sorte
que 'équation étudide aura des solutions, ayant des degrés de géné-
ralité trés différents suivantles cas. 1l y a d’ailleurs deux circonslances
possibles : ou bien les conditions d’intégrabilité d’ordres de plus en
plus ¢élevés, tout en étant compatibles, restreignent de plus en plus
le choix de la détermination initiale de U, ; ou bien pour une valeur
finie de p la condition d’ordre p 41 apparait comme une consé-
quence de celles formées antérieurement. qui sont alors suffisantes.

Appliquons ces considérations aux équations formées au n® 9. La
condition d’intégrabilité (d’ordre 1) se forme comme il a été indiqué
au n° 6, avec quelques différences provenant de ce que la longueur
d’arc s n’est pas, comme le paramétre ¢ considéré au n° 6, une variable
variant dans un intervalle déterminé, el conscrvant la méme valeur
quand on passe d'un point au point correspondant du contour voisin.
Mais il y a toujours lieu de former deux conditions distincles, la
seconde dépendant spécialement des points particuliers mis en ¢évi-
dence.

La premiére, pour toutes les équations du n° 9, est identiquement
vérifide. La seconde l’est aussi pourles équations qui donnent 3G (A, B)
et 3, G (A, B), qui sont donc complélement intégrables. Dans le cas de
’équation (36), elle s’écrit
dg(A, M) dg(M, B) + dg (A, M) dg(M, B) —o.

(42) dn ds ds dn

Pour former les conditions d’ordres 2, 3, ..., c’est-a-dire pour
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écrire que celte condition d’ordre un reste vérifiée quand le contour
se déforme, il est nécessaire de tenir compte de la singularité de la
fonction de Green quand les deux points dont elle dépend sont
voisins I’'un de I'autre et du contour.

En faisant d’abord abstraction de cette singularité, c’est-a-dire en
cherchant les équations réguliéres de I'équation (36), on trouve une
infinité de conditions distinctes, de plus en plus restrictives, mais
toujours compatibles [30, p. 187-189 et 48, p. 128-130]. En tenant
compte au contraire de la singularité de g(A, B), on n’a qu’un
nombre fini de conditions, qui se réduisent aux formules

: dg(A 4 B
(43) . g(ds, M)=rg((1§i, ) — o

Ces formules constituent donc la condition nécessaire et suffisante
imposée a une fonction de deux points ayant la méme singularité
que la fonction de Green, pour qu’elle puisse étre considérée comme
la valeur initiale d’une fonction du contour dont la variation soit
définie, pour toutes les déformations du contour, par la formule (36).

12. Equations aux dérivées fonctionnelles partielles. Leurs condi-
tions d’intégrabilité. — Ces équations sont a I'équation (38) ce que
les équations aux dérivées partielles sont aux équations différen-
tielles. Il nous suffira, pour indiquer leurs propriétés, de traiter le
cas d’une fonctionnelle U de deux fonctions z(¢) et y(¢), définies
I'une et l'autre dans 'intervalle (0,1); supposons sa variation de la
forme normale

W1
(46) 8U -.:j (U, 8z + U} 8y) ar.
0

Si I'on se donne U, el U, ea fonction de [z], [y], ¢ et U, on
oblient un type d’équation analogue & 'équation (38) et qui, comme
elle, se rattache aux équations aux différentielles totales. Mais si 'on
se donne seulement 'une d'elles, U, par exemple, en fonction de U,
[U.], [#], [¥] et ¢, par une formule de la forme

(45) Uy=@ [z, 5, Uy|U, t],

on a une équation auz dérivées fonctionnelles partielles. Par la
méthode du passage du discontinu au continu, cetle équation se
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déduit a la limite d’un systéme de n équations aux dérivées partielles
vérifiées par une fonction de 2 n variables.

Pour former d’abord sa condition d’intégrabilité, nous représen-
terons les variations U, et U), par les formules

{ 8U% = E(3z) + F(8y),
| 8U4 = F (5z) -+ G(3v).

On voit aisément que, pour que I’on ait

(46)

(47) g g o o

quelle que soit la maniére dont z et y dépendent de A et w, en
d’autres termes pour que la variation dU définic par la formule (44)
soit une différentielle exacte, il faut et il suffit que chacune des
expressions E et G soit identique a son adjointe, et que les expres-
sions F et & soient les adjointes 'une de I'autre.

Mais au point de vue de I’équation (43), ce ne sont pas des condi-
tions d’intégrabilité distinctes; U étant donné au point [y,] et quelle
que soit la détermination de z(¢), U, U, et E(dz) sont des don-
nées, et la condition relative a I'expression E, qui doit éire identique
a son adjointe, est certainement vérifiée. De ces données, on déduit
& (ox) en utilisant I'équation (45), puis F(dy), qui est 'expression
adjointe de & (dz), ct enfin G(Jy) en utilisant de nouveau I’équa-
tion (45). 11 reste a écrire que I'expression G (dy) ainsi obtenue est
identique a son adjointe.

Pour effectuer les calculs, il faut connaitre la variation de la fonc-
tionnelle @; dU étant remplacé par son expression (44), elle est
nécessairement de la forme
(48) 38U’ = H (3U%) -+ L(3z) + Li(3y).

Nous désignerons respectivement par J€ et £ les expressions adjointes
de H et L. En faisant le calcul qui vient d’étre indiqué |30, p. 212-
214 et 48, p. 156-158], on trouve

G(3y)=H{E[5(3)]} + H[£(2y)]+ Li(3),
et comme le premier terme est une expression identique a son
adjninte, puisque E lest, il reste a écrire que 'expression
(49) H[£(8y)]+ Li(3y)
est identique a son adjointe. Telle est la condition d’intégrabilité de
P'équation (45).
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13. Intégration par les caractéristiques. — Pour faciliter I’exposé,
nous introduirons quelques termes géométriques. Nous considérerons
un espace fonctionnel, dont chaque point représente un ensemble de
déterminations de z(¢), y(¢), et U. Cet espace est, par rapport aux
espaces fonctionnels déja considérés, ce qu’est l'espace & 2m -1
dimensions par rapport a 'espace 4 n dimensions.

Nous appellerons variétés des lieux de points plus ou moins
étendus; nous aurons d’une maniére précise a considérer deux sortes
de variétés, les surfaces et les hypercourbes. Une surface est un
lieu de points vérifiant une seule condition d’égalité; sur une telle
surface, U sera une fonctionnclle déterminée de z(¢) et y(¢), qui
peuvent étre choisis arbitrairement (du moins en laissant de c6té les
cylindres définis par une relation qui ne contient pas U). Une sur-
face est un plan si U est une fonctionnelle linéaire de z(¢) et y(¢).
Pour une surface quelconque, ou du moins telle que U admetle une
variation dU, I'expression de dU en fonction de dz et dy définit en
chaque point le plan tangent. L'ensemble d’un point et du plan
tangent constitue 1'élément de contact défini analytiquement, si U
est une fonctionnelle linéaire normale, par les données de z(¢),
¥(t), U, U,, U; il dépend de quatre fonctions arbitraires et d’un
paramétre. Mais les éléments d'intégrales, vérifiant I'équation (44),
ne dépendent que de trois fonclions et d’un paramétre.

Nous appellerons hypercourbe un lieu de points dépendant d’une
fonction arbitraire. que, pour fixer les idées, nous supposerons
étre y(¢); sur une hypercourbe, z(¢) et U sont donc des fonction-
nelles dépendant de y(¢) suivant une loi bien déterminée. Si cette
dépendance est linéaire, ’hypercourbe est une Ayperdroite, et dans
le cas général les expressions de dz et dU en fonction de dy défi-
nissent la tangente a 'hypercourbe. Enfin nous appellerons multi-
plicité ensemble des ¢léments de contact constitués chacun par un
point d’une.hypercourbe et un plan contenant la tangente a I'hyper-
courbe en ce point.

Le probléme de Cauchy, que nous n’avons considéré au numéro
précédent que dans un cas particulier, consiste dans la recherche
d’une surface intégrale passant par une hypercourbe donnée. On
peut le résoudre en déterminant successivement. en chaque point de
I'’hypercourbe, les ¢léments caractéristiques des divers ordres, c’est-
a-dire ceux qui figurent dans les variations des divers ordres de U.
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Les éléments du premier ordre, ceux qui définissent le plan tangent
a la surface intégrale, c’est-a-dire les dérivées fonctionnelles U, et U,.
sont définis par ’équation (43), et la condition que ce plan tangent
contienne la tangente a ’hypercourbe, c’est-a-dire que 'équation (44)
soit vérifiée pour tout déplacement infinitésimal situé sur I’hyper-
courbe; on obtient ainsi une multiplicité I, contenant ’hypercourbe
donnée, et dont les éléments de contact sont des éléments d’intégrales.
Les dérivées fonctionnelles U}, et U’ étant ainsi déterminées, on déter-
minera de méme les éléments du second ordre, c’est-a-dire les fonc-
tionnelles linéaires E(dz), F(y), & (dz), G(dy), puis ceux d’ordres
plus élevés.

Il peut arriver que les équations linéaires que 'on a ainsi a étudier
successivement présentent des impossibilités ou des indéterminations.
Si I'équation (43) est linéaire par rapport a U, et U], cela peut se
produire dés le calcul des dérivées fonctionnelles Uy, et U, ; il peut
arriver que U, puisse étre choisi arbitrairement, U, résultant alors
de I'équation (45); ’hypercourbe donnée est alors caractéristique.
Si I'équation (45) n’est pas linéaire, cette circonstance n’est pas
possible, et la multiplicité I pourra généralement étre déterminée
sans ambiguité, ou du moins ses déterminations possibles ne dépendent
pas d’une fonction arbitraire; mais une indétermination aussi com-
pléte que pour les caractéristiques des équations lindaires peut se pré-
senter pour les éléments du second ordre, I’expression E(dz) pouvant
alors étre choisie arbitrairement, a cela prés bien entendu qu’elle
doit é&tre identique a son adjointe, et les expressions F(dy), & (dz),
G(dy) s’en déduisant sans ambiguité. La multiplicité I est alors
caractéristique.

Les calculs, que l'on trouvera dans nos Lecons d’ Analyse fonc-
tionnelle [30, p. 217-219 et 48, p. 161-164], ne présentent aucune
difficulté. Une multiplicité est caractéristique si, ses éléments z,
7, U, U,, U, étant supposés exprimés en fonction de y(2), on a pour
toute variation de y(¢)

a =—2(5)),
(50) U —_—/0' (U, — H(Uy)] 3y dt,
UL = £(3y),

83U, = £4(3y),
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les symboles H, #¢, £2 et £2, ayant la signification indiquée n°12; ce
sont des expressions introduites par la différentiation de 'équation
dtudide. Ces équations conviennent d’ailleurs méme dans le cas
linéaire ; mais dans ce cas Pexpression H et la différence U, — H(U,)
étant indépendantes de U, et U, les deux premiéres relations défi-
nissent les variations de z et U sans que l'on ait fait inter-
venir U), et U); on a alors des hypercourbes caractéristiques, com-
wunes & une infinité de multiplicités caractéristiques.

Ces équations des caractéristiques sont des équations se rattachant
aux équations aux différentielles totales. Elles définissent parfaitement
la maniére dont I'élément de contact z, y, U, U, U, varie en fonc-
tion de y. Elles sont d’ailleurs complétement intégrables, si I'équa-
tion (45) elle-méme est complétement intégrable, de sorte qu’un
élément de contact donné, a I'exception de certains éléments singu-
liers, appartient & une multiplicité bien déterminée qui vérifie les
équations (50). Si I’élément de contact donné est un élément d’inté-
grale, cetle multiplicité est une caractéristique de l’équation (45).
Dans le cas contraire, c’est une caractéristique d’une des équations
du méme Lype obtenue en ajoutant au second membre une fonction
de ¢, indépendante de z, y, U et U,. Une telle multiplicité dépend
des déterminations initiales de z, U, U, U] choisie pour la fonc-
tion initiale y,(¢). Mais les caractéristiques de 1’équation (45),
U’. étant défini par cette équation, ne dépendent que des détermina-
tions initiales de x, U, U; elles dépendent donc de deux fonctions
et d'un paramétre arbitraires.

On démontre [ 30, p. 220-221 et 48, p. 164-165] que, comme pour
les équations aux dérivées partielles du premier ordre, toute surface
intégrale est un lieu de caractéristiques, et ce résultat conduit a 'inté-
gration de I’équation étudiée et a la résolution du probléme de Cauchy
relatif a cette équation. La surface inlégrale contenant une hyper-
courbe, dans le cas d’une équation non linéaire, s’oblient en
déterminant d’abord en chaque point U, et U), comme il a été dit plus
haut, puis en déterminant la caractéristique qui contient I'élément
ainsi obtenu; la surface intégrale cherchée est nécessairement le
lien des caractéristiques ainsi définies en parlant des divers
points de I'hypercourbe donnée, et comme on peut vérifier que
la surface ainsi formée ‘est bien une surface intégrale, on a du
méme coup établi U'existence des intégrales et intégré I'équation.

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 3. 3
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Nous entendons par la qu'on a ramené son intégration a des
problémes théoriquement plus élémentaires : résolution des équations
fonctionnelles donnant en chaque point z et y, ce qui est un
probléme d’analyse ordinaire, mais qui peut étre trés difficile;
intégration des équations (50), qui peuvent s’intégrer par la méthode
des approximations successives si les expressions J¢, £ et L, sont
des fonctionnelles lindaires de dy bien définies et continues dans
Pespace L..

4. La notion d’intégrale complste. — Pour monltrer a quel point
la théorie des équations aux dérivées partielles du premier ordre se
généralise, indiquons encore la généralisalion de la notion d’intégrale
compléte [30, p. 227-229 et 48, p. 171-173). Une intégrale complete
sera toujours une famille de surfaces intégrales X conlenant dans
leur ensemble tous les éléments d’intégrales. Elles doivent dépendre
d’une fonction arbitraire de ¢ et d’un paraméire (par exemple
les déterminations de U, et U relatives, sur la surface considérée, a
un systéme parliculier de déterminations de z et y). Une surface
intégrale quelconque S est I'enveloppe de surfaces X de I'intégrale
compléte ayant un plus ou moins grand degré de généralité, puisqu’en
chaque point de S ecxiste une surface 2 qui lui est tangente. La
méthode d’intégration de Lagrange se généralise ainsi sans difficulté.
Le probléme de Cauchy se résout aussi aisément, la surface
inconnue S étant 'enveloppe des surfaces X qui touchent ’hyper-
courbe donnée.

I est essenticl de remarquer que l'intégrale compléte n’existe que
pour les équations complétement intégrables; la détermination d’une
intégrale compléte dispense de former la condition d’inlégrabilité. Si
'on a pu intégrerune équation, c’est évidemment u’elle estintégrable.

15. L’extension des équations de Jabobi-Hamilton. — Une appli-
calion importante des théories précédentes est fournie par des équa-
tions qui généralisent les ¢quations aux dérivées partielles de Jacobi-
Hamilton liées au calcul des variations. Ces équations ont ¢1é étudiées
par MM. Volierra [36], Fréchet [9], el par nous-méme [29], [30,
p- 233-241 et 48. p. 177-189]. Nous nous contenterons de traiter le
cas particulier d’une équation liée au probléme de Dirichlet relatif a
I'équation de Laplace, probléme qui nous a dé¢ja fourni des exemples
d’équations aux dérivées fonclionnelles ordinaires.
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On sait que le probléme de Dirichlet, qui consiste a déterminer
une fonction 5(z, y) harmonique et réguliére dans la région S inté-
rieure 4 un contour C en connaissant ses valeurs u(s) sur le contour,
est lié a la recherche du minimum de I’intégrale

=G (F) ] e

Parmi toutes les fonctions z(z, y) réguliéres et égales a u(s) sur le
contour, celle qui rend cette intégrale minima est précisément la
fonction harmonique. dont la détermination constitue le probléme
de Dirichlet.

Le minimum de I, réalisé pour cetle fonction, est une fonction-
nelle @ de C et de u(s). dont la variation, lorsque C et u(s) varient.
est de la forme

(51) 30 =f(q>;,a.u+q>;,an)ds,
C

avec

(52) O, =—2u), Pp=ui—u",

u; désignant la dérivée normale de la fonction harmonique z(z, y),

comptée positivement vers 'intérieur, et »'la dérivée par rapportas;

on et le symbole ¢, ont la méme signification qu’au n°® 9.
L’élimination de u, donne I’équation

(53) @, = - O —un,
4

qui est du type (43), a cela prés que @, au lieu de dépendre de deux
fonctions, dépend d’un contour et d’une fonclion donnée sur ce
contour; cela nécessite certains changements de détail, mais aucune
modification essentielle, a la théorie que nous venons d’exposer.

Il est facile de définir une intégrale compléte de cetle équation.
Remplagons a cet effet I'aire S par la région comprise entre C et un
autre contour I sur lequel z(z, y) doit prendre des valeurs ¢(s), et
ajoulons une constante arbitraire ®, a la définition de ®. Lorsque T,
v(s) et @, sont fixes, on oblient une fonctionnelle de C et u(s) que
nous désignerons encore par @, pour laquelle les formules (52)
restent exactes et qui par suite est une solution de I'équation (53).
On a ainsi des solutions d’un degré de généralité plus grand qu’il ne
faut pour constituer une intégrale compléte.
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On vérifie d’ailleurs aisément que ces solutions, contenant un élé-
ment d’intégrale quelconque (du moins moyennant certaines restric-
tions sur la nature analytique du contour et des fonctions u et @),
permettent d’intégrer I'équation (53), qui est donc complétement
intégrable. Un élément d’intégrale étant constitué par un ensemble
de déterminations de G, u(s), ®, @,, ¥, qui vérifient I'’équation (53),
on en déduit u, par les formules (52); on prendra alors pour z(z, )
la fonction harmonique, réguliére dans le voisinage du contour C,
égale a u () sur ce contour, sa dérivée normale étant égale a u,(s);
prenant ensuite pour I' un contour assez voisin de C pour que la
fonction z(z, y) soit réguliére entre G et T, pour ¢(s) les valeurs
de z(z, y) surT, et pour ®, une valeur convenable, on oblient une
fonctionnelle ® qui contient I’élément d’intégrale donné.

Considérons maintenant, sur une des intégrales @, ’ensemble des
éléments qui correspondent 4 une méme fonction harmonique z(z, y);
ils ne dépendent que du choix du contour G, et constituent une mnulti-
plicité caractéristique.

On voit avec quelle facilité on peut intégrer I'équation (53), soit
en partant d’une intégrale compléte. soit par la méthode des caracté-
ristiques. Ces résultats sont d’ailleurs aisés a vérifier par le calcul,
par application des équations (30) convenablement modifiées.

CHAPITRE III.

L’ INTEGRATION DANS LE DOMAINE FONCTIONNEL.

16. Notions générales. — L’élude des équalions aux dérivées
fonctionnelles partielles d’ordres supérieurs au premier ne peut étre
abordée qu’aprés I'élude de l'intégration dans le domaine fonctionnel.
Cette étude préalable n’était pas nécessaire pour les équations du
premicr ordre, qui peuvent étre étudiées localement, c’est-a-dire
que les données relatives & une trés petite région, la donnée méme
d’un seul élément de contact, suffisent pour définir certaines parties
de la surface intégrale loin de cette région ou de cet élément, comme
le montre la théorie des caractéristiques. Il n'en est pas de méme
pour les équations du second ordre; si par exemple une fonction
harmonique dans I'espace est définie par ses valeurs sur une surface
a lintérieur de laquelle elle est réguliére, sa valeur en n’importe
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quel point intérieur dépend de I'ensemble des donnédes et ne peut
étre définie que par une intégrale de surface. L’étude des équations a
seconds membres nécessite 'introduction d’une intégrale de volume.
Il en est de méme dans les espaces fonctionnels.

Or létude de l'intégration dans ces espaces présente des parti-
cularités que nous avons exposées dans nos Lecons d’Analyse
Jonctionnelle [30, p. 262-374 et 48, p. 209-298], en utilisant des
indications données antérieurement par E. Borel [3], M. Fréchet
[11] et R. Gateaux [19, p. 48 a 53].

Ces particularités proviennent essentiellement de la circonstance
suivante. Dans I'espace a n dimensions, le rapport de deux volumes
semblables est. k7, si k est le rapport de similitude. L’espace L,
image de L,, s’obtient en faisant croitre n indéfiniment; le rapport
en question est en général nul ou infini. 1l en résulte que deux
volumes ne seront presque jamais comparables; 'un deux sera
presque toujours négligeable devant I'autre. Quelle que soit 'unité
de volume adoptée, un volume sera presque toujours nul ou infini,
puisque parmi une infinité de volumes homothétiques les uns des
autres par rapport a un point fixe, un au plus aura une mesure finie
et non nulle.

Cela ne rend d’ailleurs pas impossible une théorie de la mesure et
de lintégration dans les espaces fonctionnels; mais les diverses
parties d’un volume et par suite les valeurs des intégrales considérées
seront mesurées, non par des nombres, mais par des symboles
indiquant la croissance plus ou moins rapide de certaines fonctions
de n, symboles pour lesquels on peut employer les notations de
nombres transfinis introduites par E. Borel.

On échappe en partie a ces difficullés en considérant la notion de
moyenne. Une fonctionnelle continue, définie dans un certain volume
de L,, a souvent une moyenne bien déterminée, finie et non nulle,
et en tout cas comprise entre les valeurs extrémes de la fonctionnelle.
Pourtant nous allons voir que cette moyenne a des caractéres bien
différents de ceux d’'une moyenne dans I'espace ordinaire.

17. La notion de moyenne dans l'espace . — Le passage du fini
a Pinfini peut étre effectué de plusieurs maniéres différentes. Il en
résulte plusieurs définitions de la moyenne dans I'espace Q ou
dans L, qui, comme nous le verrons, peuvent n’étre pas équiva-
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lentes. Mais pour toutes ces définitions, la moyenne a certaines
propriétés qui résullent de ce que la moyenne d’une fonctionnelle U
dans un volume V de I'espace de  est la limite de la moyenne d’une
fonction U, dans un volume V, de I'espace E,. Nous allons d’abord
étudier ces propriétés. Nous étudierons surtout le cas ou V est une
sphére de rayon R; V, sera aussi une sphére de rayon R, égal,

suivant le point de vue ou I'on se place, a R ou a Ry/n.

Supposons d’abord les volumes considérés de formes quelconques,
et divisons chacun des volumes V,, et V en deux parlies par une sur-
face S, ou S (S étant la limite de S, pour ~ infini). 1l arrivera en
général, d’aprés les remarques du n° 16, qu'une de ces parties soit,
n devenant infini, négligeable devant 'autre, et par suite les valeurs
de la fonction étudiée dans ce volume partiel seront sans influence
sur le calcul de la moyenne.

Supposons alors le volume V divisé en un nombre quelconque de
parties par des surfaces de niveau U= const. Une de ces parties
I’emportera en général sur les autres et complera seule pour le calcul
de la moyenne. La subdivisant & nouveau, et recommencant indéfi-
niment, on arrive a cetle conclusion qu’une seule valeur ¢ de U
compte pour le calcul de la moyenne; la surface U=¢, ou du
moins le volume compris entre les surfaces voisines U=c—¢
et U=c ¢, constilue presque tout le volume V, le reste pouvant
étre négligé. La valeur moyenne cherchée est donc ¢; mais ce n’est
pas une moyenne véritable tenant compte effectivement de
plusieurs valeurs distinctes affectées de poids convenables; une
seule valeur Uemporte sur les autres et détermine a elle seule la
moyenne.

Il n’en sera pas toujours ainsi. Pour indiquer tout de suite un cas
d’exception, considérons le cylindre de révolution

(54) o<l ay <1, al+al+...+aj+...<1

(a1, @1, ..., Gn, ... désignant des coordonnées orthogonales dans
I'espace Q). Si l'on divise ce cylindre en tranches par des plans
a, = const., les volumes de ces tranches seront proportionnels a
leurs hauteurs, et la moyenne d’une fonctionnelle de laforme U= f(a,)
est égale a la moyenne au sens ordinaire des valeurs de cette fonction
quand a, varie de 0 & 1.
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Considérons au contraire le cas de la sphére r?<<R? et d’une
fonctionnelle de la forme U = f(r), r désignant la distance a 'origine
définie par la formule

1
(55) r‘3=f z2(t)dt = ai+al+. +ai-+— ...
[]

Les surfaces de niveau sont alors des sphéres concentriques. Dans
I'espace E,. le volume de la sphére de rayon r est de la forme k,r».
Celui de la couronne comprise entre les sphéres de rayonsretr — dr
est nk,r~~tdr. Il en résalte que, pour n infini, la couronne exté-
rieure, qui correspond & r =R, Pemporte sur les autres. Cette valeur
de r compte seule, et la moyenne cherchée est f(R).

Du méme -raisonnement résulte évidemment que, pour une fonc-
tionnelle uniformément continue dans le volume d'une sphére, sa
valeur moyenne dans ce volume ne dépend que de ses valeurs sur la
surface; Uintérieur du volume est négligeable par rapport aux parties
voisines de la surface. On peut alors définir la moyenne sur la
surface et montrer q’ue la moyenne dans la sphére est égale a la
moyenne sur sa surface.

Pour un volume de forme quelconque, les parties intérieures sont
toujours négligeables par rapport aux parties voisines de la surface;
la valeur moyenne d’une fonctionnelle dans le volume ne dépend
donc que de ses valeurs sur la surface. Mais la moyenne d’une
fonctionnelle dans le volume n’esl pas toujours égale a sa moyenne
sur la surface; on peut montrer [30, p. 329 et 48, p. 291-292] qu’elle se
rameéne & une moyenne sur la surface, mais calculée en donnant
& chaque élément de surface un poids proportionnel asa mesure
et inversement proportionnel a la « courbure moyenne ». Les
parties pour lesquelles celte courbure moyenne est négative peuvent
d’ailleurs éire négligées.

Revenons au cas de la sphére, et considérons maintenant le cas
d’une fonctionnelle de la forme f(a), a désignantla distance & un plan
diamétral. Dans I’espace E,, la section de la sphére V, de rayon R, par
un plan a = const. est une sphere d’un espaceou planarn — 1 dimen-

sions, dont le rayon est p={/R,—a*. Le volume de la tranche
comprise entre deux plans a et a + da est alors kn_ip"~*da. Pour
n infini, la tranche correspondant a la valeur maxima de p 'empor-
tera, de sorte que presque toute la sphére est constituée par le voisi-
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nage immédiat du plan @ = o. Le reste est négligeable. La moyenne
cherchée, si la fonction f(a) est continue pour @ = o, est (o).

De méme, si a,, @, ..., a, désignent les distances & plusieurs
plans, on peut négliger les parties de la sphére qui ne sont pas voi-
sines du plan @, = o, celles qui ne sont pas voisines du plan a, = o,
et ainsi de suite. On peut donc ne tenir compte que des parties voi~
sines de l'intersection de ces plans, et de la surface. La moyenne
d’une fonction continue f (a4, @,, ..., @p, r) seradonc f (o, o, ..., 0, R).

Considérons maintenant une fonctionnelle U uniformément con-
tinue dans la sphére de rayon R, ce qui signifie qu’a tout ¢ positif
on peut faire correspondre 7 tel que si la distance de deux points
est <nR, la différence des valeurs correspondantes de U sera <e.
Sa moyenne sera la limite de la moyenne d'une fonction U, de
n variables définie dans une sphére de rayon R, dans I’espace E,, et
si la distance dQ deux points de cette sphére est << nRj, la différence
des valeurs correspondantes de la fonction sera <Ce.

Parmi les surfaces de niveau U,=const., il en existe une,
soit U, = ¢y, qui divise la surface de la sphére en deux parties égales.
Si nous considérons la bande, lieu des points de la surface de la
sphére situés a une distance au plus égale 2 nR, de son intersection
avec la surface U,=rc,, les valeurs de U, dans cette bande sont
comprises entre ¢,— ¢ et ¢, + ¢. Or on peul montrer [30, p. 279 et
48, p. 226-228] que cette bande représente une fraction de la surface
de la sphére équivalente pour 7 infini a la surface totale. Cela résulte
de ce que l'aire de cette bande est maxima si la surface U,=¢,
est un plan diamétral, et, d’aprés ce qui précéde, le résultat est vrai
dans ce cas. A la limite, dans I'espace fonctionnel, on peut donc
négliger les parties de la surface et par suite du volume intérieur
a la sphére pour lesquelles U n’est pas compris entre ¢ —¢ et ¢ + ¢,
¢ élant la limite de c,. Cela montre que, si cette limile existe, point
sur lequel nous n’insisterons pas, la moyenne de U dans la sphére
est ¢ et que la fonctionnelle est presque partout presque égale &
cette moyenne, les parties du volume pour lesquelles il n’en est
pas ainsi étant négligeables. Ge résultat suppose simplement, en
plus de l'existence de la limite c, la continuité uniforme de U.

Il peut s’étendre a d’autres régions que la sphére. On peut montrer
[30, p. 365-368 et 48, p. 279-287] qu’il s’étend a toutes les régions
limitées par des surfaces convexes et telles que les rayons de



ANALYSE FONCTIONNELLE. 41

courbure des sections normales aient une limite supérieure finic R,
indépendante du point et de la direction de la section considérée.
Une telle surface sera nécessairement tout entiére inlérieure a
n’'importe quelle sphére de rayon R qu’elle touche intérieurement.
Pour toutes ces surfaces, on peut donc dire qu’une fonctionnelle
uniformément continue a presque partout la méme valeur. Cela est
vrai en particulier de la courbure moyenne, si elle est uniformément
continue, résultat dont nous concluons que la moyenne d’une fonc-
tionnelle continue dans le volume limité par une telle surface est égale
i la moyenne sur la surface. Ce résultat est d'ailleurs exact pour cer-
tains volumes dans lesquels on ne peut pas affirmer qu’une fonction-
nelle uniformément continue est presque partout égale a sa moyenne,
comme le cylindre de révolution défini par les formules (54). Il est
donc trés général. Mais on peut former des cas ou il est en défaut

[30, p. 374]. -

18. Formules relatives a la sphére. — ll est utile de préciser les
résultats précédents par quelques formules relatives a la sphére.

On connait la loi des grands nombres du calcul des probabilités
(théorémes de Bernoulli et de Moivre). Aprés n expériences effectuées
dans des conditions identiques, la différence entre la fréquence d’un
événement et sa probabilité théorique est presque sirement trés
petite, si n est grand; mais cela n’empéche pas de mettre en évidence
une loi de probabilité limite. Le produit de cette différence par y/n
obgit & une loi qui tend vers une loi limite bien déterminée, la loi
normale, ou loi de Laplace-Gauss. Nous allons trouver exactement
les mémes circonstances en étudiant la loi de probabilité a laquelle
obéit une des coordonnées a; d’un point de la surface de la sphére
(56) a}+a3+...+ap =R

Ce que nous trouverons pour la surface s’appliquera alors aussi,
d’aprés le numéro précédent, au volume de la sphére.

Nous savons déja que chacun des a; est presque sirement trés
petit, et nous pouvons ajouter que. sa valeur quadratique moyenne

étant -;—,_, il est de 'ordre de grandeur de cetle quantité. Posons
n

donc ;= a,-\/_r;. Le point 21, Zs, ..., ¥, sera alors un point choisi
au hasard sur la sphére

(57) z}+x3+...+xzi=nR?
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de rayon R\/E. Montrons que chacun des z, obéit 4 une loi de proba-
bilité qui tend, pour »n infini, vers la loi normale, le paramétre qui
intervient dans I'expression de cetle loi élant évidemment défini par
la condition que la valeur quadratique moyenne de z, soit R.

Pour n fini, la probabilité que z, soit compris dans un inter-
valle (o, x) est évidemment

n—2

12| o\
‘A,,f (x——ﬁ—,) darc sin ——
o nR: Ryn

A, élant un coefficient, indépendant de z et R, facile a former. Il est

e

d’ailleurs équivalent pour ~ infini a -J—i—, de sorte que cette probabi-
2T

?

lité tend vers la valeur

jx] 12

I dz
58 _____f e M7
(58) Vax Jy R’

qui correspond bien a la loi normale.

On peut préciser ce résultat en montrant que la moyenne d’une
fonction des z, peut se calculer en supposant que ces variables
obéissent indépendamment les uncs des autres a cette loi. Il n’y a
aucune difficulté si 'on ne considére que des z, en nombre fini [30,
p- 267 et48, p. 215]. Mais cela est vrai aussi pour une fonction de tous
les z,. Pour nfini, on a évidemment des lois différentes en supposant
le point z,.2,,...,2, pris au hasard sur la surface de la sphére (57),
ou a son intégieur, ou en supposant que les z, soient des variables
indépendantes obcéissant a la loi (58). Mais a la limite cela revient au
méme, el donne, moyennant certaines condilions de continuité. la
méme valeur moyenne pour une fonctionnclle définie comme limite
d’une fonction de z4, %, . .., Z,.

On vérifie en effet immédiatement que la probabilité d’un petit
volume dV, en admettant que zi, Zj, ..., Z, soient des variables
indépendantes obéissant a cette loi, ne dépend que de sa distance au
centre. Si x(R) désigne la moyenne d'une fonction sur la surface
de la sphére (57). la moyenne de cette méme fonction avec la loi
considérée est donc de la forme

(59) fo%(p)u(p)dp, [fo“w)dpm].
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C’est, comme d’ailleurs la moyenne dans le volume de la sphére, une
moyenne gntre les différentes moyennes p(p).

D’autre part, chacune des quantités z® ayant R? comme valeur
probable, leur moyenne p* differe trés peu de R2, si n est grand, et
si 'on néglige des cas trés peu probables. Cela veut dire que dans le
calcul de la valeur moyenne (59), les valeurs de p voisines de R
comptent seules a la limite, comme c’¢tait le cas pour la moyenne
dans le volume de la sphere, et Pexpression (59) a. pour n infini, la
méme limite que p(R), C. Q. F. D.

19. Définition de la moyenne d’aprés Gateaux. — Le procédé le
plus naturel pour définir la moyenne d’une fonctionnelle U[z] dans
un volume V de Pespace L, repose sur le passage du discontinu au
continu; c’est celui employ¢ par Gateaux [18, p. 48 a 53].

Il considére une fonction simple d'ordre n,c’est-a-dire une fonction

. i—1 L
ayant une valeur constante z, dans chacun des intervalles ( ) ;) .

Une telle fonction peut étre représentée par un point &y, Ia. ..., Zn
de I'espace E, a n dimensions, que I'on peut considérer comme une
variélé linéaire de U'espace L.; c’est la n'*™ section de cet espace.
Mais il importe de remarquer que les définitions de la distance de
deux points relatives a Pespace E,, et a I'espace L. ne coincident pas;
en désignant respectivement par p et r les distances a Iorigine dans
Pespace E, et dans I’espace L, on a

=w?+a'5!+...+.z§’

n

2=z} + 23 +...+ x3, re

d’ot p=ry/n; la distance r relative a I'espace L, est ce qu’on peut
appeler la distance réduite dans 'espace E,. Si, n augmentant indé-
finiment, dcux points sont a une distance finie 'un de I'autre, leur
distance réduite tend vers zéro. et ils sont confondus & la limite dans
’espace L,. De la vient qu'une fonctionnelle comme z(¢,), & dési-
gnant une valeur particuliére de ¢, qui dans ’espace E,, se réduital’un
des x;, est continue dans E, avec un module de continuité indépendant
de n, et ne Pest pas dans 'espace L,, ou plus exactement n’a pas de
sens dans cet espace.

La n'*™* section d’un volume V de 'espace L, sera sa section V, par
Tespace E,. Si, par exemple, V est une sphére de rayon R ayant I'ori-
gine pour centre, V,, sera une sphére de rayon réduit R, et par suite
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de rayon Ry/n. D’aprés Gateaux, la moyenne d’une fonctionnelle
U[z] dans V sera par définition la limite, pour » infini. de sa
moyenne dans V.

Avec cette définition, bien que la fonctionnelle z(¢,) ne soit pas
quelque chose de bien défini en chaque point de Ly, sa moyenne dans
un volume, par exemple dans la sphére de rayon R ayant ’origine
pour centre, a une valeur bien définie. Cette fonctionnelle se rédui-
sant dans E, a 'un des z;, non seulementnous voyons que sa moyenne
dans la sphére considérée est nulle, mais il résulte du n°® 18 que I'on
peut dire qu’elle obéit alaloi de probabilité définie par la formule (58);
cela veut dire que la probabilité que z(¢,), dans la »'®™° seclion de
cette sphére, soil compris entre deux nombres donnés, tend pour
n infini vers la valeur résultant de cette loi. De méme plusieurs
fonctionnelles x(¢1), z(¢2), ..., z(t,), d’aprés le n° 18, peuvent
étre considérées comme des variables indépendantes obéissant a cette
méme loi. De la résultent immédiatement la valeur moyenne dans la
sphére considérée de la fonctionnelle

(60) elz(ty), (), .-\ 2(2p)]

et par suile (mmoyennant certaines conditions de continuité imposées
a la fonction ¢), celle d’une intégrale du type

1 1 1
(61) ff f oL@ (th), #(ta)y 2(tp), tuy by -y tp] desdls .. dtp.
0 0 ]

Mais il y a une différence essentielle entre les expressions (60) et (61).
La premiére n’est pas une fonctionnelle continue, et a des valeurs
différentes les unes des autres dans une tranche d’épaisseur réduite
trés faible du volume V,, qui constitue a la limite presque tout le
volume V; elle peut donc obéir, et obéit en fait d’aprés ce qui pré-
céde, & une véritable loi de probabilité. Au contraire. la fonction-
nelle (61) est, d’aprés le n° 17, presque partout égale ou presque
égale a sa moyenne, les valeurs différentes ayant une probabilité
nulle. Bien entendu cela ne veut pas dire que si, sans rien connaitre
des considérations précédentes, on forme au hasard une fonction z(t),
on ait chance d’obtenir la valeur moyenne de la fonctionnelle (61);
on ne peut la déduire que de la loi de probabilité a laquelle obéit
Pexpression (60).

De la moyenne de I’expression (61), on déduit aisément celle de
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fonctionnelles plus générales, sommes d’expressions de la forme (61)
en nombre fini ou infini. La définition de la moyenne, ainsi obtenue
d’abord pour certaines fonctionnelles, peut s’étendre a une classe de
fonctionnelles beaucoup plus étendue.

20. La notion de mesure dans les ensembles abstraits. — 1° Dans
'espace euclidien, la notion de la moyenne est liée 4 une mesure. Le
passage & la limite sur lequel reposent les considérations développées
dans les n° 17 a 20 fait disparaitre les caractéres essentiels de la
mesure dans les espaces & un nombre fini de dimensions. Une
circonstance analogue se produit dans un probléme plus élémentaire,
quand pour définir la moyenne d’une fonction d'un nombre entier N,

on suppose N choisi au hasard entre 1 et n (chaque valeur possible

ayant pour probabilité %), et qu'on fait ensuite croitre n indéfini-
ment.
. Il existe une théorie de la mesure dans les espaces abstraits, qui
évite cel inconvénient, et peut s’appliquer a certains espaces fonc-
tionnels. Elle a été créée en 1915 par M. Fréchet [13 ], puis déve-
loppée par P. J. Daniell [5] et N. Wiener [39]. Nous avons montré
en 1924 [31] que cette théorie de la mesure ne s’appliquait, ou du
moins ne pouvait donner des résultats satisfaisants, que dans des
espaces ayant au plus la puissance du continu (ce qui est le cas pour
les espaces &, G, L,, 4 condition de faire pour ces derniers la conven-
tion indiquée au n° 2, 3°). Aprés avoir rappelé ce qu’il y a d’essentiel
pour la suite dans ces résultats, nous verrons les difficultés qui se
présentent si I'on essaye de rattacher 4 une telle mesure la moyenne
au sens de Géteaux.

2° L’'idée de mesure implique avant tout qu'étant donné un
ensemble E, que nous appellerons un volume, auquel on attribue
une mesure positive «. on puisse le partager en volumes
partiels Vy, V,, ..., V,, auxquels on attribuera des mesures o,
gy - - ., dp, DON négatives et de somme a. Chaque volume partiel V;
sera a son tour divisé en volumes partiels V,x(k=1, 2, ..., ¢4),
que P'on subdvisera a leur tour. ct ainsi de suite indéfiniment. Nous
appellerons partition un mode de division de V en volumes partiels
subdivisés a leur tour comme il vient d’étre dit. La partition sera dite
pondérée si I'on associe a chacun des volumes ¢ successivement mis
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en évidence une mesure m(¢); la mesure de n’importe quelle
réunion E de volumes ¢ disjoints sera la somme Zm(¢) étendue a
lous ces volumes .

Il est évidemment possible de réaliser 'image de la partition sur
une droite, ou un segment de droite D; onle divisera en p intervalles
partiels I,, I, ..., I, qui correspondront chacun a un volume V;;
on divisera cnsuite chaque I, en intervalles partiels I x qui corres-
pondront chacun a un V,y, et ainsi de suite. On obtiendra ainsi
Pimage linéaire de la partition. Cette représentalion établit une
correspondance biunivoque entre les points du segment D et certains
sous-ensembles e de 'ensemble donné E. C’est donc seulement si E
a la puissance du continu qu’il peut arriver que chaque ¢ contienne
un élément et un seul de E. Si E a une puissance supérieure a celle
du continu, il arrivera nécessairement qu’au moins certains des e
aient eux-mémes une puissance supérieure a celle du continu; la
partition n’aura pas réussi a séparer tous les éléments de E. Si au
contraire E a une puissance inférieure a celle du continu, presque
tous les e sont vides. C’est ce qui arrivera par exemple si E est
I'ensemble des nombres rationnels compris entre o et 1, et que les e
soient des intervalles, de sorte qu’on peut prendre chaque e lui-méme
pour son image linéaire. Bien entendu, cela n’cmpéche pas de
définir une mesure pour un ensemble fini ou dénombrable en se
donnant la mesure de chaque élément. Mais ’emploi d’une partition
apparait essentiellement comme un procédé pour définir des mesures
dans un ensemble ayant la puissance du continu, en faisant corres-
pondre a chaque ¢élément e de E un point z du segment D.

Une méme partition, si 'on fait varier les poids ax, sk, ...,
permel de définir une infinité de mesures. On peut alors utiliser sa
représentation linéaire de deux maniéres différentes. On peut, en
faisant varier les poids, conserver une méme image linéaire; alors a
chaque mesure définie sur D correspond une mesure dans E; en
d’autres termes les différentes lois de probabilité quel'on peut définir
dans E a I'aide de la partition considérée ont pour images les diffé-
rentes lois que 'on peut définir sur D.

L’autre maniére d’utiliser la représentation linéaire de la partition
consiste & la faire varier avec les poids, de maniére a faire corres-
pondre a chaque volume ¢ distingué par la partition un intervalle de
longueur précisément égale a la mesure m(¢). Alors la mesure (ou,
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si 'on préfére, la probabilité) définie dans E correspond exactement
a la mesure géométrique, au sens de Lebesgue, sur le scgment D.

D’une maniére ou de P'autre, on voit que, du moins au point de
vue ot nous nous plagons, {l W'y a pas d'autres lois de probabilité
que celles dont on peut faire I'image sur une droite (ou un segment
de droite).

Les ensembles mesurables seront ceux dont I'image est mesurable.
Il faut distinguer naturellement les ensembles mesurables-B et les
ensembles mesurables (au sens de Lebesgue). Les premiers sont
les éléments du plus petit corps de Borel comprenant tous les ¢; ce
corps ne dépend que de la partition, et non des poids choisis. La
définition des ensembles de mesure nulle, et par suite celle des
ensembles mesurables les plus généraux, dépend au contraire des
poids.

Une fonction /(e) définie pour chaque élément e de E devenant
une fonclion p(z) de I'image linéaire de z, l'intégration dans E se
raméne a l'intégration dans D. Si nous nous sommes placés dans le
cas ou la mesure définie dans E est la mesure géométrique dans D,
on est ramené a l'intégrale de Lebesgue ordinaire (autrement ce
serail une intégrale de Lebesgue-Sticlijes).

3° On peut d’autre part, sans utiliser la représentation linéaire de
la partition, développer une théorie analogue a celle de Riemann-
Darboux : c’est ce qu’a fait M. Fréchet dans son mémoire de 19195.
La fonction f(e) est dite intégrable-R si, pourvu que la division du
volume V en volumes partiels ¢ soit poussée assez loin, on peul
rendre P'oscillation de f(e) dans chaque ¢ inférieure a un nombre
donné ¢, positif el arbitrairement petit. M. Fréchet, suivant la théorie
de Riemann-Darboux, définit alors des sommes inférieures et des
sommes supérieures, dont la différence est <em(V), et dont la
limite commune est U'intégrale.

Ce qui nous intéresse ici, c’est l'intégration des fonctions con-
tinues. Nous admeltrons, non seulement la continuité de f(e), mais
sa continuité uniforme qui, dans un espace a une infinité de dimen-
sions (méme si lon se borne a un volume fini), ne résulte pas de la
continuité simple. Une telle fonction apparaitrait comme intégrable
si les volumes v distingués par la partition pouvaient étre trés pelils
dans tous les sens. Or, cela n’est possible que dans un espace a n
dimensions ott le volume qui généralise le cube se décompose en 2"
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volumes semblables, et linéaircinent deux fois plus petits. Dans un
espace a une infinité de dimensions, il en faudrait une infinité non
dénombrable, que la partition ne saurail distinguer. La théorie de la
mesure, au sens de M. Fréchet, n’en a pas moins des applications
intéressantes. Nous allons en indiquer deux.

4° La premiére est précisément relative au cube a une infinité de
dimensions. Pour parler d’un tel cube, il faut naturellement se,
placer, non dans Q, mais dans I'espace E,, dans lequel un point A
(ou B) est défini par une suite de nombres a, (ou b,) bornés dans
leur ensemble, la distance AB étant la borne supérieure de | b,—a,|.
Le cube de co6té ! est alors le lieu des points dont la distance au

centre du cube est < -i— La théorie de I'intégration dans un tel cube

a été développée par B. Jessen [46].

On peut y définir une partition de la maniére suivante : aprés n
opérations, les régions distinguées sont des parallélépipedes dont
les n premiers c6tés (paralléles aux n premiers axes) auront respec-
livement pour longueurs

l l {

PRy g B

tous les autres restant égaux a /. Les dimensions se réduiront ainsi
successivement, el, si loin qu’on pousse les opérations, il n’y en aura
qu’un nombre fini qui seront devenues trés petites.

On ne peut pas, dans ces conditions, espérer intégrer n’importe
quelle fonction uniformément continue. Ainsi la borne supérieure de
|sinta,| (pourn =1, 2, ...) est sommable, mais non intégrable-R.
Mais on voit aisément que les fonctions de la forme f(ay, aa, ..., @)
sont intégrables-R (pour la partition qui vient d’étre définie); il en
est donc de méme de la limite de n’importe quelle suite uniformé-
ment convergente de fonctions de cette forme.

5° Censidérons maintenant, encore dans E,, un volume dont les
dimensions successives soient de plus en plus étroites; par exemple
le volume | @, | << ¢n (€a > 0; ca—> o pour 7 infini). Alors une parti-
tion analogue a celle que nous venons de définir pour le cube donne
des volumes élémentaires qui seront tous, a partir d’un certain
moment, trés petits dans tous les sens. Alors n'importe quelle fonc-
tionnelle uniformément continue est intégrable-R.
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Cette remarque a deux applications importantes en calcul fonc-
tionnel.

L’une est relative au champ des fonctions z(¢) ,définies dans (o, 1),
bornées par un nombre donné, et vérifiant une condition de Lipschitz
donnée |z(t + k) —z(h)| <L ¢(|2]), (k) tendant vers zéro avec h.
Cée champ définit dans C un volume compact, qui se raméne au type

que nous venons de considérer si 'on prend comme coordonnées
successives

z(0), z(1), w(é) - f—(ﬂ%’cﬂ, Ja(%) — -; [w(o)-a—x(%)]a
3
T(Z)"é[‘”(é) +x(1)], x(%) - ; [w(o)—#z(%)], cees
une fonctionnelle uniformément continue dans G y est donc inté-
grable-R.
L’autre application est relative aux espaces de Wiener, dont
I’étude doit faire 'objet d’un autre fascicule (en attendant, voir dans
P. Lévy [47], les chapitres consacrés aux mouvements browniens).

21. Cas des espaces Q et L,. — Nous allons voir qu’au contraire,
dans les sphéres de ces espaces, si I'on cherche a y définir, non une
mesure arbitraire, mais celle qu’il est naturel de considérer comme
la mesure géométrique, qui nolamment doit étre invariante par un
déplacement quelconque (la notion de rotation étant, comme celle
de translation, bien définie dans ces espaces), le choix d’une partition
ne permet pas d’échapper aux difficultés signalées aux n® 16 a 19.

1° Placons-nous d’abord dans &, et prenons pour V la sphére
r <R (r élant la distance a l'origine). Sa n'*me section V,, définie
par @, = o pour v > n, sera aussi une sphére de rayon R. On définit
une partition a la fois dans V et dans tous les V, en prenant pour
surfaces de séparation tous les plans zy==tc; [k, k=1, 2, ...,
les ¢; formant un ensemble partout dense dans (o, R); on les rangera
dans un ordre quelconque]. Une région ainsi dislinguée a la Nieme
opération aura d’abord un poids positif; mais ce poids varie
avec n, et les régions séparées de I'origine par des plans a;= ¢ ont
a la limite un poids nul. Ce qu’on obtient ainsi comme limite d’une
mesure n'est donc pas une mesure, car le voisinage de l'origine doit
stre considéré comme ayant un poids nul, et tout point autre que

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 5. 4
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'origine appartient, a partir du moment ou la division de la sphére
en volumes partiels est poussée assez loin, & une région de poids nul.
A la limite, les poids positifs ne se retrouvent nulle part.

La partition qui vient d’étre définie n’en permet pas moins de
considérer comme intégrables-R les fonctions continues de la forme
Jn(as, as, ..., as), et par suite aussi les limiles uniformes de telles
fonctions. Mais la moyenne d’une telle fonction ne sera pas une vraie
moyenne, comme dans le cas du cube : la région contenant’le
centre est prépondérante, et la moyenne de la valeur de la fonc-
tion considérée est sa valeur au centre de la sphére (*). 1l peut y
avoir inlérét a définir une autre partition dans la méme sphére V en
introduisant a la fois, pour limiter les volumes partiels ¢, des plans
ap= == c; et des sphéres r = c4. Alors n’importe quel point de V est
a partir d’'un certain moment intérieur & un volume v trés petit dans
tous les sens, mais Loujours sans que cela ait lieu uniformément dans

" toute la sphére. Une fonclion de la forme ¢(r), qui n’était pas inté-
grable-R dans la sphére, le devient, et sa valeur moyenne est ¢(R);
ce n’est plus sa valeur au centre. Le champ des fonctions qui sont
intégrables-R est ainsi plus étendu; mais il exisle toujours des fonc-
tions uniformément continues qui ne sont pas intégrables-R.

Une remarque trés simple montre d’ailleurs qu’il est impossible
d’échapper aux conséquences du fait qu’il ne s’agit pas 1a d’une
théorie de I'intégration au sens de M. Fréchet, et que la limite d’une
mesure n’est pas ici une mesure. Considérons la fonction

%
. Y o\
u= 2 chal, ol €35=10, Cipy1=2.
1

Elle est bien continue dans £, et uniformément continue dans V, et
sa valeur moyenne dans cette sphére est R*. Mais il suffit de
changer P'ordre des axes pour oblenir comme limite de sa moyenne
dans la n'°™® section de V n’'importe quelle valeur donnée entre

(*) La méme propriété est vérifiée, plus généralement, par les fonctionnelles
harmoniques. Mais la classe des fonctionnelles harmoniques, comme on le verra
plus loin, n’est pas invariante par un changement d’axes, ni méme par un simple
changement de l'ordre des axes. La classe définie dans le texte est celle des fonc-
tionnelles qui restent harmoniques pour n’importe quel changement de I'ordre des
axes.
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o et 2R? (inclus), ou pour obtenir des oscillalions sans qu’il y ait de

limite. 1l n’en serait pas ainsi si la théorie de M. Fréchet était appli-
cable ().

2° Revenons maintenant a I’espace L, et 4 la moyenne dans une
sphére au sens de Gateaux. La théorie de Gateaux est tout a fait ana-
logue a celle que nous venons d’exposer pour I'espace Q. Elle présente
ce inéme caractére qu'on y considére la sphére comme limite d’une
n®*"¢ section qui, quelque grand que soit 7, n’en donne pas plus une
bonne approximation que I’ensemble des n premiers nombres entiers
ne donne une idée d’une suile infinie. On y poursuivra donc en vain
une limite, dont on ne sera jamais str d’approcher si 'on ne sait
rien d’autre, sur la fonction dont on cherche la moyenne, que son
mode de continuité.

La ntaniére naturelle de comparer la théorie de Gateaux a celle
que nous venons d’exposer pour nne sphere de 'espace Q repose sur
les deux régles suivanles : d’une part on ne considérera les n'®™e
sections d'une sphére V de l'espace L., que pour les valeurs 2,
4. ..., 2%, ... de n; d’autre part pour la A'*™° des approximations
ainsi obtenues, chaque fonction z(¢) sera représentée par sa projec-
tion orthogonale x,(t) sur la variéié lin¢aire des fonctions simples
d’ordre n = 2%, c¢’est-a-dire par la fonclion égale, dans chacun des

intervalles <v—;—‘, V;), a la moyenne de z(¢) dans cet intervalle.

Ainsi modifiée, la moyenne au sens de Gateaux est exactement celle
qu’on obtient en utilisant les fonctions orthogonales de Rademacher
pour définir dans L, un systéme d’axes complets, puis, la sphére V
de L, étant devenue une sphére de Q, en y définissant la moyenne
comme il a été indiqué au 1° ci-dessus.

Un probléme qui se pose tout naturellement, puisque la moyenne
ainsi définie n’est pas invariante par un changement des axes de
coordonnées, est le suivant : quelles conditions doitremplir une suite
compléte de fonctions orthogonales pour que la moyenne dans une
sphére au sens de Giteaux coincide avec celle obtenue en utilisant ces

(1) Les fonctionnelles harmoniques dans l'espace @ étant caractérisées par un
théoréme de la moyenne (Voir n° 23 ci-dessous), cette remarque suffit & montrer
que, comme nous l'avons annoncé (note de la p. 50), la notion de fonctionnelle
harmonique n’est pas invariante par un changement d’axes.

SERVICE DE
MATHEMATIQUES
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fonctions orthogonales pour définir des axes dans L, et étre ramené a
la moyenne dans une sphére de 2 ? Comme ces conditions dépendent
de ordre des termes de la suite, nous avons proposé de dire, quand
elles sont vérifides, que cet ordre est normal. Cette expression n’est
d’ailleurs pas tout a fait correcte. Si en général ce caractére est
invariant seulement par les permutations d’un groupe bien déterminé,
facile a définir, il existe des suites pour lesquelles tous les ordres
sont normaux et d’autres pour lesquelles aucun ordre n’est normal.
Nous ne pouvons ici que renvoyer e lecteur a ’exposé plus complet
de cette question que nous avons publié ailleurs [48, p. 247-261].
D’autre part, comme dans le cas d’une sphére de L,, il y aura une
classe importante de fonctionnelles dont la moyenne est toujours
égale a leur valeur au centre; ce sont celles pour lesquelles, dans
la sphére V, il y a convergence uniforme de U[z,(¢)] vers U[z(¢)].
On peut, si leur variation seconde est de la forme normale (21), les
caractériser par la propriété
(62) U (t) =o.

La propriété ci-dessus, relative a la moyenne dans une sphére, est
d’ailleurs vérifiée par une classe plus élendue de fonctionnelles, les
fonctionnelles harmoniques, dont nous allons maintenant nous
occuper. La classe plus restreinte définie par la condition (62) coin-
cide avec la classe invariante par les changements de coordonnées
considérée plus haut (voir la note de la p. 50).

22. Application aux fonctionnelles harmoniques. — Une fonc-
tion u(zy, Z,, .... Z,) den variables est harmonique si la quantité
Au = Pu N d2u — R2u

T 0x? " dxy T " Ozl

est nulle. On démontre aisément que cette quantité Au, en un point
ou u prend la valeur u,, peut étre définie comme limite, pour r infini-

Uo

ment petit, de la moyenne de 2“% sur une sphere de rayon

réduit r, c’est-a-dire de rayon r \/; A la limite, dans I'espace 2, ou
dans L,, nous définirons AU comme limite de la moyenne de

U—U . . . . .
2 2D° sur une sphére de rayon infiniment petit r. Une fonction-
r

nelle harmonique est une fonctionnelle pour laquelle AU = o.
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Cette définition implique I'existence de la moyennc considérée et de
sa limite.

Comme dans I'espace & n dimensions, on démontre que la valeur
moyenne d'une fonctionnelle harmonique a la surface d’une sphére,
ou A son intérieur, ce qui revient au méme, est égale a sa valeur au
centre. Si la sphére est infiniment petite cela est vrai par définition;
mais cela est vrai aussi pour une sphére de rayon fini.

L’expression de AU ne dépend naturellement en chaque point que
de la variation seconde de U.

Si, se placant dans I'espace L,, on introduit les dérivées fonction-
nelles secondes Uy, et Ul,, la forme normale de 62U élant alors
donnée par la formule (21), on trouve, par application des formules
du n° 19 pour la moyenne dans une sphére,

1
AU -_-f Ul dt.
0

Si, au contraire, on se place dans I'espace &, on trouve

AU = hin 1—[

22U L 92U
Il-—)eon ’

— 5+ o+
da} da} dak

et il est clair que ces deux définitions de AU coincident lorsque les
définitions de la moyenne dans une sphére, dont elles sont déduites,
coincident, c’est-a-dire lorsque l'ordre des coordonnées a, est
normal, et dans ce cas seulement.

La théorie des fonctionnelles harmoniques est a certains poinls de
vue beaucoup plus simple que la théorie des fonctions harmoniques
de n variables. Les particularités assez curieuses de cette théorie
résultent de ce fait que sur une sphére une fonctionnelle continue a
presque partout la méme valeur." Nous nous contenterons d’en
indiquer quelques-unes, renvoyant pour le reste & nos Lecons
d’Analyse fonctionnelle | 30, p. 375-420 et 48, p. 299-356]. Préci-
sons bien que tous ces énoncés supposent U'existence des moyennes
qui y interviennent (voir dans le second des Ouvrages cités leur
extension au cas oll ces moyennes n’existent pas).

1° On établit aisément la relation

Af(U,V, W)= fpAU — fL AV 4 f(, AW,
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qui montre qu’une fonction de plusieurs fonctionnelles harmoniques
est elle-méme une fonctionnelle harmonique. En particulier U et f(U)
étant harmoniques en méme temps, cette propriété ne dépend que
des surfaces de niveau U = const.

2° En chaque point d’une surface, on peut définir la courbure
moyenne, moyenne des courbures des différentes sections normales;
ces courbures sont d’ailleurs, pour presque toultes les directions, égales
a leur moyenne. Si K est en chaque point la courbure moyenne de la

surface de niveau qui passe en ce point, el si%% est la dérivée nor-
male a cette surface, on a
dU
AU=—K an

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonctionaelle
soit harmonique est donc que les surfaces de niveaa soient minima,
c’est-a-dire aient partout leur courbure moyenne nulle.

3° Le potentiel de double couche, étudié par Gateaux [19. p. 53-
63], est un exemple de fonctionnelle harinonique. Dans 'espace
a n dimensions, a4 un facleur prés, égal a la surface de la sphére de
rayon unité, le potentiel d’une double couche étalée sur une surface
convexe S est égal en chaque poiny intérieur & la moycnne de la den-
sité u, vue de ce point, c’est-a-dire que I'on donne a chaque élément
de surface un poids égal a 'angle solide sous lequel il est vu de ce
point; cetle moyenne est donc égale a la moyenne sur une sphére
ayant ce point pour centre el sur laquelle on ferait la perspective de
la surface. Cette définition a été étendue par Gatcaux a l'espace
fonctionnel.

Comme il s’agit d’'une moyenne sur une sphére, la densité, vue du
point considéré A, a’presque partout la méme valeur. Parmi lesrégions
u=c, une seule, vue de A, parait constiluer presque toute la sur-
face S; mais, naturellement la valeur de ¢, qui sera alors celle du
potentiel en A, dépend de ce point.

Lorsque A tend vers un point M de la surface S, la section de cette
surface par le plan passant par A el paralléle au plan tangeat en M,
vue de A, parait conslituer presque toute la surface. Comme elle est
trés petite et voisine de M, les valeurs de u sur cette seclion sont trés
peu différentes de la valeur de u en M; la valeur du potentiel Uen A,
moyenne des valeurs de u sur cetle section, tend donc vers u(M). La



ANALYSE FONCTIONNELLE. 55

valeur limite du potentiel, sur la surface, est donc la densité de la
couche attirante. Comme le potentiel est une fonctlionnelle harmo-
nique, il résout le probléme de la détermination d’une fonctionnelle
harmonique par ses valeurs sur une surface fermée convexe S (pro-
bléme de Dirichlet). Naturellement, ce probléme n’est aipsi résolu
que si les moyennes qui interviennent dans la définition du potentiel
de double couche existent.

Ces résultats subsistent sans modification si S est une surface non
convexe, mais & courbure moyenne toujours dirigée vers U'intérieur
et ne s'annulant pas (ou méme ne s’annulant qu’exceptionnellement).

4° Les surfaces de niveau étant minima, le probléme de Dirichlet
peut étre résolu par la détermination de la surface minima U=c,
bien définie par son interseclion avec S. D’aprés ce qui précéde, c’est
le lieu des points d’ou cette intersection parait constituer presque
toute la surface.

Dans I'espace a n dimensions, le lieu des points tels qu’une telle
intersection, vue de ces points, partage ’espace en deux angles solides
égaux, n’a rien de commun avec la surface minima limitée a cette
intersection; sa détermination est beaucoup plus élémentaire. Pour
n infini, ces deux surfaces se confondent; donc les problémes de
Dirichlet et de Plateau se confondent entre eux, et se confondent
aussi avec un probléme plus élémentaire (qui, pour 7 fini, n'implique
pas Pintégration d’une équalion aux dérivées partielles).

5° Le probléme de Dirichlet reste bien posé si I'on enléve une
partie de la surface S que nous venons de définir, et si 'on se donne
les valeurs de U sur la portion de surface S’ qui reste. La fonction-
nelle harmonique U est alors bien définie dans la région comprise
entre &' et la surface minima limitée au contour de S'.

Pour les surfaces dont la courbure moyenne change de signe, il
peut arriver, méme si elles ne sont pas fermées, que certaines parties
apparaissent comme intérieures aux autres. La donnée de U sur ces
parties de surface est alors surabondante.
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