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LE MOUVEMENT D’UN PROJECTILE
AUTOUR DE SON CENTRE DE GRAVITE

Par M. Kyrille POPOFF

Membre de ’Académie bulgare des Sciences,
Professeur a PUniversité de Sofia,
Agréé a PUniversité de Paris

PREFACE.

Le probléme du mouvement d’un projectile autour de son centre de
gravité a été étudi¢ de différents colés. Les difficultés qu'on y
rencontre sont de deux natures : de nature mathématique et de
nature aérodynamique. L’intégration des équations différentielles du
mouvement exige la connaissance des forces extérieures agissant sur
le projectile et la distribution des pressions sur sa surface, ces
pressions figurant dans les équations d’Euler par leur moment par
rapport au centre de gravité. Mais, vu 'impuissance de ’Aérodyna-
mique de nous renseigner d’une maniére précise sur ces forces, on
estréduit, pour s’en faire une idée, de recourir a des expériences qui,
aux vitesses balisliques qui nous intéressent, présentent de grandes
difficultés. On est obligé ainsi de faire des hypothéses sur les
expressions analytiques de ces forces, hypothéses qui doivent étre
justifiées @ posterior: par la concordance des observalions, faites aux
polygones de tir, avec les déductions analytiques basées sur ces
hypothéses. Mais pour cela il faut que 'appareil mathématique, que
les méthodes mathématiques employées laissent tirer, d’'une maniére
sire, toutes les conséquences logiques qui en découlent, sans apporter
des déformations dont 'origine est dans l'insuffisance méme de ces
méthodes. On voit ainsi le réle primordial dévolu aux méthodes
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mathématiques proposées pour la solution du probléme. Ces méthodes
sont'objet de la premiére partie de ce fascicule, la seconde partie étant
consacrée a l'aspect aérodynamique du probléme et aux renseigne-
ments qu’on tire des expériences de différente nature, faites dans ce
but dans les laboratoires et aux polygones de tir.

Dans un premier fascicule de ce recueil, M. d’Adhémar a assigné la
place que le probléme du mouvement du projectile autour de son
centre de gravité prend dans la Balistique extérieure, ce quia facilité
notre tiche en nous permettant d’attaquer directement ce probléme.
Le présent fascicule a été achevé et donné a 'imprimerie juste avant
le commencement de la derniére guerre, qui a empéché sa publica-
tion. Depuis nous n’avons pas eu le temps de nous occuper de la
question traitée, ce qui explique que les résultats, postérieurs a cetle
date, ne sont pas rapportés dans ce travail.

KyrirLe Pororr

PREMIERE PARTIE.

CHAPITRE 1.

EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU MOUVEMENT D'UN PROJECTILE
AUTOUR DE SON CENTRE DE GRAVITE.

Considérations générales. — Les équations du mouvement d’un
projectile autour de son centre de gravité sont données par le
théoréme sur les moments des quantités de mouvement qui, géomé-
triquement, s’exprime de la maniére suivante : A chaque instant la
vitesse absolue u du point extréme o du vecteur Oc — moment
résultant des quantités de mouvement par rapport au centre de
gravité O du corps en mouvement — est égale et paralléle ala
résultante des moments, par rapport au point O, des forces
extérieures agissant sur le corps.

On rapporte ordinairement le mouvement du projectile autour de
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son centre de gravité a un triédre dont I'axe des 5 coincide-avec la
tangente de la trajectoire du centre de gravité, I'axe des y coincidant
avec la normale et I'axe des z avec la binormale au moment ¢ (variable
indépendante t).

Le vecteur Og introduit dans les équations du mouvement les
moments d’inertie du corps par rapport a des axes variables avec le
temps dans le corps et dans l’espace. Les moments introduits ainsi

Fig. 1.

étant eux-mémes variables, la premiére simplification dans les équa-
tions du mouvement i faire consiste  exprimer ces moments d’inertie
par les moments d’inertie par rapport a des axes fixes dans le corps
et passant par le point O. On choisit dans ce but les axes principaux
d’inertie (Ozy, y1, 51) et 'on détermine la position du triédre
(O=1, 1, 51) par rapport au triédre (Ox, y, 5) au moyen des angles
d’Euler ¢, 9, o.

Le projectile étant un corps de révolution dont les masses sont
symétriquement disposées par rapporl a son axe géométrique,
Uellipsoide correspondant d’inertie est un ellipsoide de révolution
aplati, dont le petit axe coincide avec I'axe des 3,.
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En suivant la marche historique, nous considérerons la trajectoire
du centre de gravité du projectile comme une courbe plane et nous
rapporterons le mouvement du projectile autour de son centre de
gravité au triédre (O =z, ¥, 2) qui a un mouvement de rotation autour
de son axe horizontal Oz, la binormale de la trajectoire.

Les cosinus des angles que les axes du triédre (Ozy, y1, 51) font
avec les axes du triédre (Oz, y, 5) sont donnés dans le tableau
suivant :

Ox, O)’l (0¥
Owx | cospcosy — singpsinPcosd | — sing cosy — cosp sind cosd sin ¢ sin 8
O | cosgsiny + sinocosYcosd | — sino sind + cospcosycosd | —cosysind
3 sing sind cos o sind cosd

Soient p, g, rr les projections sur les axes (Ozy, ¥4, 24) de la
rolation instantanée, au moment ¢, par rapport a des axes de direction
fixe. Les projections sur les mémes axes (Oz,, y1, 31) de la rotation
instantanée par rapport au triédre (Oz, ¥, 5), qui lui-méme a une
rotation P autour de 'axe Oz, seront

p — Pcos(zz,), g — Pcos(zyy), r — Pcos(zz,),

ces projections étant lides aux angles d’Euler par les formules bien
connues
p— Pcos(xz) = sindsing + &' cosg,
(1) q — Pcos(zy1) = { sindcosg — &' sing,
r—Pcos(xs)=1{y'cosd + ¢,

oua {/, &, ¢’ désignent les dérivées de §, d, ¢ par rapport au temps ¢.

Avec cela, en tenant compte du fait que les moments d’inertie du
projectile par rapport aux axes Ozy, Oy, sont égaux, les équations
d’Euler, traduisant le théoréme des moments des quantités de mou-
vement, peuvent étre écrites sous la forme

S Bp'+(A—®B)gr=1L,
Bg'— (& —B)pr=M,
ar=N,

(2)

ou (L est le moment d’inertie du projectile par rapport a son axe
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géométrique O3, 03 le moment d’inertie par rapport aux axes Oz,
ou Oy, et L, M, N les projections sur les axes Oz, Oy,, Oz; du
moment résultant, par rapport au centre de gravilé, des forces
extérieures agissant sur le projectile.

Ces formules, qu’on trouve chez les différents auteurs, écrites
sous des formes différentes, sont i la base de toutes les recherches
sur le mouvement gyroscopique (pendulaire) du projectile autour de
son centre de gravité. Ce sont, avec quelques changements de
notation, les équations de départ de Mayewski, Zaboudshi, Magnus,
de Sparre, Esclangon, Charbonnier, Cranz, Burzio, Robert d’Adhémar,
Sugot, Kyrille Popoff, Moultoa, Fowler, Hecq, Garcia et d’autres.

Au lieu des rotations instantanées p, ¢ suivant les axes Oz,, Oy,
on inlroduit avec avantage les rotations inslantanées suivant les
axes OI, OJ pris dans le plan (Oz,y,), Paxe OI étant Pintersection
des plans (Oz, y) et (Oz4, y1) et Paxe OJ perpendiculaire a OI.

On obtient ainsi

B(p'cosg—g'sing)+ (A —B)r(gcose+ psing)= Lcosp — Msing,
(3) { B(p'sing—+qg'coso)+ (A —@B)r(gsing— pcosy)=Lsing+ Mcoseo,
&r'=N.

Les équations (2) ou bien leurs équivalentes (3) introduisent par
les formules (1) les dérivées z'(=—P'), ¢’, ¢, ¢’, t élant l'angle
que la tangente de la trajectoire du centre de gravilé fait avec
I'horizon. Or, dans la pratique, la rotation instantanée (p, g, r') est
considérable et c’est la composante r qui prévaut. Par conséquent,
les dérivées 7 (=—P), V/, &, <7, ¢, &" et ¢" étant petiles, on aura
une solution approchée en négligeant les termes contenant 7/, ', &',
9", ', 7Y, 7Y, ¢2, {'d, 6’2 en facteur. Avec cela la derniére des
équations donne (Lr'=o0, r = Q = const. et par conséquent on peut
négliger aussi les termes contenant ¢” en facteur. Les équations
différentielles, ainsi simplifiées, sont les équations obtenues pour la
premiére fois par Mayewski. Elles ne contiennent plus & et leurs
intégrales, comme on le verra plus tard, ne contiennent que des
termes périodiques a longues périodes. Ce ne sont au fond que les
équations considérées par Esclangon ainsi que certaines équations
considérées par M. de Sparre, Charbonnier, Sugot et d’autres dans
I'étude de la précession dans le mouvement gyroscopique du pro-
jectile.
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Ainsi les équations (2) deviennent

Agr =1,
On — AQpr=M,
ar =o

qu’on trouve, sous cette forme par exemple chez Sugot. Cela revient
a poser

Bp' = GBqr, Bq'=— Bpr,
d’ou l'on tire

P2+ g° = const. et r=Q = const.

De méme, les équations équivalentes (3) en tenant compte des
valeurs de cos(zx1), cos(z)1) conduisent a

AQP(—sindcosd) +~ AQY sind = Lcosg— Msino,

AQP(— cosd) —d¥agq = L sino + Mcosg,
d’oui en faisant P —= — 7/ on obtient facilement les formules
p_ . L sing + Mcoso
. & =—r'cosd — —ao "’
( ¢’ =+’ sind cotg d+ Lcoso —Msing
= Lcotg Ao .

Les formules définitives de Mayewski, Esclangon, certaines formules
de M. de Sparre et d’autres découlent des formules (5) en y substi-
tuant aux moments L, M les moments des forces extérieures, dues au
frottement de I’air qu’ils considérent dans leurs Mémoires.

En procédant ainsi on a été aidé par une intuition sdre mais pas
suffisante pour salisfaire I'esprit de rigueur. Et pourtant il n’est pas
difficile de traiter le probléme avec les méthodes rigoureuses de
I’Analyse moderne, en suivant de prés les méthodes de la Méca-
nique céleste, si bien étudiées par Poincaré. Revenons aux équa-
tions (2) et cherchons & mettre les intégrales p, ¢, r sous la forme

(6) P=po+p, §g=q+q, Tr=ro+r=90-+r,
Pos 9o, To étant les intégrales du systéme (4), correspondant aux

conditions initiales données. En subslituant les expressions (6) dans
les équations (2), on obtient, en tenant compte de ce que po, gy, 7'
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satisfont aux équations (4), les équations différentielles suivantes :

ar, =N,
(7) Bpy+ (A —B)(ro+r)gr=— Bpy— (A —B)gor, + Bqors,
Bgy— (A —B)(ro+r)pr=— Bgy~+ (A — GB)por,— Bporo.

La premiére de ces équations détermine ry, aprés quoi les seconds
membres des deux derniéres équations ainsi que le facteur (ro+4r1)
dans les coefficients des premiers membres deviennent des fonctions
connues. On a ainsi un systéme d’équations linéaires en p,, g1 dont
I'intégration rigoureuse ne présente pas de difficulté. En effet, en
posant

C=Pl+ i917

les équations "(7) donnent, aprés avoir multiplié la troisiéme
par i = \/—1 et faisant la somme des deux derniéres

(8) dg (St ()

;i—t— (l‘o—l—ll)c-i—Z(t),

ou 'on a posé
BL(t)=— B(Pyh—+igh) + i(AX — B) ri(igo+ po) — iBro(po—+igo),

avec

- i_l(L-!—ML) _M—-L:i
po+qo ao ao

L’intégration de (8) donne

—® _ ¢
(1_0315‘/ (ro+ry)dt ¢ _IG.‘B(B f (ro+ry)dt
0 f Z(t)e vo dt+C |,
0

C étant une constante d’intégration. Si I'on a eu soin de prendre
pour les valeurs initiales de po, go les valeurs initiales de p, g, les

valeurs initiales de p,, ¢, seront nulles et I'on aura C=o, ce qui
donne

t —_— (ro+ry) dE — l —— (ro-+ry) dt
(9) {=e sl Z<s>e ol ds

———f (ro+ry)ds
—f Z(s)e ds.
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On voit ainsi que I'intégrale { = p,—+ g est une fonction presque

périodique de période moyenne T = (&%’ et comme, dans la
pratique, on a a:% a peu prés, T est de I'ordre de grandeur

de? ;—;- C’est une quantité trés petite a cause des valeurs considé-

rables de Q.

L’intégration des équations (4) ou de leurs équivalentes (5) a été
effectuée pour la premiére fois, d’une maniére satisfaisante, par
Mayewski, en ne considérant comme forces extérieures,.que la
pesanteur mg, agissant au centre de gravité, et la résistance mR(¢)
de V'air, agissant au centre de poussée [m désigne ici la masse du
projectile et R(¢) la retardation]. L’analyse de ses formules a é1é
reprise par Zaboudski, Magnus, de Sparre, Filippo Burzio, Robert
d’Adhémar, Charbonnier, G. Sugo, Ernest Esclangon, Kyrille Popoff,
G. Garcia et d’autres en tenant compte dans les équations (5) aussi des
forces dues a la rotation du projectile autour de son axe géométrique,
telles que les forces de Magnus, les frottements latéraux, ou bien des
forces que la résistance de l'air oppose aux changements de I'orien-
tation de I'axe du projectile et a la déviation (effet Garnier). L'inté-
gration de ces équations ne donne que des termes presque périodiques
a longues périodes, caractérisant le mouvement de précession du
projectile, les formules (9) donnant les Lermes a courtes périodes,
caractérisant son mouvement de nutation.

CHAPITRE 11

ETUDE DU MOUVEMENT DE PRECESSION.

Equations du mouvement. — Nous considérerons d’abord le mou
vement de précession tel qu’il est défini par les formules de Mayewski,
établies d’'une maniére directe par M. de Sparre et plus particu-
lierement par Filippo Burzio et soumises a une analyse approfondie
par Robert d’Adhémar en ne considérant que I'effet de la pesanteur mg
et de la résistance mR(¢) de l'air agissant au centre de poussée.
Dans cette exposition nous suivrons de prés l'analyse de Kyrille
Popoff qui a introduit dans cette étude les théories modernes de
I’Analyse mathématique telles que la théorie analytique des équations
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différentielles (les méthodes d’intégration de Poincaré) et la théorie
des équations intégrales.

En considérant la trajectoire du centre de gravité du projectile
comme une courbe plane, Filippo Burzio adopte comme axes de
référence la tangente Oz de la trajectoire, la normale principale Oy
etla binormale O z (perpendiculaire au plan de la figure 1 et en avant).
Lorsque le centre de gravité O du projectile sc déplace, le triédre
(Oz, y, 3) a un mouvement de rotation autour de Oz de vitesse
angulaire 7/, 7 étant la dérivée, par rapport au lemps ¢, de
l'inclinaison z, par rapport a ’horizon, de la tangente de la trajectoire
au moment ¢. On a sur toute la trajectoire 7'<< 0. Les forces en jeu
sont mg, agissant au centre de gravilé O, et la force mR, agissant au
centre de poussée C. situé en avant a une distance [ de O et faisant
un angle 3, avec I'axe géométrique OZ' du projectile. Soit  I'angle
que cet axe fait avec la tangente O z de la trajecloire; & est I'écart ou

sin 61
s d
trés bien étudiés, on admettra que cc sont des constantes, les équa-
tlons aux varialions permettant toujours de tenir compte de l'influence
de la variation de ces quantités (méthode Darboux-Poincaré).

La force mR se trouve, par hypothése, dans le plan de résistance

OZ'z. Le moment de cette force, par rapport au centre de gravité,
+\ + . - .

est un vecteur Op ou p, perpendiculaire au plan OZ's, comme il est

indiqué dans la figure 1, sa longueur étant

le « yaw». La longueur /= OC et le rapport f= n’étant pas

p=mRIsind, = mR flsind.

La vitesse angulaire Q de rotation, imprimée par les rayures du
canon, étant trés grande, on suppose que le moment cinétique du
systeme par rapport a O est porté par 'axe géométrique OZ' du
projectile. Gréce a ces simplifications, correspondant a (4), le
moment résultant T, par rapport a O, des quantités de mouvement,
porté par 'axe OZ/, aura pour longueur I' = AR, A étant le moment
d’inertie axiale du projectile, et le théoréme du moment cinétique
donne I'équation fondamentale

33y

(10)

I
v OEY

>
SoientT,, T, T: les projections de T et p,, 2, , 12, les projections de
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sur les axes (Oz, y, 5). Soient de méme P, Q, R les projections sur
les mémes axes de la vitesse angulaire du triédre (Oz, y, ).
L’équation fondamentale (10) conduit au systéme

ar
d; +Qr; — RT, = pa,
dr

(II) (l; +RFT—PI‘;=H).,
dr,
'Ft—-'l-PI‘,—QFx:‘J.;,

avec
P=r1, Q= R.=o0.

-On voit directement sur la figure 1 :

pr=pcosy = mR flsindcosy, .= Tsindsing;
uy = sind = mR flsindsind, 'y =—T<indcosy,
Mz =0 I'-=" Tcoss.

Soient maintenant (1, Y, 8) les coordonnées sphériques du point
ou I’axe du projectile rencontre la sphére, décrite autour de O de
rayon 1 et ayant s pour pole. On d pour les coordonnées de ce point :

z =sind sing,  y =— sindcosy, Z = c0sJ;
d’od
dar dz ar
px=— mR fly, Ty=aT, _dt—r =T +z
dar av dar
py= mR fiz, Ty=yT, Tt"=ra +J'?E?
‘ (I'F_-, ,({Z-' dar
Mz = 0, F_,=Zl, —d?-=1d—t+z—(-l—t-,
avec
dr dQ
—(_{—t —am.

En tenant compte de ces relations les ¢quations (11) donnent, en
faisant leur somme aprés les avoir multiplides par z, y, s respec-
tivement et ayant égard a ce que 22+ )+ 52=1,

(12) T Q = const.

La troisiéme des équations (11) donne, aprés cela

(A1) 8'=—1'cosy,
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et les deux premiéres, en les multipliant respectivement par cosy et
siny, donnent

(A1) V= aR + 1 siny cotgd, avec a= _l&l_fb_l

Les formules (A,) sont celles de Mayewski-Burzio, adoptées
par d’Adhémar. Elles ne différent guére de certaines formules
de M. de Sparre et ne différent des formules définitives de
Ernest Esclangon que par des termes provenant des frottements
latéraux et des forces s'opposant au changement de la direction de
'axe du projectile et dues a la résistance de l’air.

Sous cette forme les équations (A;) sont analysées par Mayewski,
Burzio, d’Adhémar et Popoff.

Dans ses travaux Popofl met ces équations aussi sous une des
formes suivantes, que I'on vérifiera facilement en tenant compte des
expressions de x, », 5, ou qu'on pbtient directement des équa-
tions (11):

dx

(As) m:——aRy, %:t'z+aRa‘,

Shy
I
l
L
e

La correspondance entre 7 et ¢ étant biunivoque sur la trajectoire
balistique, il est avanlageux d’introduire la variable r comme variable
indépendante au moyen de dr =1'dt, ce qui permet d’écrire les
équations (A,) en tenant compte de la relation bien connue

, £ C0sT

T = 'T—’
sous la forme
dx dy _ dz _aR@)y
(As) ==Qr, -=—Qz+sz —Z=—y,  avec Q= 7 oo

Ici ¢ est la vitesse du centre de gravité sur la trajectoire.

Les intégrales de ces équations en premiére approximation, ¢tant
presque périodique, de période dépendant de Q, il y a des avantages
d’introduire comme variable indépendante la variable 0, définie par

T
e=f Q s,
To

dz ) dy 3 dz___y
(Ay) 26 = =TT a&F="0q

ce qui donne
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En suivant une méthode d’approximations successives, Popoff met
le systéme (A;) sous la forme d’un systéme d’équations intégrales
de Volterra de seconde espéce :

1

z(7) =f(1:)+f:.z:(s)N(-c, ) ds,
(A) 1O =3)+ [ (@K @)

z2(t)=Y(t)+ /‘TQ(s).z(s) sin(t — s) ds;
avec

f(':)=a+bf Q(z)cos(t — o) dr +c¢ bQ(:)sin(r-——-.o)dr,

9(7) = b cos(t — 1) + ¢ sin (T — 79) — a[TQ(s)cos(t —5)ds,
U(7) =— b sin(t — 7o) + ¢ cos (% — To), 0
et o les noyaux ont les expressions suivantes :
N(, s>=_Q(s>.[fq<1>cos(t_s)m,
K(t, o) = — Q('c)fTQ(s)cos(‘: —s)ds.

Ici @, b, ¢ sont les valeurs initiales de z, y, 5.
De méme le systéme (A, ) peut étre mis sous la forme d’un sysiéme
d’équations intégrales de Volterra :

0
A z(0) = f(0 z N(s, 0)ds, N
(Ag) <>f<>+fo (s)N(s, 0) ds
avec
1 ecos(ﬂ—s)
NG ) =— Q(S).[ QD
% sino % cosh T
JW=craf Fra—b [ s, e=‘/;o Q(x)dx.

Ces équations intégrales de noyaux trés simples permettent de
présenter la question de la convergence des séries qui expriment les
intégrales des systémes (A,), (A;), (A;) sous une lumiére trés avan-
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tageuse. En cffet, les solutions des équations intégrales de Volterra
ne peuvent avoir d’autres points singuliers que les points singuliers
de leurs coefficienls et de leurs noyaux. Or les coefficients et les
noyaux des équations intégrales que nous formons, ainsi que les
coefficients des systémes (A,), (A;), (A,) sont réguliers sur toule la
trajectoire balistique.

L’étude des courbes intégrales des équations différentielles de
Mayewski sous leur forme originale ou sous une forme qui en différe
peu a été faite par différents auteurs. On a étudié ordinairement la
courbe décrite par I'axe géométrique du projectile sur le plan tangent
a la sphére décrite autour du centre de gravité du projectile, au point
ol la tangente de la trajecloire rencontre cetle sphére (Mayewski,
de Sparre, Charbonnier, Sugot, Esclangon, d’Adhémar, Burzio et
d’autres). Dans ces études on admet que d ne dépasse pas 10 ou 12°,
et U'on pose sind = d, cosd = 1. Dans ses travaux Popoff montre que
I’étude des courbes intégrales sur la sphére simplifie beaucoup I’ana-
lyse, sans qu’on soit obligé d’admetire que I’écart & est petit et de
substituer ¢ a4 sind. Dans ses études il se sert des équations de
Mayewski-Burzio sous une de leur forme (A,), (Ay), (Ay), (Ay).

Etude qualitative des intégrales des équations (A;) a (A;). — Les
équations (A,) qu’on peut mettre sous la forme

ds _ dd _at
< cosysine aRsind +7 sinycosd  sing

(A1 bl.S)

et qui ont été étudiées par Mayewski, Zaboudski, Burzio, d’Adhémar
el d’autres, laissent croire que le point § =0, ¢ =0 est un point
singulier sur les courbes intégrales. Popoff, en éliminant 7/, met ces
équations sous la forme

[ g,
sind sin = sin d, sin gy "™

et démontre que, a distance finie, c’esl un point singulier fictif sur
les intégrales réelles de ce systéme. Il montre d’abord que sind ne peut
pas tendre vers zéro, sans que cotgy tende vers (— ®); c’est-a-dire
que siny tend en méme temps que sind vers zéro (le contraire n’est
pas nécessaire) et que ¢ tend vers zéro ou m en croissant (nous
admettons @ > 0). On démontre ensuite que, dans le cas de stabi-

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 117. 2
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lité, au moment d’'un minimum de ¢, sin et sind sont de méme
signe, c’est-a-dire que, pour un projectile stable, les boucles de la
courbe (9, ¢) sur la sphére correspondent toujours a l'intervalle
(o, ) de ¢

Mais I'étude approfondie du caractére analytique des intégrales
des équations (A;) est intimement liée a I’étude des intégrales du
mouvement du centre de gravité sur sa trajectoire, les coefficients
figurant dans ces équations étant des fonctions du temps déterminées
par 'ensemble des équations du mouvement du centre de gravité et
du mouvement autour de ce centre. Cette élude s’impose surlout a
cause de la nature singuliére de I'expression analytique de la vitesse ¢

autour de {t =+ o (1' =— ~) Cette étude a été faite par Popoff, en

considérant les équations du mouvement pendulaire sous la
forme (A,) simultanément avec les équations du mouvement du
centre de gravité.

Prenons la bouche du canon pour origine des coordonnées Y, Z du
centre de gravité et choisissons pour directions respeclives des axes
des Y et des Z celles de la verticale descendante et de la vitesse
initiale ¢. Les trois cotés du triangle de forces qui sert a décomposer
R(v) étant respectivement proportionnelles a ¢, Y', Z/, les équations
du mouvement du centre de gravité s’écrivent ( fig. 2) :

adyY . adY’ rR ) ’
Xov, Do vBO o vy,
(B)
d. ., dl ‘R »r R(")
2w, L _g ‘v>=—sz>, O

avec les conditions initiales :

t=o, Y=o, Z=o, Y=o, 2 = o,

la vitesse ¢ étant donnée par

=Y+ 22— 2Y'Z sina,

o désignant P’angle que la vitesse initiale v, fait avec ’horizon. Nous
admettons que R(v¢) est une fonction holomorphe et croissante de ¢
pour des valeurs positives de celle variable.

Ainsi, en tenant comple de ce que 5 =14/1 — 22— )2, on aura a
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considérer simultanément les systémes (A;) et (B) qu’on peut écrire
sous la forme

d d
(AB) —aRJEv)‘y= gcoyst
aR(v)x — —v—\/l——.x:'l-——yl
dz aY’ dl’

= - = — =¢it
_geost =Y f(v) —1 f(v) ’
(4

autour du point singulier annulant tous les dénominateurs a la fois,

I'horizon

Fig. 2.

c’est-a-dire autour du point dont les coordonnées satisfont aux
équations

& COST ~ -

aR(v)y =o, aR(v)xr — 1—x2—y2=o,

(I3> COoSsT
57__=0, g-—Y’f(v):O, Z'f(())-_.-u.

En tenant compte de 'expression de ¢ et de ce que, pour t =+ oo,
¢ n’est pas nul, les deux derniéres équations donnent
Z=o, ov=Y, g—Yf(Y)=g—R(Y)=o.

D’autre part, R(v) étant une fonction croissante de ¢, paur des
valeurs positives de v, I'équation g —R(Y')=o0 n’admet qu’une
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. - P . .. CO0ST
racine positive. Soit Y'=1 cette racine. On aura ainsi g =0,

d’ou cost=o0 et, puisque dans le probléme balistique t varie dans
y pulsq P q

. T T . . Fi3
Pintervalle (=, — =) en décroissant, cette variable tendra vers — =
2 2 ! 2

lorsque cost tend vers zéro.

Au lieu de 7 on introduira la variable g = g + 7, tendant vers zéro,

lorsque 7 tend vers —;- Les deux premiéres équations du sys-

téme (13) donnent de méme z =o, y =o.

Pour étudicr les intégrales du systéme (AB) autour du point
singulier, défini par (13), on aura a développer les dénominateurs
de (AB) autour du point z =0, y =o0,¢9=0, Y=8,Z' =0,v =0
suivant les puissances de z, », ¢, Y'— v, Z', ce qui donne

dr dy do
W SRy T z =z
' aR(u)x—-;cp+... — P
_ dA(Y' — )
T —(Y—0)R () +Zvf (v)sina+...
Ay
—Z f(o)+... -8

les points (...) remplacant des termes de second degré et de degrés
supérieurs, et ou figure une nouvelle variable 0 = ¢.

Le systéme (14) admet 'intégrale banale z=o0, y=o0. ¢ =o,
Y'=v, Z'=o. Il admet aussi des intégrales tendant asymptotique-
ment vers cette inlégrale et dont I’étude est intimement liée aux
racines de I'équation A(1)=o0, ou A(R) est le déterminant, formé
avec les coefficients des termes du premier degré au dénominateur
du systéme (14) :

— 2% —aR(v) o o [
aR(p) —2 _-% o 0
A)= o o —£&_ o o
v
o —R'(0)—% vf'(v)sina
o o —f(s)—2x

Les racines réelles de A(1) = o sont

i=—f(8), de=—R'(p), Il3=—85.
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Elles sont toutes négatives et comme f(v)= f, 'onaAy=2,.

Supposons que les racines A sont différentes et qu’aucune des
équations
h(pr—1) = hepa=+ d3p3= 0,
(16) hipi+ ra(po—1) + d3p3= 0,
)‘1])3 —+ )\gpe—i- ).3(1),;—— I) =0

n’est vérifiée pour des valeurs entiéres et positives des p, satisfaisant
a I'inégalité p, + py+ p;> 2. Dans ce cas on aura des intégrales z,
Y, 5, Y —u, Z qui seront des fonctions holomorphes des C,6",
C,0™, C,0%, tendant vers zéro avec 8%, 6, 0%, ou C,, C,, C; sont des
constantes d’intégration. On aura en définitif

r=1Il, . y=II, o = I3, Y =v-+IL, 7' = U;,
ou les II; sont des séries procédant suivant les puissances entiéres

de Cye/ot, Cye v, Cy=e ™" gannulant pour t==+wo. Les
coefficients de ces développements peuvent étre calculées, par
exemple, par la méthode des coefficients indéterminés. On constate
facilement que II,, IL,, II; ne contiennent pas des termes en C—R® pro-

venant des équations en z, ). La partie principale de I; est G, e et
la partie principale de Z' est Cy e=/™",

On a des résultats analogues aussi dans le cas qui nous occupe
ol Ay = 1,;, comme le montre les travaux de Poincaré et Picard (voir
Picarp, Traité d’Analyse, t. III). On obtient ainsi des courbes
intégrales pour lesquelles

z==c0sd = y1— 22— )?

tend asymptotiquement vers 1 et par conséquent sur lesquelles on a
lim 8 = o. Mais les intégrales ci-dessus ne contenant que trois cons-
tantes d’intégration ne donnent pas la solution la plus générale du
probléme. Pour arriver a cette solution, considérons d’abord le cas
d’un projectile lancé suivant la verticale en bas. Dans ce cas on aura

t=-—"_, cosT=0, ¢p=o0 et les deux premiéres équations du sys-
2

téme (1{B) deviennent

dz, _ dyo
—aR(¢)yo aR(¢)zo

=
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Elles admettent une intégrale premiére z;+ y;= G ainsi que les
intégrales

t ¢
Zo= Cgsin/‘aR(v)(lt-i—C,;cosf aR(v)dt,
)

o

¢ L
)-o=——C;cosf aR(v)dt+ Cs sinf aR(v)dt.
0 0

Popoff démontre Pexistence d’intégrales z, ) du systéme (AB)
tendant asymptotiquement pour ¢ = + oo vers les intégrales ci-dessus.
Pour y arriver il n’y a qu’a faire le changement de variables :

Z = Zy—+ Zy, Y =Yot+J)n

Zo, ¥, ayant les expressions ci-dessus, ce qui conduit, pour la déter-
mination de z,, ¥ au systéme

dx, — dy,
—aR(v)y1

aR(u)z,——g% Vi— G} —Ci—2zgz1—2)0y1— 2 — ¥}

_ do _ dY’ . dar —di— dh
T gsine g—Y f(v) —Zf(v) 8

4

admettant des intégrales 21, y, tendant asymptotiquement vers zéro
pour { —=—+-0.

CHAPITRE III.

INTEGRATION EFFECTIVE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DE LA PRECESSION.

Les intégrales des équations différentielles du mouvement de pré-
cession peuvent étre mises, suivant le cas, sous des formes différentes,
en considérant, d’aprés le théoréme classique de Poincaré, les inté-
grales comme fonctions des paramétres qui figurent ou qu’on introduit
d’une manicére artificielle dans les équations différentielles.

Soit, par exemple, 'équation différentielle

d:
7‘}’ =f(t: Z, “)1

ou le second membre est une fonction continue de ¢ et holomorphe
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de z et de « autour de « = o. Dans ce cas, suivant ce théoréme, z est
une fonction holomorphe du paramétre « et peut étre développée en
série, procédant suivant les puissances positives et entiéres de a et
convergente dans un cercle de rayon R, pourvu que ¢ ne dépasse en
valeur absolue une certaine valeur T, dépendant de R. Clest la
méthode suivie par K. Popoff. Mais il se peut que les valeurs qu'il
faut assigner a « soient trés grandes et que @ = oo est un point singu-
lier, un poéle par exemple, de f(z, «). On a essayé (M. de Sparre,
Fowler et Gallop, Charbonnier et d’autres) de développer « en série

. . o . I
suivant les puissances positives de —» pour les grandes valeurs de .

Evidemment, les séries ainsi oblenues ne sont pas convergentes et ne
peuvent représenter que d’une maniére formelle I'intégrale z. Dans
ce cas une analyse approfondie, qui manque dans les Mémoires de
ces auteurs, s'impose pour étlablir dans quelle mesure les séries
asymptotiques ainsi oblenues représentent la solution du pro-
bléme.

Prenons comme point de départ le systéme (A;) qui admet I'inté-
grale premiére #?+ y2+ 22=1 et considérons le cas ou Q varie peu
autour d’une valeur moyenne m. On aura Q = m + ¢. Pour plus de
généralité on peut poser Q =m +eq, ou ¢ est un paramétre arbi-
traire, le cas ¢ =1 correspondant au probléme balistique étudié. Avec
cette valeur de Q, le systéme (A;) devient

az _ s d‘y-——mx—l-z—s x =
Zo =My by, = gz, - =—-

C’est un systéme d’équations linéaires dont les coefficients sont des
fonctions réguliéres de 7 sur la trajectoire balistique a distance finie
et dont les seconds membres sont des fonctlions entiéres de ¢. Or, on
sait que les intégrales d’un tel systéme ne peuvent avoir que des
points singuliers fixes : les points singuliers a U'infini et les points
singuliers de leurs coefficients qui, dans le cas qui nous occupe, sont
des fonctions réguliéres sur les trajectoires balistiques. D’autre part,
les seconds membres des équations ci-dessus étant des fonctions
entiéres du paramétre ¢, les intégrales seront aussi des fonctions
entiéres de ¢ sur toute la trajectoire balistique considérée et peuvent
étre développées suivant les puissances positives et entiéres de ¢, les
séries correspondantes étant convergentes sur les trajectoires balis-
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tiques pour toutes les valeurs du paramétre ¢ et par conséquent
pour e =1. On a ainsi

z(z)=zo(t)+ex1(t)+..., ¥()=yo(z)+eyi(T)+...,
z(t)=zo0(z)+ €5, (T)+....

En introduisant ces séries de z, y, z dans les équations différen-
tielles ci-dessus on obtient, en égalant les coefficients des termes des
mémes puissances de ¢ dans les'deux membres de ces équations, les
systémes suivants :

dzy _ Zﬂ = my -+
= = "o e = QY-
d d
(175) % = — MZy+ 3o, (174) Z,;" =— MTp~+ Zn — GTp—1,
dZo _ N dz,, _ ;
A ]

(n=1,2,3,...).

Le systéme (17,) est un systéme d’équations différentielles
linéaires homogeénes a coefficients constants, admettant les intégrales
premiéres

X+ Yo+ 20=at+ b2+, Lo+ MZg= a -+ me,

ou g, b, c¢ sont les valeurs initiales de =, y, =, satisfaisant a
a*~+ b2+ c?=1. On voit ainsi que la courbe décrite par le point
(%o, Yoy 30) est lintersection de la sphére, décrite autour du centre
de gravit¢ O de rayon 1 avec du plan z + ms = a + mc, perpendi-
culaire au plan des (z, z). L’axe du projectile décril, par consé-
quent, en premiére approximation, un céne de révolution dont 'axe
ne coincide pas avec I’axe des 5. Cel axe qui est dans le plan zz fait
avec I’axe des 5 (la tangente de la trajectoire) un angle dont le cosi-

nus est indépendant des valeurs initiales de z, y, 5. Les

1+ m*

différents projectiles qui partent, a cause des perturbations plus ou
moins violentes au départ, avec des valeurs initiales différentes de
z, y, 5 décrivent des cones autour du méme axe, dont la direction,
par rapport a I'axe des z ne dépend que de la valeur de Q au départ.
La connaissance de la vitesse en fonction de 7, en déterminant Q,
détermine en méme temps la position de I’axe du coéne correspondant
a chaque point de la trajecloire, position qui change avec le change-
ment de Q.
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Le mouvement de précession est caractérisé par 'angle que fait
'axe du cone avec la tangente de la traJectou-e, cet angle ne dépen-
dant que de m. et par Pouverturc du céne qui dépend des valeurs
initiales de z, y, 5. Par conséquent la question de la stabilité du
projectile se présente sous des aspects différents : on peut exiger que
Pouverture du céne de précession soit petite ou nulle; on peut exiger
que l'angle que fait Paxe du cone avec la tangente de la Lrajectoire
soit petit ou nul; enfin on peut demander que I'écart maximum ¢ soit
petit ou nul. Les considérations ci-dessus montrent que l'écart
maximum pour un projectile qui part couché est deux fois plus grand
que I'écart pour un projectile dont 'axe géométrique, au départ;
coincide avec I'axe du céne de précession correspondant a la valeur
donnée de Q et que, par conséquent, le projectile qui part bien
couché sur sa trajectoire ne se trouve pas dans les meilleures condi-
tions de stabibité.

L'intégration du systéme (17,) donne

a—+cm c—am

—_— bm

&Ly = — mcos i+ m’(t—r, sm I+m’(T— T,

(] PRI PR vV (t—T)+ ———= \/ — \/ ( o)
c—am . — —

Vo= + ———— sin 1+ m’ (s — 1) + b cos \/[+ mi(t —1,),
Viem®

(a+cm)m c—am 5. . ——
Zo= -+ cos 1+ m®(t—1g)— sin 1=+ m® (t—1o).
o I+ m’ 1+ m’ (t—70) Viem v (=70

C’est un mouvement périodique dont la période, exprimée en angle ©

que la tangente 4 la trajectoire fait avec I'horizon, est T = —2=—.

Vi+m®

L'intégration du systéme (17,) une fois effectuée, I'intégration
successive des systémes (17,), (172)..., se réduit a des quadra-
tures. Nous reproduisons ici les deux premiers termes des intégrales,
correspondant a des conditions initiales qui rendent nulle 'ouverture
du cone de précession :

X =Zo+ X1 = \/&_m_ 1+qu< ) sin 1+ m”(t—s) ds,
Yy=Yo+y1= \/ — q(s)cos¢t+m(1—s)ds,

T,y
z=zo+zi=‘/l_%?+ 1+qu(3)31nyl—|—m2(‘t——s)ds
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Dans le cas ou Q est petit on aura a considérer les équations géné-

ralisées

dx d dz
F=Q» F=-eQz+z F=—y

et a développer les intégrales z, ¥ z suivant les puissances positives
et entiéres de . On obtiendra les intégrales du probléme balistique
en posant ¢ = 1. On aura ainsi a4 considérer les systémes

dz, dx,

= = Q'o, z = Q¥n,
d dy,
(18,) 7;1_“ =z, (184) { S =2n—Q@uny,
dz, dz,
& = & =TI
(n=1,2,3, ..., n)

L'intégration de ces équations se réduit a des quadratures. Le
systéme (18,) admet une intégrale premiére y,~+ 5,=C et par
conséquent, en premiére approximation, I’axe du‘projectile décrit un
cone presque de révolution autour de I'axe des z. Le projectile n’est
pas stable.

Dans le cas ou Q est grand, il y aura des avantages & considérer
les équations généralisées (A,)

dx dy 3 dz ¥

m:)’, d—0=—x+SQ’ E=_Q,
dont l'intégration par des séries, procédant suivant les puissances
positives et entiéres de ¢, se fait par des quadratures. Nous ne repro-
duisons pas ici les intégrales, qui, comme celles que nous avons déja
considérées, ne contiennent que des termes a longues périodes. Pour
se rendre compte de la convergence rapide de toutes ces intégrales il
n’y a qu’a considérer les équations intégrales correspondantes dont

les noyaux, suivant le cas, sont de 'ordre de Q” ou de —~ et dont les

Q)
noyaux résolvants procédent suivant les puissances paires de Q ou
de ~.
Q

Le caractére de convergence des séries qu’on vient d’établir
dépend de Q et est indépendant des valeurs initiales de z, y, z, c’est-
a-dire des hypothéses qu’on fait sur ’ordre de grandeur de I’écart 9.
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Dans le cas ou Pon suppose I’écart petit et par conséquent 5 = cosd
de 'ordre de grandeur de lunité, on peul poursuivre un autre pro-

cédé d’intégration. Ainsi, par exemple, on pourrail écrire le systéme
(A;) sous la forme

dz Ay __ L E—t dE_ )
A Q Q' & Q

dont I'intégrale peut étre mise sous la forme
T ==Zo+ EXT1+ETa+. .., Y=Y+ EY1+EYo+...,

3 =2Zo+ €5+ E Zo4...,
ce qui conduit aux systémes d’équations différentielles suivantes :

! .
Zo= D)o

Zn=Yn,
Yo=—Zo+ =) ]’In="—$u+ﬁ':l’
(190) - Q (19.) Q
amp -
(n=12,3, y 1)
En posant
Zp+ tyn=Cn,
le systéme (19o) se réduit &
{T%’=—it+6, z’o=—'%}

ce qui donne
L rPen .
Lo=e—t0 zf —di+a+bi),
o Q
a et b étant les valeurs initiales de z et y. Connaissant §,, on connait

xy et y,, d’ot
6
Yo
zZ _c—f b
0 A Q ’

¢ étant la valeur initiale de z.
Zn—; élant connu par I'intégration du sysiéme (19n_4), le systéme
(19:), intégré avec les conditions initiales Zn= yn= sn=0, donne

ensuite
(] [}
. etd(z9—1) V1
r =,e—zef eP(30—1) 4 z =-f Y1 .
=1 . Q ) 1 . Q
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Avec ces valeurs de z,, ya, 2n, les séries ainsi oblenues, dont la
convergence est assurée par le théoréme de Poincaré, donnent, pour
¢ =1, la solution du probléme balistique.

Dans son mémoire du 1911, de Sparre arrive 4 un sysitéme du type

dr | dy_~z+_z_
t—'ﬁ-_‘}’ '(ﬁ,‘— Q

qu’il intégre géométriquement de la maniére suivante :

Considérons la spirale logarithmique p = e®%'* 3 désignant
I'angle constanlt que la normale de la courbe fait avec le rayon
vecteur. Soit A un point situé sur un rayon vecteur fixe a une dis-
tance a du pole et désignons par z, y ses coordonnées par rapport a
des axes (O, y1), Oz, coincidant avec la normale de la spirale en
un point variable M de cette courbe et Oy, avec la tangente en M.

Soit OP I’axe polaire, ) 'angle polaire de M et ¢ I’angle polaire de A.
On aura

xr=pcosh— acos(f—o-—2), r=psink + asin(d —p — ),
et, puisque p'=p tgk, on obtiendra facilement

dr dy
a5 = 25 = F e

Comparées avec les équalions ci-dessus, on voit ainsi que, si I'on

avail constamment
z
p= -Q =poe(0"00"8)\,

les équations seront les équations du mouvement pendulaire et I'on
aura
£=sindsiny, j» =—sindcosy,

c'est-a-dire MA = sind, et 'angle (— ¥ MA) = ¢. On remarquera de

plus que le rayon de courbure de la spirale est r = C—O‘;T L’égalité
E9

p= g ne sera pas satisfaite en tout point de I'arc considéré, mais on

peut disposer de p, et A de fagcon qu’elle soit satisfaite aux deux extré-
mités de cet arc. Avec ce choix on construit la spirale qu’on fait
rouler sur une droite pour obtenir les positions successives du
point A, correspondant aux différentes valeurs de 6.
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CHAPITRE 1V.

CONSIDERATION DES FROTTEMENTS LATERAUX.
LES EFFETS DE MAGNUS ET DE GARNIER.

Ernest Esclangon introduit dans les équations du mouvement de
précession des termes qui traduisent les effets des frottements laté-
raux et des forces s’opposant aux changements d’orientation de I'axe
du projectile et provenant de la résistance de I'air. En admettant que
les frottements latéraux pour un élément de la surface du projectile
sont proportionnels a la pression et & la vitesse relative et que, par
conséquent, ils se composent comme les vitesses, on arrive facilement
a mettre les prajections, sur les axes (Ozy, y1, z1) liées au projec-
tile, du moment résultant par rapport 4 O des forces des froltements
latéraux sous la forme

kQa <ind sinp, AQxsindcosgp, — kQ¢,

ou les coefficients « et ¢ dépendent de la forme du projectile et k ne
dépend que de l'état physique de sa surface. Le coefficient ¢ est
toujours positif et le coefficient & peut, suivantla forme du projectile,
étre positif ou négatif. On obtient de méme, pour les projeclions sur
les mémes axes des moments par rapport a O des forces s’opposant
aux changements d’orientation de I'axe du projectile et provenant de
la résistance de I'air, des expressions de la forme

—v(8 cosg + ¢ sind sinw), —+ v(& sing — ¢ sindcosy), o,

v étant un coefficient positif, dépendant de R(¢), mais trés petit et
généralement négligé. ¢' et )/ sont les dérivées par rapport au temps
de d et §.

En rapportant de nouveau le mouvement au systéme d’axes
(Oz, y,3) et en introduisant les coordonnées rectilignes du point out
I'axe du projectile rencontre la sphére décrile autour de son centre de
gravité O, on obtient pour les projections L, M, N, sur les axes
(Oz, y, 3), des moments, par rapport a O, des forces des frottements
latéraux

L =—kQaxz — kQex, M =—kQayz — kQey,
N = AQx — kQuzz - kQez,
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et de méme pour les projections Ly, My, Ny, sur les mémes axes, du
moment résultant des forces, provenant de la résistance de lair,
s’opposant aux changements de la direction de I'axe du projectile,

L= v¥ L -+ yq;':z;z, M;=—vd' _.Z‘_ —+ v'{/yz,
\/1 — 32

Vi—z2

Ni=—v{ + vwzs.

En introduisant ccs moments dans les seconds membres des équa-
tions (11), on obtient

%+QF:—RI‘3'=H1+L+L1, g‘l—1+Rr.~c—Prz=P'J'+M+M“

dt
a:;;‘ ~+ PIy—Qlp=p;+ N+N,.

En multipliant ces équations par z, ), s, respectivement, et en
faisant la somme l'on a

Tke
dr dQ -] =t
—_— = e = ’ou —_ 1o

7 a T kQg, d’ou Q=Qye Y4,

Q, étant la valeur initiale de Q. Ainsi, pour £ =+ o, on aura Q = o.
Kyrille Popoff met ces équations sous la forme

dw _ Azz — By + v E(1— x2),

(20) dt
20
‘—%:Bx+Azy—‘c’Exy+1'(l——D)z,
avec
Z‘Z:]_zni_yE’
__ka  vmfiR(v) v2ka
A=—g *@arv "~ a@oew)’
B_mflR(v)+ vkQx  o"mflR(v)
T Tao Qv @Q(A0I+ )’
vaQ v2
E=To+y P-@worw

Les équations différentielles ci-dessus donnent facilement

d(x2+y")

= =32Az(x2+ ¥?) + f(2),
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ou lim f(¢) = o, et par conséquent,
==
-vfl‘\gdz t —~ftA.dz
+y =e Yt C+ff(t)e oo dt],
fo

C étant la valenr de z2+ y? pour ¢ = ¢,. On démontre que, quelles
que soient les conditions initiales, en supposant Az négatif, z? 4 y*
tend vers zéro pour t = . On retrouve ainsi, pour une atmosphére
de densité constante, le beau résultat que Ernest Esclangon a établi
M IA:.rIt
pour une atmosphére de densité variable. Le facteur e 4 a un effet
amortissant ou amplifiant, suivant que le signe de A est négalit ou
positif.
Aprés ces remarques préliminaires reprenons les équations diffé-
rentielles (20) qu’on peut écrire, en introduisant comme variable
& cos=

indépendante I'angle 7, au lieu de ¢, au moyen de g = ~

sous la forme

% =PrV1—3(@+y —Qy +E(t—12"),
AR
Y =Qz+PyVi—1@+y)—Eray +(1—D)Wi— 1@+,
avec
Av By
P—_gcos-.., Q_gcost’

ct o, pour plus de généralité. nous avons introduit un paramétre
arbitraire y. Dans le probléme balistique il faut mettre y=1.

z” -+ y? étant moindre que 1, les secconds membres de ces équa-
tions sont des fonctions holomorphes de v, méme pour y =1, et, par
conséquent, on peut mettre les intégrales de ce systéme sous la
forme

L= Db Y B+ T oy Y= Yo YYIH YN0

Z=2Zo+ Y31+ 2 +....

En substituant ces expressions de z, y dans les équations (21) et
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en égalanl les coefficients des mémes puissances dec v, on obtient les
systémes

dz,

- =Pz—Qy,+E,
m—Q.z: +Pyy+(1—D)
adt 0 Je ?
dx.

I a9 kl L]
- = Pzi—Qyy-— 5 Pzo(2zg+34)— Exy,

d’ R R 1
—z-il;—' =Qx,-ﬁ-P},-éPyo(.ro+}u)——-Exo_;'o—

—D
> (zi+y3) cevy

dont Vintégration se fait par des quadratures. En effet, en posant
Uo= Yo+ Lyo, on obtient 'équation linéaire en u,

i‘g@ =(P+iQuy+E+i(1—D)

dont l'intégrale est
AT _ . T
P, da t — P+iQ)d
o= ooy PO t,C*ﬁf [ + ii— D)Je = "0 g
To

C étant la valeur de « = # + iy pour t =,
D’une maniére générale on aura, en posant u, =+ iy, :

‘-”'ﬁ'-' =(P + iQ)up~+ F, (),

ol Fy(7) est une fonction connue par les intégrations précédentes.
L’intégrale u,, s’annulant pour 7 = 7, sera ici
f (P+1Q) d= -f (P Q) 7
Up=¢€ f Fo(t)e "¢ dr.

0

i .Qd‘: .
Le facteur e'/’.» , figurant dans les expressions de tous les u,,
détermine le caractére presque périodique du mouvement, le fac-

f pd=

teur ¢
deP. -
Avec ces valeurs de u, et pour y =1, on aura

ayant un effet amortissant ou amplifiant, suivant le signe

Z ALy =g+ U+ Uz ..., cosd=z=y1— (2" + )" )=y1—|ul®
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La convergence de la série Zu, est assurée par le théoréme clas-
sique de Poincaré, dont nous avons fait souvent usage dans cette
exposition.

Toutes ces études montrent que I’axe du cone de précession, pour
un projectile lancé par un canon, rayé a droite, est dévié-a droite, ce
qui donne naissance a des forces de frottement qui ont pour effet de
dévier le projectile a droite du plan de projection. Charbonnier, en
s'inspirant d’une remarque de Garnier, a étudié Dleffet de ces
forces sur le mouvement giratoire du projectile. D’autre part le mou-
vement de rotation, comme on le verra dans le Chapitre VI, donne
lieu a des forces signalées pour la premiére fois par G. Magnus et
qui ont un effet contraire aux forces des frottements laléraux,
considérées par Esclangon et Popoff. L'influence de ces derniéres
forces sur le mouvement pendulaire du projectile a été éludiée par
M. de Sparre et par Cranz et Schmund. La considération, dans les
équations différentielles du mouvement pendulaire, des forces de
Magnus et de Garnier peut étre faite de la méme maniére que la
considération des forces des frottements latéraux. Toutefois il faut
remarquer qu’on sait trés peu sur la nature de ces forces et leur
introduction dans les équations du mouvement pendulaire du projec-
tile autour de son centre de gravilé ne peut se faire qu’en faisant des
hypothéses qui, dans les différents auteurs, se contredisent. Ainsi,
par exemple, pour Cranz, la force de Magnus passe par le centre de
gravité du projectile et par conséquent ne peut produire qu’une
déviation & gauche pour des canons rayés a dtoite, ce qui explique-
rait les déviations a gauche qu'on observe quelquefois sur les poly-
gones de tir. M. de Sparre admet que le point d’application de cette
force ne coincide pas avec le centre et que son mement par rapport
au centre de gravité est dans le plan de la résistance, tandis que
Prandtl ne pense pas, a cause des tourbillons, que ce moment puisse
étre dans le plan de résistance. Nous renvoyons pour plus de détails
sur cette question aux Mémoires originaux et au Chapitre VI de ce
fascicule.

MEMORIAL DES SC. MATH. — Ne 117, 3
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CHAPITRE V.

ETUDE DU MOUVEMENT DE NUTATION.

Le mouvement de nutation est donné par les formules (7), que
nous transcrivons pour faciliter la lecture :

’

s ar; =N,
(7bis) { Bpi+ (A —B)(ro+r)gi= OBgero—(Q — B)gori— Bp,
B — (A —B)(ro+r)pr=—0®Bpero+ (A—B)pori— Bq,,

ol Ppo, go, T'o sonl connus par I’étude de la précession. La premiére
de ces équations nous donne ry, aprés quoi les deux derniéres, ou
tout le reste est connu, nous donnent p, et ¢4. L’intégration de ces
équations se fait, comme nous I'avons déja vu, par des quadratures.

Nousavons désigné par p, g, rles projeclions surles axes (Gzy, 1, 2,)
du mouvement de rotation instantané, au moment £, par rapport a
des axes de direction fixe, et nous avons décomposé ce mouvement
dans un mouvement de précession déterminé par (p,, ¢o, o) €t dans
un mouvement de nutation déterminé par (p1, ¢1, r1), de facon que

P = Po—+ pi, q=qo+q1, r="~roy—+rg.
Posons-nous maintenant le probléme suivant :

Déterminer le mouvement de nutation par rapport au triédre dont
le mouvement e§t déterminé par po, go, ro. Le mouvement du pro-
jectile par rapport a ce triédre est donné par p,, gi, ry et si on
désigne par dy, ¢y, ¢, les angles d’Euler déterminant la position
de (Ozy, y4, 1) par rapport a ce triédre, on aura pour d, 9, ¥, les
équations

pr1=1{ 8ind; sin g1 + 3 cos 9y,
q1={\ sind cosqgi— &y singy, pi+qi-+ri=4¢Y 8+ o2 —2¢, ¢ cosdy,
ry =14/ cos 8+ ¢,

qu’on peut écrire aussi sous la forme

P1 Singy+ ¢ cosoy = ¢/, sin &y,
(22) P1C0S@y— gy sing, = &,
ry={/ cos 8y + 9.



LE MOUVEMENT D'UN PROJECTILE AUTOUR DE SON CENTRE DE GRAVITE. 31

Les deux premiéres équations donnent, en posant £ = p; - iq; et
en tenant compte de la troisiéme,

{ cos &) = (3 cos 8, — (¢ sin &, + iry sin 3y ) e—P1
1 P1
ad, . .
= (sin 3y 1) 4 iry sin §; 191,
d’out

(23) 4 sin 8, e—®) = 7 \J1— sin’ 8, — iry sin §; e—%,
dt

ou ¢ est donné par I'équation (g) et r, est connu par (7).

Pour intégrer I'équation (23) au moyen d’une série, nous I’écri-
rons sous une forme plus générale, en introduisant un paramétre
arbitraire ¢

d, . . .. —
gt(sm S1e—P)=—ir sind e~®P1+{/1— € sin2 &,

et nous développerons l'intégrale suivant les puissances entiéres de ¢
(qu’on posera ensuite égal 4 1). On obtiendra ainsi pour la détermi-
nation du premier terme de la série, 'équation différentielle linéaire
en sin J; e % suivante :

(%(sin 3y e~91) = — ir;(sin 8, e~i¢1) 4+ .
Comme dans I’étude du mouvement de précession on a tenu compte

de I’écart initial, on intégrera cette équation avec la valeur initiale
de 9, égale a zéro, ce qui donnera

t t
—_ d. i rydi
(24) sinde—Pi=e o tf ce’f. ‘dt = (1),
0
d’ou
sin 81
(25) e = ' 10)

La formule (24) détermine sin d; cosg; et sin d; sing; et par consé-
quent J; et g;. D’autre part, les équations (22) donnent

¢ sin 8, d'oi &y " [4€))

oy + iy sin 3y ={ 1= .(D_(t)—’ ou s, + iy = B(o)
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et par conséquent

[ z a’logtg%‘—]
l(%+C)=f s —a |

Mais on a

Jage=f— Ce =S e[ el

0

et par conséquent on aura

(26) i(Y1+C)=1logZ® .

Pour trouver la valeur de la constante d’intégration il faut faire
t=o et d;=o0, ce qui donne une expression indéterminée de la

o) . . .
forme > Pour résoudre cette indétermination reprenons la for-

mule (25), qu’on peut écrire sous la forme

3 81 t rydt
5, 2tg — 2tg—e "
t P— )= - = -
e%(1+lg 2) ®(z) ) l./.t B
ry
Leye™  de

Avec cela (26) peut s’écrire

1 rydt

— I,
(27) (41 + C) = log 2% c ¥
1+t°’

(:pi—f r,dt)—log 1+tg° —)+looz,

et en falsant t =0, on aura d;=0, Ys="{0=0, ¢1==¢y €L par
conséquent

C=—(p10+ d10) —iloga =— ojp—ilog2.

On obtient de la méme fagon, par des quadratures aussi, les autres
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termes des séries. Mais on peut se contenter déja du premier terme
de ces séries donné par la formule (27).

Moulton, Sugot, Hecq ont consacré de belles pages a I’étude de
la nutation en négligeant la courbure de la trajectoire et en faisant
d’autres simplifications dans les équations différentielles du mouve-
ment. Moulton et Hecq considérent le mouvement preés de la bouche
du canon et réduisent le probléme a des intégrales clliptiques. Sugot
arrive & des intégrales de forme plus simple contenant aux dénomi-
nateurs des racines carrées de polynomes du second degré. Burzio, en
se basant sur la théorie de Poinsot du mouvement d’un corps solide
autour d’un point fixe, établit d’une maniére simple que I'angle que
I'axe du projectile fait avec 'axe de la rotation instantanée et avec
I'axe du moment de la quantité du mouvement sont respectivement
de 'ordre de 92 et 6* et que, par conséquent, la théorie du mouvement
de précession qui revient a admettre la coincidence de ces trois axes
néglige des quantités de I'ordre supérieur a d.

De Sparre, Fowler, Gallop, Lock, Richemond et Charbonnier,
aprés différentes simplifications, arrivent a des équations différen-
tielles du type

%ﬁ—l—zai(%—i—S’C):zaiH(t), avec § =23+ &,

1 el 0, étant les .coordonnées rectangulaires du point ou 'axe du
projectile rencontre le plan tangent de la sphére, décrite autour du
centre de gravité du projectile, au point ou la tangente de la trajec-
toire de ce centre rencontre la sphére. On a ici

a= —(i(),

203

H(¢) étant une fonction dépendant des forces extérieures, agissant
.. . l
sur le projectile; S est une fonction formée avec R(¢) et avec mif

ae
Pour intégrer 'équation différentielle réduite, qui est I'équation

de précession de ces auteurs, on pose

(=18 e

el 'on obtient

%%4—2“(%;4"-)%—'-‘1;1[% +a(%>"+~2ai¢§; +2i5']-—_.=o.

3.
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En déterminant la fonction ¢, par I'équation

CIC"‘ ? .dc» Q.
a(m> +2ai— +2i8 =o,

on obtient pour la détermination de ¢, I’équation

d,Cl dCl —+ qi =8 E dE . .2

@ g =% W g TF iy

On développe ¢; en série suivant les puissances de la petite quan-
tité — et I'on se contente du premier membre de la série ainsi obtenue

qui n’est pas convergente. Ayant calculé ainsi la précession par
lintégrale § = ¢, e de I’équation réduite, de Sparre, Charbonnier
et d’autres obtiennent la nutation comme une intégrale particuliére
de I'équation avec second membre en développant toujours suivant
les puissances positives et entiéres de ;t et en ne relenant que le pre-
mier membre de ce développement.
Celte méthode a I'inconvénient de se servir de séries procédant
. . .y .. 1 . . 1
suivant les puissances entiéres ct positives de —- Mais le point = = o
a a

étant un point singulier |des équations différenttelles considérées, les
séries formelles qu’on obtient ainsi ne sont pas convergentes.

SECONDE PARTIE.

CHAPITRE V1.

CONSIDERATIONS AERODYNAMIQUES
SUR LES FORCES DE RESISTANCE DE L’AIR.

Dans les Chapitres précédents nous avons étudié le mouvement du
projectile autour de son centre de gravité sous 'influence des forces
suivantes :

1° La pesanleur mg, agissant au centre de gravité; 2° la force de
résistance de l'air au mouvement, agissant au centre G de poussée et
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faisant un angle &, avec 'axe géométrique du projectile; 3° les frotte-
ments latéraux; 4° les forces s’opposant aux changements d’orientation
de l'axe du projectile ct provenant de la résistance de air et 5° les
forces de Magnus, provenant de la résistance de l'air et dues a la
rotation du projectile autour de son axe géométrique.

Cetle classification présente quelque chose d’artificiel. En effet, la
pesanteur mise a part, les forces énumérées ci-dessus ne présentent
que les diftérents aspects de I'action de I'air sur le projectile dans son
mouvement compliqué sur la trajectoire de son centre de gravité. A
la rigueur, elles ne sont pas indépendantes et ne peuvent pas étre
étudiées séparément. Ces forces, qui n’entrent dans les équations
d’Euler que par leurs moments par rapport au centre de gravité dua
projectile, peuvent étre étudiées, a trois points de vue différents :
1° On peut les étudier au point de vue des théories générales de
I’Aérodynamique; 2° on peut les étudier au point de vue expérimen-
tal, ce qui permet de perfectionner les théories et 3° on peut les étu-
dier au point de vue de I'analogie que les équations de I’Aérodyna-
mique présentent avec les équations de 'Electrodynamique.

Etude des forces agissant sur le projectile au point de vue des
théories générales de I’Aérodynamique. — La théorie classique des
fluides parfaits se montre insuffisante d’expliquer, a elle seule, le fait
foridamental de la résistance tangentielle. En effet, d’aprés le paradoxe
de d’Alembert, un fluide parfait, incompressible, dont la vitesse des
particules et la pression sont reliées par I’équation de Bernoulli,
n’oppose aucune résistance au mouvement d’un corps dans la direc-
tion de la composante translatoire de son mouvement, quels que
soient la forme et le mouvement du corps. Ainsi I'étude de la résis-
tance conduit a considérer la viscosité et la compressibilité, ce qui
complique considérablement les équations différentielles de I’Aéro-
dynamique. Pourtant, en écrivant les équations différentielles du
mouvement d’un fluide incompressible, en tenant compte de la visco-
sité, Joukowski montre que les équations différentielles du mouvement,
dans le cas ot les vitesses dérivent d’un potentiel, se réduisent aux
équations du mouvement d’un fluide parfait et, par conséquent, dans
ce cas, la viscosité n’a aucune influence sur le mouvement aussi bien
que sur la distribution des pressions a l'intérieur du fluide. Cette
influence ne peut se manifester qu’aux parois du récipient par les
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conditions aux limites. Ces études de Joukowski montrent I'intérét
que peuvent présenter les résultats de la Dynamique des fluides par-
faits pour I'étude des fluides réels intéressarit ’Aérodynamique et la
Balistique en particulier, ou la viscosilé n’intervient d’une maniére
sensible qu’a la surface du projectile et des ailes. Joukowski établiten
particulier qu'un courant irrotationnel a deux dimensions, dont la
vitesse & l'infini est ¢ et dont la circulation, le long d’une courbe
fermée qui entoure un contour fermé, est 2 k, exerce sur le contour
une pression Q = 2 kpy dans une direction perpendiculaire & la vitesse
du courant et dans un sens qu’on obtient en tournant & un angle droit
le vecteur ¢ autour de son origine dans le sens contraire au sens de la
circulation. Ici p désigne la densité du fluide. Ce théoréme, démontré
d’une maniére indépendante aussi par Kutta, explique U'effet, établi
anlérieurement d’une maniére expérimentale par Magnus (effet Magnus)
en admettant, avec Prandtl, I’existence d’une couche liquide, adhérant
a la surface du corps, immergé dans le fluide visqueux, et entrainée
par le corps dans un mouvement de rotation. L’existence d’une telle
couche (Grenzschicht de Prandtl), trés mince en réalité, o la vitesse
relative par rapport a la surface du corps varie vite de zéro a une
valeur considérable et au dela de laquelle on peut considérer le fluide
comme un fluide parfait, explique aussi d’'une maniére satisfaisante la
résistance que les fluides réels opposent au mouvement des corps.
C’est dans cette couche, en effet, que prennent naissance des tourbil-
lons, formés aux dépens de I’énergie cinétique du corps et qui, en
s’en détachant d’une maniére suivie, forme le remous et donnent lieu
a la résistance.

En admettant une surface de discontinuité des vitesses derriére
le corps et en généralisant, pour le cas de trois dimensions, les
études antérieures de Lord Rayleigh, Levi-Civita, dans ses études
fondamentales, réussit a trouver une relation générale lui permettant,
en connaissant le sillage, de déduire dans quelques cas le profil de
I'obstacle et a calculer la résistance. Plus tard, H. Villat a résolu la
question suivante : élant donné le profil d’un obstacle, déterminer le
mouvement correspondant et calculer la résistance dans des cas a
deux dimensions d’une grande importance.

Tous ces travaux théoriques, provoques principalement par I'étude
de l'aéroplane, concernent presque exclusivement le mouvement
a des vitesses inférieures a la vitesse du son, oa I'air peut étre consi-
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déré comme un fluide incompressible. Mais ’hypothése d’incompres-
sibilité doit étre abandonnée dés qu’on considére des mouvements a
des vitesses supérieures a la vitesse du son, c’est-a-dire des vitesses
balistiques. Dans ses publications récentes, Prandtl et ses collabora-
teurs étudient le comportement d'une surfaee portante & une vitesse
supérieure 4 la vitesse du son, mais ces études ne présentent pas
encore un intérét balistique immédiat.

L’intégration rigoureuse des équations différentielles du mouve-
ment d’un fluide parfait autour d’un obstacle, présentant de grandes
difficultés, n’a été faite que dans des cas particuliers, quoique trés
importants. Ces difficultés augmentent considérablement dans le cas
des fluides réels intervenant dans la Balistique, quoique & une certaine
distance des parois I’air peut étre considéré comme un fluide parfait.
On est ainsi ramené a des études expérimentales, qui, bien dirigées,
donnent un moyen de contrdler les hypothéses qu’on est obligé de
faire pour arriver a résoudre le probléme balistique qui nous intéresse.
Ces hypothéses portent principalement, sur la résistance tangentielle,
sin 3,
sin g
'effet de Magnus et sur les frottements latéraux qu’on ne peut pas
considérer séparément.

sur la position du centre de poussée, sur le rapport f= ) sur

Etude expérimentales de la résistance. — Les premiéres études
expérimentales de la résistance tangentielle (frontale) que le milieu
oppose au mouvement des corps sont dues & Galilée, quia observé que
deux sphéres de plomb, d’égale grandeur, attachées a des cordes de
méme longueur et oscillant d’amplitudes respectives de 10 et 160°,
effectuent le méme nombre d’oscillations au bout d’un temps donné.
Les vitesses étant dans le rapport 1 : 16, il en conclut que la résistance
est proportionnelle a la vitesse. Nous passerons sous silence les diffé-
rentes mesures de la résistance tangentielle a des vitesses balistiques,
faites dans les différents pays, et qui ont servi pour la table de résis-
tance de Siacci. Toutes ces mesures meontrent que, pour un méme
projectile, lancé a des vitesses différentes, la résistance est une fonc-
tion continue, croissante avec la vilesse dont le caractére analytique
change, lorsque la vitesse du projectile passe par la vitesse du son
dans le milieu résistant, la résistance au-dessus de la vitesse du son
étant presque proportionnelle & la vitesse du son. Ces résultats ont
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été confirmés par les mesures récentes de Dupuis, effectuées avec un
matériel trés homogeéne.

Pourtant, ces études, tout en nous fournissant des données qui
rentrent dans la solution du probléme principal de la Balistique exté-
rieure, ne sont pas de nature a orienter les recherches théoriques des
phénomeénes qui se passent dans le milieu résistant et qui déterminent
la pression qu’il exerce sur les différentes parties du projectile en
mouvement et c’est précisément de la distribution des pressions que
dépend le moment résultant des forces agissant sur le projectile,
figurant dans les équations d’Euler. C’est 4 Ernest Mach qu’on doit
les premiéres études expérimentales sur ce qui se passe dans le milieu
ambiant du projectile en mouvement. Ses photographies, ainsi que
celles qui ont é1é faites depuis par Cranz et d’autres montrent que le
projectile, dans son mouvement, est accompagné des ondes (ondes de
choc), formées dans le milieu ambiant, se déplacant avec la vitesse du
son. On observe une onde formée par la partie antérieure, une onde
qui doit son origine au culot du projectile et, d'une maniére générale,
chaque discontinuité dans la forme du projectile donne lieu a des
ondes pareilles. Mais, outre ces ondes, les photographies montrent
des tourbillons annulaires se détachant du culot et formant un
remous.

L’étude manométrique de E. Esclangon montre que le passage de
I'onde balistique se manifeste par 'augmentation brusque de la pres-
sion de l'air, suivie d’une diminution, et que la pression devient néga-
tive avant de devenir normale. Le passage de 'onde balistique est
relevé aussi par la détonation que 'observateur, bien placé, entend
avant le passage de 'onde de la bouche a feu. Les ondes etles tourbil-
lons formant le sillage, qui empruntent leur énergie a 'énergie ciné-
tique du projectile, sont précisément la cause de la résistance de l'air.

Les déterminations de la résistance tangentielle, dont nous avons
parlé plus haut, ont été effectuées dans les polygbnes de tir au
moyen des chronographes et du pendule balistique. Elles ne donnent
qu’une valeur globale, sans permeltre de juger de la distribution des
pressions sur la surface du projectile. Pourtant, ces forces figurant,
comme nous 'avons vu, dans les équations d’Euler par leur moment
par rapport au centre de gravité du projectile, I'étude de leur distri-
bution s’impose d’elle-méme. Cette distribution se fait sentir, entre
autre, dans la valeur de la distance / du centre de poussée au centre
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de gravité ainsi que dans la valeur du rapport ssl:;(;' figurant dans les

formules définissant le mouvement du projectile autour de son centre
de gravité.

Des mesures systématiques dans le but d’établir la distribution des
pressions sur la surface du projectile ont été faites par Prandul,
Bairstow, Karman et Rubach et surtout par Burzio a des vitesses
inférieures ainsi qu’a des vitesses supérieures i la vitesse du son. Ces
mesures ont été faites dans des tunnels a vent, soit avec des bras
tournants, longs de 2 4 2™,50 et portant a leurs extrémités un projec-
tile allégé, a parois minces, muni de trous qu’on peut ouvrir et
mettre en communication, par des dispositifs appropriés, avec un
manométre. Des mesures ont 6té faites dans le cas ou la direction de
Paxe géométrique du projectile coincidait avec la direction du cou-
rant d’air, ainsi que dans le cas ou cet axe formaitavecla direction du
courant un angle quelconque. On a étudié la pression de l'air sur
Pogive au moyen de la fusée a temps. Au lieu d’une étude directe de
la résistance, Fowler, Gallop, Lock et Richmond ont suivi une
méthode indirecte en tirant horizontalement a travers une série de
panneaux en carton, mis & des distances égales et allant jusqu’a 183"
de la bouche du canon. D’aprés la forme des trous dans les cartons el
le temps de passage on peut reconstituer le mouvement réel de l'axe
du projectile. En se basant sur des analogies entre la théorie de la
toupie et celle du projectile tournant, ces auteurs déduisent des
périodes des oscillations de I'axe du projectile les valeurs des forces
ou de leurs moments figurant dans les équations différentielles du
mouvement du projectile autour de son centre de gravité.

De ensemble de toutes ces recherches se dégagent les résultats
suivants :

1° Les pressions sur ogive et sur la plus grande partie de la surface
du projectile ne différent pas beaucoup des pressions qu’on aurait eu
dans le cas d’un fluide parfait.

50 La forme du culot a une grande influence sur la valeur de la
résistance globale. Les pressions sur.cette partie du projectile et leur
distribution différent beaucoup des pressions dans le cas d’un fluide
parfait.

3° Le rapport é, ou [ est la distance du centre de poussée au centre
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de gravité et a le calibre du projectile, reste presque invariable lorsque
la vitesse varie dans un intervalle trés large. Ce rapport reste inva-
riable lorsque d varie de 5 a 20° et diminue rapidement & partir
de 0 = 20°.

sin g,
sind

4° Le rapport

» considéré comme fonction de la vitesse, admet

un minimum pour une valeur de la vitesse supérieure a la vitesse du
son. De plus, ce rapport, pour une vitesse donnée, est une fonction
décroissante de 3.

L’intégration rigoureuse des équations différentielles du mouve-
ment d’'un fluide parfait autour d’un obslacle n’élant faite que dans
des cas trés particuliers, quoique trés importants, on a liché de se
faire une idée des courants qui se seraient formés autour de I'obstacle
et de la distribution correspondante des pressions sur son contour en
se basant sur 'analogie entre le champ électrique et le champ aéro-
dynamique dans le mousement plan, ou il y a une correspondance
entre la fonction potentielle ¢ du champ électrostatique et la fonction ¢
du courant dans le champ aérodynamique et o, par conséquent, aux
lignes équipotentielles du champ électrique correspondent des lignes
de courant dans le champ aérodynamique et le vecteur intensité du
champ électrostatique correspond au vecteur vitessc du champ aéro-
dynamique. Cette analogie qui conduit & des équations différentielles
et a des conditions aux limites pour les deux fonctions § et ¢ a permis
a Relf d’étudier les lignes de courant et la distribulion des pressions
autour d’un profil d’aile d’aéroplane en le placant au centre d’un
bassin rectangulaire rempli d’eau et en créant autour de lui un
champ électrostatique au moyen de deux électrodes dans le plan du
profil.

Mais celle analogie n’exisle plus dans un champ a trois dimensions.
Dans ce cas Ferrari a montré qu’il existe une autre analogie entre le
champ aérodynamique dans un fluide incompressible et le champ
électrodynamique dans un milieu conducteur homogéne, ou il y a
cette fois une correspondance entre le potentiel électrodynamique et
le potentiel aérodynamique.

En s'inspirant du travail de Ferrari, Burzio, par des expériences
analogues a celles de Relf, a déterminé la distribution des pressions
sur la surface d’un projectile dans un champ longitudinal ainsi que
dans un champ transversal, ce qui lui a permis de déduire, par la
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superposition ou la combinaison lindaire des deux champs, la distri-
bution des pressions dans le cas oa la direction du courant fait un
angle quelconque avec I'axe géométrique du projectile. 11 obticnt
ainsi des distribulions de pressions tout a fait unalogues aux distri-
butions qu’il a obtenues au moyen des bras tournants, excepté la
région du culot et les régions présentant un saillant brusque,
la résistance totale étant nulle conformément au paradoxe de
d’Alembert.

Des études de laboratoire concernant l'effet Magnus sur des
cylindres en rolation, exposés & un courant d'air ont 6té faites par
Prandtl et ses collaborateurs a des vitesses de 'ordre de grandeur
de 20 m|sec. Ces études conduisent Prandlt a conclure que I'effet
Magnus peut étre observé dans sa pureté seulement dans des cas de
trés longs cylindres et que dans des cas de boulets et de cylindres
courts il est masqué par des tourbillons qui se développent.

Des tirs effectués dans le but d’établir Iexistence de forces de
Magnus, leur point d’application et leur moment par rapport au
cenlre de gravité onl été effectués par Cranz en se servant de projec-
tiles en bois, tirés du haut d’un toit avec unc vilesse tangentielle
de 23,6 m[sec et d’une vitesse de rotation connue. Ces expériences le
conduisent a conclure que la force résistante de Magnus, dans les
conditions du tir réalisées par lui, passent par le centre de gravité,
sans donner licu & un mouvement de précession.

Les mesures directes, a des vitesses balistiques, des forces agissant
sur un projectile tournant étant difficiles a réaliser dans des labora-
toires, il ne reste qu'un moyen de se faire une idée de ces forces :
comparer les résultats des tlirs dans les polygones avec les résultats
des calculs. Mais il faut pour cela, que la théorie mathématique du
mouvement du projectile autour de son centre de gravité permette de
tirer toutes les conséquences des hypothéses physiques admises dans
la solution du probléme, sans apporter des déformations dont
Voriginc est dans linsuffisance méme des méthodes mathématiques.
On voil de la le réle qu’aura a jouer la Balistique dans le développe-
ment de ’Aérodynamique des grandes vitesses. Danus ce qui précéde
nous avons taché de mettre les théories développées par les différents
auteurs a la hauteur des théories rigoureuses de I’Analyse mathé-
matique moderne. C'est au lecteur de juger a quel point nous y
sommes arrivé.
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