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INTRODUCTION

Bien que I'étude des fonclions définies-positives et celle des fonc-
tions complétement monotones soient assez récentes, ces deux classes
particuliéres de fonctions sont déja sorties du domaine de I’Analyse
mathématique pure et interviennent dans les spéculations les plus
modernes du Calcul de probabilités et de la Théorie des espaces
distanciés.

On sait que 'emploi de la méthode des fonctions caractéristiques
dans les recherches récentes de Calcul des probabilités (surtout dans
les importants travaux de P. Lévy) a remporté un grand succés.
L’introduction dela fonction caractéristique en Calcul des probabilités
a été bien antérieure a celle des fonctions définies-positives en
Analyse mathématique. Mais, d’aprés un résultat de S. Bochner, les
fonctions caracléristiques ne sont que les fonctions définies-posi-
tives vérifiant une condition supplémentaire trés simple. De méme,
dans la théorie commencée par A. Khintchine, A. Kolmogoroff
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et poursuivie par H. Cramér, E. Slutsky, H. Wold et divers auteurs,
sur les processus stochastiques stationnaires, on voil des fonctions
définies-positives apparaitre comme fonctions d’auto-corrélation, qui
y jouent un rdle primordial. D’autre part, en envisageant certaines
questions relatives a la théoric mathématique de 'assurance-accident,
a la théorie stochastique de la communication téléphonique, et plus
généralement aux processus stochastiques discontinus, des probabi-
listes et des statisticiens (J. Dubourdieu, W. Feller, O. Lundberg, etc.)
ont été conduits a des fonctions complétement monotones.

Passons maintenant a une autre branche mathématique, la Théorie
des espaces distanciés. créée par M. Fréchet au début de ce siécle.
Méme dans cette nouvelle science tout a fait abstraite, ou peu de
méthodes transcendanles sont applicables, on a avantage d’y faire
intervenir les fonctions définies-positives, dans un sens convena-
blement généralisé, et les fonctions complétement monotones. En
effet, P'application de ces fonctions dans ce domaine a permis a
I. J. Schoenberg de résoudre certains problémes fondamentaux
d’une fagon remarquablement élégante.

Nous avons donc pensé qu’il y a quelque intérét a faire un exposé
d’ensemble rassemblant quelques questions qui se présentent soit en
Calcul des probabilités, soit en Théorie des espaces distanciés et qui
sont en rapport avec les fonctions définies-positives ou les fonctions
complétement monotones. Aussi ne s’agit-il ici aucunement d’un
exposé complet sur ces fonctions. Notre intention est plutdt de
recueillir quelques aspects de I'enchainement qui existe entre ces
fonctions d’une part, et le Calcul des probabilités et la Théorie des
espaces distanciés d’autre part.

Les grandes lignes du présent exposé ont formé la matiere de deux
conférences que j'ai eu le privilége de faire au mois d’avril 1944, au
Séminaire de Calcul des probabilités de M le Professeur Fréchet,
a UInstitut Henri Poincaré. Je termine cette introduction en
remerciant MM. Fréchet et Bouligand qui ont bien voulu nous
prodiguer leurs précieux conseils. Qu’il me soit aussi permis
d’adresser mes vifs remerciements a M. H. Villat de m’avoir fait
I'honneur d’accueillir ce travail dans la Collection du Mémorial qu’il

dirige.
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PREMIERE PARTIE

FONCTIONS DEFINIES-POSITIVES

1. Conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une fonction soit
définie-positive. — La notion de fonction définie positive est due a
M. Mathias ([40], p. 103) ('). Une fonction complexe f(¢) définie
et continue sur —owo <<t <+ est dite définie-positive, si, quels

que soient m nombres réels ¢y, ts, ..., tn et quels que soient
m nombres complexes py, ps, ..., pm, On a toujours 'inégalité

mom
() D DA t—wener=o (2)

A=t k=1

ct cela quel que soit m > 2.
Dans la définition originale de Mathias (2), celui-ci suppose encore
que la fonction f(¢) vérifie la condition de la symétrie hermitienne

(2) Sf(—=8)=f(2).

Mais, cette propriété est une conséquence de la propriété (1), comme
on le vérifie aisément.

D’autre part, d’aprés la continuité de la fonction, la condition (1)
peut étre mise sous la forme souvent plus commode : pour toute

fonction complexe p(¢) continue sur un intervalle fini, soita <t <b,
on a toujours

b b
(3) f f St —s)p(t)e(s)dtds >o0.

a
D’aprés (1), on montre que

(4) |f(t) | <[ (0).

(') Les chiffres entre crochets renvoient & la bibliographie rejetée 4 la fin du
Fascicule.

(2) py désigne comme d’habitude Vimaginaire conjugué du nombre complexe p,.

(3) Dans la définition originale de Mathias, la continuité de la fonction n’est pas
exigée. Mais dans la définition aujourd’hui usitée des fonctions définies-positives,
on suppose toujours la continuité.
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De sorte que toute fonction définie-positive est bornée et une
fonction définie-positive f(t) est nécessairement identiquement nulle
si f(o)=o.

La définition précédente des fonctions définies-positives est une
définition descriptive. On doit a2 S. Bochner ([4], p. 76) 'important
théoréme suivant, donnant une définition constructive :

Toute fonction définie-positive f(t) est représentable par
Uintégrale de Fourier-Stieltjes

) f(t)=f+ae”5d<l>(E) (— o<t <+w),

ot ®(t) est une fonction réelle, définie sur —oo <} << -+
bornée et non décroissante. Incersement, toute fonction f(t) de
la forme (5) est définie-positive.

Bochner [5] a montré comment, de ce théoréme, on peut déduire
tous les résultals de ’analyse harmonique au sens de N. Wiener.
A la représentation (35) correspond la formule d’inversion due

a P. Lévy ([37], p. 166; [38], p. 38) :

PE—0)+P(E+0) P(—0)+P(+0)

(6) 2 2
T, '
Lm0 a
2T T> 4w T [14

qu’on peut aussi écrire sous la forme

(7) ®(E—o0)—~P(f+0) P(—0)+P(+0)
2 2

__L‘/_—-"“[%irigtf(t)-*—f(t)_'_I—COSEt f(t)_f(t)]dt-

Y 2 t 21

De sorte que la fonction ®(§) figurant dans la représentation (5) est
déterminée de maniére unique, par la fonction f(¢) et par la valeur

;[d)(-— 0) + ®(+ 0)], étant entendu que I'on ne considére comme

distinctes que deux fonctions qui différent en au moins un de leurs
points de continuité, convention bien naturelle puisque I'intégrale du
second membre de (5) ne change pas de valeur quand on modifie
les valeurs de ®(£) en ses points de discontinuité.
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Dans un Mémoire paru en 1939, H. Cramér [14] a obtenu une
condition trés générale qui est nécessaire et suffisante pour qu’une
fonction soit définie-positive. Considérons une fonction p(¢) telle
que les trois conditions suivantes soient vérifiées :

(8) fﬂgy(z)[dt est finie;

(9) w(2) =j‘+”e115m(s) dt [ m(%) étant réelle et non négative],
(10) wo)= [ m@d=1.

Alors le résultat de H. Cramér s’énonce comme il suit : pour toute
Sfonction particuliere p.(t) jouissant des propriétés (8), (9), (10),
une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonciion
complexe f(t) bornée et continue sur — o << t << soit définie-
positive est que la fonction

() g =5 [ (e fe)de

soit réelle et non négative pour o << e <1 et pour toutes lesvaleurs
réelles de .

Cramér a indiqué quelques exemples de fonctions p(¢) vérifiant
les conditions (8), (9) et (10). Telles sont par exemple les fonctions

"

u(t)= e_:_;
p(e)=ettl
el
f1—| 2| pour |[Z|<L1,
t) =«
(12) w(®) o pour |[Z|>1;
les fonctions m (&) correspondantes étant respectivement
M
m = — *
(&) Vom € 5

1
m® =

1— cos§
—E

m(g) =
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Pour p1(¢) définie par (12). on a, en posant b= :—,

b
se®) =g [ v (=) roa
b b
=2_;_bfj S(t—s) e=tbit—s) dt .
0 0

Ainsi, le théoréme précédent de Cramér contient comme cas parti-
culier la proposition suivanle : pour qu'une fonction compleze f(¢t)
bornée et continue sur — oo <<t <<-+ wsoit définie-positive, il faut
et il suffit que U'on ait

b b
(13) f f f(t—s)e#t=s) dtds > o
0 0

pour tout b >1 et pour toutes les valeurs réelles det. On remarque
que cette condition est beaucoup plus simple que la condition (3).

Notons enfin qu’une autre condition nécessaire et suffisante pour
qu’une fonction soit définie-positive a ¢1é donnée par A. Khintchine
(voir P. Lévy [38], p. 39 cn note).

2. Propriétés des fonctions définies-positives. — Rappelons
d’abord quelques propriétés simples des fonctions définies-positives
(voir S. Bochner [4], Chap. IV).

St f(t) est définie-positive, il en est de méme de la fonction
conjuguée f(t).

Quelles que soient deux fonctions définies-positives fy(t), f2(t)
et quels que soient deux nombres positifs cy, ca, la combinaison
linéaire cyf,(t)+caf.(t) est aussi une fonction définie positive.
Autrement dit, la classe des fonclions définies-positives est conveze.

La classe des fonctions définies-posilives est multiplicative; c'est-
a-dire que le produit de deux fonctions définies-positives quel-
conques est une fonction définie-positive.

Si une suite de fonctions définies-positives converge sur
—wo<<t<<+w vers une fonction continue, celle-ci est aussi
définie-positive.

Soient ®,(E)(n=1, 2, 3, ...) et ®(t) des fonctions définies
sur —ow <k <<+, chacune bornée et non décroissante. St ®,(t)
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'

converge vers ®(%) en tout point de continuité de cette derniére

et si '

lim ®,(=w) = ®(*x),
N>+ o

alors les fonctions définies-positives
+w
S0y = [ et (e)

convergent, pour tout nombre réel t, vers la fonction définie-
positive

sy= " et ane)

Réciproquement, si les fonctions définies-positives fa(t) sont
bornées dans leur ensemble

[fa()|<B  (R=1,2,3, ...; —0 <t <+ o)

et si fu(t) convergent vers une fonction définie-positive f(t),
alors il existe des fonctions ®,(t) et ®(%), chacune bornée et non
décroissante sur —oo <E<<-+w, telles que ®,(%) convergent vers
® () en tout point de continuité de cette derniere et qu’on ait

fn(tj)=f ”e”ErI(I),,(E), f(t)=f we”ﬁd‘b(&).

Notons maintenant unlemme de A. Khintchine ([32], p. 610) qu'il
a établi en vue d’applications a la théorie des processus stochastiques
stationnaires (voir plus loin, n° B). Mais ce lemme s'applique
également a l'établissement de certaines propriélés importantes
des fonclions définies-positives. D’ailleurs, certains résultats que
Khintchine a obtenus a I'aide de son lemme, ne sont que des consé-
quences immédiales de propriétés des fonctions définies-positives.
Voici I'énoncé de ce lemme.

Soit p.(¢, T) une fonction réelle continue d’une variable réelle &

et d’un parameétre (') également réel T. Supposons que (&, T)
vérifie les trois conditions suivantes :

(') Dans T’énoncé original de Khintchine, p dépend de plusieurs paramétres.
Pour abréger, nous nous bornons ici au cas d’un seul paramétre. D’autre part,
le lemme de Khintchine a été généralisé par E. Slutsky ([52], p- 35) toujours en
vue d'applications & la théorie des processus stochastiques stationnaires.
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° Il existe un nombre positif B tel que |u(¢, T)|<<B pour

toutes les valeurs de t, T
i

2° Il existe un nombre réel &, tel que l'on ait

lim u(E, T)=o
T>+ o

uniformément pour |E —£Eo| > ¢, & étant un nombre positif quel-
conque.

3° Il existe un nombre réel M tel que U'on ailt

L T)=M
E;"Elol"‘(sa ) )

quelle que soit la valeur positive de T.

Soit, d’autre part, ®(t) une fonction réelle & variation bornée
sur — oo <<f<<+4ow. Alors on a

“+ o

Jim [ (e, T dR(E) = M@0+ 0) — Bt — o).

Ceci étant admis, considérons une fonction définie-positive f(¢).
Soit 2 un nombre réel. On a, d’aprés (5),

T T +e ’
;—T[Tf(t)e—ﬁ\tdl= 2—1,1-,‘/_"[ [‘[” e”Ed‘l’.(E)J e~ dt
+ T
= él'l" [/;1 ettE—N) dt] d®(E) (1)

+= smT(E
—f e (o).

Dans la derniére intégrale, la fonction p.(g, T) = SnT(E—4)

T(E—7)

évidemment les conditions du lemme précédent, si I’on prend £,=17
et M=1. L’application de ce lemme montre donc que la derniére
intégrale tend vers ®(A + 0) — ® (A — o), lorsque T tend vers'infini.
Nous avons ainsi démontré ce théoreme :

vérifie

(1) Ici, 'inversion de Pordre d’intégration est justifiée par la convergence absolue

» + ®
de l’intégmle/ et db (E).
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Une fonction définie-positive f(t) étant mise sous la forme (5),
on a, quel que soit le nombre réel t,

T>+» 2T

I 1 »
(14) Iim __f F(t)et¥ dt = ®(E + 0) — B(E — o).
T

La fonction ®¢%) étant monotone, I’ensemble de ses points de
discontinuité est au plus dénombrable. Done, pour toute fonction
définie-positive f(t), il y a au plus une infinité dénombrable de
nombres réels ¢, pour lesquels la limite (14) n’est pas nulle.

Soient

th EI, Ely bl Eny LR}

les points de discontinuité de ®(£) rangés dans une suite. D’apreés
une propriété bien connue des fonctions monotones (voir parexemple,
M. Fréchet [25], p. 270), on peut décomposer ®(£) en deux parties

(15) B (%) =5(8) + C(§),

ou S(t) est la fonction des sauts de ®(E) :

(16) S(5) = ) [8(§+0) — ®(§,— o]

z
E<t

<

S(¢) et G(g) sont bornées, monotones non décroissantes; C (&) est
continue. D’aprés (5) et (15), on peut écrire

(7) F(8)=p(t)~ q(2),
avec

(18) pr= [ emase),
(19) g)= [ etdC().

Les deux fonctions p(t) et g(¢) sont définies-positives, d’aprés le
théoréme de Bochner.

En vertu de (16), on a

P(t) =X, e [ B(E)+ 0) — B(E,— o)].
J
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Comme

DUB(Ej+0) — B(E,— 0)] £ B(+ ) — B(— ),
j

la série du premier membre de cette inégalité est absolument conver-

genle. p(t) est donc limile uniforme de la sujte des polynomes
cxponentiels

Pa(t)= D ettt B(Ej+0)— B(Ej—0)]  (n=0,1,2 ...)

J]=0

et par conséquent p(¢) est une fonction presque périodique au sens
de H. Bobr (*).

‘D’autre part, en appliquant la formule (14) & la fonction définie-
positive g(¢), on a, quel que soit le nombre réel £ :

T>+w

T
(20) lim 2—,‘rf g(t) e—ikt dt = o,
-—T

puisque C(£) est continue. On a aussi la relation

I

T
(a1) lim —-fT|q(t)|zd¢=o.

T>+® 2T

En cffet, d’aprés (19), on peut d’abord écrire

«T T + » -+ ®
%T.Lr|q(t)|$dt=-2LT/_‘T[[” f_” emE—MdC(g)dC(x)] dt

e T sinT(E—2) .
—,/ I:f_°= e dC(E)]dL(A).

Une application du lemme de Khintchine nous donne

(22) Tlim %dC(E):C()\-i—o)—C()\—o):o.

>twd __ 4

(') Une fonction p(t) de valeurs complexes, définie ct continue sur —oo << << +o0
est dite presque périodique (au sens de Bohr), lorsqu'a tout nombre ¢ > o, on peut
faire correspondre une longueur / > o telle que tout intervalle de longueur / contienne
au moins un nombre t pour lequel Pinégalité | p(¢+)—p(¢)|<ea lieu pour
toutes les valeurs de ¢. En ce qui concerne la théorie des fonctions presque périodiques,
voir H. Bohr [11].
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Comme C(£) étant monolone bornée et continue, est nécessairement
uniformément continue sur —w<<f{<<-+ow (voir par exemple,
M. Fréchet [23], p. 273), la convergence (22) est uniforme par
rapport a A. Il en résulte alors la relation (21).

Finalement, on peut énoncer le théoréme suivant : Toute fonction
définie-positive f(t) est une somme de deuzx fonctions définies-
positives
(17) J(@)=p(t)+q(2),

ot p(t) est presque périodique et ou q(t) est telle que
lim 1 T
21) © = t)2dt =o.
( T>+= S7F ‘/:r lg(e) o

De plus, une telle décomposition est unique. Soit en cffet
f(t)=pi(t)+ q:(t) une décomposition satisfaisant aux mémes
conditions. La fonction ¢:(¢)— q(¢)=p(t)— pi(t) étant une
différence de deux fonctions presque périodiques, est clle-méme
presque périodique. D’autre part, conme

lg1(2) —q(&) * < 2[ g1 () [+ 2] g (D)

on a

TS+ 2T

T
lim LfT | g1(8)— q(2) 12 de = o.

Dés lors, d’aprés une propriété bien connue des fonctions presque
périodiques (voir Bohr [11], p. 54), q1(t) — g(t) est identiquement
nulle, d’ou g4 (¢) = q(2), pi(t) = p(¢).

3. Fonction caractéristique d’une loi de probabilité. — On appelle
JSonction caractéristique d’une variable aléatoire X (ou de laloi dont
dépend X) la valeur moyenne de ¥, ¢ étant un paramétre réel. Cette
notion est due a Laplace qui 'avait employée dans le cas des variables
aléatoires ne prenant que des valeurs entiéres. Plus tard, dans des
Notes présentées a ' Académie des Sciences en 1853, Cauchy avait
étendu la fonction caractéristique aux variables aléatoires générales.
Mais ces quelques Notes du plus grand géométre de 'époque n’avaient
pas attiré l'attention et élaient peu connues. Il fallut attendre
jusqu’a 1920, que P. Lévy eit le premier commencé lutilisation
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systématique de la fonction caractéristique, alors que les Notes de
Cauchy lui étaient inconnues (*).

Soit F(£) la fonction de répartition de la variable aléatoire X,
c’est-a-dire :

(23) F(§)=Prob{X <t

Alors la fonction caractéristique de X est par définition
(24) ;(t):.f)‘llelﬂi:f et dF (£) (2).

On voit donc, d’aprés le théoréme de Bochner, que toute fonction
caractéristique est une fonction définie-positive. L’inverse n’est pas
vraie, car dans la représentation (5), la fonction ®(£), dont on sait
seulement étre bornée et non décroissante, n’est pas toujours une
fonction de répartition. Pour qu’elle soit une fonction de répartition,
il faut et il suffit qu’elle soit continue a gauche et ®(— ) =o,
®(+ o )=1. Or, dans la représentation (5), on peut bien supposer
la continuité a gauche de ®(&), puisqu’une modification des valeurs
de ®(t) aux points de discontinuité n’affecte en rien la valeur de
Uintégrale. De plus, comme ®(£) est bornée et non décroissante, les
limites ®(— ) et ®(+ o) existent. Et I'on peut supposer
®(— o)=o0, car la valeur de l'intégrale de (5) restera la méme,
quand on remplace ® (%) par ®(£) — @(— ). Donc, le théoréme de
Bochner peut s’énoncer d’une facon plus précise comme il suit : Pour
qu’une fonction complexe f(¢) soit définie-positive, il faut et il suffit
qu'elle se préte a une représentation (5), ou ®(&) est borné, non
décroissante, continue a gauche et ®(— ) =o.

Pour qu’une telle fonction @ (%) soit une fonction de répartition, il
faut et il suffit que ®(+ ) = 1. Ainsi, une condition nécessaire et
suffisante pour qu'une fonction complexe [(t) définie sur
— o <t <<+ o soit une fonction caractéristique est qu’elle soit
définie-positive et que f(o) =1. De sorte que, sauf le cas banalou Ia
fonction est identiquement nulle, toute fonction définie-positive est a
un facteur constant positif prés, une fonction caractéristique.

(" En ce qu concerne I'historique de la fonction caractéristique, voir M. Fréchet,
([25), p. 105); P. Lévy (|37, Préface).
(?) mX désigne la valeur moyenne de la variable aléatoire X.
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Les propositions concernant les fonctions définies-positives s’appli-
quent en particulier aux fonctions caractéristiques. D’aprés les

propriétés rappelées n° 2, on a les propriétés suivantes des fonctions
caractéristiques :

Le produit de deux fonctions caractéristiques est encore une
Sfonction caractéristique. En effet, si X,, X, sont deux variables
aléatoires indépendantes et si ¢,(t), ¢a(¢) sont respectivement leurs
fonctions caractéristiques, alors la fonction caractéristique de X, +X,
est 21(2) 93 ().

8i les fonctions caractéristiques ¢n(t) (n =1, 2, 3, ...) conver-
gent vers une fonction ¢(t) continue sur — o <t << -+ o, o(t)est
une fonction caractéristique.

Pour que les fonctions de répartition F,(t) (n=1,2,3,...) de
variables aléatoires X, convergent vers la fonction de répartition
F(§) d’une variable aléatoire X en tout point de continuité
de F(%), il faut et il suffit que les fonctions caractéristiques ¢,(t)

de X, convergent pour tout nombre réel t, vers la fonction carac-
téristique o(t) de X.

On a la une liaison simple entre la convergence des fonctions de
répartition et celle des fonctions caractéristiques correspondantes
(voir P. Lévy [38], p. 48-50; V. Glivenko [27]).

D’aprés la formule d’inversion (6) de P. Lévy, la donnée de la
fonction caractéristique d’une variable aléatoire X détermine comple-
tement la loi de probabilité dont dépend X. Cest de la que vient
I'importance de la notion de fonction caractéristique. La fonction
caractéristique donne une représentation parfaite d’'une loi de proba-
bilité.

C'est sur ce fait que repose Ia méthode dite des fonctions caracté-
ristiques. Le principe de cette méthode est qu’au lieu d’étudier
directement un probléme concernant certaines lois de probabilité, il
est souvent plus commode d’étudier le probléme correspondant
concernant leurs fonctions caractéristiques. Cette méthode a été
systématiquement développée par P. Lévy. Dans ces derniéres années,
elle a é1¢ fréquemment utilisée par un grand nombre de probabilistes;
leurs travaux ont montré la puissance et la grande fécondité de cette
méthode. (Voir C. G. Esseen [20]; A. Wintner [69].) Du point de vue
méthodologique, ’emploi de la fonction caractéristique a été ’'un des
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progrés essentiels dans les recherches modernes du Calcul des proba-
bilités. Actuellement, une étude préalable des fonctions caractéris-
tiques et par conséquent des fonctions définies-positives, est devenue
indispensable pour bien pénétrer la théorie des probabilités.
P. Lévy ([38], Préface) s’exprime & ce sujet dans les termes suivants
qu’il importe de rappeler :

« St Uon veut dépasser les éléments du Calcul des probabilités, on
a tout intérét & étudier d'abord les formules de transformation
de Fourier et les propriétés de la fonction caractéristique ».

Pour ne citer qu’une des plus belles applications de la méthode des
fonctions caractéristiques, on peut mentionner 1’élégante démonstra-
tion du théoréme de Cramér-Lévy, suivant lequel, s¢ la somme X+ Y
de deux variables aléatoires indépendantes X, Y obéit & la seconde
loi de Laplace (*), il en est de méme de X et de Y. Ce théoréme
avait d’abord é1é indiqué a titre hypothétique par P. Lévy. On doit a
Cramér d’avoir démonltré son exactitude. Sa démonstration ( ?) reposc
d’une maniére essentielle surla conception de fonction caractéristique.

4. Fonctions définies-positives réelles. — Considérons a présent
les fonctions définies-positives qui ne prennent que des valeurs réelles.
En vertu de (2), urne fonction f(t) définie-positive est réelle, si et
seulement si elle est une fonction paire. Si la fonction définie-
positive f(¢) est donnée par (5), on voit d’aprés (7) que la condilion
nécessaire et suffisante pour que f(t) soit réelle est que ’ezpression’

CIJ(E——o)+<I>(E—|—o)+(IJ(—E——0)+<I>(—§4—0)
2 2

soit indépendante de . Dans le cas ou f(¢) est la fonction caracté-
ristique d’une loi de probabilité, cette derniére condition signifie
simplement que la loi est symétrique. De sorte que la condition
nécessaire et suffisante pour qu’une loi de probabilité soit symétrique
est que sa fonction caractéristique soit réelle.

Pour ne pas sortir du domaine réel, on peut définir les fonctions

(1) Cest ce qu'on appelle souvent loi de Gauss. Pour cette question d’attribution,
voir M. Fréchet ([25], p. 108-110).
(?) Voir M. Fréchet ([25], p. 277-285); P. Lévy ([38], p. 97-99).
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définies-positives réelles de la facon suivante. Une fonction réelle f(t)
définie et continue sur — o << t << o est définie-positive, si elle est
une fonction paire

(23) S(—=)=/(0)

et si, quels que soient deux systemes finis de nombres réels t,,
Loy ooy tm €L Pyy Poy ooy (M 2), On a toujours Uinégalité

n m

(26) 2 X t—t)enerso0 (%),

h=1x=1

Du théoréme de Bochner découle immédiatement : Pour qu’une
Jonction réelle f(t) définie sur — oo <<t << + oo soit définie-positive,
il faut et il suffit qu’elle puisse étre mise sous la forme

+ %
(27) sy = [Teostrany),
ou ®(t) est bornée et non décroissante sur — o <t < -+ .
Ou bien encore : Les fonctions définies-positives réelles ne sont
autres que les fonctions de la forme

(28) f<t)=f+”costsduf<s>,

ou W(E) est bornée et non décroissante sur £ o.
A titre d’exemple, la fonction continue sans dérivée de Weierstrass

J(t) =2 ancos (brxt)

n=0

(o <<a <1, b élant un nombre entier impair lel que ab > 1+ %—t)

peut étre mise sous la forme (28) avec une fonction W (£) en escalier.
Par conséquent, c’est une fonction définie-positive.
D’aprés M. Mathias ([40], p. 122), pour qu'une fonction f(t)

—+
réelle, continue, paire et telle que f [ f(t)| dt existe, soit
0

(1) Cette fois, on n’a qu’a considérer les p réels.
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définie-positive, il faut et il suffit qu’on ait
(29) (-x)nfwf(et)e—t'ﬂg,,(t)dt\ﬁo (n=o,1,2, ...)
0

pour tout e >o; ou Hy,(¢) désigne le polynome de Hermite de
degré an :

Han(2) = ot Lt o-tr,

Pour une fonction définie-positive réelle £(¢) mise sous la forme (27),
on a la décomposition f(¢t) = p(t) + q(t) avec

p = eosttase),  q)=[  cosezdc(y),
ou S(£), C(£) gardent les mémes significations que dans (15). Ainsi,
toute fonction définie-positive réelle f(t) est une somme de deux
JSonctions définies-positives réelles p(t) et q(t), dont la premiére
est presque périodique et dont la seconde est telle que

. T
(30) Tﬁfn%f [g()]2dt =o.
° 0
Une telle décomposition est d’ailleurs unique.

De méme, pour une fonction définie-positive réelle f(¢) mise sous
la forme (27), la formule (14) devient

T
(31) Tl}@g%f f(t) cosEtdt
= 1 B(E+o)+ B(—E+0)— (i —0)— B(—E—0);

d’ou, en particulier

T
(32) lim %f F(t)dt = ®(+ 0)— &(— o).
T>+w 0
De méme que les fonctions définies-positives complexes (c’est-a-
dire complexes ou réelles) sont a la base de la méthode des fonclions
caractéristiques en Calcul des probabilités, les fonctions définies-
positives réelles jouent un réle fondamental dans la théorie des
processus stochastiques stationnaires, dont nous allons maintenant
faire un exposé sommaire.
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5. Processus stochastiques stationnaires. — Une famille de
variables aléatoires X, dépendant d’un paramétre £ ( — w0 << t << + ),
qu’on peut admettre étre le temps, forme un processus stochastique,
si, quel que soit un systéme fini de valeurs du paramétre: ¢, &, . . .,
£y, la loi n-dimensionnelle de probabilité de I’ensemble des variables
aléatoires X,,, X, ..., X, est donnée (*). Depuis quelques années,
I'étude des processus stochasliques est devenue I'un des plus impor-
tanls Chapitres du Calcul des probabilités, alors que la théorie
classique de cette science ne s’occupait que des suites discrétes de
variables aléatoires. Les problémes théoriques relatifs aux processus
stochastiques cuvrent aux probabilistes un champ de recherches
extrémement fécond, tandis que les résultats acquis ont déja trouvé
de nombreuses applications en Physique, en Statistique, en Météoro-
logie et méme en certaines questions techniques.

Au point de vue d’applications, surtout en Mécanique statistique
(voir Khintchine | 31]), les processus stochastiques particuliérement
importants sont ceux qui sont homogénes par rapport au paramétre
de temps et que Khintchine [32] qualifie de processus stochastiques
stationnaires. Plus précisément, un processus stochastique X, est dit
stationnaire, si, quelles que soient les valeurs de ¢;. ., ..., ¢, et
de s, la loi de probabilité n-dimensionnelle de 'ensemble des variables
aléatoires X,, X,, ..., X, est identique a celle de 'ensemble des
variables aléatoires X, , X, ., ..., X, ,,, et cela quel que soit n.

Bicn que cette conditon de stationarilé se présente d’une fagon
assez nalurelle a 'esprit, elle n’est pas assez commode pour manier.
Khintchine a élargi le sens de la stationarité de la fagon suivante. Une
famille de variables aléatoires X,(— oo <Ct¢<C—+ o) constitue un
processus stochastique stationnaire, si, pour chaque valeur de ¢, la
valeur moyenne I X, et la fluctuation IM[ (X, — IMX,)?] existent
et sont indépendantes de ¢ et si, quelles que soient les valeurs de ¢ et
de s, le coefficient de corrélation entre X, et X, ne dépend que de la
différence ¢ — s (2). C’est ce qu’il faudrait appeler plus précisément,
selon E. Slutsky ([82], p. 34), « processus stochastique stationnaire

(") tette définition des processus stochastiques due & Khintchine n’est pas assez
compléte en vue de certaines questions. J. L. Doob [16] a donné une définition plus
“compléte mais plus laborieuse.

(?) Une autre sorte voisine d’homogénéité a été étudiée par A. Kolmogoroff [33],

[34].

MEMORJAL DES SC. MATH. — N° 114, 2
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quant aux moments d’ordres 1 et 2 ». Dans la suite, nous entendrons
par un processus stochastique stationnaire toujours a ce sens large.
Pour simplifier I'écriture, on peut encore supposer que

(33) MX,=0, MXI)=1 (—o<t<+ow),

ce qui n’est pas une véritable restriction. Alors le coefficient de
corrélation entre X, et X; est égal a M (X, X,). D’aprés ’hypothése,
on peut poser

(34) IM(X,X,) = R(¢— s).

R(¢t) est évidemment une fonction paire et R(0) = 1. La fonction R(¢)
csl appelée fonction d'auto-corrélation du processus (1), (2).

D’aprés Khintchine, le processus stochastique stationnaire X, est
dit continu, si R(+ o) =1 (*). Pour justifier cette dénomination, il
suffit de se rendre compte du fait suivant : la condition R(4-0) =1
est nécessaire et suffisante pour que la fonction R(¢) soit continue et
elle est aussi nécessaire et suffisante pour qu’on ait

Alillllo M[(Xgpae— X )2l =0 (—o <t <+ x).
En effet, si R(+4-0) =1, on a, d’aprés U'inégalité¢ de Schwarz (voir
M. Fréchet [25], p. 70) :

'R+ AL) —R(1)| = | M (XoXsxar) — M(XX,) |
Z V(X)) M (Xevar— Xe 2] = VIR[(Nirdc— Xe)f ] = V2[1— K(A¢)]

et par conséquent

lim |[R(¢+A¢)—R(¢)|=o, lim IM[(X,A7— X )2]=o.
Atyo Ar>o

(*) Khintchine l'appelle « fonction de corrélation ». Cramér ([15], p. 216) propose
de Yappeler «fonction d’auto-corrélation » pour spécifier qu’il s’agit 13 d’un seul
processus.

(?) On peut regarder X, comme un élément de I'espace de Hilbert dépendant d’un
paramétre ¢. Avec cette interprétation, le moment d’ordre 2 et le coefficient de
corrélation deviennent respectivement le carré de la norme || X, || et le produit sca-
laire (X,, X,). Ce point de vue a amené A. Kolmogoroff {36] et K. Fan [21], [22] &
étudier les suites stationnaires dans P'espace de Hilbert.

(%) Par analogie, J. Ville [54] appelle un processus stochastique stationnaire
analytique, si la fonction d’auto-corrélation R(¢) est analytique au voisinage’
de ¢ = o.Cet auteur a obtenu des résultats intéressants sur les processus stochas-
tiques stationnaires analytiques.
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Khintchine ([32], p. 608-609g) a déterminé les fonctions d’auto-
corrélation des processus stochastiques stationnaires continus. Il est
parvenu au théoréme que voici. Pour qu’une fonction R(t) soit la
SJonction d’auto-corrélation d’un processus stochastique station-

naire continu, il faut et il suffit qu'elle puisse étre mise sous la
Jforme

(35) R(t)=f TcostEdR(E)  (— o< t< ),

ou F(E) est une fonction de répartition ().

Cec théoréme peut évidemment élre énoncé comme il suit : Une
Jonction réelle R(t) définie sur — o <t<< ~+  est la fonction
d’auto-corrélation d’un processus stochastique stationnaire
continu, si et seulement si elle est définie-positive et prend la
valeur 1 & Uorigine. De sorte qué toute fonction définie-positive
réellé (sauf le cas banal ou la fonction se réduit a la constante nulle)
est 4 un facteur constant positif prés, la fonction d’auto-corrélation
d’un processus stochastique stationnaire continu.

Considérons a présent deux processus stochastiques stationnaires X,
et Y,, pour lesquels nous supposons dans la suite

MX,= MY, =0, IM(XF)=M(Y?)=1,
M(X,Xs)=Re(t—s),  M(Y,Ys)=Ro(—5).

Supposons que les processus X, et Y, soient stationnairement
dépendants, c¢’est-a-dire que

(36) (O (X, Yg)+ M = (X, Ys) (e —s)

1
2
ne dépende que de la différence ¢ —s. La fonction p(¢) définie

par (36) est appelée fonction de corrélation mutuelle des processus
X, et Y,. En utilisant 'inégalité de Schwarz, on a

le(2) —o()| = = | M[Yo(Xe—X;) +Xo(Yo—Y0)]!

= IR IR(Ke— X ] + 5 VIRCKE) R[(Ye— Yo7

Vall— Ri(f—1)] + ; Veal—Ra(f—0)]-

SR

(1) La démonstration de Khintchine dec ce théoréme a été précisée par H. Cramér
([15], lemma 3 et 4).
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De la on conclut que, s¢ les processus X, et Y, sont continus, p(t)
est une fonction continue.

En posant
Zi=X;+ Yy,
on a
MZ,=0, IM(Z})=2[1+p(0)]
et
(37) o T(Zele)  _ Bilt—s)+Relt = 5)+2p(t—9) gy,
VOR(ZF) N (Z?) 2[1plo)]

Ainsi, Z, est aussi un processus stochastique stationnaire, dont la
fonction d’auto-corrélation est R(t). Si, de plus, les processus X,
et Y, sont continus, alors les fonctions R, (¢), Ro(¢) et p(¢) sont
continues, et par conséquent, en verlu de (37), R(¢) est continue,
c’est-a-dire que le processus L, est continu.

Sous les hypothéses que les deux processus stochastiques station-
naires et stationnairement dépendants X, Y, sonl continus,
Khintchine ([32], p. 611-612) a établi, en utilisant son lemme rappelé
au n° 2, que la limite

T
38 lim if oY
(38) Nt ) p(t)

existe. En cffet, d’aprés (37), on a

(39) p(¢) =11+ p(0)] R(£) — > [Ra(¢) + Ra(2)].

Les fonctions R (¢), Ry (¢), R:(¢) étant respectivement les fonctions
d’auto-corrélation des processus stochastiques stationnaires continus
Z,, X;, Y;, sont des fonctions définies-positives réelles. Dés lors, les
limites

T T T
I I . 1
lim — R(t)dt 1 pan Ri(¢) dt. lim = Ra(t
dm g MOd dm g [Rode lim g [0

existent, d’aprés une propric¢té des fonctions définies-positives réelles.
11 en résulte alors, en vertu de (39), que la limite (38) existe.

D’une fagon analogue, en utilisant (39) el une propriété .des
fonctions définies-positives réelles (n°4), on obtient aussitot le
résultat suivant également du & Khintchine ([32], p. 612-613) : La
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fonction de corrélation mutuelle, p(t), de deuzx processus stochas-
tiques stationnaires continus et stationnairement dépendants,

peut étre décomposée, d’une facon unique, en somme de deux
Sonctions (réelles)

(40) p(t) =pu(8) 4 p2(2),

ou py(t) est presque périodique et ou p2(2) est telle que
.. T
(4!) 122.] ;;-‘-J [Pz(t)]',(ll=()_

Nous venons ainsi d’cxposer quelques résultats de Khintchine pour
faire voir le rapprochement de la théorie des processus stochastiques
stationnaires et la théorie des fonclions définies-positives réelles.
Depuis le Mémoirc de Khintchine [32], des contributions consi-
dérables a la théorie des processus stochastiques stationnaires ont

encore été apportées par H. Cramér [15]; A. Kolmogoroff [35], [36];
E. Slutsky [52] et H. Wold [60].

6. Généralisations des fonctions définies-positives. — Venons main-
tenant aux diverses généralisations de la notion de fonction définie-
positive. On peut d’abord considérer, comme I’a fait S. Bochner ([5],
p- 406), les fonctions de n variables, au lieu d’une seule variable.
Une fonction complexe f(¢1, £s, ..., ) de n variables réelles ¢,
ts, ..., t, est définie-positive, si elle est continue sur l’espace
euclidien a » dimensions et si, quels que soient m (m > 2) points
(taty thay .oy tan) (1 £h < m) de l'ecspace et quels que soient m
nombres complexes p;. pa. ..., pm, ON a toujours

n m

(42) DD St — a1, - - tin— ti)oupr 0.

h=1 k=1

Pour les fonclions définies-positives de n variables, une représen-
tation intégrale analogue a (5) a été obtenue par Bochner ([3],
p- 407).

D’un autre coté, F. Riesz [45] a généralisé les fonctions définies-
positives en remplacant la condition de continuité par celle de
mesurabilité. Une fonction complexe /() définie sur —oo <2< +4o0
est dite, d’aprés F. Riesz, du type positif, si elle est mesurable et si,
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quels que soient m nombres réels ¢y, £, ..., tm et quels que soient m
nombres complexes py, po, ..., pu, I'inégalité (1) est toujours vérifice.
Le méme auteur a prouvé que pour toute fonction f(t) du t)pe
Positif, une représentation intégrale de la forme (5) subsiste
presque partout.

Parmi toutes les généralisations de la notion de fonction définie-
positive, la plus importante est sans doute celle due a A. Weil et
D. A. Raikov, qui, en 1940, ont indépendamment étendu la notion
de fonction définie-positive, aux fonctions sur les groupes topolo-
giques. L’étude des fonctions définies-positives sur les groupes loca-
lement compacts est étroilement lide a la théorie des représentations
unitaires (en particulier, le théoréme fondamental de Peter-Wegyl) et,
dans le cas des groupes Abéliens, a la théorie de la dualité de
L. Pontrjagin. Un exposé de ces développements récents n’entre pas
dans le cadre de ce fascicule. Le lecteur pourra consulter les impor-
tants travaux des auteurs suivants : A. Weil [55]; I. Gelfand et
D. A. Raikov[26]; D. A. Raikov[44]; R. Godement [28]; H. Cartan
et R. Godement [13].

En partant de l'idée centrale de ' Analyse générale, une autre
généralisation s’est offerte en remplacant P'argument réel ¢ de la
fonction par un ¢lément abstrait. Ce point de vue est celui de
E. H. Moore ([41], p. 3-4, 173, 181-190, 209-220) qui a donné la
définilion suivante. Soit & un ensemble abstrait d’éléments P, Q, ..
de nature quelconque. Une fonction de valeurs complexes, f(P, Q),
définie pour tout couple ordonné d’éléments P, Q de & est appelée
une matrice hermitienne positive sur &, si elle posséde les deux
propriétés que voici :

1° La symétrie hermitienne f(P, Q) =/(Q, P).

2° Quels que soienl m éléments Py, P, ..., P, de & et quels que
soient m nombres complexes ps, ps, ..., pn- On a

m m

(43) 2 zf(PluPL)Ph.;kéo-

h=1 k=1

En restreignant cette définition trés générale de E. H. Moore,
I. J. Schoenberg ([48], p. 524; [49], p. 815) a défini les fonctions

définies-positives sur un espace semi-distancié.
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La notion d’espace semi-distancié s'oblient en généralisant celle
d’espace distancié de M. Fréchet. Un ensemble & d’éléments abstraits
(appelés points) forme un espace distancié, sil’on a fait correspondre
a tout couple de ses points P,, P, un nombre P, P,, appelé distance
entre P, et P,, de maniére que les trois conditions suivanles soient
remplies: 1° Py P, =P, P, 0;2° P,P,— o sietseulement si P,=P;
3°P,P, < P,P,+P,P,.Sil'on suppose seulement les deux premiéres
conditions, on aura un espacc semi-distancié et le nombre P, P, sera
appelé semi-distance.

Soit & un espace semi-distancié. Une fonction réelle, continue,
paire f(¢) définie sur 'ensemble des valeurs t ==+=P, P, (P, P, € 8)
est dite, d’aprés Schoenberg, définie-positive sur &, si. quels que
soienl m points Py, Py, ..., P, de &, distincts ou non (m>2), on
a loujours

n n

(44) D DS PaPoener o,

h=1 k=t

P1, P2y - - -, pm étant des nombres réels arbitraires.

A titre d’exemple. la fonction f(t) = e est définie-positive sur
Uespace euclidien R, & n dimensions (n =1, 2, 3, ...). En effet,
soient Py = (Zp1, Zaay .. ., Zan) (1L h =< m) m points quelconques
de R, et py, pa, «+ .y pm, m nombres réels arbitraires. En utilisant la
formule connue

. ”

e~ = \/_ ettt e * du,
2 —®

on a, pour f(t) =e*,

i if(PhPA)Ph L—-i iph%exp[ 2("”/:1_“/)2]

h=1 k=1 h=1 k=1 Jj=1

m 2

1 *e

o [ f ] S S

2"::_! - - = j=1

u? +...+uj
><exp(———'-——,—'i>du;...dunéo.
4

Schoenberg ([49], p- 8153-821) a déterminé I'expression générale
des fonctions définies-positives sur Pespace euclidien R, a n dimen-
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sions ou sur l'espace de Hilbert J€ (). Les fonctions définies-
positives sur Uespace euclidien R, & n dimensions (n =1, 2,3, ...)
ne sont autres que les fonctions de la forme

(45) s = [ anety aw e,

ou W(E) est une fonction bornée non décroissante sur E>o et
ot Q,(t) est définie par
f2 Al FAl
A Q,.(t —_ J— ee
(46) n(t)=1 0n+:)./;.n(n—|—2) 2.4.6.lc(n+2)(n+4)+
n—e

=T (%) (%)TJ,L_:_!U) ().

N\

En particulier, pour n =1, 2, 3, on a respectivement

Q, (1) =cost,  Qa(t)=Jo(t). Qg(t)=?¥-

On voit que, dans le cas » =1, la formule (45) se réduit a (28).
Cela tient a ce que, d’aprés la définition de Schoenberg, les fonctions
définies-positives sur Ry sont précisément les fonctions définies-
positives réelles (au sens ordinaire).

Par un passage a la limite 2>~ o et en s’appuyant sur la formule

lim Q, (t \/ﬁ) = e~ 0,
N>+

on déduit du théoréme précédent le théoréme suivant : Les forctions
définies-positives sur l’espace de Hilbert JC sont les fonctions de
la forme

(47) fi= [ e,

ou W (%) est une fonction bornée non décroissante sur £ o.

(1) Clest-d-dire : I'espace de Hilbert réel. Voir M. Fréchet ([24], p. 83).

(2) Comme d’habitude, T désigne la fonction Gamma eulérienne et J,—s la fonc-
2
tion de Bessel dindice ——.
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En particulier, la fonction f(¢) = e~*% est définie-positive sur I,
quel que soit le nombre réel £.
Scheenberg [50] a aussi déterminé Iexpression générale des fonc-

tions définies-positives sur la surface d’une sphére (avec la distance
sphérique) dans R,, ou J€.

7. Caractérisation métrique des ensembles de 'espace de Hilbert. —
Nous allons maintenant voir comment Schoenberg a appliqué la
notion de « fonction définie-positive sur un espace semi-distancié »
a la Théorie des espaces distanciés ().

Deux e¢nsembles appartenant a deux espaces distanciés (ou
semi-distanciés) sont dits isoméiriques, s’il exislte entre eux une
correspondance ponctuelle biunivoque conservant la distance (ou la
semi-distance ). Dans la théorie métrique des espaces distanciés, I'un
des problémes fondamentaux consiste a rechercher les conditions
nécessaires et suffisantes, exprimées en relations de distances, pour
qu’un espace distancié soil isométrique a un certain espace distancié
donné d’avance (?). Ce probléme est complétement résolu par
K. Menger dans les cas les plus importants ou ’espace donné est un
espace euclidien R, ou 'espace de Hilbert €.

Poursuivant des recherches de Menger, Schoenberg ([46], p. 724-
726; [47], p. 788-790) a obtenu le résultat suivant : Une condition
nécessaire et suffisante pour qu'un espace & semi-distancié sépa-
rable () soit isométrique a un ensemble de points de Uespace de
Hilbert X est que, quels que soient m—1 points Py, Py, ...,
Pn(m> 2) de & et quels que soient m nombres réels pi, pa, . . .5 pm,
on ait

(48) 2 2(P0P3+P0Pi—l’r¢ Pi)erpr > o.

h=1 k=1

(') En ce qui concerne les généralités de la Théorie des espaces distanciés,
voir M. Fréchet ([24], p. 61-155). Pour la partie métrique de la théorie, wvoir
L. M. Blumenthal [3] ou G. Bouligand [12].

(?) €f. L. M. Blumenthal ([3], Chap. III).

(3) Un espace semi-distancié & est dit séparable, si & contient un ensemble D au
plus dénombrable tel que, pour tout point P n’appartenant pas & D, on puisse

former une suite de points P, P,, ..., P, ... de D telle que n].)i.'..;.wP"P =o.
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Schoenberg ([48 ], p. 523-526) a fait remarquer que cette condition
équivaut a la suivante : Quels que soient m + 1 points Py, Py, ...,
P de & et quels que soient m + 1 nombres réels po, p1, -y pm
tels que

m
(49) Den=o,
h=o0
on a l'inégalité
n m

(50) 2 EP/,P,%IO/, o4 L 0.

h=0 J=o0

En partant de ce résultat, Schoenberg ([48], p. 526-527) a obtenu
I'intéressant théoréme que voici : Une condition nécessaire et suffi-
sante pour qu’un espace semi-distancié & séparable soit isomé-
triqgue & un ensemble de points de Uespace de Hilbert I€ est que,
pour toutes les valeurs positives de &, la fonction f(t) = e~ soit
définie-positive sur &.

Assez simple est sa démonstration qu'’il convient de reproduire ici.
D’abord, la condition est nécessaire, puisque nous savons (n° 6)
que e~**(§ > o) est définie-positive sur J. Pour preuver lasuffisance
de la condition, nous ferons usage de la formulc

(51) t-‘*=c(oc)f (I—e=0)1—adi (o< 2< 2, t> 0"
o

ou

(52), c<a>=[ [ a—etym ds]_

Supposons maintenant que, pour tout £ > o, la fonction f(¢) ==
soit définie-positive sur &. Soient Py, Py, ..., Pn,m 41 points de &
et poy P1y -y Pmy M1 nombre réels vérifiant (49). On a,
d’aprés (51)

P, P§ =c(a) f+¢(1~e—5’phpi)5—1~¢d5 (o< a< 2),

0

h=0 A=0

m m o mm
Y
P P% Kok = c(a)f (I‘—“ e-—ElPhPi) ROk L—1—2 dE
E A E N PRP A 2 ] 2 2 g



FONCTIONS DEFINIES-POSITIVES ET FONCTIONS COMPLETEMENT MONOTONES. 27

ou bien, en vertu de (49),

m m

m
. “+®
EPIAP%PIzPL =—0(a)f [ 2 2 e—E’Phpilohpk:l’g‘—-l-—zds
0

m
h=0 k=0 h=0 k=0
S~

(o< a<2)

Or la double somme entre le crochet est > o, puisque e est
définie-positive sur &. D’autre part, ¢(a) > o. Il vient donc

m m

Z ZPhP%pnpkéo (o< a<2).

h=0 A=o0

En laissant « tendre vers 2, on a finalement (30) qui est vérifié
par m -1 points quelconques Py, Py, ..., P, de & et par m +1
nombres réels po; py, ..., pm assujettis a la seule condition (4q). Il
en résulte que & est isométrique a un ensemble de points de €. Le
théoréme est ainsi démontré.

Etant donné un espace semi-distancié &, si 'on remplace la semi-
distance PQ entre deux points quelconques P, Q de & par PQY, ou y
est un nombre positif fixe, on aura encore un espace semi-distancié,
que nous désignerons par &M (1), Le raisonnement précédent basant
sur la formule (51) nous montre implicitement cette proposition :
Si & est un espace isométrique a un ensemble de points de l'espace
de Hilbert K et st 0 <y <1, U'espace &) est aussi isométrique i
un ensemble de 9€. Cette proposition nous sera utile dans la suite.

8. Lois de probabilités stables. — Retournons a présent au Calcul
des probabilités. On dit qu’une loi est stable (par rapport a I'addi-
tion), si X; et X; étant deux variables aléatoires indépendantes et
obéissant a cette loi, ¢, et ¢ca étant deux nombres positifs quelconques,
on a

(53) ¢ X + 2 Xs = X,

X obéissant 4 la méme loi et ¢ étant un nombre positif convena-
blement choisi en fonction de ¢y el c.. Si la loi éludiée est définie par

(1) Si & est un espace distancié, 8() peut ne pas étre un espace distancié. Tel est
le cas oll 6= &, et Yy >1 (voir plus loin).
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sa fonction caractéristique ¢(t), la propriété (53) s’exprime par la
relation fonctionnelle

(3%) 2(eit)g(et) = g(et).
En posant
(33) () =e-1!I"  (2>0),

on vérifie immédiatement que ¢(¢) posséde cette propriété. Donc,
toute loi dont la fonction caractéristique est de la forme (55), est
stable. Pour @ = 2, on a la seconde loi de Laplace avec la densité de

probabilité -—l——\/_e_T. Pour a =1, on a la loi de Cauchy de densité de
2yn

probabilité -’T-IF_E’_) Mais il n’est pas évident que, pour une autre
valeur positive de «, la fonction ¢(¢) définie par (55) est effective-
ment la fonction caractéristique d’une loi de probabilité.

P. Lévy ([37], p. 258-263) a démontré que ¢(¢) définie par (55)
est une fonction caractéristique, si et seulement si 0 << a L 2 ().
Autrement dit, pour que la fonction ¢(t) =e~'*"(a > 0) soit définie-
positive (2), il faut et il suffit que a < 2. Schoenberg [48] a donné
a cette proposition une nonvelle démonstration (*) trés simple, en
utilisant ses résultals que nous venons d’exposer au n° 7. Voici la
démonstration.

On n’a qu’a considérer les deux cas 0 << a < 2 et @ > 2, puisqu’on
sait que e~ est définie-positive.

Supposons d’abord o << & << 2. Comme la droite euclidienne R,
est isométrique a un ensemble de I'espace de Hilbert ¢, il en est de

méme de P'espace dlgi), puisque 0 << g <1 (d’aprés la proposition

(*) G. Polya [43] avait montre, avant Lévy, qul existe effectivement des lois
correspondant aux valeurs o << @ <{1. Lévy a méme déterminé toutes les lois stables.
En particulier, les fonctions caractéristiques définies par (55) avec 0 < @ £ 2 donnent
toutes les lois stables symétriques.

(?) Quand nous parlons d’'une « fonction définie-positive » tout court, il s’agit
toujours d’une fonction définie-positive au sens ordinaire. Autrement, nous disons
définie-positive sur un certain espace.

() Bochner [7] a aussi indiqué deux nouvelles démonstrations. L'une d’elles
repose sur une propriété des fonctions complétement monotones et sera reproduite
plus loin, n° 12, avec une légére modification.
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signalée 4 la fin du n° 7). Par conséquent, la fonction e~ doit étre

o
définie-positive sur 'espace G{S 2), ce qui équivaut a dire que la
fonction e~!'" est définie-positive.
Envisageons maintenant le cas ou a > 2. Si la fonction e~/*I" était

définie-positive, il en serait de méme de la fonction e~*!‘" pour
tout E>o ('), c’est-a-dire que et serait définie-positive sur
x &
Pespace (R.g) pour tout £ > o. Alors, (R,E) serait isométrique a un
ensemble de J€ (d’aprés un théoréme de Schoenberg, n° 7). Ainsi,
pour prouver que e~ ‘" n’est pas définie-positive pour a > 2, il suffit
p P P J
o
de montrer que, pour a > 2, (Rg ) n’eslisométrique & aucun ensemble
de points de J€. Considérons a cet effet les trois points Py=o0,P, =1,

. a
P,=2 de l'espace (Rg*), les semi-distances entre ces points sont

el R

PoPi= 1,P1P2=I, POP‘l:‘Z >

(a cause de « >2), d’ott
PPy P P << Py P

-4
Donc, 'espace semi-distancié (Rg ) (@ > 2) ne vérifie pas I'inégalité
triangulaire et par conséquent il n’est isométrique & aucun ensemble
de J. Ainsi, pour a > 2, la fonction e~!*I" n’est pas définie-positive.

SECONDE PARTIE
FONCTIONS COMPLETEMENT MONOTONES

9. Définition et représentation intégrale des fonctions complétement
monotones (). — Une fonction réelle f(¢) définie sur ¢ > o est dite

(*) D'une fagon générale, si f(£) est une fonction définie positive, il en est de
méme de la fonction g(¢) = f(A¢), A étant une constante réelle quelconque.

() Pour une théorie plus «compléte sur les fonctions complétement monotones
on pourra consulter 'important ouvrage de D. V. Widder ([58], Chap. IV).
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complétement monotone sur t>o (%), si elle y est indéfiniment
dérivable et vérifie les inégalilés

(56) (—1rf(t)>o0 (n=o0,1,2, ...;t>0).

Cetle notion a été introduite indépendamment par S. Bernstein [1] et
F. Hausdorff [29]. Mais, avant ces deux auteurs, la notion voisine de
suite complétement monolone avait déja été considérée par I. Schur.

On peut aussi définir les fonclions complétement monotones par
des inégalités portant sur les différences finies. Une fonction f(t)
complétement monotone sur t > o est une fonction définie sur t>>o
telle qu'on ait

(—1)m Al f(2)
(57) = (=) {f(t+ndt)—nf(t+n—1AL) +..Ef(t)} >0

(n=o0,1,2,...);

quels que soient le nombre t > o et l'accroissement positif At. En
effet, on peut prouver (S. Bernstein, [1], p. 190-193) que toute
fonction satisfaisant a cette condition est ind¢finiment dérivable et
vérifie (56).

Toute fonction se réduisant & une conslante non négative surt > o
est évidemment complélement monotone. Si on laisse de c6té ce cas
sans intérét, on peut définir les fonctions complétement monotones
comme étant les fonctions indéfiniment dérivables sur ¢ > o et véri-
fiant les inégalités plus précises que (56) :

(58) (—nrfim(t)>o (n=o0,1,2, ...;t>0).

En effet, il est aisé de s’assurer (J. Dubourdieu, [19], p. 98) que, si
une fonction f(t) complétement monotone sur £>> o0 n’est pas unc
constante, elle vérifie nécessairement (358).

Les fonctions complélement monolones et les fonctions définies-
positives présentent des caractéres analytiques trés différents. Toute
fonction complétement monotone sur £>> o y est analytique (2) (voir

(1) On définit d’une fagon analogue les fonctions complétement monotones sur un
intervalle fini.

(?) Les fonctions complétement monotones jouent le méme réle fondamental dans
la théorie des fonctions analytiques d’une variable réelle que les fonctions mono-
tones pour les fonctions A varialion bornée,
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S. Bernstein, [1], p. 196-197), tandis que parmi les fonctions définies-
positives, il y en a qui n’ont de dérivée nulle part (n° 4). 11 existe
toutefois certaines analogies entre ces deux classes de fonctions. On
a méme trouvé une relation précise entre les fonclions complétement
monotones sur £ > o, continues a 'origine, et les fonctions définies-
positives sur 'espace de Hilbert (voir plus loin).

Le théoréme suivant concernant les fonctions complétcment

monotones correspond au théoréme de Bochner pour les fonctions
définies-positives :

Une fonction réelle f(t) définie sur t> o est complétement
monotone, si et seulement si elle est représentable par Uintégrale

de Laplace-Stieltjes
-+ »

(59) so=[" ekarE  (1>o),
[

ot (%) est une fonction non décroissante sur > o et telle que
Uintégrale converge pour toutt > o.

Ce théoréme a €16 oblenu en 1921 par Hausdorff ([29], p. 287)
sous une autre forme mais équivalente. Le théoréme sous la présente
forme a été découvert par S. Bernstein [2] en 1929. Indépendamment
de celui-ci, D. V. Widder [56] a établi le méme théoréme en 1931,
et J. D. Tamarkin [53] en a donné une démonstration simplifiée.
Plus tard, en 1934, Widder [57] a encore publié¢ une démonstration
équivalente. En 1939, J. Dubourdieu [19] et W. Feller [23] ont
chacun donné une nouvelle démonstration. La démonsiration de
Dubourdieu et celle de Feller sont essentiellement la méme. La
démonstration de Hausdorfl fait intervenir la notion de suite complé-
tement monotone et se rattache au probléme des moments pour
lintervalle 0 £ < 1. La démonstration de S. Bernstein repose sur
une étude préalable assez complexe, relative d’une part a certaines
propriétés générales des fonctions complétement monotones, et
d’autre part a leur approximation par des polynomes exponentiels.
La démonstration de Dubourdieu et Feller parait étre la plus directe
et surtout, elle conduit & une formule d’inversion dans le domaine
réel. Nous nous contentons de reproduire ici 'idée essentielle de la

démonstration de ces deux auteurs. '
Soit f(¢) une fonction complétement monotone sur ¢ > o. Comme
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une telle fonction est analytique, on a

SO =Y (—nn <Tn_—!t)"J“")(T) (o<t

ou bien

£(2) =2 (1= 1) (= ) e<e<)

Cette identité peut étre mise sous la forme

+ o t ET
6 - — =) d@ T),
(60) rw=[ (1—3) 4#x(®)  (e<e<T)
en posant
o pour §=o.
(61) er(f)= 25 (_‘)"%f(")(T) pour E>o.
0<ngT

C’est 1a une fonction non décroissante, en escalier, qui a pour points

de discontinuilé g—:%(n:_:), 1, 2, ...), la valeur du saut au
point =2 étant égale & (—1)" - fin(T)>o0 [d'apres (58)].
Comme on a

¢
o<T—Te T<T,

t
quels que soient T >0 et £> o0, on peut substituer T—Te Tae
dans (60); il vient donc

t -
(62) f(T——T e'T>=f+ et dbr (k).

0
Lorsque T croit indéfiniment, le premier membre de (62) tend
vers f(t). On est alors conduit & se demander si la fonclion ®;(E) ne
tendrait pas vers une fonction ®(£) de telle maniére qu’a la limite,
pour T — - o, I'égalité (62) devienne (59). Ainsi, la démonstration
s’achévera en justifiant ce passage a la limite.

Ces quelques indications nous laissent en méme temps entrevoir la
possibilité de déduire une formule d’inversion en partant de (61). En
effet, Dubourdieu et Feller ont indépendamment établi ce résultat :
La fonction f(t) complétement monotone sur t > o étant mise sous
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la forme (39), on a, quel que soitt > o, et en supposant ®(0) = o,
(63) (I)(,E*O)';‘b(g""o) = lim 2 (—-])"%f"‘)(t).

L+ o
on <15,

De sorte que la fonclion @(t) dans la représentation (39) est
déterminée par f(¢) de maniére unique (') par la condition ®(0)=o,
étant entendu que I'on ne considére comme distincles que deux fonc-
tions qui différent cn au moins un de leurs points de continuité.

Pour une fonction f(¢) complélement monotone sur ¢>>o, la
limite f(+- o) peut étre finie ou non. Pour les fonctions f(¢) complé-
tement monolones telles que f(+ o) soit finie, le théoréme de
Hausdorfl' et S. Bernstein peut éire précisé de la fagon suivante :
Pour qu’une fonction réelle f(t) définie sur t> o soit comple-
tement monotone sur t > o et telle que f (o) = f(+ o), il faut et
i suffit qu'elle se préte a une représentation de la forme (5g),
ou ®(E) est non seulement non décroissante, mais aussi bornée
sur > o. Considérons a présent une telle fonction f(¢). Ona

S(e)= f 0% B (8) = f 48 A (),

ou W(E)==®(k?) est comme ®(), bornée et non décroissante
sur £ > 0. Or, d’aprés un résullat de Schenberg, n° 6, la fonction

g(t)=[ % QW (E)

est définie-positive sur 'espace de Hilbert J€. Donc, pour qu’une
Sfonction réelle f (t) définie sur t > o soit complétement monotone
sur t>o et telle que f(o)=f(+o0), il faut et il suffit que la
Jonction g(t) = f(t?) soit définie-positive sur U'espace de Hilbert.
En d’autres termes, on peut caractériser les fonctions f (t) comple-
tement monotones sur t > o et continues a lorigine par les deuz
conditions que voici : 1° f(t) est réelle et continue sur t>o;
2° quels que sotent m points Py, Py, ..., Pn(m=1,2,...) d’un
espace euclidien (4 un nombre quelconque de dimensions), le

(') Cette propriété d’unicité avait déja été observée par Hausdorff ([29], p. 287)
et par S. Bernstein [2].

MEMORIAL DES SC. MATH — No 114, 3
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déterminant

S(PLP}) f(P\P3) ... f(P, P}
S(P:P}) f(P2P3) ... f(P:P3)

J(PmPi) f(PnP3) ... f(PuPh)

est non négatif. C’estla un intéressant résultat da a Schenberg ([49],
p. 821-822).

On peut aussi considérer les fonctions complélement monotones
définies sur £ > o et prenant leurs valeurs dans un espace vectoriel
partiellement ordonné, car la condition (57) gardera toujours un'’
sens. Sous des conditions trés générales concernant I’espace vectoriel
partiellement ordonné, le théoréme.de Hausdorff et S. Bernstein
peut étre généralisé aux fonctions complétement monotones de
valeurs abstraites. ( Voir S. Bochner [9]; S. Bochner et K. Fan [10]).

10. Détermination d'une fonction complétement monotone. — Le
probléme de¢ détermination d’une fonction complétement monotone
par certaines données a été abordé de deux points de vue différents.

En se placant au point de vue de la théorie des fonclions analy-
tiques, S. Bernstein [2] a étudié quel est le segment maximum, ou
une fonction, prenant avec un nombre fini ou infini de ses dérivées
successives des valeurs données en un point, peul rester comple-
tement monotone, el d’autre part, dans quelles conditions ces
données suffisent pour la déterminer complétement. Pour ne pas étre
trop long, nous laissons de coté ce probléme; le lecteur pourra se
reporter au Mémoire fondamental de Bernstein.

D’un autre point de vue, celui de I'interpolation, on peut étudier
I'existence et 'unicité d’une fonction complétement monotone sur une
demi-droite et prenant en une suile infinie de points des valeurs
données. Ce probléme d’interpolation a été traité par Hausdorff ([29],
p. 284), Widder ([56], p. 880-886; [B7], Part V) et Feller ([23].
p. 668-674) et nous allons en résumer quelques résultats principaux.

Considérons une suite constamment croissante de nombres réels
tendant ves + oo,

o.Z to<ll<l-;<...<t,,<....

Supposons qu’a chaque ¢, corresponde un nombre a,>. 0 et
PP q q p
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formons les différences divisées

a
([:) = Qy,

o6) (G G )

t, i, . t,
ot ] ... 07 a 1t i 173
0 I B 7 7 SO e TR I I S 7 A & s
1t wtoa, 1oy, tho... i

Lasuite {a,| sera dite complétement monotone relativement a {t.},
si, pour tout systeme fini d’indices £, << i1 <<...<<in(n=o, 1, 2, ...),
on a

(6%) (-—1)"(6""' a, ... al">;o.

ly, tiy ...

n

Si maintenant les nombres a, sont les valeurs prises par une fonc-
tion complétement monolone f(¢) aux points £,(n=o0,1, 2, ...),

an=f(t,) (n=o0,1,2,...),
(= flm(ty>o0 (n=0,1,2, ...; tX¢),

dlors il existe un nombre 7 entre ¢, el ¢; tel que

a, ai ... a,) _ 1 PN
< ot )—mf""(f),

i, A A

et par conséquent { @, } est une suile complétement monotone relati-
vement a { £, }.

Inversement, on a le théoréme suivant da a Hausdorff et complété
par Feller : Si la suite {a,} est complétement monotone relati-
vement a la suite

oLy H<. . . <t <. (th—> + )
et si la série 2& est divergente, il existe une fonction f(t) et une
seule, qui est définie, complétement monotone sur t > t, et telle que
Sf(ta) = an (n=1,2,3,...).
Pour cette fonction, on a

f(to)é ay.
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De plus, pour toute suite infinie croissante de nombres entiers

. . . , e I .
L<<h<<...<ia<<... telle que la série Z i diverge, on a
in

(66) f(t):Z(“’o Gy oo a"')(t——t,o)...(t—l,n_,) (£ 1)
Ly ty ..o
n=0

Remarquons que f(¢,) n'est pas nécessairement égal a a,. Cela
tient a ce qu’une suile {a,} complétement monotone relalivement
a {¢,} restera complétement monotone (loujours relativementa { ¢, } ),
quand on remplace @, par un nombre uelconque supérieur a a,.

D’aprés le théoréme précédent, deuz fonctions completement
monotones qui prennent les mémes valeurs aux points d’une

suite { tp } telle que t,—> + o et 2 —;— diverge, sont nécessairement
n
identiques.

Etant donnée ube suite complétement monotone { @, } relativement
af{tn} (t,. >+ et 2& diverge), on peut calculer, d’aprés (66), la

fonction f(¢) complétement monotone correspondante. Ensuite, en
employant la formule d’inversion (63), on peut déterminer la
fonction ®(£) qui figure dans la représentation (59). On pourrait se
demander si 'on ne pourrait pas établir une formule permettant de
déterminer directement ® (), a partir des suites {a,} et {¢,}, sans
passer par f(¢). Feller a d’ailleurs indiqué qu’une telle détermination
directe est utile dans des applications a la théorie stochastique du
trafic téléphonique et il a obtenu le résultal suivanl répondant a cette
question. Sozt

o=t < Hi<h<... <, <. (tn—> + ®),

. 1 . I .
une suite telle que Zt— diverge et Z 7 converge. Soit {a,} une
n n

suite complétement monotone relativement a la suite {t,}. Alors
la fonction complétement monotone f(t) qui prend les valeurs a,,
aux points t,(n=1,2.3, ...), peut étre représentée sous la
JSforme (59) avec

%, (8)

. a a ven Apap
(67) ®(£)= lim Z:(_x)x( n Gt =+ )t,,t,,+1...t,,+;._1,
ny-—+w» ot th lpa1r ... [
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ot an(t) désigne le nombre entier déterminé par les relations

2 (&) +n—1 %y ()41

(68) Y o<k N pnE [a(o)=—1].

h=n h=n

Il. Intervention de fonctions complétement monotones dans I'étude
des processus stochastiques discontinus. — Nous allons maintenant
montrer, suivant Khintchine ([30], p. 19-20) etJ. Dubourdieu [17],
[ 18]. comment les fonctions complétement monotones s’introduisent
tout naturellement dans Vétude des processus stochastiques
discontinus.

Un processus stochastique discontinu consiste, par définition, en
la réalisation successive de temps a autre, d’événements d’'une
cerlaine nalurc délerminée (par exemple, décomposition radioactive
d’atome, appél Léléphonique, sinistre frappant un contrat d’assu-
rance, etc. ).

D’aprés Khintchine, un processus stochastique discontinu est dit
élémentaire, siles trois hypothéses suivantes sont vérifiées :

° La probabilité pour qu'au moins un événement considéré se
produise dans un intervalle de temps de longueur t est indépen-
dante du point initial de cet intervalle et aussi indépendante
de ce qui se produisait avant le commencement de cet intervalle.
Cette probabilité est une fonction de la longueur t de l'intervalle,
soit ().

2° u(t)=at+o(t) pour t->o; a étant une constante posi-
tive.

3° La probabilité pour qu’au moins deux événements considérés
se produisent dans un intervalle de temps de longueur t est
v(t) =o(t) pour t—o.

Sous ces hypotheses, appelons p,(¢) la probabilité pour qu’aucun
événement ne se produise dans un intervalle de temps de durée ¢.

On a

po(t —+ At)= ]70(:t)])u(Al) =P0(t)‘_l_ P’(At)]
=p0(t)[l— a At + O(At)],

Po(2)=—apo(t)
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et par suile, en tenant compte de p,(0) =1,
(69) po(t):e_at, }L(t):l—e—“l,

Dans le raisonnement qui suit, on verra que, sous les hypo-
théses 1°-3°, la probabilité pour que, dans un intervalle de temps de
durée ¢, n événements se produisent et n seulement, est indépen-
dante du point initial de cet intervalle et aussi indépendante de ce
qui se passait antérieurement. Nous désignons donc dés maintenant,
pour simplifier DP'écriture, celte probabilité par p,(¢). On a,
pour n» > o,

Pr(t+A) = p,(t) po(At) — pp—1(2) pi1(AL) + o(AL)
= palt) po(A) + pu—r(¢) [11(AL) — v(AL)| + o(At)
=pa(t)(1— aAt) + pup_i(t)a At + o(At),
d’ou
Pu(t ‘f‘At)_‘Pll(t) —
At -

o(A¢)
At

—apyt)y+ap,(t)+

11 vient donc
(70) Pa(t)=—ap,(t)+ap,—(t) (n>o).

En posant
uu(t)y=-epu(t) (r>o0),

I'équation (70) devient
wp(t)=au,—(t) (n> o).

Comme u,(0) = p,(0) =0 pour n >0, 0on a

l

() = af Uner () dE (n>0).
0

Or, d’aprés (69), ue(¢) =1. On a donc

un(t)= (7:!)"
et finalement
(71) pa(t) = (at)me~ut

n!

On est ainsi arrivé a une loi de Poisson. Cetle solution de
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Khintchine est basée sur les hypothéses 1°-3°. On voit que la fonc-
tion p,(t) est une fonction complétement monotone.
Dubourdieu remplace les trois hypothéses 1°-3° de Khintchine par

la seule hypothése suivante qui se présente naturellement a I'esprit en
cette matiére :

La probabilité pour que, sachant que dans Uintervalle de
temps (o, T) sont réalisés N événements, n de ces N événements
soient arrivés dans un sous-intervalle (o, t) (o0& o <<t <<T), est
donnée par

(72) w(n, N; ¢, T) = C§ (%)"(1—— %)N—n.

Partons maintenant de cette hypothése et désignons par p,(¢) la
probabilité pour que, durant l'intervalle (o, ¢), n événements se pro-
duisent et » senlement. Alors, le produit

p(T)w(n, N, ¢, T) (nZN;t<T)

est la probabilit¢ pour que, dans I'intervalle (o, T) se produisent N
événements dont n soient arrivés dans Uintervalle (o, ¢). De plus, s'il
survient n événements dans U'intervalle (o, ¢), il en survientau moins
n dans Uintervalle (o, T). De sorte que le principe des probabilités
totales conduit a écrire la relation

2 n N—n
1) p=Xpm&(3) (1=5) " (rmo0<e<T).
N=n
En posant n = o, (73) devient

S (T—N
Po(t)'_‘ZPN(T)_TfTZ'

N=0

(o<t < T).

D’autre part, si 'on suppose la fonction p, (¢) analytique, on peut
écrire

- T —p
polt)= Z(— !)“(—N—!—)-P‘.,"(T) (0 <t<T).

N=0

Une comparaison des deux derniéres relations nous donne enfin

(76) palt)=(—10" 2 p(8)  (no0,t>0).
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Inversement, on vérifie aisément que les fonclions p,(t) définies
par (74) a partir d’une fonction p,(¢) vérifient (73). De plus, p,(t)
étant une probabilité, est toujours > o. On voit donc, d’apreés (74),
que p,(t) est une fonction complétement monotone.

La loi de probabilité (74) obtenue par Dubourdieu généralise la
loi de Poisson (71) qui correspond au cas particulier ou la fonction
complétement monotone p, (¢) est égale a e=,

Ce qui distingue la loi générale (74) de la loi de Poisson (71),
c’est que, comme I’a indiqué Dubourdieu, dans le cas général, la pro-
babilité pour que, sachant que dans l'intervalle (o, ¢) sont réalisés
n événements et n seulement, il en survienne m nouveaux dans
'intervalle de temps (¢, t+s), a savoir

Prnim(t+s)w(n, n+m;t, t+s)

(— l)mpg‘n““) (Z+5) _s_,i
Pn(l)

PR mt

dépend de » et ¢, tandis qu’elle en est indépendante dans le cas de la
loi de Poisson.

12. Un probléme concernant l’espace de Hilbert et l'intégrale
indéfinie d’une fonction complétement monotone. — Passons a présent
a la théorie des espaces distanciés. Etant donné un espace semi-
distancié &, considérons une fonction F(¢) réelle continue sur > o
telle que (o) = o et F(¢) > o pour £ > 0. Si I'on remplace la semi-
distance PQ de tout couple de points P, Q de & par F(PQ), on aura
un nouvel espace semi-distancié qu’on désignera par la notation F (&).
Cet espace F (&) sera appelé, suivant L. M. Blumenthal ([3], p. 31),
le transformé métrique de & par la fonction ¥ (t) (1).

I. J. Scheenberg ([49], p. 812, 827) a posé des problémes du type
général suivant : Etant donnés deuz espaces semi-distanciés &,
et &,, déterminer toutes les fonctions F(t) réelles, continues
sur t> o, F(o) =0, F(t) > o pour t >o, telles que le transformé
métrique F (&) soit isométrique i une partie de Uespace &, (?).

(') L’espace &) A la fin du n° 7 n’est autre que le transformé métrique de & par la
fonction F(¢) = ¢'.

(2) Dans le cas ol 6, = ®, est un espace euclidien 4 n dimensions et ou &,= ¥
est l'espace de Hilbert, ce probléme a ¢té résolu par J. von Neumann et
I. J. Scheenberg [42]. De méme, Scheenberg (50| a traité le cas ou &, est la surface
d’une sphére (avec la distance sphérique) dans ®, ou dans & et ou §,= &.
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Dans le cas ot &, = &, = J¢, I'espace de Hilbert, ce probléme a été

complétement résolu par Scheenberg lui-méme ([49], § 8). Voici son
résultat :

Etant donnée une fonction F () réelle, continue sur t> o telle
que F(o)=o et F(t) > o pour t > o, une condition nécessaire et
suffisante pour que le transformé métrique F () soit isométrique

@ un ensemble de points de Uespace 3C, est que F(t) puisse étre
mise sous la forme

-+ » _Ez T2
(75) F<t)=§f i———ai—’rf'b(_&)% (t>o0),
0

oit ®(%) est une fonction non décroissante sur ;> o et telle que

-+ »
(76) /‘ f"I’E(E)
1

existe.

Ce qui est surtout intéressant, c’est que cette condition peut étre
exprimée en termes de fonction complétement monotone. Consi-
dérons a cet effet, une fonction f(¢) complélement monotone
sur £ > 0. D’aprés le théoréme de Hausdorff et S. Bernstein (n° 9),
on peut écrire

(59) s=f""erare (>0,

avec une fonction @ (¢ ) non décroissante sur £ > o. Intégrons les deux
membres de (39), de e a ¢ (0 <<e<C¢), nous avons

(77) [roa= [T v
. A 3
Laissons ¢ tendre vers zéro, nous obtenons
(78) Yo —f roa=["" = dee,
ou les deux intégrales convergent ou divergent simultanément. La

convergence a lieu pour tout ¢ > o, si et seulement si l'intégrale (76)
existe. Ces considérations trés simples ont conduit Schenberg a
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donner & son théoréme précédent la forme suivante : Etant donnée
une fonction F(t) réelle, continue sur t> o telle que F(o) =o
et F(t) > o pour t > o, pour que le transformé métrique F ()

soit isométrique o une partie de l'espace I, il faut et il suffit
que la fonction

(79) F@&)= 2 [F (VO

soit complétement monotone sur t > o.
A titre d’exemple, cette condition est vérifiée par chacune des
fonctions

[4

F()=0 (o<agrn), F(t)=-—

F(t)=(l—-—e—l'){'-, F(t):[log(l—i—tz)]{’-.

Scheenberg a aussi obtenu la proposition suivante : Pour toute
Jonction F(t) réelle, continue sur t>o telle que F(o)=o et
F(t)>o0 pour t>o, les deux propriéiés suivantes sont équi-
valentes :

a. F(dC) est isométrique a un ensemble de .
B. Quelle que soit la fonction g(t) définie-positive sur ¥, la
Sonction g[F(t)] est aussi définie-positive sur K.

Supposons, en effet, que F(J) soit isométrique 2 un ensemble
de I. Soit g(¢) une fonction définie-positive sur . Pour prouver
que g[F(¢)] est aussi définie-positive sur ¥, nous avons a montrer
que, quels que soient m points Py, P,, ..., P, de JC et quels que
soient m nombres réels py, p., ..., pm, I'inégalité

m m

2 Zg[F(PhPL)]Pthéo

n=1 k=1

a lieu. Or, puisque F(J€) est isométrique a un ensemble de &,
aux points Py, P, ..., Py correspondent m points Qy, Q., ..., Qn
de J¢ tels que F(P,Py) = Q4 Qs L'inégalité ci-dessus devient donc

m m

> Y s(QuQe)enee o,

n=1 A=t
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qui est vraie, car la fonction g(t) est supposée définie-positive
sur J¢.

Inversement, si la fonction F(t) jouit dela propriété 3, la fonction
e~ gst nécessairement définie-positive sur I¢, quel que soitf > o.
Autrement dit, la fonction e=%* est définie-positive sur 'espace F(5¢€),
quel que soit £ > o. Il en résulte alors, en appliquant un théoréme
dun®7, que F(J€) est isométrique a une partie de J¢. La derniére
proposition en italique est ainsi établie.

Parmi les fonctions §(¢) réelles, continues sur ¢ o telles que

y(0) =o el () > o pour t > o, envisageons celles qui jouissent de
cette propriété :

v. St f(t) est une fonction complétement monotone sur t > o et
telle que f (o) = f(+ 0), il en est de méme de la fonction f[{(¢)].

Soit ¢ (¢) une fonction possédant cette propriété y. Soit d’autre
part £(¢) une fonction définie-positive sur J€. D’aprés un théo-

réme du n° 9, £(¢) = g(y/t) est complétement monotone sur ¢ > o
et f(0) =f(+ o). Donc, la fonction f[{(¢)] = g[y¥(@) ] est aussi
complétement monotone sur ¢ > o et par suite, [ 4(¢2)] = g[V¥ () ]

est définie-positive sur F. C'est-a-dire que la fonction F(¢) = /{(¢?)
jouit de la propriété 8 et par conséquent aussi de la propriété a. Il en

résulte alors, d’aprés un théoréme plus haut, que [F(V;)]’ = {(¢)
est 'intégrale indéfinie d’'une fonction A(¢) complétement monotone
sur { > o,

t
(80) wey = [ heeyae.
+0

Réciproquement. soit §(¢) une fonction [¢(0) =0, §(¢)>o0
pour ¢ > o] qui est I'intégrale indéfinie d’une fonction complétement
monotone sur ¢ > 0. En posant

F(t) = v¥(2),
ona

AT YA T,
,”izl.l‘(\/t)] ={'(¢).

F(¢) posséde donc la propriété a et par conséquent aussi la pro-
priété B. Si maintenant f(¢) est une fonction complétement mono-
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tone sur ¢ > o et telle que f(0) = f (+ o), la fonction g () = f(¢*)
est définie-positive sur J¢. En vertu de la propriété 8 de la fonc-
tion F(¢), la fonction g[F(¢)]=/f[¢(22)] est aussi définie-positive
sur €. On en conclut alors que f[(¢)] est complétement monotone
sur £ > o. Ainsi la fonction §(¢) jouil de la propriété y.

En résumé, pour qu'une fonction Y (t) réelle. continue sur t > o
telle que Y(0) =oety(t) > o pour t > o, jouisse de la propriété-,
il faut et il suffit qu'elle soit Uintégrale indéfinie d’une fonction
complétement monotone sur t > o. C’est la encore un résultat da a
Schenberg. Mais, avant lui. la partie concernant la suffisance de la
condition a déja été obtenue par S. Bochner ([6], p. 498; [7])-

Bochner [7] a fait usage de la propriété y de lintégrale indéfinic
d’une fonction complétement monotone pour redémontrer d’une

facon fort simple, que e—!!"" est définie-positive (au sens ordinaire
C ple, q P
pour o <<a<2. En modifiant légérement la démonstration de

Bochner, nous donnons la suivante.
4

Supposons 0 << & =< » et posons Y(t) = ¢*. Nous avons

x

2 1 > + 2 .-
ya=2e"" a2 [ e
2 1‘(1—-—5 0
2

e R
)R

dt.

¢'(¢) est donc une fonction complétement monotone sur &> o.
D’aprés ce qui précéde, ¢ (¢) jouit dela propriétéy. Comme f(¢)=e~"
est complétement monotone sur ¢ > o et f(0) =f(~+ o), ilen est de

méme de la fonction f[§(¢)]=e*". Dés lors, en appliquant un
théoreme du n° 9, la fonction f[{(£2)] =e~!'!" est définie-positive
sur Pespace de Hilbert et a plus forte raison, elle est définie-positive
au sens ordinaire.
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