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FORMULAIRE 

POUR 

LE CALCUL SYMBOLIQUE 

Par MM. N. W . McLACHLAN 

et Pierre HUMBERT. 

NOTE L I M I N A I R E . 

Le calcul symbolique d'Heaviside, souvent appelé calcul opératoire, 
operational calculus, est un instrument de plus en plus utilisé par 
les physiciens et même par les mathématiciens, qui au début 
semblaient s'en méfier quelque peu. Mais c'est un outil qu'il faut 
savoir manier : si les règles opératoires sont simples et faciles à 
appliquer, il n'en est pas de même pour les correspondances entre 
originaux et images, et le chercheur, que ses calculs ont conduit à une 
forme opératoire compliquée, est trop souvent arrêté, faule de savoir 
à quel original correspond cette image inconnue, de même qu'il lui 
est parfois très malaisé d'écrire, a priori, l'image de telle fonction 
rencontrée. Les correspondances extrêmement nombreuses, établies 
par les divers auteurs, sont, en effet, presque toujours disséminées dans 
des mémoires dont la multiplicité rend toute recherche fort pénible. 
Le besoin semble urgent de présenter aux amateurs de ce calcul un 
formulaire contenant le plus grand nombre possible de correspon
dances, et constituant ainsi un instrument de travail infiniment 
précieux. Précisément, un ingénieur et mathématicien britannique, 
M. N. W. McLachlan, a recueilli une collection extraordinairement 
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riche de telles correspondances, liste qu'il avait l'intention de 
publier en Angleterre, mais pour laquelle il n'a point trouvé d'éditeur. 
J'ai pensé que ce travail considérable ne devait pas rester ignoré, et 
grâce à l'accueil que M. Henri Villat a bien voulu lui faire, nous 
donnons aujourd'hui ce formulaire, que j'ai adapté à l'écriture 
mathématique usitée en France, et que nous avons, M. McLachlan 
et moi-même, enrichi d'un certain nombre de résultats inédits. 
On trouvera donc ici, pour la première fois réunies, près- de 
sept cents formules de calcul symbolique, soit règles opératoires ou 
correspondances, ces dernières classées d'après la nature de la fonc
tion originale : on pourra ainsi se servi* de ce fascicule comme d'un 
véritable dictionnaire. La tâche ingrate de la vérification de toutes 
ces formules a été assumée par M. W. T. Howell, que nous sommes 
heureux de remercier de son aide. 

P. H. 



FORMULAIRE POUR LE CALCUL SYMBOLIQUE. 

ABRÉVIATIONS ET NOTATIONS. 

Nous désignerons par t la variable indépendante (réelle) et par p la 
variable paramétrique. Les lettres m et n représenteront des nombres 
entiers, les lettres LA et v des nombres quelconques. 

Afin de simplifier l'écriture, dans l'expression des images des 
fonctions de. Bessel et analogues, nous utiliserons les symboles 
abréviatifs suivants : 

P = p -+- \/jo2-t-a2, q = \(/>'-+-i ; 

Q =/7 + ^ - + - ^ r = v>2-+-«2; 
R = j D H - y//?2—<z2, 5 = y//?2 — « 2 ï 

S = /? H- \//>2 — i , u = y7/?2 — ï ; 

T = / ) + ^ - ï'y p = ^ / H — *a2 ; 

u== l±j/£l±I, iv= s/pl—i\ 

y=z ^ 2 — 62. 

Suivant l'usage, nous désignerons par R(v) la partie réelle de v. 
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DÉFINITIONS ET NOTATIONS UTILISÉES POUR LES FONCTIONS. 

B„ = nombre de Bemoulli d'ordre n 

C(0 . r' 
•^0 

« ~ , ï r cosa? , 
cos dx = -—= I —=r <£c 2 

» - • 1 » — n — ' (21» —l) (2W — 3 ) . . . 3 . 1 S » 

c i ( * ) — — / rfar 

D,(0-a* ^ «\VV , .(L.) 

Pm(0 

D,,(0 = « *He„(«) 

\ 2 / , / 0 V / I _ ^ 2 s i sin26 

E * ( 0 = / --dx 

E l ( « 0 = CC(f) + " ' ( 0 

( * 2 < i ) 

fonction Bêta eutërienne 

intégrale de Fresnel 

polynôme de Gegenbauer 

cosinus intégral 

fonction de Weber (ou du cylindre parabolique) 

intégrale elliptique complète 

logarithme intégral 

fonction d'erreur intégrale erf(t) = — f e-& dx 

>rfc(t)*=l—erf(t)=— I r ^ = - p W x X(P) fonction complémentaire 
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V (n « v - . «x _ V» («1> * 0 • . . («r, m) V* fonction hypergéométrlque générale 

aB* 

fonction de Grauss 

t P t ( c h P ; ï ; 0 * i + ; f ^ 

, « ( • • 4 - Q P ( P - 4 - l ) f t 

a ! v ( T H - i ) 

•a / ^ «* a(a - r - l ) / 2 

i F t (a ; Y ; #) =s H ; 1 p—r -—r - + - . . . fonction de Kummer 
N ' '. ï ! ï 2 ! Y ( Y - T - I ) 

I*(f) = / e—*a?*-i rfa? [R( f ) > o ] fonction Gamma eulérienne 

H « . ( t ) - ( - ! ) - • ? ^ e ~ * = f _ 2iiLZL> <«-* 

* f ( n - . ) ( n - a ) ( n - 3 ) , „ _ , _ ^ ^ 
2.4 

ft I 

Hft> (!) = J v ( 0 - « Y v (0 = - ^ 1 Kv( Y l ) s » - i * R V > ( - 0 
97 

Hv(0 = S 
v+Sr+-l 

3> 
V -T-T-+- -

2 i 

fonctions de Hankel 

fonction de- Struve 

Hv(f* ^ ) = ster^t^- i stei^t 

ïv (f) =s \ >t r == i-*Jv ( # ) =s ^ Jv(— lï) fonction de Bessei d'argument imaginaire 

fo (tft)' = for* + s 6e* f fonctions de Kelvin 

/ J \ V+2r 

fonction de Bessei 

- ~ - ^ </* fonction de Bessei intégrale 

Jv(ti \A") = ôervf -f- i beiyft fonctions de Kelvin 

I fn 

J £ ( * ) = - I (2COs8)*cos(n6 — l s in8)dB fonction de Bourget 
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Kv(0 = 

^.Kv(^ï) = 

K f v ( / ) = 

N. W. MCLACHLAN ET P. HUMBERT 

•/(*+' 

3 ^ r ( j i + i ) r (v . 

3P 

_ 0 F t ( i x + , , v H - i ; - i l ) 

2 sinvir [ l _ v ( 0 - l v ( 0 ] 

j i^Hi"(/() = £ ,-v-iH(,2>(- 1¾) 

= ker*,t-\- i keivt 

jt t 

L v ( 0 = r-v-i H , 

e' rf" 

.(«0=2 ar 
-3r(r+|)r(v + r + | ) 

g' dn 

n(n — i)t* 

2 ! 2 ! 
MO : 

LJi(o = <- * * (tn+«e-t) = y r ( — P H - D P 

M0,v (0 

0,(0 

= t 

Tonction de Bessei du troisième 
ordre 

fonction K de Bessei 

P(*,v) 

P«(0 

Pv(0 

pr<o 

Q('»v) 

*e s i F i ( i + v - (x; 2 V - H I ; t) 

[»(*>>o] 

_ 2"-' « '. r <' /* < 
~~ <"+' L' 2(2« — 2) "*" 2.4.(2« — 2) (2 n — 4) ~I~'"J 

•'o 

= JFW — »,/t-t-1 ; i ; iZL. j ( _ I ^ Ï ^ I ) 

=» 1F1 ( — v , v - H 1 ; 1 ; ^=1-') ( | i — < | < 2 ) 

= ( ^ - 0 8 ^-Pv(0 

fonction K intégrale 

fonction de Struve d'argument 
imaginaire 

polynôme de Lagucrrc 

polynôme de Laguerre étendu 

fonction lij pergéométrique con
flue n te 

= / " -

dt„ 

«a?*-» dx 

polynôme de Neumann 

fonction P de Prym 

polynôme de Legendre 

fonction de Legendre 

fonction de Legendre associée 

fonction Q de Prym 
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r\ /*\ i/w T(v -r-1) , x „ l E , / v v + i 3 l \ fonction de Legendre de seconde 
Qv( 7 /^T ( } ^ " H , , ~ 1 _ ; v H " ^ ï i ) e9pèce 

V"*" 2 / | « | > i 

Q m/f\ __ /#> \â" ^ m ri / / \ fonction de Legendre associée 

vW — \t 1) dPZ^Kt) de seconde espèce 

S(J) = / SÎïl dx = -- / ——dx intégrale de Fresnel 

«i ( 0 = 5 («"' -+- 6 - / ' -h e-^«) 

$ 2 ( 0 = - (e~ ' - l -y e—Jt-ï-J2 er-J%l) (j*= i) } s i n us du troisième ordre 

*i(0 = 5 (e-t + jier-jt-i-j e-i*i) 

S„ ( 0 = / * e - r ' [ (X -h ^aj'-f-i)" — (a? — v/a*2-hi)w] * polynôme de Schlâfli 
Je i/x2 -+- i 

S ( v ; ' ) = / V * ' ( T •#)v 

/
30 V _ _ / 

e—xX—y* dx = P e* W v i—v(0 fonction de Schlômilch 

S ( J , — 0 = — c-«E*(0 

./ >̂  /*" sina? , . . . . . 
« ( £ ) = — I aa? sinus intégral 

T m(i\ 
1 M W l U r(m-+-#n-i) 

= —— r-r — r-r-r r-i—r • + - . . . polynôme de Sonine 
nl(m-hn)\ (AI — I ) ! ( m - h /i — i ) ! i ï 

U B ( 0 = i [ ( ^ l - V ^ ^ ) ' ' - ( ^ - l V I - ^ r ] = si„(narccosO " * £ - , ^ J * * — * 

W|W(o = "(-av) M„v(0 -, /t
r(av) M^W ^ S T S E * " -



8 H. W. MCLACHLAN ET P. HUMBJERT. 

w„„(o=t/|Kv(i) 

-L - i w , (o = * 

y , . _ C O S V t t J v ( Q - - J _ _ v ( f ) _ * r H C S ) / ^ WCIJ / f O fc"**» d C B e S 8 0 1 U e 

*vV*; s i nvw ï"- v * / " ~ M v \ ' / J seconde espèce 

f v v ' cft fonction Y intégrale 
/ t 

00 

T /%È #\ _ ^V1 I r p / v ^ -i fonction Zêta de Riemann 
<.0S O - ZàJtTTf L t t C v ) > I J généralisée 

r = o 

m(«)a]ogr(0 — (*— - ) l0g*-+-* —l0gv/27C 

/ • • e - * T i i i K 
= f I 1 — — • I dx fonction de Binet 

J0 X |_2 X ex— i j 

* m ( 0 = i F i ( — **» I î 0 polynôme d'Abel 

ffi»//\ - l n f f l V ^ ? (*) dérivée logarithmique de 
K ' dt g * ' ~~ F ( f ) la fonction Gamma 

Y = — *F( 1) = H m H h . . .H l o g / l 1 = 0 , 5 7 7 2 1 5 6 6 4 9 . . . constante d'Euler 



FORMULAIRE POUR LE CALCUL SYMBOLIQUE. 

A. - DÉFINITION ET THÉORÈMES GÉNÉRAUX. 

Le calcul symbolique substitue à une fonction/(^) de la variable 
réelle t une fonction <p(/>) de la variable paramétrique/? définie par 
Y intégrale de Laplace 

(i) (a) i(p)=p f*e-ntf(t)dt; (b) ?*(/>)=/> f e-P* f(a sjT=&) dt; 

<p(/>) est dite image d e / ( / ) ; / ( £ ) est Y original de <f(p). 
Nous écrirons, symboliquement (' ), 

?(/>)c/(0-

THÉORÈME D'INVERSION (Mellin). — On peut obtenir f(t) à partir 
de son image par Vintégrale 

si les conditions suivantes sont vérifiées (voir référence 27). 

a. Toutes les singularités de y(z) sont à la gauche de c ±:i oo, 
c > o . 

b. L'intégrale 

<*> J C m* -JCI W l * « .CI*?'!* 
e /̂ convergente. 

c. R ( / / ) > o ; (a) * réel et > o; (b) t réel et > 6 . 

cf. L'intégrale (i) est absolument convergente. 

e. (a) \l^El . (6) ?—ï*i£l fe/i<ie vers zéro uniformément 
\ p \ \ p \ 

(l) On emploie très souvent la notation f(t)^f(p). Un grand nombre de 
raisons (voir référence 24 à la bibliographie) rendent préférable celle que nous 
adoptons ici, et qui commence à se répandre dans les publications britanniques. 
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quand \p\ tend vers l'infini, c'est-à-dire que l'intégrale 

J z(z—Py v ; j z(z-p) 

doit être nulle le long d'un demi-cercle de rayon infini, à droite 
de c± icc. L'intégrale (2) est alors nulle pour (a) t < o, (b) t < b. 

f. L'intégrale (2) représente une fonction continue de t, pour 
t > o . La condition (b) est inutile lorsque la plus grande puis
sance de z dans le développement de 9 (z) est zy, avec o < R(v) < 1. 

THÉORÈME D'IMPULSION. — Soit y=f(t) une impulsion de courte 
durée, o<.t<h; supposons la fonction f (t) uniforme, finie en 
ses discontinuités, lesquelles sont en nombre limité; supposons, en 

outre, que Vintégrale f f(t)dt soit égale à une constante A. 
0 

Alors, si h tend vers zéro, on aura (voir références 26, 27) 

/ ( 0 => A/>. 

Ainsi Von a, pour o < t < — , 
2(0 

ta cosco* D 
/ ? 2 - t - u ) 2 L r J 

et, pour G> tendant vers l'infini, le second membre tend vers p. 

THÉORÈME DU PRODUIT. — Sif (t) D <?<(p) et f2(t) D 92(//), on a 

f /i(X)/2(*-X)rfX = r / t ( A ) / i ( * - X ) d X D -?i(/>)?20>) 
•/0 */0 p 

ou encore 

/1(0/2(0)-+- / " / i ( X ) / i ( f - X ) r f X 

= / 2 ( 0 / 1 ( 0 ) + f AO>)A(t-\)dk?9i(p)92<j>) 

t?£, s'il s'agit de n fonctions, avec fi(t) z> yt(t), 

f . . . r/i(Xi)/2(X1).../w-1(X„_0/«(^--X l--...--X / ï_1)rfX1...rfXn_1 

=> JÏ=ÎYI (/>)••- ?«(/>) (X^o, . . . , X„_,;>o; M + . . . + ).,.-1^0-
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B. - FORMULES OPÉRATOIRES. 

/(«) 3 f(P) 

f(at) :> <p(P ) (a réel, > o; dans certains cas, a complexe) 

/ ( ( - A ) 3 r » f f ( p ) (t>h) (Âréel>o) 

/ ( * — loga) D a-Pz(p) (a>\) 
71 — 1 

3 /»" ? (/»)• « / ( o ) = / ' (o) = . . . = /(»-•) (O) = o 

/ ' ( 0 3 /»?(|»), s i / (o) = o 

-/(0 = (-)-^(^] 
(.£)"/» = (->-(,|)\<,> 

(i £ffm>pf'Pf'...pf' ,<.P)(*PY, i [(i !)'/(')],„-» 
[5 = 0,1, . . . , ( / i - i ) ] 

ftp*,fm* 
ftp*, f*** 
fqu.fip*. 
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** f " a ? " l^y/xt)f(x)dx DJD 1 -^? ( - ) R(v)>—i. 

*•* /(a?) flte ^ ?(log/>) 
r(x-i-i) 

t*f (x) dx 

J C™ t* f(x) d: 

0 r(a?-+-o D log/> 

r~txf'(x)dx 

z çp I jD -+ - — J 

r j§[a v
7*^-*)]/(*) *p s ——f^ 

J» / > - + - -
p 

I t 

, . , T ^ / V & H . . ( . Ï 5 ) / < . ) W»<»?) 

- i ^vs /^>^ |̂(-»-<-7„i->SC:."<0)^->(^) 
/ (O - f / ( ^ / ^ 1 1 ^ ) Ji(«)<& = - = £ = 9 ( s / £ ï T 7 ) 

y/ntJo L ô \/x* — y* J V /> •+•* 

-1= / .t? *<x*dx h(2\/xy)f(y)y * dy > p * ? ( — ) 
V/ÎC^^O ^o \ v W 

V 

**/(**) ^ ^7=. / e *~ H^V^V" /?(*"*>* * <** q*eï que «oit v (^ o). 
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Si/(<) 3 ?(/») et^(«) 3/(/>), on a 

f g(t)dt 

Si/(«) D T(/») et #(<) 3 v / ? / Q ) ' on a 

£.,(J),T(f* 
S i / ( / ) D <p(/>) et # (# . /)D/>ve-*^, on a 

/ " " ^ ( ^ 0 / ( * ) ^ 3 i » ^ 9 ( ^ ) . 

S î / i ( 0 ^ ?« (p) « l / « ( 0 ^ ?ICP)J o n a 

/,«,/,(0„/,(-^)[^]-f/,(-|)[^], 
si / i ou / a sont développables en série ordonnée suivant les puissances 
positives de t. 

S i / m ( 0 D <Pm(/>), on a 
n n 

2)/«(o 3 2 j ? m W -
m = l m = l 

Si /i = oo, la formule subsiste pourvu que les deux membres soient 
convergents. 

si l'intégrale est convergente, t>o. 

j~f{as/F=&)dt D *-*/>[*<£>] - î^£2, 

si l'intégrale est convergente, t>b» 
Sif(a\/t*— 62) + c D 9(/>), on a 

/ ( a «/<•*— 6*) D <r(p) — ce-br, t>b. 

MEMORIAL DBS SC. MATH. — N« 100. 
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G. - LISTE D'IMAGES. 

D'une façon générale, le théorème d'inversion de Mellin s'applique 
à toutes les correspondances réunies ci-après. Nous signalons par 
un * les correspondances qui ne s'appliquent qu'à la partie réelle de 
l'intégrale de Mellin. 

1. — Fonctions algébriques. 

r(v-*-o o / \ ^ 
*VD -±——- R(v)> — i 

P* 

6î)VD(a6T2iI^ti)*!^K ,(bp) (/>*), R w s - i 
v- i v + i 2 

\l*p 
(2bt — **)"":> \/xT(n-t- i j 7.*b*p*-*e-pi>\\(bp) (o<t<2b; / i>o) 

((•+î*»)»9 1Hl^±il2
V +5 6V+">s_Ve/»*K i(«!p)((>o) R(v) S - i 

yn v"*"î 2 

^ D-/>e/>E »(-/>) 

v/i-*-* 

^ D I - ( / , + v _ I ) s ( v ^ ) 

—!_. D /?[ sin/> « (p) — cos/> «(/>)] 

^ - j - ^ >—p[co$pci(/>)-+- sin/>«(/>)] 

—L=:>-^[Ho(/>)-Yo(/>)] 

V^I-T-f2 2 
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,_; v^r(v^l) 
(i-n s—,;_ i ' *"ihu>)-*»u>)'] * (o<t<i), R ( V » - - I 

L?-pEi(-p) («>i ) 

v^TT 
3/>S„(/>) 

ZJ^ ; 2/1(2/1)! v / v 
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2. — Exponentielles et logarithmes. 

e*«D 
p — a 

a'ï £ ^fd^-a <«>'> 

/> — a 

ebt_€at p 

à —a (j> — a)(p — b) 

bebt—aeat pi* 
6 — a (p — a) {p — 6) 

eè><— eal p — a 

—7 *P**f=l * 

— j — D / . l o g ^ - * 

e 4 ^ , D r W ^ R(v)>o 

r ( v ) ( i - r - « ) ***<» '*> 

1/7 yfp^î 

i/ï )/p •+• i 

_«; 

i — D f£J>e-*sp 
y/t 

a*""* 

—=r D ypePerfc—: 
ynt yp 



( i - g - a * ) ( i ,e-bt) r ( ^ ) r ( p + a + Q 

t^ — e-t) p g r ( /?-}-a) V(p + b) 

FORMULAIRE PQUR LE CALCUL SYMBOLIQUE. 17 

R ( / ? H - r t ) > o , R ( * 0 > o 

R(/>)>o 
R (/? -4- a) > o 

R Q 0 - T - & ) > O 

7 3 " ^ ^/?î(2,/?-f-0 

(i-e-')v^B(jD,v + i) 

1 * J „ V 

1 rf« _ • ? 1+1 

R ( v ) > - i 

e-Ptv-\ D R ( v ) > o 

« ~ * - ' 3 ^ - 4 - P ( l , />-+-!) 

n»^/ 

/, " n«n>( sinl n%— ) , ,— 
- -t- f? ( _ j)». e * \ «/ 3 s h 6 y > 

^•J a» Jifar,") r /--1 
1 — 2 y e 

7 1 = 1 

(o < b < a) 

(0 < b < a ) 

[r < a ; aw = /iième r a c ine de J 0 ( j ) s= o ] 

log* D — ]ogp — y 

r - I j ^ 2 [ ^ ( v + i ) - l o g / > ] ^ l o g * D R ( V ) > - I 

log s/f-t-i D — cos/? ci(p) — sinp si(p) 

10^(1-+-/°) 
} -=> P[ci2(p)-+-si*(p)] =-p&(i9ip)S(i9-ip) 
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—=^7 l => -P S(i, p) S(i, - / > ) = /> Ei(/>) E i ( - p) 

log(e'-0 D - T - ^ ( / > ) 

log2*:> ( iog/?-h T )» - t -~ 

QtMJM-Olf.-^] 
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3. — Fonctions circulaires. 

pa 
sin at D — - — 

cos at D 

/>2-+- a2 

P2 

/?2-f- a2 

e-at s i n fa D E— 
( />-ha) 2H-6 2 

(/?-+- a ) 2 -+- 62 

sin (a* -+- 6) D p sin ( 6 •+• arc tg — } 
V//>9-Ha' V P' 

COS (a*-»-6) D - = = = = cos ( 6 -f- arc tg — ) 
y/p'+a* \ PI 

• /.# • / *_I_Ù\ /?acosG dtp(p -h 6) sinô 
c-*' sin (a* ± 6 ) D — ; Ç^f 

v ' (p H- 6 ) 2 + f l ' 
/,/ / , j _ f i \ P(P-+- b) cos6 q=/?asin6 

(/?-t-6)2-+-a> 

. # (p — a ) 2 

i — 2 sin a* D ^-- — 
p'-¥- a1 

l — COS«£ D —z -

sin2?: D 

cos"/: D 

sin2/ lf D 

2 

/*'-+-4 

/?'-h4 

^ + 2 i ) . . . [ / » ' + ( 2 i l ) « ] 

s i n — U D 0 > i » - n ) l / » 
0 ? ' + I , ) . . . [ / > , + (2/l + l ) ' ] 

COS i/7 , — ri-
d1- D v nP e p 

s/t 
, co s i / * ,-pe * ^ + f l 

v/7 v/7 -*-a 

smat a 
- p - D ^ a r c t g -



20 
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P — ^ s m [ ( A + i )arc tgg1 

(p*+a*) * 

tncosat D ni ——^ycos (n •+- i) arc t g -

(p*+a'~ P l 

'V Sin' D aïO^to^-t[0? •*" *')V+1 " (^ " ° " 1 ] 

^008^ a(£ +1)" ' [0* + 0V+1 "*" ̂  "~ ° W 3 

. . o . 2W2(3/?2-4-4o)2) 
f sin2u>* D — , v , v. 

/?(/?2-+-4to2)2 

f2sina)/: D 
2CO/?(3/?2— 0>2) 

( / ^ - f - œ 2 ^ 

sin°* 
3 ^ logv^? 

• i. JZ b A /K --^-
i \ p sin 

^ 0 0 . ^ , 5 . 1 ^ . - 5 ( , - ^ ) 

sin /̂1* 
D xperf—^ 

isjp 

eat sin étf 6 
; D / ? a r c t g 

p — a 
i 

* ^sinv7^ D 2*x v^(? ? I i ( - ) 

- - - - - / \ 
* *COS v7^ D tfxy/pe P\ A - \ 

— ï\PJ 
sin* , /w 

v//?2-f-1 yp -+- /p*•+• i 

cos* 
— - D 

v/* 
sin a* sin bt 3 

v 2 ^ T T V 7 : . ^ - , . ^ - - + . 1 

2abp* 
[p>+ (a— 6)ÎJ j>*-+- (a -+- 6)*] 

<»>- ! ) 

R ( v ) > - l 
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3 [ / > * + ( « - * ) ' ] [ ^ + ( a + 6)»] 

cosofsinft* a bp(p*-a* -t-ft«) 

arc tg* :> sin/) «'(/>) — cos/> *i(/0 * 

arc sin* D ^[ I o ( / > ) - - M / O ] * 

* a r c S i n * D ; [ L o W ^ I o ( ^ H - I , 1 ( j P ) ^ I i ( / > ) ] . 

/>3 

-f-I 

*«> => ^ £ 7 

arc sin 

— _ c-fl^ — a / K0 (a/>) dp 

a r c s i n - ^ s s ^ -e-P^+^—af ch b(p —x)K0(x ^a*-*-b*) dx 

(*> v/a*-+-&*) 
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4. — Fonctions hyperboliques. 

slia* D ; . 
p*— a2 

P2 

chat D —r-—-
p1— a2 

s h ( v a r g c h * ) D v Kv(/>) ( * > i ) 

c h ( v a r g c h * ) 
/ s D /> K ^ > 

V*2— i 
c-^sha* D . Ç^ 

(/?-f-6)"'—a2 

e->'chat> , p ( P , t b ) , 
(p~hby—a* 

Sh2* D 2 

^ - 4 

C h 2 * 3 ^ 

( ^ - 2 2 ) ( ^ - 4 2 ) . . . ( / > 2 - 4 / i 8 ) 

c h 2 ^ -> ( a / n - i ) ! / » 

( ^ - ^ ) ( ^ - 3 - ) . . . ^ - ( 2 ^ - + - 0 2 ] 

i/âc — 
sh*»+i * D J - T = e*P 

islp 

ch t/F / — -^ 
— ~ - D y xp eKP 

. / u r /T \l~^bpeP^a 

e-at sh 26 y* ^ r -
l/> -+- a)? 

b* 

e-at < * » * • * -> fipeP*" 
v/7 ^p-h a 

sh a* n . p -+- a , » 

~T~ 3 7 l o g7^rS=^ a r g c o t ha R(|»)>R(a) 

r(v 
) V _ 1 y / J» -I- l \ 

(2£Y 

r ?fcoth'^K^f)-|^] 
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Sh2* p . / 4 

_ j_ 

sh* ^ / * p(s/pi—i + /? ) 

y/* V 2 v7>2 —" 

£h£ D /jû pip — s/p'—i) 
S/1 V 2 v V - i 

<Vsh'=> *£ll)£i tCP -*- *)v+1 - Q» - 0V+1 ] R(v)>-i 

*vCh*D ^ ^ y j ^ + i r + ^ - i r ] 

«^'[•(^-•Cr)] 
*,a!,[^iJî)-,(f)]-._,[»({)-r(i)_iH.]-. 

«"ÇM^Mf)]-' 
îSîs , t o , | + v k » r ( | ) _ v t o g r ( £ ± i ) * 

*îS l s- , i , f*. ,h fr(«fi)-MiH»(eîi) * 
I — ch * . p 

— D p log -=£: 
* S/P'2— 1 

i —ch* , s/p1 — ! . 
— - — Dp\0gU: hjpargcoth/? 

*~T sh v/8"* z> iT7zsfpeP Ii ( - ) 

*""̂ ch v/8* D 2*:: tfpePl_i ( - ] 

, , 2«6o2 

sh«* shô* D 

ch atchbt D 

[ j * 2 - (a - 6 ) 2 1 1 / ) 2 - (a -+-6)2] 

7?2(/>2— a 2 - -6 a ) 
[ ^ i - ( a - * ) « ] [ / » • - ( a - « - * ) « ] 
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u * U L ap(p%— a2H-62) 
sha*ch6* D , ^ v / . , • • • •, '—s— 

[/^-(a-6)2J[/>2-(«-+-T)ï] 
cha*sh6* D bp(p2+a2-b>) _ 

[ / > 2 - ( « - 6 ) 2 ] [ ^ ~ ( a + ô)2J 

cos*ch* 3 —f-—-
/>4-M 

1 . ° prf sh at — sin at 3 —r11—: 
JD*— a% 

sh Jt -+- sin y7 D 4 / - ch -^-
V P 4/> 

sh y7* — sin I / J D É / - sh 4-
V P 4/> 

ch dï -+- cos i/* >— , i 
— D 2 V5T/> Ch — 

\/t ip 

ch v7? — cos i/7 /— . i 
— l s *— ?> 2 v K p sh — 

v7* 4P 

V/Ï(ch y7* -h cos i/ï) D 4 / ^ f ch - ^ -f- — sh - ï - \ 
V P\ 4p *p 4p/ 

s/'t(ch s/t-cos ft) D t / - ( s h -L ^ _Lch-M 
V P\ 4p zp 4p/ 

2TrT(shv/87-+-sinv/8*) D K \jp lÂ-\ch-
* \P/ P 

2T*""T(sh v/8* —sinv7^*) D w ^p I, f - V h ~ 
T\/>/ P 

2t*~t(chv
/8*-+-cosv/8~*) D w v7^! t ( - ^ c h -

- i \ P ' P 

2T*"T(chv
/8* — cosv^*) D « ^ ^ 1 ( - ) sh-i 

logsh* D — W f ) — -—Y —log2 

I 0 g c h * ^ ( f ) - ^ ( | ) - l - l 0 g 2 

10g th* D - 2 W £ ) + W £ ) _ T 

•••¥»-•(?) 
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argch- D K0(/»«) (t > a) 

«-«argch^ D—P—K9[a(p-r-b)i (t>a) 

*-*<*«)argchi±^ ope'P K«t«(/>-«-*)] * 
a r p-t-b 

argSh«3 î[Ho(A>)-Y»0>)] 

<arg8ht3^[H^>-Ya^.<-Ht0>)-Y,0>)]-, 

•/1 y * ~"* 
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5. — Logarithme intégral et fonctions analogues. 

E i ( 0 D - l o g ( y ) - i ) 

«'(*) :> — arc tg/? 

ci(t) D — log •//>'-»-1 

•*.fsin* — ter'(t)} D 
r 

*\ntci(t) — costsi(t) o r~y°*P "+- 7/M 

cos* ci(f) -+- sia* *t(0 D ^-— Ip log/) — — j 

1 

S(«) 3 (v/^I-^V 
2 y7/) ' -t- I 

_ 1 1 

C(0 D (v//V + i - / ) ) = (y//)2 -H in-/))* 
a s/p' •+-1 2 y/ / ) 2 -h i 

,5 (0^^1^7-£= + -£-H-A 
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6. — Fonctions d'erreur intégrale. 

P± p 
erft o e l erfc ^-

erf = 3 i — e-n^P 
iyt 

erfs/lï J 
yp-hi 

e'erfs/'t D JJL 
p — i 

e-t erfsjl D £ 
( / ) - + - 0 ^ - + - 2 

Pi 

e1^ * erf\ t -f- - ) — erf- D erfc £• 
L \ 2/ J 2j /)-+-! J 2 

4 A - 7 7 / . a2\ * a « 2 I 

V * \ 2 J 2\/t 2 
_ 3 -

2 

L J °> J n-aiy 

Cfl»z er /c a y/7 D _ 
a-h ^p 

. /7 - £ j, a e-a>fp 
4 / — e *l — a erfc 1. D ——— 
V « 2 ^ * V> 

-7= +erfs/t D ^-+- 1 

yrc* 
— — tf' e r / c y7* D —•=r /> 

v ^ * s/'p -+• 1 

e-«f erfy(b — a)* D \Jb — a 
(p -h a) ^p -h b 

t-da-be-àterf^a-^t o ^^T^TT 

a» 

1 — e 6 ' e r / c j-^tD-

v/** />-*-£ 

a-+- 6 v7/? 

<r-' erfc-1— D ^ g - v 7 + î 
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7. — Fonctions de Bassel (*)• 

l,(«*)ofë R ( v ) > - i 

«-*'Jv(o<) 3 ., p* • R(v) > - 1 
\J{p + b)*+a*\p -+- b •+• v/Qo -f- &)»+• a*]v 

-"•"»WrK)#i R ( v ) > - i 

^Jv(av/â*) Da*p-*e ? R(v)> —i 
a 

Jo(a^af) D e ? 

( - ^ ) 3 ¾ R(V)>0 

«*Jm(l)D(—i)mr(v —m-t-i)^£-P(»(|) (m>o) R(v-t-m)>-i 

«„ i /.•> r(«t+v + i) „ „ _ /ix-t-v-i-i i» + v + î i \ D / . ^ 
' W 3 ^TÔTTÎ) ^-V*F»( 2 — ' 2 — ' ^ 1 ~ pV R 0 * - ^ ) > ° 

Mil D P("<I-P) R ( v ) > , 

(') Pour tout ce qui concerne les fonctions du genre Bessei, le lecteur voudra 
bien ne pas oublier les abréviations indiquées à la page 3. 
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'•«'£•(*.?) (*"^T7) 

/ v/i-^s'n»e(^-4-v
/i-*'sin2eVv ] 1 

«/0 \'2 / [ R(v)> — -

^+5(^) 3 ^ p - ^ D - v - A ^ VD^X/'e"^"') R(v)>-i 

r / ^ + v - t - i ) 
^ ( a t / î j D 2 — i ^ ( fi + V H - I ; ,1 + 1 ; - ^ 

l(ll-hl)p 
_ 1 

_ 1 

^ J „ ( 2 V / ? ) ^ L „ ( I ) 

— ^ - î ^ M v ( - j R ( v ) > - i 

2 J"+»„+, Cl sfi) 3 y / j | <TMv ( | ) R(v) > - ? 

J3(2aV
/?)3e~^ Iv(yi) R(v)>-i 

Jv(2a ̂ ) ^ ( 2 6 ^ ) 3 ^ ^ 1 , ( if*) R(v)>-i 

U{ïa\!ï)\v{;bs/T) D « " ^ ^ ( I f * ) R ( v ) > - , 

MÉMORIAL DES SC. MATH — N» 1 0 0 . 
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v 
r [ j v ( 2 v / 7 ) - I v ( 2 v / * ) ] 3 2 / ) - v S h - R ( V ) > - I 

p 
v 

*"[jv(2 V^*)-+-Iv(2v/7)[ D 2/)-vCh- R ( v ) > — I 

J2/i(2^ y/7) 
y't 

^i / t t 2 \ a^« *"4̂ ) 

i-ï 3 / > ( 4 - / J 

J'(rî=) 

pè-br /^bPK^brï 

p Ji(oy) 3 £ Te-pé- £e-*/-j 

r J . M 3 f e - " ( j + ; ) 

<Jo(«r) s 7 7 ^ ( ^ + 7:) 
V 

( f ^ ) 2 J v ( « 7 ) ^ ^ f v
V R(v)>~i 

« ( —o , / l(«ô)v + > m 6 r( ' ; -+-^-+-1 ) 
L V _ ^ r^-K, , (/)6) T—"V • Jv(aj) ^ -7= 2 -

v*m=o ,n!r(v -+-/H-+-0(^/0* 

3o(a\fFTTbt) D teb{P-r) 

(*-+-2&)2 
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*l 

/
Jo(t)dt D -

t 

j* U(at)dt D ^ R ( v ) > - l 

i 2vr( 'v-t- i ) 
/ Fh{t)dt O à — R(v)>_I 

flh(ay) dt D er-àr—er-àr 

Jb y <*t> 

Jb y a \ r J 

Jt y ar 

J fx J i ( a . r ) j e~br — e-^+f l> 

i 7 « * 

J
f °° . J i ( a y ) , e~6 v'(/>-*-)a-+-«8 _ e-A (/HVÂMT») 

f e -c* —v J ' dt z> 
/ y 

ab 

b 

-j- I e *ft8'Jv(2 sjx)x~dx Dbv+*\/np Te ^P 
ytJ0 

— / e *' \ v ——<&? D i / « D e - 6 v > M 
y7* v/**A \/x*—b* 

eJV(2^)-«r: f '«(»•*)' .(•*=*)* 3 ^ e - ^ 
•/* v/#9 — ^2 

A - l 
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8. — Fonctions de Bessei de seconde espèce. 

Y0(a*)D — ^ l o g -v ' nr D a 

Y ¥ ( a O D - J ^ . ^Ll ~ i < R ( v ) < , 
r sin vn v ' ^ 

Y.i(0 3 - ½ 

^ V)9-i/1§ 

, _, . v avr(ix-t-v)pcotvw _ ["ii-f-v i — u.-t-v a2" 
*V--1Yv(a*) D —7?T7 7 f ,L.^ Î F I N - 5 - ; v + i ; - r 

V ' 2 v r (v + l ) ^ + v L 2 2 ' r* 
2 V T(JA— v)/)cosécv3î p i f ^ — v i — H1 — v . . ° 2 " 

a v r ( l _ v ) r l A . - v 2 ^ " T " " ' 2 » . l ~ V Î 7 : 2 . 

R ( J I ) > | R ( V ) | , R( / )H-j fa)>o, R ( / > - i a ) > o 

Y 4 (*) D ( " " l ) n ^ (n entier > o) 

Y o ( ^ ) 3 _ ^ l o g L 
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9. — Fonctions de Bessei de troisième espèce (F. DE HANKEL). 

Htf > (ai 

H<0
2> (at 

H»> (ai 

H<,2> (a* 

HV> (a* 

HV> («* 

H ^ ( a * 

> 

H^\_(a* 

V/*HV5 (a* 

V/*H^2) (at 

Sj~t\l^\(at 

ytH^\(at 

.tH\>" (at 

tU\P(at 

*H(
1

t) (ai 

*HV,) (at 

3 £ [ , - - ^ 1 

D ^ i + — log - 1 
r L w a J 
P(/vr i i P 2 v n 

D ^ * •+• - — c o s v 5 t — ^ 

©avr t \ P I V / 1 D ^ i : cosvrc M 

»Vi[-<ï] 

•îy/îh'ï] 

= VI[-4] 

V n r' y a 

- K R ( v ) < i 

ip) 

(p -+- ia) 
V « r*y/« 

= t / l -£r(P-i«) 

5£f; l ,_î i i„ g£|_i ie] 
r L r ( w a J ^^J 

r 2 Lr( rc ° a ) rc a J 
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^ '^--«[-(SK-të)] 

w<«.r>5 £ ^ [ 1 + ^ 1 0 ^ ] 

^ ^ ^ [ , ( ^ 1 ) ( , - ¾ ^ ) ^ ] 

.BVW, ^ [ , ( ^ 1 ) ( , ^ ^ ^ ) - ^ ] 

,„,,<„„ 3£^[„(^i)(,_H loe£)_ à ] 

'W'W^K»*;)^*^!)*^] 
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10. — Fonctions de Bessei d'argument imaginaire. 

i0(«0 3 ^ 
s 

IV(«0D T£ R ( V ) > - I 5Rv 

e-b*U(at) z> - ^ _- R ( v ) > ^ i 
\/(P •+- by- «2 [^ + b -+- VV -t- ft)1- « 2 ] v 

av r ( v -•- - ) 
n !,(,):> . . A ^ _£_ R ( V ) > _ I 

2 v + i r ( v + ï ) *• 
^1 Iv(0 3 vt~ ^ « W > -1 

*M v (2v /* ) D / ) - v < ^ R ( v ) > — I 

i 

Io(2v/ï) 3 e? 

M2£)3£g R(V)>O 

^1,(0 = ¾ ^ R(v)>-« 

M O ^ ( a v u - j p ) R ( v ) 

** J 2v(4v»—l)S" V " ^ 
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aw=.ii(*=) (*=|) 

k**-" r* sin^e dû (k=s-\ RM> — l 

* I )/i — k**in*B Q -f- v̂ i — ifc*sin«6j1V ^ p' 2 

i lfcf-^ D ^ ^ r ( v + 0/>D-v-i(/OD-v-i(-/0 R ( v ) > - i 

y/< 
D y / ^ « M v ( l ) R ( v ) > - i 

3 
2 2rsv+sn+1(4y^) ^ ^ I v ( | ) RW> 

/1 = 0 

1 3 ( 2 ^ ) 2 ^ ( - ) R(v)>- i 

a'+b> 
Iv(aa y/*) I,(a6 y/<) 3 . S - Iv ( — ) R(v) > - 1 

I v ( 2 ay / ï )J v (2 f ey /* ) 3 e
î ! ^ 1 Jv(—) R ( v ) > - i 

1 , (0 ,-

! a i l ® ± i * s , ^ i , ( l ) d i i R(v)>-Î 
v'< W P

 a 

R ( v ) > - I 

I î (2 V / 0+Jv(2v ' ï )3 2 l v ( - ) c h - R(V)>-I 

Ii(„ ^ ) - ^ ( 2 ^ ) 3 a l v ( - ) s h - R ( v ) > - i 

I»(ayfl) 7 J - ( a ^ ) D g £ c h i r i v ( 2 ) - H 2 ^ w ( | ) ' [ R(v)>o 

I ? ( a y/Q-J3(2y/ i ) 3 ^ s h 2r i v ^ + a 2 ; I v + r ^ l R(v)>o 
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I v ( 2 ^"0 Iv(» V^"0 •+" Jv(2 fi) J v (2 \fa~t) 3 2 I v / — ) c h ^ ± i R(V) > - I 

I v ( 2 ^ i ) l v ( 2 \ / 5 ) - J v ( 2 V ^ ) J v ( 2 i / S ) => 2 l v ( — ) s h ^ ± i R ( v ) > - I 
\ P / P 

^,.(,.)^^(5) 
VePp 

V/>(/> -+- a a) ( yp -+- VjP-+-2a; 

érHa-f-6)/[0[(a_.£)f] D 

\/(/) •+• 2«) (/)-*- 2 0) 

/ 2 ût 

c-a«[(i-+- 2a*) I0(a*) •+• 2a* Ii (a*)] D 4 / n 

(')~k.-'-V*i . [ ^ / K _ r ^ R ( V )>_I 

\ 2 / D v/)[s//)-+-a-s/>]v 

' y'p •+• a-h dp 

<?-«Uo(P*)-+-(a-P) r er-«<I0(3*)^ D i / ^ ^ ^ (a = a -h 6, p = a — b) 

th(ay)> Çer+fb + Ç) 

y U (ay) D ^ c-ô* U + l j 

ilii^ylDp\pe-.bs_e-ùp] 
y *L* J 

V 

(7rî) î l v ( a j r ) Df^S (*>6) R(v)>-i 

Jf U(at)dt z> i 
o 5 

f 2 v r ( v - + - i ) 
/ *v Iv(*) dt D - - = ^ ^ R(v) > - i 

file:///fa~t
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J Cl Ij ( ay) dt e-b& — e~hP 

b J D ^ 

f9 hi?ZltdtD±(re-b.s_e-bA 
Jb y a\s I 

Jf" „,h(ay) , e-bi> — e-b\/P*+*nP 
e-ai l v s ' dt D ; 

/ y ab 

y(/) -+- 2«) (/)-+- 2 6) 

\J(p -h 2a) (p -h 2b) 

s?-*' I 0 (p V7'2 — 7") •+• 26 f e-** IU(P v'*-1—T*) <# 3 4 / ^ "*" ** e-rvV+^n/'-T-^) 

Jf' -oc* I l l L ^ Ï E Ï Î l / / ¢ - 7 ^ + ^ ^ + ^ ) - e-ïi/>+-«) 
ï ^ y/*'—y' D fa 

Jb y ab 
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11. — Fonctions K de Bessei. 

O Ko (a*) 3 f log 5 

y/2(/>-Hi) 

M.*) »fi/f *[«.(£)-«.(£)] 

*K0(a*) ^ 4 T" l o g - - i l 

9. cos — 2 x r ' 

2 COS-
2 

Kv(S) SVÊMWJ») —i—« »< i 
y/4*< 

K0(ay) 3 £-log-e-*' 

K 0 ( a ^ ) - + - - ^ 0 ( a V'*) 

I < R ( V ) < I 

v/^shgK(,(g) 

^(ay/O-^Y^ay/O _ 
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12. — Fonctions de Kelvin (ber et bei). 

bert D 
/»(»/;? * - t - i - h jp«)* 

\/2(/)*-+-l) 

beit D ^ ( V ^ 7 7 - ^ 2 ) 7 

V/2(/)^-+-l) 

6erv* -+- i beUt D f^-—— R(v) > — i 

ber(2 fî) D cos — 

bei{2 d~t) D sin — 
P 

** forv fî D (2/))-v cos (-?- -h ^ p ) R(v) > — i 

t*beivsTtz> ( 2 / ) ) - v s i n / j _ _ H ^ \ R ( v ) > _ 1 

6e/\ * -+• i bei*, t ^- p ^ , v 

v/*( 6crv 2 v^ ̂ e«v 2 sft — 6eiv 2 ^* ôer^ 2 y/') 3 - Iv ( - ) R (v) > — 2 
P \P I 

ber* 2 fi H- 6eï'v 2 ŷ * D Iv ( - ) R(v) > — 1 

2*~T( 6erv 2 v^ fof*v 2 ŷ 7 -+- foiv 2 y/ï beïw 2 y/*) :> /? Iv( — ) R ( v ) > o 

ber1* 2\J't-h bei? 2 ft D /)2 I v ( - ) R(v) > o 

^ r 2 ( - 2 ft) -+- 6 « ; ( - 2 sj"t) D ( - i)T J;i QJ) 

beray -+• i beiay D /) 

V 7 T & / itewy + ibeivay} D ^ ^ R ( v ) > — 1 

t(beray -+- 1 beiay) D ^- e—'"' ( 6 H — ) 
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ber^ay •+• ibei\ay pe * , . . v 

ab 

^(6criajKH-:r'6«ia7) D £ i f — . / & .4. I j 

tbertay^ibeU.ay pe 4 / ^ g"6"^ 

--p / e 1 6 '6er(2 dx) dx D 2 v/^cosf ~ = j 
v/7^o \v/ip/ 
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13. — Fonctions ker et kei. 

rp 

kert •+• i keit D E\0a 
w s/i 
7uorTv i?T—vl 

kervt-t-ikeivt D ^1 ,v ± — 1 < R ( v ) < i 
2i* w sinvx 

keray -+- i keiay o — e~hv log = 
v a di 

( ^ [ ^ a y + ike^ay] * ^ s i n v / [ ( ^ ) ^ ( ^ ] 

t(keray -+-1 keiay) D — £—;— i -h/) log ={ b [ I 
v L <* d i t P ' J 

—bv—-

y(kerly-+-ikeily) D — £-î— | - £ - -+- a f / J l o g - L ( 6 -h - J ] 

* (kerat -+-1 keiat) o ^ I - log 1 I 

t(keriat-h i kei*at) D — ^ L — I -£— -+- ^-Slil0g 
"' \_asfi v *asfi\ 

- i < R ( v ) < ] 

file:///_asfi
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14. — Fonctions de Bessei intégrales. 

J/0(0 ^ argsh/) = logQ 

J/v(0 3 ; ; [ ï -(?-y>)v] R ( v ) > o 

Y * u ( 0 3 - j O o g Q ) » 

, , . , ^ i-h cos VÎT— Qv—Q—vcosv;u ^ , v 

Y*v(0 => ^ — I < R ( V ) < I 

K I „ ( / ) D - + - -

« S'-h S~v— 2 cos — 
K/v(/) D - ! : ^-J - K R ( v ) < i 
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15. — Fonctions de Struve. 

Ho(a<) D — arg sh - = -£- log 
v ' xr ° p «r ° /> 

H. (l) ^(,-Ç.ogu) 

H l ( * ) 2, j ITN 

— p - => - ( - />+/>^logU) 

H 2 ( * ) 2 / , I , f T \ 

3*<o D
 2f w 7P x i l ^ « / > ^ o l o c U l 

* TU L 3 9 i5/) 3 ° J 
— / . n \ • • 2 i) . i i / i -+- W HoUz vO — **er* -+- isteit D - — log — 

N Y / 7U W / ) 

H ± (0 s y / â p - ^ v Q 

y/5 y/ïH^O D 
«V* 

•«H_t(0 D s / l f 

^ /> log j 
H,(0 

? 

H i ( ( ) 3 ( - i ) " — — \ (reenlier^o) 

y/>H,(0 ^ [ ^ - ^ l o g j ] 
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H , ( 0 

'jT => \/ip ( l ~arc l«»)=\f\p arc '«£ 
|T«K_f(03ff/ï(g-/»"o^) 

^ >y/1G-^l) 

(p-t-x) sv/?2—a?2 

-V^'/ 
sine^e 

V/)2 -+- sin2 0(/)-+- »//>2 •+• sin* 6 ) 

7[Ji(OHo(0-Jo(OHi(0] D -L 

â/îf r ! H v ( ^ i n S ) s i n . - v y h ( 2 / V - à i ^ 

MÉMORIAL DES 8C. MATH* — N» 100. 

J«[ 'V(OH;(O-J; (OHV(0] s j ^ r R(v)>-I 
2 
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16. — Fonctions de Struve d'argument imaginaire. 

- / - N 2/) 1 
Lio(0 3 -^-arc sin — %u p 

Li (*) D — I — i-»- ~ arc sin — 1 
~ L " P\ 

L,(O = ^[-"p-ïji^-Hr-^^pl 
I*M ^ | -4 />^;-^^- 4 ^- 3 / " a rcs in-Ll 'I r 3 i5p- u p] 

a T . i l 
D — /) — pu arc sin — I 

D - /)2— — /)«i/arcsin- I 
* l / 3 /)J 

* - L 3 9 l5/> 3 /? J 

1 . , ( 0 3 - ^ 
-•*• «y/S 

y/FL, ( 0 3 - ^ -

Li(Q 

MO 

7 K s ys 

•,1. ,(0 o^l 
L ut yx 

1s .. , ( / ) 5 - ^ -

'*v> VI ¥^ 
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V^ L _±(0 3 4 / - /?argcoth/ ) 
2 y 7Z 

y/*L_n(0 3 l / | R ^ -/>argcoth/)J 

v ' (p + X) - ( ^ - ! « • ) 

Vkf sin 0^6 

V'/)'—sin2b(/)-+- y//)2—sm2e) * 

£ *[Io(«*) L, (at) - h (at) U(at)] z> -— 

U[ht(t) Li(o - i ; ( o LV(<) ] 3 ^ ; R ( v ) > - i 

y K d0 dp'—i 
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17. — Fonctions de Bessei du troisième ordre. 

1 - 5 - ^ . . ( 3 ^ ) 3 ^ - - - 1 , ( ^ 

ïn - f f i 
* 

— ̂ " / i \ il: _ / o \ 

• » - ^ V ' - ^ W ( 3 ( Î ) 

-<- « » J ' , „ , ,A3* J ; s ( -1)« /> - J „ _ , „ / - ^ j 

«m —a r \_-\ a _ 

_ R(n + v + a ) > - 1 

iifcl, ,(0 = -=£= 

2y/^j m 3 /»' 

° r, » 0 yp^ -t-1 

»JÊ£j ., -7 ( 0 ^ ^ U 
3 - T » ~ T ^ - + - 1 

•OKD'w» 3 ( ^ / 
rf/> 

JP y /4 /> '—1 
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18. — Fonctions hypergéométriques confluentes M. 

Ma,v(0 => *F, 

3 ' M r •"• 
(-0 • 

r(, + !) 

««M^O D 
r(a-+-v-+- ) 

r(« + v + | ) / ,v 

«Ft 

ji—a—i 
i F , 

{ J L H - V -

(-0 
a -f-v-f--

(-0 
„p 

(-0 ! \ pi-+-a-+-i •('-0 

3 i 
H — ? —u.-+-v-t ; 2v-+-

2 n 2 ' 

R(v)>-

1 1 
v > | I + Ï H — : 2v -+-

2 ^ 2 ' 
— ^ 

/ - ; / 

5 I I 
V-4--5 U + V H — : 2 v - + - 1 ; 

2 ^ 2 ' 1 

1 1 1 
v j — u-+-v H ; 2 V - + - 1 ; 

2 r 2 ' 1 

: ) 

- /> 

a + vH—> — U + VH 
2 ^ 2 

I ;2v + , ; _ J _ \ 

v — a ? U-+-V-+-
2 r 2 

I; 2V + , ; _ L _ \ 

a + vH ? u + v + 
2 r 2 

I; 2 v - H . ; _ i _ \ 
-2-PJ 

1 I 
v — a 5 — U + V H — ; 2v-+-i 

• • ^ ) 

R ( a + - v ) > -
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/«M-n.v (—0 :> (—0a+2v"+"2r(a-»-v"+--)/?(-—/>) "iFi /a-hv-h- , fJL-i-v-i-i; avn-i; -—ï—\ 

—a+v— -
* * M _ ^ _ v ( - * ) D ( ~ i ) * - 2 ^ M ^ a - v + y / ) g - / ) ) , F l / « - v + ^ - v + i ; i - 2 v ; r i - . \ 

t r ( a + v + - J 
***- Ma,v(0 D ^— 2 F 1 ( a - + - v - h - , — j n - v - 4 - i ; - « V H - I ; - ! ) R(a-t-v)> — 

a-t-v-4-- \ 2 2 p / 2 
/> 

- - 1 ( a " f " V H " ^ ) / 3 i \ 
* * è * M a , v ( 0 ^ — ^ / ? 2 F 1 ( a - + - v - h , — | i - h v + -; Î V + I ; ' ) 

a + v-t-- \ '* 2 / ) - + - 1 / 
(/>-+-0 

'> v / 3 i i \ — 2FW a • + - v - + - - ? f J L - t - v - + - - ; * > v - + - i ; J 
F ( a -+- v -+-

a + v-h-

v - I i 
* V 2 M ,'«='-^(-;)" «<-»-j 

3 ' /-^+1 

« l e "*M , ( ( ) 5 - ^ , 
I». T i i + -

~;»2 + * d* i(,/i-+-o 

v-I i + i . M (*) i 

v - I U i . M (*) _ 1 
* ' e2 y i I-H-V + ^ V g /' v w \ ^ _ I 
r ( a v - H i ) i j r! D /)2v * n v ; > 2 
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19. — Fonction hypergéométrique confluente de Whittaker. 

0, V-f-

r(«+v+ |)r(.-v+ |) / 3 3 i \ 

2 * 2 sin V7: P
Pv(P) 

— w , (o 3iogo. + i) 

v-1 i 
< * e* W , (f) 3 r('«v + m + iUi—»)mp-lv-m 

m + v- t -^ , v ' \ f i v 

* *e8 Wjt.vtO 

i 

R ( v ) > - -

^ - - 1 ) / - ^ ( , - ^ - -
SI {JL — V - f -

f n'est'pas un entier négatif 
—v—- z , i 

(i) "e"wi"(s) D ( - i ) ! l + v " " " r ( ( i - v + 1 ) ( ^ + 1 ^ - ^ ( ^ ) ^ ^ -

r(ii+v+i)r(ii-v+i) p\>-x .Fi (n+v+i, !̂ -v+i; p-a; -i>) * 
'* e * Wji , v (0 D (-!)(>•-« l > - a ) 

_^_,)ii-a-i r/n-i-v-(- i ) r ( | i - v-f- i)/>i i-a(/>-f-o_|l"v+i 

X .Fi (( i -+- v -f- i , v — a - i ; (i —.a; j ^ 

r / a + v + ? W « - v + - ) / 3 3 \ 
_ _ i 11 i - p î F i ( a + v + - , a - v + - ; a - [ X + 2 ; - / > ) 

* " e' W m i - * ( » 0 3 21 ' T(I -+- n - m ) (2 - p)*-lpm— 

r ( f * « + ; ) r ( f * - v + i ) » 

/•«•Wp.vCO r(Hl_a) 

si [ i—a>o 

r ^ A v v 1 v(0 ̂  r([x + 0 0 - / ) ) ^ j p - ^ 2 F 1 ( ^ + v + i ,^îa + v-+-i; i - j j ) 
!\IJ.-HV 

*̂  

/ ï V 

= r(HL + o( -0^V v ( I - - j 

^(f*) D ^Ï=ÎK"*(« >/p) 
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20. — Fonctions de Weber. 

Dî„(ay/t) D , / - ( a w ) ! />('—/>•)" 

V* Ci )V • 

( „ ) ' « »D_ v (y /2 l ) 3 ^ / - ^ = -

*=* - - / / ^ . /ï WpTÏ-iy*"1 

(20 » . » D H ^ , ( ^ ) ^ ; ^ ^ + , 

nic^i^'vM-Di.n+nt-iy/^) = TTjT v7/» (/> + iyt+t 

ï±* i D Î B ( y / ^ ) D î m ( y ^ é < ) . ( - !>•+» y^(a» + 2m)! (/> - a)»(/> - 6 ) " 
e " — -p -> — ï 

V 2"+m(n-h m)\p 
l 1 p(p — a—b) ~\ 

x , F t [ - n , - « ; - » - i n + - ; ( / > _ a ) 0 , _ 6 ) J 
D ^ i f v C T D - . m + i t y / ^ ? ) ^ (-1)""™ yfc(an -t- 2/n + 2) ! (/> - «y» Q> - 6)»' 

2n-+-//i+1 (/1 -+- m -+- l ) ! / ) 

[ 1 P(p — a — b) 1 _ „, _ m; _ „ _ m _ - ; ^———-^ J 
sjabt 
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Dw(2 y/*cosa) D„(2 y^sincc) 
n 

zosot) Dn{2 ytsmoL) y (—i)s(2n — 2s)l p / i— /A* (sin2a)"-«' 

5 = 0 ^ ( I • - / > 2 ) , 

( /i /i — 1 \ 
m = — ou ) 

2 2 / 

JD|X\/£) Vj* V» /t!(2p!(2/i — aQiyi (— Q'- -«+*+/-+ 1 
i/ï 22« ^ J S ! * ! ( / I — * ) ! ^ r ! ( / i - * — r ) ! ^ t// 22i ^ J s!s!(/ i — 0 

s=0 r=0 

V / 1 = 0 

2 j ( 2 / l - + - l ) ' D 2 W + l ( 2 ^ ) => /-
n=o^ ;* 2v//>-+-I 

2°° 2* M! D2 w(2 v/*) fi ,-

(^)T — ^ — D ~ ^ 



54 N. W. MCLACHLAN ET P. HUMBERT. 

21. — Séries hypergéométriques. 

rF,(«i, . .* ,«ri Tit •••> ï«î 0 => r + l F , U . . . , ar, i; yf> . . . , v,; - J 

rF,(«i, . . . , a r ;Yi , . . . , Y,_I, ï ;* ) 3 rF,- i («i , . . . , «ri ï i , . . . , T*-iî -M 

J0(2iv^) = oFi(i; *) D 0Fof-)=<s? 

0FI(/I + I ; O D iFi^ii / n - i ; ^ j ("£0 * 

tFt(«; i ; * ) ^ ^ ( ^ ^ ) = ( 1 ^ ^ ) ^ 

,Fi(a> p; ï;*) D 2F0(«, P;^) 

r F , ( a i , . . . , a r; v l f . . . , 7 , ; *2) D r ^ F W « i , . . . , otn 1, i ; y,, . . . , y.,; — \ 

' . ( • * > - * , < . ; « • ) * . F 0 ( l ; l ) = - ^ = 

*v r F 5 (« i , . . . , a r; YI, . , , Y*î *") => />~vr(v-+- i ) r + n F , ( a i , . . . , ar, ^ ± 1 , . . . , I ± i ; Y l , . . . , ï % ; î ^ ) 

„ / 1 2 /l — I * » \ 

1 p, / a i «î-f-i a/- ar-+-i Y l y i -+-1 ai2r~s-'>\ 
d«t \2 2 2 2 ' 2 2 * / 

3 v//> rF*(«i , . . . , a r; Yi, . . . , y , ; — a \fp) 
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— Polynômes de type hypergéométrique 
(HERMITE, LEGENDRE, ABEL, LAGUERRE, etc.). 

5 = 0 

2''+i/i! V P\*p ) 

i _!L / a \ i ± i 
—e 4 / H « n ( _ ) D / ) * «-«•* 

2n d*t N v 

2 (- i)»Hgon+ 1(y/*) A * -£ 

(2/1 + 1)! V ^ 
/1 = 0 

P.(6) 3 I 

P, (e) 3 - £ i _ 

P,(6) 

P3(8) 

/>2-+-i 
/?»+! } (8 = cosO 

/ > 2 - f - 1 * 

/>«(/>«+a») 
G»' + i')0»f+3') 

P „ ( i - 0 3 , - ( , . - i | ) " ^ 

# . ( 0 a (^1)--(,-I)-

<//?i 

e *f"T%(t) D 

•'G*')" 
'mI»<" ' TI^S 
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MO *(»-£)" 

i-MO *£?.(«- j ) 

2/) -+- I \ 2/) •+-1 / 

2 ^ = ^ . ( 2 ^ ) 3 ^ 
n=o 

^2(-.)-^(20 = ^ -
/ 1=0 

, . I . M ^ r(»-f-a-t- i )(jg —i)" 
1 L » ( 0 3 j ] ^ + 5 - R(«)>— i 

fFfm J T r(a-3-f-or(p-t-i-f-/»-o(,-Qn-, 

* = 0 

t 

' 2jr(«-f-«-f-,) 3 - p ï - « < « ) > - 1 
n = o 

V ( - ! )"»!<»L«(Q _ i 
Z r(a-f-n-f-i) D _ T 7 7 T\ R(«»-i 
„=o 2/>«-»(y>--j 

R ( « ) > - i 

« - ' <« L« (O 3 f(/t"^!
a"+" l)/>"-t-' (i" + i)-"-"-» R (o) > - i 

, r y ( - ' ) n ( 2 n ) ! L t B ( 2 Q p 
i d r(2»-f-a-t-0 2(/>-f-l)«-1(/>*-t-l) K W > — I 

uwuw» ie=g=a:>. [^;^y] 
f - i f . . r L » ( n l . - , r ( » - f - g - f - i ) y ^ r ( 2 f - f - 2 g + i)(27i-25)! p{p-l)*> • I 

1 * U J 2«»»! Zj*!r(*-+-g-f-i)[(n — *)!]* Qo-f-l)«+»«+i n W - > 2 
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tla^ a « « r ( n + a + i ) r ( a H - - ) r ( « + i ) - a + î / ^ X 
e * *'*L*(at)L*(bt) D V °! nV(_ ,y £j G ^ ( - 2 j - ) 

5 = 0 

(a-+-6)2 a î= / )2 -L- / ) (a - f - £) 

4 
o / »\ ( a - + - 6 ) 2 

Ci=p* — p(a-+-b)+ i —L 

22«r( 

*2*L«(a*)L*(6*)D 
( / l + g + 1 ) r ( g + i ) r ( a + 1 ) c r , ^;/m 

„! J* ZàK } 5 !r (a -r + i ) / )2a-^^i°"-* V/><V V 

v n—v 

6 2 = / ) 2 — (a -t- 6)/? + 2 a è 

(-0MT„(t*) opOn(p) 

2(-i)n-i\Jn{it) 
D /) »n(/>) 

V 1 -+- t2 

f e"nHert(±. Uv(2^)/ dx D 2»fib*p~r~ e V? 
s o \2v/* / 

v -» _J£ / b \ — w + v M _ _ * _ V - M - - 4 
*2 / e * r H e J —— ) J v ( a v / ï « ) « * dx D 2* fi p * e V> 

•A \ 2 V ̂  / 
- /*" Q w / - \ w . , x « - y ^ r (/i-+-a-+-0/>1~v + afn-(Q — i)/?]'1 r j[ Jv(* • ' * ) « ( * ) x * rf*D-^ , , , ^ ^ , , ^ 

R ( v ) > - i 
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23. — Fonctions discontinues. 

tsin* I D 
p i -+- er-np 

/ ) 2 - h i i — e~*p 

a 

/)*-+- CD"' 

/ ) - -h w'2 

( O < * < o o ) 

/ 2/lit/A 

/ ) * -+- CD ' ' 

\iùt D -f- -Ai — e w / 
ni _ i_ f.«'2 x ' 

0<t<— ) ( 

(•<«<=?) 
s i n ( w * - h a ) D - — ^ — A i — e w / ( o> cos a -+- p sin a) j 

/) / - i ^ \ ( ( 0 < # < T T ) 
COS(CD*-+-a) D —-£—-Vi — <? w 7 ( / ) c o s a — tosina) i 

* sin oo* 

(n entier > o) 

sin* ( o < * < x ) ) p f i ^ '1 
v M D -===== — e-P* cos (T -+- arc tg/ ) ) 

o (T <*<«>)) ^ ' + I L V / + I J 

(•<•<£) 
• (?<'<•) 

*" (o <t<h) ) ni 

(P' 
^[. . (- .^-î^ttsa.-*] 

o (h<t<*>) I />" L 
MAW~* n(n — i)h»-* 

P * 7 pn\ 

àlL ( o ^ ^ ) ( ^ A l 

•Ai (k£t<<x>) 

«-« 's inco* (o < * < — " ) 

[ a 2 - ( * _ 

D - ± ( i — é r V O 
/)AV ' 

[ 2 * n , ,T 

- a ) * ] s ( o < K 2 a ) U v / ï r ( v + ^ ( 2 a ) v / » i - v e - < x M v ( a / ? ) R ( v ) > — 
o ( 2 a < * < « ) ) ^ 2 ' 

¥ ( <̂ *g A) 
( i —e-A»A)2 

— ^ - j - ( A g* ^ 2A) [ /)A 

O ( 2 ^ ^ * < o o ) 



A t F ± - 2e-ph * / 1 H _ * \ _ # e - p b h \ 
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Ai* 2 (o <t<h ) 

AtA* (h < * < 6 A ) 

o (bh < * < » ) 

(à>i) 

Atsinw* ( o < * < - j 

(£<*<-) 
\ w ta ] 

Ai(o/) 

*in<o* / o < * < ^ ) 

° (— <<<V) U ï£-
,in«r / !==<«< «=£U C P ' - H U O O - * " " ^ ) 

A t (o < * < h) 

O ( A < I < a A ) ^ 

Ai (o < * < h) \ 

= 2 Ai t h ± - -
2 

Ai (o < * < h) 

2Ai ( A < * < aA) 

3 ^ ( , + C O t h ^ ) 

nXi [(n — \)h<t<nh) ' 

*sino)* ( o < * < - ) 
\ w / 

( f />2 i ° t 0 a/ iw^'H-co')c 

«"> «" / \ [l-f-e » y [ i - e "> J 

*mzp \ 
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valeur répétée 
dans chaque intervalle de 2 A 

[_i e-2M "1 
I2ph 1 —«-•/»* J 

( o < * < 2 A ) ) r /6A 3A2 | \n 

répétée [ D A I A V/** P * / 
itervallede2A ] * LPZ (i — e~*pà) J 

y/2^-^ («<K2a) h{ap) 

valeur répétée | ^ na
2shap 

dans chaque intervalle de 2 <z ) 

/1=1 

/ (0 (o < t < A) [ D 2̂ "' ̂ ( 0 ) ~ e-ph^P-sfis)(*) +p-n+1f e-P'/W (i) <fc 
> 5 = 0 5 = 0 ° 

o (A < * < ao) 

/ ( * ) ( A < * < 0 0 ) 

o ( o < * < A ) 

> 5=0 5=0 

\ = 9o,h(P) = Ço.« (p) — ©/i,-(/?) = W e-P'f(t) dt 

f D e-^V/)-</(*) (A)-+-/)-«+* T e-P'fl*)(t)dt 
/ 5 = 0 A 

\ =1*.«(p) = 1o,~(p) — 1o,h(p)=pJ e-P*f(t)dt 

/ (*) ( A i < * < A 2 ) i D V J D - * [ C - ^ A I / I * ) ( A I ) — e-*A«/w(Ai)]+/>"-»+* T e-P*f(n)(t)dt 
o (o < * < A i ) l 5=0 ^ 

o (A4< * < 00) j = ^ , ( / ) ) = ^ \~P<-f(t) dt. 

Ai (o < * < A) \ 

avec / f(t)dt = h, l*°l\P 2» + 3! " 7 
0 

et, si A->o, / (*) D Bi/) 

e~ptf(t) dt, et si la valeur est répétée dans chaque 
0 

intervalle de A à l'infini, donc y 0 ,x ( /?)= ?_ -^,/A* La .série de 

Fourier, pour la fonction répétée, est fournie par l'intégrale 
1 rC+i° -* 9»h(z)dz . „ 

TPiJ_ e z^le-zh)' Sl e l I e e s t convergente. 
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D. - CALCUL SYMBOLIQUE A DEUX VARIABLES. 

On définit la correspondance à deux variables 

f(x,y) 5 D 9(/), q), 

011 x et y sont les variables indépendantes, p ci q les variablefcftara-
mélriques correspondantes, par l'intégrale (J) 

? (/>> 9) = />? f f *-p*-'" /(*> y)fljc dy 

Règles. 

Si/ i ( j?) O <?\(P),M*) ^ ?Ap), 

/(*> y)=A(*)My) > ^ ?(/), q) = ?i(/>) **(?> 

f(ax,by) :>:>?(£> f) 

' ,;^
 y >> P ?(/>, <?), si / ( o , 7 ) = o 

à f(Xi y) . . • r/ \ 

x<>f(x,y) 3 3 ''?(/>,?) 

? <)y *°-q—Tq 
/ " r i 
/ Ahy)*1* ?^~9(p><i) 

J
ry i 

f / ( * , p)//p DD -?( / ) , ^) 
o " 

/" f /&,?)<&<*? " i ^ ï ) 

ft&p*™f*w* 
ri^si^,^fii£^i,h 

(i) Il est évident que # n'a plus ici la même signification que lorsqu'il s'agissait 
des fonctions de Bessei et de même pour y. 
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i /•» /•» _J!l_£l 
- 7 = / / « *•* ^ / ( ^ ) ^ ^ 3 9 1 ( ^ 1 / 1 ) 

•A» ^0 \p q / 

S 1 / i ( ^ r ) 3 3 ?i(/>- 7 ) e t / a ( ^ r ) 3 ^ ?a(/>, y), on a 

/ IMr—hy—?)ftQ>.t)<ft'??=f f / i ( ^ ) / i ( * - ^ - p ) ^ r f p 3 ^ j i O , ^ , ( / > , y ) 

Si/(.r) D ?(/)),ona 

« y/jry «/(> y//> -t- y/y 

/ * J.( , /flx) J.(o y/ÔJ-)/(0)^0 3 3 j$Lf(j + £ ) 

Si / ( # ) = 2 aw.rw, on n 

Correa/)0/id?a/?ce$. 

—r—: D D /)-"' a-" (m, /i > o) 

ml <7"H-i — p/w+i 

K J) (pq)"> q-P 

1 d*pq 
fi+y \/p+\/q 

fi y JT y pq 
x+y ?(dp-+-dqY 

er> D D pq e-P9Ei(pq) 

.r » / — :« 
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\ogxy D D — 2 y — log/)? 

i y ^ P lo" g — g lojï/) log(o: -+-y) z> D '- ^ '-—^ 
J q-p 

• / s pq(p -+- <?} 
sm(x+y) D D ' r 

¢05(^-+-7) D D 

(/>'-+-0 ('/'-+-0 

pqipq— Q 
(/>*-+-o(?2 + o 

3 3 3 ^ ( ^ - . ) ( g - - . ) 

e*+r-hj ei '-W/ -+- y * e /'•*+// /)2y H- ^-+-/) ( (cosinus d'Appell) 
3 " / > * ( ^ - , ) (q>-i)\ ( / ' = 0 

e*+y-j-j'e/c+j*y-+- 7 g/8<--+y> q» p + p>+. <y 

E¢(-^) ^ ^ — 7 — log/) — log<7 -+- c-/"/ Ei(pq) 

h(*fi-i-j) 

1 _ 1 

D D 
<7 e ^ — /) c 

h('iifiy) 3 ^ ^ ~ z i 

«1+1 J.(a* v/^r) D D ( 1 - i - 1 ) " 1 

ber(>. ficy) D D - ^ 1 2 — 

p q -*-1 

bei(i fiy) D D ^ — 

2 J«0(-2 v/^r) ^ D iog(/)^ -+-0 

ynxy L2 J 

/.FA.(«i, . . . , «/•; Ti> •••> Y*î #7) => ^ rt.iF*(«i, . . . , «,., 1, 1; y,. . . . . v, ; - L j 

file:///ogxy


64 N. W. MCLACHLAN ET P. HUMBERT. 
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