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LA

RELATIVITE RESTREINTE

ET LA

PREMIERE MECANIQUE BROGLIENNE

Par M. Olivier COSTA DE BEAUREGARD.

—— @ c———

AVERTISSEMENT.

Bien que notre exposé de la Relativité restreinte puisse évidem-
ment servir d’introduction a la gravifique einsleinienne, c’est surtout
en vue de la Mécanique ondulatoire et quantique qu’il a é1é rédigé.
I.’on ne s’étonnera donc pas de nous voir négliger un certain nombre
de questions relevant de la Physique macroscopique, comme, par
exemple, I'Electrodynamique des corps pondérables, ou des dévelop-
pements de Mécanique des fluides. Par contre, I'existence des
nouvelles Théories quantiques de 1'électron et du photon nous a
amené a examiner comment la question des moments cinétiques
propres se présente au point de vue sirictement relativiste; un
raisonnement purement formel nous permet de justifier a posteriori
certains des résultats de Dirac.

Ce que nous avons cherché avant tout, ¢’est a mettre en pleine
lumiére les nouvelles acquisitions de principe que la Cinémalique,
I'Optique, I'Electromagnétisme et la Mécanique doivent a la Rela-
tivité restreinte. Limitant ainsi notre expo3é aux lois que la Physique
préquantique considérail comme élémentaires, nous avons essayé de
bien faire sentir en quoi consiste esprit de la Relativité. Pour cela,
nous raisonnons systématiquement dans ’Univers quadridimensionnel
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de Minkowski, aprés avoir introduit cette importante notion dés le
départ, a propos de l'expérience de Michelson. Nous introduisons
également de maniére systématique, dans chaque probléme, la forme
différentielle compléte, qui résulte de la considération d’événements
a la fois distants dans 'espace et successifs dans le temps; cela nous
permel de rendre leur symétrie & des expressions dont la forme
tronquée habituelle résulte de 'hypothése — souvent implicite —
de la simultanéité & distunce. '

On sail que la Mécanique ondulatoire est relativiste en ce sens
qu'elle n’a pu se constituer et rester d’accord avec l'expérience
qu'en respectant les nouvelles variances cinémaliques, mais
qu'elle n’a pas Uesprit vraiment relativiste. Le temps, nolaminent,
y joue un réle privilégié par rapport a 'espace, et celte dissymétrie
des conceptions se répercute sur la totalité des formules. Bien entendu,
il ne s'agit pas — il n’a jamais éLé question — d’assimiler purement
et simplement la variable temps aux coordonnées Jd’espace; mais il
reste que la Relativité établit de la maniére la plus neite, et dans un
espril qui n’est pas sans rappeler celui de la Thermodynamique :
" une équivalence, c’est-a-dire une identité de nature profonde
entre 'espace et le lemps; 2° une distinction dans les compor-
tements, expliquant que I’espace soit réversible alors que le temps
ne l'est pas. Dans notre Chapitre I, nous cherchons a énoncer d’une
maniére parfailement claire ce que nous appelons le premier et le
second principe de la Relativité (n* 2 et 3). Du strict point de vue
relativiste, il semblerait étonnant d’avoir & revenir sur des indica-
tions aussi nettes qui, dictées par l'expérience macroscopique.
regoivent de l'expérience microscopique une confirmation remar-
uable : pour réussir, en effet, la Mécanique ondulatoire a di naitre
relativiste avec Louis de Broglie, et redevenir relativiste avec Dirac.

Le conflit de la Relativité el des Quanta n'en reste pas moins trés
aigu, comme on peut le voir sur beaucoup d’exemples, et notamment
sur celui-ci : en Relativité, les grandeurs bien définies d’une maniére
intrinseque sont les densités; lorsqu’on veut passer aux grandeurs
finies par intégration, et aussi lorsqu’on veut se ramener ensuite a la
considération d’un point matériel par passage a la limite, on ren-
contre souvent de 'arbitraire, et quelquefois des difficultés (n> 23, 24
et 27, 28). La Relativité — tant vestreinte que générale — est vraiment
une Physique du continu, dans laquelle le point matériel n'est
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admis qu’aprés coup. En Physique (uantique, ¢’est tout le contraire :
les corpuscules sont regardés comme rigoureusement ponctuels, et
les densités — qui ne servent que d’intermédiaires de calcul — sont
considérées comme fictives du fail de leur interprétation probabiliste;
du reste, on constate qu’elles ne sont généralement définies qu’a des
fonctions additives prés. Mais on peut se demander si le conflit ne
met pas en réalité beaucoup moins en cause les rapports de I'espace
et du temps entre eux, qu’il n’oppose les nouvelles conceptions
(uantiques — encore incomplctement dégagées — aux anciennes
conceptions continues — qui s’avérent périmées. Il s’agirait alors
moins d'un conflit entre les Quanta et la Relativité qu’entre les
Quanta et la Physique dn Continu. On peul penser que si l'on
parvenait a élucider le comportement élémentaire de 'espace el du
temps, Ton verrait s’éclairer bien des conceptions encore énigma-
tiques, el peut-étre une syvmétrie meilleure se rétablir dans. les
calculs.

Quoi qu’il en soil, nous avons cherché a donner un exposé de la
Relativité restreinte qui ne soit plus en rien « révolutionnaire ». Ce
qui a vendu trés paradoxale en fait apparition des théories relati-
vistes, c’est que, les beaux édifices de la Physique traditionnelle
étant pour ainsi dire achevés, elles sont venues retoucher, parmi les
diverses notions utilisées, les plus « primitives » de toules : celle
d’espace et celle de temps, dont certains doutaient encore u’elles
fussent d’origine expérimentale. On a découvert en finissant des lois
qui, logiquement, étaient des prémisses. Mais. cette remarque faite,
il faut se souvenir que I'histoire de la Physique a connu plusieurs
grands renouvellements des conceptions admises : il serail d’autant
plus inexact de méconnaitre {’esprit trés classique de la Relativité
que, précisément, la Physique classique n’attendail (ue la Relativité
pour trouver son expression synthélique. Synthése incompleéte, on [¢
sail, méme en Physique macroscopique : la belle construction rela-
tiviste n’aura fait que préfacer la « révolulion quantique », dont
le déroulement semble encore loin de son achévement.

Dans notre exposé, nous nous sommes atlaché a présenter les
choses sous la forme d'un raisonnement suivi, non pas axiomatique.
mais physique ct historique : étroilement appuyé¢ aux faits expé-
rimentaux nouveaux, et a l'acquis théorique ancien. De la sorte,
nous avons tout naturellement été amené a suivre Pordre de la décou-
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verte et de l'exposition d'Einstein, ce que nous avons fail en nous
inspiraut largement des progrés ultérieurs, et en cherchant a réduire
le plus possible la part de Pinduction.

Rappel de quelques notions. — \ous employons continuellement le cal
cul tensoriel (1), mais toujours en axes cartésiens orthogonaux et d’égale
mesure Oz, ..., Z,, ce gui est la condition pour que les composantes cova
riantes et contrcvariantes d'un tenseur -oient toujours égales entre elles:
dans ces conditions, il n'y a donc aucun sens particulier d attacher a la
position haute ou hasse des indices. Nous utilisons la convention de som
mation, suivant laquelle un indice répété deux fois dans un monome est
dit muet. et »>entend automatiquement avee sommalion. Par exemple.

t=n [=n
~

\¢jx B,/ s’cutend pour 2 24 Ai;i B, 0 désignant le nowbre de dimensions
=1 j=I

de Pespace euclidien considéré. De méme. \/; 40 par exemple, s'entend

i=n
pour E Al jk; cetle opération de contraction abaisse de o le rang d'un
=1
tenseur; notamment en partant d’un tenseur de rang pair, on peut former
par contraction compléte un invariant. Nous prenons toujours soin d’écrire
les indices muets 'un supérieur et l'autre inférieur. ce qui est une reégle
indispensable en calcul tensoriel général.

Probléme du changement daxes. Définition d'un tenseur. — lLes for
mules d’un changement de n-édre cartésien oblique constituent une substi-
tution linéaire homogéne o coefficients constants. et <’écrivent

Tt = ohri, £=0Z
;

les coefficients of" de la transformation inverse sont les meincurs normalisés du
déterminant des coeflicients 65 de la transformation directe. Substituant les o

dans Pexprescion des 71 et vice versa, on établit les identités

ojoh = ',5'( = o}:
o, désigne le symbole de hronecher qui, par définition, vaut 1 sii =4, et
zéro si [ # k.

8i de plus, comme nous le supposons, les deux n-édres sont formés d’axes
orthogonaux et d’égale mesure, la substitution linéaire homogéne est ortho-

(') Pour le Calcul teusoricl, le lecteur pourra sc reporter aux excellents traités
classiques, notamment A P. ApreLL, Mé:anique rationnelle, t. V (Gauthier-Villars),
et A L. BRiLLovIN. les Tenseurs en Mécanique et en Flasticité (Paris, 1q38).
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gonale et caractérisée par le systéme de conditions

=
Ol_ u{.

Les idenuités précédentes montrent alors que son déterminant vaut 15 nous
retiendrons seulement Phypothése oir il vaut + 1, et nous dirons que les deux
n-édres sont de méme sens, et qu'on passe de I'un a P’autre par une rotation.

Par délinition, un tenseur T est un « étre géométrique » dont les compo-
<antes (& indices covariants ou contrevariants) -e transforment comme des
produits de composantes de vecteurs; on awa par exemple

-T—'IA = n‘l'nli'oi‘.'l','./l".

En particulier, les identités auxquelles satisfont les of montrent que &} est un
teuseur symétrique singulier, dont toutes les composantes mixtes non dia
gonales <ont nulles, et les composantes diagonale- égales entre elles:

3 = 0} o} 8! = ojof = 3}

lun coordonnées cartésiennes orthogonales et d’égale mesure, les symboles
de dérivation partielle successifs ont directement yariance tensorielle, ce qu’il
ect avantageun de mettre en évidence par Péeriture 4,2, par exemple (1),

03
i dxl drk

Rappelons le~ notions de tenseur ~ymetrique ou antisymétrique par
rapport & deux indices, de tenseur complétement symétrique ou anti-
symétrique. Du fait que ecerfaines symélries ou antisymétries doivent étre
conservées par un changement d’axes, nous pourrons souvent conclure & la
<ymétrie ou a Pantisymétric compléte d’un lenseur.

D'ans une équation tensorielle, tous les termes doivent avoir les mémes
variances (indices significatifs), et les deux membres doivent présenter les
mémes symétries: ces régles nous permetiront souvent de conclure au carac
tére tensoriel de certaine~ grandeurs, ou de fixer « priori certaines variances
ou certaines symétries.

Dans un tenseur complétement antisymétrique, les seules composantes non
nulles sont celles dont tous les indices sont différents; si p est le rang de ce
tenseur, il y a donc, abstraction faite du signe, C}, composantes non nulles.
Deux tenseurs antisymétriques de rangs p et n — p ont le méme nombre de
eamposantes non nulles, en vertu de I'égalité

pour

.
o= Cr P,

Penseurs complémentaires ow « duals ». — Faisons correspondre chacune

. ) L
(1) Nous éerirons souvent o' ou d, au lieu de -;—I (4 désignant le temps),
N 7
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a chacwie les composantes des deun tensenrs antisy métrigques precedents de
telle mani¢re yu'un ensemble de deux coniposantes contienne une fois et une
~eule chaque indice. Ces deux tenseurs ~eront dits complémentaires ou
duals i les composantes correspondantes sont @ 1" de mcme module, et »* de
méme signe lors jue. prenant les deus tenseurs dans un ordre bien détermind,
la permutation globale des indices est de classe paire (V). Comme application
classijue des tenseurs duals on connait, dans Pespace & 3 dimensions. ¢ produit
extérienr et le rotationnel: duns les deux cas, on remplace un tenscur anti

symétrique du second rang T,. par un vecteur T, en profitant du fait que
toutes les permutations circulaires w. ¢, w des nombres 1, » 3 sont e
classe paire.

Dans I'Univers a { dimensions de la Relativité resticinte, qui nous intéresse,
le moyen le plus stir de passer au tenseur complémentaire est de distinguer
Pindice 4 des indices 1, », 3, dont nous désignerons toujours par w, 1. w une
permutation circulaire; le quadrivecteur complémentaire d'un tenscur anti
~vmétrique du 3¢ rang ~era alors ddéfini par les formules 7

e e . Loge
Fyone= 115 Iun-: -7

De méme. on délinira deun tenseurs complémentaires du second rang par les

formules
o=, =0,

remarquons que celle derniére regle d'ecriture ost indépendante e
Uordre dans lequel les deux tenseurs antisymétiiques du méme rang sont
énoncés; cette circonstance heurcuse est due au fait gque le nombre de
dimension~ de I’Univers ¢st de Ia forme # = » p, p dtant pair.

Formule générale de transformation des intégrales multiples

S

g
= / DoAas oo [dart dat . daw das . daw|:
N

(0. fdxt dav L dae das )

les indices p, 5, ... ¢l w sont muels, les &, {5, ... ct les %, u. .... non muets.
Pour nous, les A seronL des composantes de tenseurs. Quant aux élément~
différentiels entre crochels (¢léments p linéaires), ce <ont des tenseurs com

(') On démontre que, lors d’un changement des axes orthogonaun et d’égale
mesure, les composantes homologues restent égales chacune 3 chacune. En axes
obliques ou curvilignes, la définition des tenseurs complémentaires ¢st inoin~
simple que cellc que nous avons rappelée (voir par exemple I.. Brinrouiy, Les
tenseurs en Mécanique el cn Elasticité, Chap. 111).

(2) La raison de Pintroduction du coefficient s dans ces tormules <era indiqudie
plus loin (n° 4, TIT).
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pletement antisymétriques dont voici la définition. Prenons p necteurs de

o . > . PR .
base lindairement indépendants Az, et soit dz/ la jiame composante du iwme
veetenr; considérons le tableau rectangulaire & p lignes et n colonnes

Ldxit,

Par délinition, la valeur de la composante de U'élément p-linéaire écrite sym
boliquement sous la forme [dz* dx®...] est celle du déterminant extrait en
prenant les colonnes 2, p, ..., le signe étant + ou — -uivant que la permu-
tation des indices est de classe paire ou impaire.

Cela étant, dans la formule précédente I'intégration d'ordre p est étendue
a un domaine & p dimensions fermé, et I'intégration d’ordre p + 1 au domaine
a p +1 dimensions enclos dan~ le précédent. Il est facile d’établir par récur
rence cette formule générale, et de vérifier qu’elle contient comme cas par
ticuliers les formules classiques dites de Stockes, de Ia Divergence, du Gra
dient et du Rotationnel (!). On voit que la régle pour former ’élément
différentiel du second membre & partir de celui du premier membre consiste
a dériver sous le signe d’intégration par rapporl aux indices ne figurant pas
dans le crochet. Nous serons parfois amenés & remplacer ce crochet par son
dual: dans ce cas, la régle & appliquer sera de Adéricer par rapport aur
indices figurant dans le dual du crochet.

Nota. — Daus tout le cours de Pexposé, nous n'employons que les deux
jeux d'indices suivanis : '
w, v, w, f, et oo, kL

u, ¢, w désigne une permulation circulaire des indices d’espace 1, 2, 3;
i, J, k, [, une permutation quelconque de< indices d’Univers 1, 2, 3, 4.

CHAPITRE 1.

LA CINEMATIQUE ET 1'OPTIQUE RELATIVISTES.

1. Les trois paramétres d'espace z,(u =1, 2, 3) et celut de
temps ¢ figurent daus les équations de la Mécanique, de 'Optique et
de 'Electromagnétisme : la Cinématique est donc le cadre commun
dans lequel s’expriment ces trois sciences, dont la majorité des faits
physiques releve.

(') Pour ces formules. roir par exemple R. Bricinn, Caleul vectoriel, p. 1o,
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Le comportement des grandeurs z cl ¢ étant ainsi véritiable soit
directement, soit par ses conséquences, la Géométrie et la Ciné-
matique relevent de U'expérience. On doit considérer la Géométrie
d’Euclide comme la plus ancicnne théorie de Physique mathématique.
Cest aussi, et de beaucoup, celle dont la longévité futla plus grande :
I'espace de la Relativité restreinte n’est plus absolu au sens de
Newton, mais il reste euclidien.

" En fait, les classiques ont étudié la Cinématique surtout dans ses
rapports avec la Dynamique, et plus particuliérement avec la Dyna-
mique du point. Le succés de eette ¢tude a été si complel que la
cinématique et la dynamique galiléo-newtoniennes apparaissent
comme un tout organiquement cohérent. Lorsque la nécessité des
reclifications est apparue, elles ont di les subir ensemble : la rela-
tivité de la simultanéité a entrainé la relativité de la masse.

En Physique classique, la Dynamique restreignait les possibilités
de la Cinématique par sa loi d’équivalence privilégiée des systémes
d’axes galiléens, visible sur les équations et vérifiée en fait par la
direction des étoiles diles fizes; on sait que la Relativité restreinte
devait reprendre cette loi pour en faire le postulat de base de sa
cinématique. En Physique classique, les prévisions théoriques rela-
tives aux altérations de la loi d’inertie dans les espaces accélérés ou
tournants par rapport aux précédents se vérifiaient parfaitement:
un tel succés ne pouvait que renforcer la confiance accordée aux
postulats de Newlon, que le sens commun acceptait aisément :
I'espace absolu et le temps universel.

En Optique, les classiques ont beaucoup étudié les effets du mou-
vement des corps, mais toujours avec l'idée de résoudre des
problemes d’Optique, particuliérement celui dit de « 'entrainement
de 'éther par les corps matériels ». Nous voyons aujourd’hui que
ce probléme était un « faux probléme », la question essenticlle étant
précisément celle du contréle par U'Optique des postulats de
Newton ; mais cetle question n’étail pas posée.

Pourtant; 'Optique jouit en la matiére d’un privilége incontestable.
D’abord et suriout. c’est une science essentiellement cinématique,
dans laquelle (une fois mises de coté les questions d’intensité) toutes
les grandeurs sont homogénes a des espaces, a des temps ou a des
nombres purs: En second lieu, c’est une science qui dispose, avec les
phénoménes d’interférence. d’un moyen de mesure directe des espaces
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(et indirecte des temps) d’'une précision rarement atteinte en d’autres
domaines.

Or, l'intérét primordial de la question vient de ce que I'Optique
(géométrique ou ondulatoire) associée a la cinématique de
Newton affirme Dexistence d’un systéme de référence privilégié,
et nie, en ce qui la concerne, I'équivalence des systémes galiléens.En
effet, si, dans 'un de ces systémes, la vilesse de propagation de la
lumiére est isotrope et vaut ¢, dans un second systéme animé d’une

wanslation uniforme ¢ elle sera anisotrope, et aura des valeurs
comprises entre ¢ == ¢. On peut aussi vérifier que, dans les mémes
condilions, I’équation dalemberlienne ne reste pas invariante.

1l apparait donc que le moyen de vérification des postulats de
Newton a la fois le plus direct et le plus précis consiste a mesurer,
ou plutét a comparer la valeur de la vitesse de la lumiére dans
diverses directions. Tel est 'objet de U'expérience de Michelson,
dont le résultat négatif a ¢1é le suivant : la vitesse de la lumiére
dans le vide mesurée par rapport a la Terre est isotrope ().

Pour les raisons que nous avons rappelées, ce résultat a é1é consi-
déré comme tout a fait paradoxal; lorsque H. A. Lorentz, aprés avoir
critiqué les diverses explications proposées, a admis l'exislence
d’une contraction du bras longitudinal de Uappareil, il a
implicitement considéré cette contraction comme un effet mécanique
du « vent d’éther ». On sait que la contraction de Lorenlz, convena-
blement interprétée, a été retenue par la Relativité restreinte
d’Einstein; sous sa forme initiale, elle n’était pas satisfaisante en ceci
qu'elle affirmait & la fois Pexistence d'un systéme de référence
privilégié (I'éiher) et U'impossibilité complete de définir expéri-
mentalement ce systéme.

Tandis que 'Electromagnétisme entre directement et sans diffi-
culté dans le cadre de la nouvelle cinématique (Chapitre If, § 1 et 2),
on considére souvent que, pour devenir relativiste, la Dynamique
doit subir d’importants remaniements. Il est remarquable que cette
inégalité de traitements, maintes fois signalée, s’évanouisse pour
ainsi dire totalement si 'on prend commme base de la Dynamique
les équations des milieux continus (Chapitre II1, § 1). Le passage,

(1) Pour la description de Pexpérience de Michelson, voir par exemple H. OLLIvIER,
Cours de Physique générale, t. 111, p. 384 et p. 652.
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traditiounel depuis Einstein, de I'Electromagnétisme a la Dynannque
relativistes devient ainsi remarquablement aisé el naturel, en méme
temps que l'atlention se trouve altirée sur un fail intéressant : les
équations de base de ’Electromagnétisme (équations de Maxwell-
Lorenz) sont des équations densitaires; la pourrait bien résider la
cause de « I'affinité » de VElectromagnétisme avec la Relativité. FLa
Relativité rvestreinte, comme la Relativité générale, est tout naturel-
lement une science des milieux continus. qui n’admet Uintroduction
du point matériel qu’aprés coup.

Depuis celle de Michelson, un trés grand nombre d'expériences
d’Optique ('), d’Electrostatique (Trouton et Noble) et d’Electrodyna-
mique (Guye et Lavanchy) est venu enrichir le fonds d’observations sur
lequel s’appuie la Relativité restreinle ; nous mentionnerons scalement
les plus classiques, dont DPinterprétation est la plus directe et la
portée la plus générale (?). Le présent Chapitre traite solidairement
de la Cinématique et de 'Optique: I'élablissement tant expérimental
(ue théorique de la Relativité restreinte a en effet montré que ces
deux sciences ont entre clles les rapports les plus éiroits.

I. — FEtablissement de la nouvelle Cinématique. Principes générauz

e la Relaticité restreinie.

2. Postulat d’Einstein. Transformation réciproque de l’espace en
temps. — Devanl Péchec constant des expériences destinées a
mettre en évidence le repére galiléen privilégié ou « éther » des
classiques, Einstein postule en 1905 que /a loi d’équivalence privi-
légiée des repéres galiléens n’est pas seulement une loi de Dyna-
mique, mais une loi générale de la Physique: plus précisément,
c’est une loi de Cinématique.

I.e probléme posé cst donc essentiellement le probleme expéri-
mental et théorique du changement de repére galiléen. En
Relativité restreinte, a I'intérieur d’'un méme repére galiléen, Einslein

(') Parmi celles ci figurent des expériences anciennes nouvellement interprétées :
effet d’entrainement Fresnel-Fizeau. effet ’aberration Bradliey, effet Doppler-
Fizeau.

(*) Pour la théorie détaillée de I'expérience de Trouton et Noble, un pourra
consulter M. YoN Latk, La Théorie de la Relativité, t. 1, p. 115 et p. 207 (trad.
G. Létang).



LA RELATIVITE RESTREINTE ET LA PREMIERE MECANIQUE BROGLIENNE. I

ne modifiera en rien ni la géométrie ni la cinématique classiques;
'espace, notamment, continuera d’étre euclidien. Par contre, en ce
qui concerne le changement de repére galiléen, il est certain d’aprés
ce qui précéde que les conséquences du nouveau postulat devront
différer des lois traditionnelles.

Ces lois dérivaient des postulats céléebres du temps universel et
de l'espace absolu de Newton, et s’exprimaient dans les formules
bien connues du groupe dit « de Galilée »

(1) Ly=a,— ol (1t=1,2,3). =1

D’apré« ces formules, le changement de repére galiléen nélangeait le
temps a 'espace. mais non pas l’espace au temps : la quatriéme
formule était complétement indépendante des trois premiéres, et son
existence permettait d’adopter pour le temps une échelle unique ou
universelle; il résultait notamment de la que la notion de simultq-
néité de deux événements distants possédait un sens intrinséque.
Quant au postulat de Vespace absolu, il s¢ traduisait par le fait que
la distance entre¢ deux points de Uespace considérés d’une maniére
simultanée ne dépendait pas du repére galiléen utilisé.

Ainsi amené & reprendre pour les généraliser les formules (1),
Einstein admet que la quatriéme formule, relative a la transformation
du temps, doit faire intervenir aussi les coordonnées d’espace. De
ce fait. le tlemps cessera d’étre universel, et chaque systéme galliden
se trouvera muni de son temps propre. En d’autres termes, Einstein
pose en principe que chaque l'epérr’ galiléen sera un repére non
seulemement spatial, mais aussi temporel.

[maginons alors, comme le faisaient parfois les clasanues que tout
événement sc produisant en un point et a un instant donnés soit
rapporlé a un systéme de quatre axes z,, ., z, et ¢, dont la nature
géométrique est provisoirement indéterminée. Le postulat d’Einstein
revient en principe a traiter le temps de la méme maniére que 'espace,
le changement de repére galiléen devant modifier les quatre coordon-
nées & la fois: c’est précisément en cela que consiste 'apport de
la Relativit¢ restreinte. Il fait passer le continuum quadridimen-
stonel (z,, xs, xy, t) du rang de simple actifice a celui de seule
représentation objective possible des phénoménes de I'Univers, ainsi
qu’il apparaitra clairement plus loin. Comme corollaire, le fait que
le changement de repére galiléen mélangera entre eux le temps et
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Vespace doit a priori se traduire comme une sorte d’équivalence (au
sens thermodynamique) entre ces deux grandeurs; le coefficient
d’équivalence ¢, qui a évidemment dimension de vitesse, donnera la
possibilité de réduire de un le nombre des unités fondamentales, ct
d’exprimer’les espaces el les temps avec la méme unité.

Dans le cas particulier de I’Oplique du vide, interprétant directe-
ment le résultat négatif de l'expérience de Michelson, Einstein
¢énonce son postulal fondamental (destiné a remplacer ceux de
Newton ) sous la forme suivante : dans tous les reperes galiléens, lu
vitesse de propagation de la lumiére est isotrope, et égale a une
méme constante universelle ¢ ('). Ce postulat entraine directement
les nouvelles lois cherchées pour le changement de repére galiléen.

Prenons en effet un systéme de référence galiléen (24, z,. 2. 1),
et considérons une région du vide parcourne par des ondes lumi-
neuses. D’aprés le principe de Huygens, lout vecteur élémentaire
dz,(u=1. 2, 3) de cette végion esL parcouru par de la lumiére
cheminant a une vitesse ~: d’apres le postulat d’Einstein, ¢ est une
constante universelle, ¢, dt désignant la durée de parcours du
vecteur ¢lémentaire, on doil avoir, dans tous les repéres galiléens.

it + dx’ + dua’, — ¢’ dt’ = o.

Pour rendre cetle expression symétrique, posons avec Minkowshi

(2) z,=lct;

Ia Aloi de propagation de la lumiére s'écrit alors
(=i
E (dr.)’ = o.

1=\

Toujours avec Minkowski, rapportons les dvénements a un systéme
de quatre axes cartésiens orthogonaux et d'égales mesures z,, el
appelons Univers le « conlinuum » ainsi défini. Le premier membre
de I'expression précédente représente une distance d’Univers dont,
par hypothése, Uexpression reste invariante pour tout changement de

(') En Relativité générale, l'espace ne sera plus cuclidien, mais pdssédera une
courbure riemannienne. La vitesse de propagation de la lumiére sera généralement
anisotrope, et inférieure i la constante universelle ¢.



LA RELATIVITE RESTREINTE ET LA PREMIERE MECANIQUE BROGLIENNE. 13

repére galiléen. On voit que, dans I'Univers de Minkowski, /es
reperes galiléens sont représentés par les systémes de quatre axes
rectilignes, orthogonauz, et d’égale mesure, et par ces systémes
seulement; la notion d’équivalence privilégiée des repéres galiléens
se¢ trouve ainsi rattachée a une propriété géométrique bien connue,
el prend pour la premiére fois un sens cinématique parfaitement
clair ().

Finalement les formules du changement de repére galiléen seront
des substitutions lindsires homogénes a coefficients constants du type

(3 Zi=o0r, =0T (h, J=1,2, 3. 4),

substitutions dont les coefficients directs et inverses satisfonl aux
identités (o 8% désigne le symbole de Kronecker)

(f olot=0!0

de plus, ces substitutions devront étre orthogonales, c’est-a-dire
satisfaire au svstéme de conditions

= [N
(5 0;=0;

les coordonnées covarianles et contrevariantes sont ainsi rendues
loujours égales chacune a chacune, de sorte que la position haute
ou basse des indices devient indifférente.

Il est évident que le systéme des formules (2). (3), (4), (3)
conserve 'expression de 'opérateur dalembertien

="
e e e N
O=0m " am "I e dr = Lugyt

=1

el que, réciproquement, nous aurions pu l'élablir en raisonnant sur

(') A la suite d’Einstein, on appelle souvent postulat de Relativité générale le
principe géométrique d'aprés lequel il y a équivalence de droit entre tous les
systémes de coordonnées, curvilignes ou non; les repéres curvilignes sont évidem-
ment inévitables en Relatiwité générale. Il est clair qu’il n’y a pas contradiction
entre le privilége des repéres galiléens affirmé en Relativité restreinte et I’équi-
valence de tous les repéres, galiléens ou non, affirmé en Relativité générale. Dans
le premier cas, on affirme simplement le privilege d’écriture simplifiée bien conou
des axes cartésiens au sens étroit: dans le second. le droit qu'on a d’utiliser un~
repere absolument arbitraire.

»

MEMORIAI DES SC. MATII. — N* 103°
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le dalembertien comme nous 'avons fait sur le carré de la distance
d’Univers.

[nsistons un peu sur les circonstances qui accdmpagnent le rejet
des postulats du temps universel et de 'espace absolu. Deux événe-
menls qui, dans un certain repére galiléen (2¢), se produisent simul-
lanémenl en deux points distants, sont représentés dans 'Univers par
deux points situés dans un méme hyperplan tridimensionncl normal
a Paxe Oz'; cette derniére circonslance ne se conservanl pas en
général lorsqu’on change de quadrédre cartésien, on voit qu’en
général les deux événements considérés cessent d’étre simultanés
lorsqu’on change de repére galiléen. De méme, deux événements qui,
rapportés a un certain repére galiléen, aflfectent successivement le
méme pointde I'espace, sont représentés dans’Univers par deux points
d’ane méme paralléle a 'axe Ox'; cette derniére propriété n’étant
pas invariante pour un changement de quadrédre cartésien, il en est
de méme de la premiére pour un changement de repére galiléen.
Ainsi, ni la simultanéité ¢ distance, ni la co-localisation de deux
événements successifs ne sont des notions douées d’un sens intrin-
séque. Il n’en est pas de méme de la coincidence a la fois spatiale et
temporelle; son interprélation dans 1'Univers étant indépendante de
tout mode de repérage, la notion de coincidence spatio-temporelle
posséde un sens intrinséque. ’

Plus généralement, soit un couple d’événements quelconques,
représentés par deux points E' et E2 dans I’Univers de Minkowski.
Les lieux et les instants ou ils se manifestent dans un repére galiléen
donné (z;) s’obtiennent en projetant E' et E2 d’une part sur I’hyper-
plan Oz z,z,, d’autre part sur 'axe O z; ; il est clair que ni la distance
spatiale | e* — e' |, ni 'intervalle temporel t2—t' ne sont des inva-
riants. Par contre, U'intervalle spatio-temporel

(6) (As)2= Azl A, = Ar Ay — 2 (A1)’

(écrit avec la convention de sommation: i=1, 2,3, §; u=1, 2, 3)
esl un invariant, et, par conséquent, posséde un sens intrinséque.
Par définition, suivant que As? est négalif ou positif (c’est-a-dire As
imaginaire pur ou réel), le guadrivecteur d’Univers E2 — E' sera dit
du genre temps ou du genre espace; il sera dit isotrope dans le cas

Jrontiére As*= o. Il est bien évident que cette classification posséde
un sens objectif.
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La formule (6), plus encore que les formules (2), (3), (4) et (3),
peut éire considérée comme une véritable expression du principe
d’équivalence entre l'espace et le temps, qui est un corollaire
obligé du postulat d’Einstein.

3. Distinction entre I'espace et le temps. Interprétation des coeffi-
cients 0;. — La découverle d’une équivalence (au sens thermodyna-
mique) entre 'espace ctle temps ne doit pas faire oublier la différence
de caractéres extrémement netle que I'espace et le temps présentent
entre eux; la principale est que, contrairement a espace, le temps
n’est pas réversible. Avant la découverte de la loi d’égnivalence, on
rendait comple toul naturellement de ce fait banal sans la moindre
difficulté; en Relativité, on devine qu’il va falloir formuler clairement
un second principe, a associer au premier principe dont J'élnde a
fait objet du numéro précédent.

Ala suite d’Einstein, la plupart des aulcurs ont écrit que la maniére
doul Ia Relativité rend compte de la différence des comportements de
Pespace et du temps consisle dans le signe négatif du carré temporel
dans le As?. Montrons qu’en effet I'icréversibilité dn temps ainsi que
divers corollaires sont étroitement liés a ce fait.

Tout événement objeclif est caractérisé par quatre valeurs reéelles
des paraméires 2y, Z». Z3, ¢, ¢’est-a-dire, en variables de Minkowski,
pav frois x, réels (u =1, 2, 3) et par &, imaginaire pur. Comme
nous allons le voir, cet énoncé purement formel entraine les divers
énoncés « a inégalités » du principe d’évolution relativiste.

D’apres les formules (3), un premier corollaire immédiat est que
les coefficients o) d’'un changement de repére galiléen objectif
doivent étre réels s’ils contiennent I'indice 4 zéro ou deux fois, ima-
ginaires purs s’ils le contiennent une fois. Prenant alors la formule (4)
pour { = k = 4, et tenant compte de (5), on peut écrire (en utilisant
la convention de sommation pour « =1, 2. 3) :

(7 o' =1—"0%0,. ol=oet=0l.  Wr=o0i.

Or, la somme o0 0, ¢lant essentiellement négative d’aprés ce qui vient
Jdétre dit, on doit avoir Uinégalité.

NZALREN
¢’est-a-dire encore
—1, ou +1_ol.

1
o =

-



16 OLIVIER COSTA DE BEAUREGARD.

Ainsi, tout comme en thermodynamique, un « second principe »
vient restreindre les possibilités offertes par le « premier principe ».
Le ;groupe inilial des transformations (3), (4), (3) est maintenant
scindé en deux familles complétement distinctes.

Si Pon postyle alors, comme il semble naturel, que les transfor-
mations restant permises doivent encore former un groupe, la
premiére famille se trouve éliminée comme ne contenant pas la trans-
formation identique. Au contraire, la seconde famille, qui contient la
transformation identique, forme bien un groupe car, comme on le
vérifie sans peine, la transformation (o!) produit de deux transfor-
mations (o}') et (0}) telles que o}'21 et o}*>1 satisfait a la condi-
lion 0; 1.

Finalement, les coefficients o; d’un changement de repére galiléen
objectif doivent, en plus des relations (4) et (5), satisfaire a
I'inégalité importante pour la suite

(8) oi21

Comme a fortiori o; > o, on peut dire que le sens d’écoulement du
temps est le méme dans tous les repéres galiléens objectifs.

Prenons d’abord I’hypothése o; = 1. D’aprés (7), les 5= o} sont
alors nuls, et la transformation (3) se réduisant a

(9) t=t, Ty = 0y&. (w, v =1,2,19),

s’interpréte comme une simple rotation du triedre d’espace, et non
pas comme un changement de repére galiléen proprement dit. Du
coup l'interprétation des neuf coefficients 3= 0", se trouve donnge.

Afin d’é¢tudier un véritable changement de repére galiléen, suppo-
sons o; > 1. Pour « suivre le mouvement » de lorigine o des axes
d’espace du repére galiléen (z;) faisons, dans les (3,), z,=o
(w=r1, 2. 3); il vient J

(10) Ty =0} xy, Zy= 0} x;.
Portant alors z, de (10,) dans les (10,), il vient les équations du

mouvement de l'origine spatiale o des azes ox, par rapport au
repere galiléen (Z;)

(10" T, =
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ico} .
oo sont les composantes de la vitesse
&

de lorigine des espaces o du systéme galiléen « mobile » (z;) par
rapport au systéme « fixe » (z;). En Relativité, il est d’usage de poser

ainsi, les trois quantités réelles

N > 1>

[ §] = -

( B= v

) . . ¢ I
de sorte qu’on écrira tinalement (pour u =1, 2, 3)
ic _ z i

(19 - ‘ [— Dh -
(12 ‘11—5?0117 .'-‘u— ')_:gll)

les composantes de la vitesse réduite E s'interprétent donc, dans
UUnivers de Minkowski, comnme les trois « coefficients angulaires » de
I'axe Oz, dans le quadrédre Oz;.

Montrons enfin que le coefficient o} est relié a la valeur absolue de

. . . >
la vitesse réduite; formant le produit scalaire ?’espace 3,4%= 32, et
tenant compte de (7,), il vient

Ay2
(3 o (G20 e

(o}) vi—[?

on conclut de la I'égalité en module des deux vitesses relatives
de lorigine spatiale o par rapport au systéme galiléen (Z;) et de
'origine spatiale 0 parrapport au systéme (2;). Par ailleurs, o} étant
réel, on a nécessairement

>
02

i >
(14) <1 ou <ey

la vitesse relative des origines spatiales de deuzx repéres galiléens
objectifs est toujours inférieure & ¢ en module (vitesse limite
d’Einstein).

Ecrivons alors le ds? de 'axe O z, du repére galiléen « mobile » (z;)
avec le systéme de coordonnées « fixes » (7;); on a

-(15) ds= duct dz,— ¢ di2= (v2— ¢?) dt2< o,
ce qui montre que les axes temporels des repéres galiléens objectifs

sont tous du genre temps, et par conséquent que les azxes spatiauz
des repeéres galiléens objectifs sont tous du genre
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Ce double résultat fournit une interprétation concréte de la classifi-
cation des intervalles d’Univers suivant le signe de leur As* donnée
a la fin du numéro précédent : on voit qu’un quadrivecteur AE sera
du genre temps ou du genre espace suivant qu’il existe un certain
repére galiléen objectif dit propre dans lequel il se trouve paralléle
ou perpendiculaire a 'axe temporel O z*.

Les inégalités (8), (14), (15) peuvent étre considérées comme
trots expressions différentes du principe d’évolution dela Relativité.

Remarque. — Les grandeurs o} et 5 sont reliées a Pangle § des
deux axes temporels par les formules

(16) cosh = o0} 21, B = tangh

(164 résulte de 13,); L'angle 6 est donc imaginaire pur.

4. Autres principes de la, Relativité. — Nous allons énoncer
quelques principes qui prépareront le passage de la Cinématique a
la Physique relativiste.

I. Certains phénomeénes (idéalement susceptibles d’une localisation
parfaitement ponctuelle dans 'espace et dans le temps) ont la pro-
priété de pouvoir étre suivis au cours du temps; leurs propriétés
physiques évoluent d’une maniére suffisamment continue pour qu’on
puisse reconnaitre le « méme » phénoméne a des instants successifs.
Un exemple important de phénoméne subsistant est celui du point
matériel, que la Physique (préquantique) considérait comme entié-
rement caraclérisé par sa masse et par sa charge électrique.

Dans I'Univers, un phénomeéne ponctuel subsistant décrit une
trajectoire, curviligne dans le cas général d’un mouvement accéléré.
Or, c’est un fait d’expérience érigé en postulat fondamental par la
Relativité, qu’il y a toujours un repére galiléen objectif dans lequel,
a un instant donné, le phénomene subsistant est au repos : c’est le
repére galiléen propre, dit encore entrainé ou tangent, parce que,
dans I’espace ordinaire, son mouvement est tangent a celui du phé-
noméne ponctuel au sens de la mécanique rationnelle, et que, dans
I'Univers, son axe temporel est géométriquement tangent a la trajec-
toire du phénoméne.

Ainsi, tout phénomeéne ponctuel subsistant est, & chaque instant,
Uorigine virtuelle d’un triédre galiléen d’espace objectif. 11 suit
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de la que toutes les propriétés démontrées pour les (;rigines de
triedres galiléens s’étendent aux phénoménes subsistants, et notam-
menl ': 1° que la vitesse de propagation d’aucun phénoméne
objectif ne peut surpasser la valeur c: 2° que les trajectoires
d’'Univers des phénomenes objectifs sont du genre temps, et leur
abscisse curviligne une fonction constamment croissante du temps.

1. Imaginons maintenant un ébservateur ponctuel; ¢’est un phé-
nomene subsistant doué des propriétés précédentes, et qui posséde en
oulrc une conscience. La Relatlivilé pose en postulat fondamental
que les cadres de temps et d’espace auxquels 'observateur ponctuel
rapporie spontanément les phénoménes a chaque instant sont respecti-
vement la tangente ev 'hyperplan tridimensionnel normal a sa
trajectoire d’Univers. Toul point matériel est considéré comme
pouvant étre occupé par un observaleur, et 'on appelle temps propre
et espace propre du point matériel les deux variétés planes précé-
dentes; la durée d’un point matériel accéléré s’oblient par intégra-
tion du temps propre dr ou, ce qui revient au méme, de P'abscissc
curviligne

ds = dx = ic dr,

HI. La Physique relativiste pouvant s’interpréter en langage de
Géométrie d’Univers, ses ¢quations porteront sur des tenseurs,
vecleurs el invariants d’cspace-temps. Bien entendu, au moins en
premiére approximaltion, les relations traditionnelles entre grandeurs
réelles devront étre retrouvées. Ce résullat sera atteint grice au
respect de la régle suivante : toute composante de tenseur d’ Univers
sera prise réelle ou imaginaire pure suivant qu’elle contiendra
Uindice 4 un nombre pair ou impair de fois. Par exemple, les
composantes associées de deux tenseurs antisymétriques complé-
mentaires seront prises 'une réelle, I’autre imaginaire pure.

Considérons un gnadrivecteur X;: dans 'expression du carré de
sa longueur

($9 =\, \ = \, N0+ \, Xt
la somme X, X est essentiellement positive et le terme X ; X* essen-
tiellement négalif. Conformément a une définition antérieure, ce
quadrivecteur sera dit du genre temps ou du genre espace suivaut
que S? sera négatif ou positif. Corollaires : 1° Un quadrivecteur es;
du genre temps ou du genre espace suivant quw’il est posssible
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d’annuler, dans un certain systéme galiléen objectif, ses trois compo-
santes spatiales X, ou sa composante temporelle X, ; 2° si, de deux
(uadrivecteurs orthogonaux, I'un est du genre lemps, I'aulre est
nécessairement du genre espace; deux quadrivecteurs du genre espace
peuvent étre orthogonaux entre eux. Cas frontiére : uu vecteur de
longueur nulle est dit isotrope.

, Decux événements scmultanéisables, ¢’est-a-dire deux événements
tels qu’il existe un repére galiléen objectif dans lequel ils ont licu
en méme temps, définissent un vecteur du genre espace.

1. — Applications diverses.

5. Formules de H.-A. Lorentz. — Les formules relativistes du change
ment de repére galiléen peuvent évidemment, en vertu de (12,) et (13:),
étre écrites de maniére & mettre directement en évidence les composantes

>

. > x v . .
et le module de la vitesse ¢ <ou de B = —); pour simplifier, on supposera le
. 4 '

tableau des neuf of diagonal, ce qui revient a prendre les deux systémes

Iy

d’axes d’espace paralléles chacun a chacun. Pour simplifier encore, on prendra

. M + . .
Ba= B3= o, c’est-a-dire (u’on supposera le vecteur d’espace ¢ paralléle & 0.y
et 2%y ; les (3) donnent alors 03 = 03 =1, de sorte qu'il vient déja

7) Lo == .C2, Sy= .ry.

Les deux autres formules feront intervenir les z; et les x; seuls, de¢ sorte
que, dans I'Univers de Minkowski, la transformation s’interprétera comme
une rotation des axes #1 O ; dans leur propre plan; on peut écrire, i désignant
'angle des axes de méme nom,

L. j @1 = (v1+ 2 tangh) cosb, £y = (Ty— £y tangl) cos i,
ry) —
| 7

v= (& — r tangh) cosh, o= (T + 7y tangh) cos;

tenant compte enfin des (16), il vient

5 .y =+ vl = Sy — vl
Ty = — ) €Ty = ———,
\/l—p" \./]__Fjﬂ'
(17" Bz, B7
{4 — {— —

c c
= ———— l=‘—._;

vi1— g \ Vi—p

Les formules (17) et (17”) constituent I'expression donnée par Lorentz et
Poincaré dy changement de repére galiléen dans la nouvelle cinématique,
antérieurement 2 la Relativité restreinte d’Finstein. d.es aves d'espace ox,
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et 67, glissent I'un sur 'autre avecla vitesse uniforme == ¢. Si I'on néglige p2
devant 1, on retrouve comme premiére approximation les formules (1) du
groupe de Galilée-Newton, les azes d’espace étant essentiellement supposés
raliléens (1).

dllongement des périodes par le mouvement. — Considérons deux
¢vénements successifs affectant un méme point matériel p (battements d'une
minuscule korloge, par exemple). Dans le systéeme galiléen propre z;, ils sont
. , " Az, N -
séparés par l'intervalle de zemps propre At = 5 dans tout autre syfteme z,,
leur intervalle de temps A7 est la projection sur ’axe temporel de la valeur

- Y At
précédente, soit A = o} Al =
. VI1— l’ji
0} = cos0 est supéricur a 'unité.

5 A7 est plus grand que Af parce que

Distance de deux points réels : contraction des longueurs par le mnou
vement. — Considérons deux points matériels p et ¢ au repos dans un certain
systeme galiléen propre z, (ewxtrémités d'une régle par exemple). Dans
PUnivers, ils engendrent comme trajectoires deux paralléles & I'axe Ozy;
leurs manifestations spatiales simwltanées p et g dans un systéme galiléen
(uelconque Z, sont les traces de ces trajectoires sur 'espace tridimensionnel

—_—

Oz 1z, %,. Comme cos® est plus grand que 1, le vecteur g — P est en général

—_—

plus court que ¢ — p.
—

Décomposons le vecleur 7 — p parallelement et perpendiculairement 3 sa
vitesse de translation ¢ : en raisounant dans 'Univers, on voit clairement que
la composante transversale a la méme valeur qu'au repos, la composante
longitudinale étant contractée dans le rapport AZ = A y'1— (2. Par exemple,
un corps réel qui se présente, dans un systéme galiléen propre, comme une
sphére solide immobile, se’présentera dans tout autre systéme galiléen comme
un ellipsoide aplati dans le sens du mouvement dans le rapport {1 — §2; si la

vitesse de ce corps pouvait atteindre la valeur c, il se réduirait 4 un disque
normal au déplacement.

Lois de composition des vitesses. — Rappelons que, a lintérieur d’'un
systeme galiléen donné, les lois de la cinématique traditionnelle sont inté
gralement conservées. Le probléme actuel est le suivant : étant donnés trois
tuédres galiléens d’espace (D), ), (1), et connmssant les vitesses

,

' v(lll 1I) et v,_ o(I1,1), trouver la vitesse ¢ = v(lll I). Les “for

mules (17) et (17"), par exemple, permettent de traiter le probléme dans toute

sa généralité; on constate que, par rapport a la cinématique traditionnelle,
>

> :
la correction relativiste est du second ordre en ¢, et v».

(') Cette derniére restriction n’était pas nécessaire en cinématique classique.



0 OLIVIER COSTA DE BEAUREGARD.

Nous allons porter plus spécialement notre attention sur le cas des vitesses
paralléles, qui conduit & des conséquences physiques intéressantes.

6. Composition des vitesses paralléles. Régle d’Einstein. - Dans

PUnivers, la composition de deux vitesses paralléles :, et 32 se
traduit par ’addition de dcux angles coplanaires 6, et §,; en vertu
de l'égalité (16,), la composition de ces vitesses est ramenée a la
« composition des langentes », suivant la loi

tang 6, + tang 0-

tang (0 4+ te) = ——vo-—2—..
g0+ 1 — tangh, tanghs

On trouve ainsi la regle d’ Einstein, qui généralise la régle classique.
et dans laquelle les deux vitesses interviennenl syméiriquement :

v+ Vs

= m— — = (¢ ) (L — By B+ L)
1+ [5| p«r ! 2 S !
Loi d’entrainement de Fresnel. — Si l'une de~ vitesses, par

exempfe ¢a, vaut ¢, il vient B = ¢ : une vitesse quelconque ajoutée a
la vitesse de la lumiére redonne la vitesse de la lumiére; c’est la
un nouvel énoncé du postulat initial d’Einstein. Si maintenant la
vitesse ¢, correspond a la propagation de la lumiére dans un milieu
isotrope d’indice n, au repos dans un certain systéme galiléen,

C . . . . r .
d’aprés I'Oplique classique on a dans ce systéme ¢,= —; par suite,
P pluq Y 7P

>

dans un systéme galiléen non propre animé de la vitesse v par
T ° > >
Tapport au pw‘-cédenl. on a pour vitesses de propagnl.ion suivant ¢ =¢

JRSS
, n 4 N Y
c = — =\ - v 1 - +... )
" n ne

Clest effet Fizeau, du premier ordre en v: retenant le premier
terme seul, il vient la loi bien connue de Fresnel

. c 1
(18) c’=—:*_—v<l—--2-)+....

Pour la relativité, la loi de Fresnel est une loi de Cinématique
dont la justification n’exige aucun postulat spécial; expérience de
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Fizeau apparail comme une expérience de Cinématique utilisant
des vitesses suffisamment grandes pour mettre en défant les
postulats de Newton.

Théorie des expériences de Harress et de Sagnac. — Nous allous
appliquer la formule (18) & une théorie de ces deux expériences célébres qui
ne sortira pas du cadre de la Relativité restreinte (!). On sail que ces expc-
riences consistent a faire parcourir a4 la lumiére dans les deux sens un méme
circuit matériel, primitivement au repos dans un certain repére galiléen; il
est évident que le retard optique, ou différence des deux durées de parcours,
est alors nul. Dans I'expérience de Harress, la premiére en date, la lumiére
chemine dans des prismes de verre d'indice n: dans celle de Sagnac, elle
chemine dans I'air assimilé au vide (2).

Le circuit matériel est solidaire d’un disque qui peut étre animé d’une
vitesse de rotation uniforme autour de son axe; les dimensions de la projec-
tion sur le disque de l'aire @A du circuit sont grandes par rapport 3 I'épais-
seur des faisceaux lumineux, de sorte que la valeur de @ est suffisamment
bien déterminée. Lorsque le disque tourne avec la vitesse angulaire w, 'expé-
rience montre que le retard Az est, dans les deux experiences, donné par la
méme formule

4w

(19) At = 2

qui est indépendante de 'indice #. Nous allons justilier ce résultat.

A Pintérieur des deux faisceaux interférents, tragons un circuit moyen €
solidaire du disque; soit A 'aire de sa projection, P I'un quelconque de ses
points. Prenons un systéme de référence galiléen quelconque, dont nous
négligeons la composante de vitessc normale au disque; soit I le centre
instantané de rotation, c’est-a-dire le point du disque momentanément immo-
bile dans ce syst¢éme. Par rapport & la cinématijue classique, toutes le<
corrections en position et en vitesse sont du second ordre en w; comme [’effet
cousidéré est du premier ordre en w, nous pouvons négliger ces corrections.
Au premier ordre, la description de la rotation du disque sera la méme
gqu’en cinématique classique : tout se passe comme si le disque tournait en
bloc autour du point I'avec la vitesse angulaire o (définie sans ambiguité dans

. . >
le repére galiléen solidaire de 'axe matériel de rotation). Posons r = P — I,
Dans le systéme galiléen entrainé a un instant donné par le point P, la
vitesse de la lumiére en P estL isotrope; cela, en vertu du postulat d’Einstein

(') Pour une théorie de Relativité générale, voir notamment P. Lancevin, C. R,
Acad. Sci., 173, 1921, p. 831. Nous avons donné la présente démonstration aux
C. R. Acad. Sci., 211, 1940, p. 634.

(?) Pour la description de Pexpéricnce de Sagnac, voir, par exemple, H. Orrivixr
t'ours de Physique générale. p. 671.
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dans ’expérience de Sagnac, et d’une loi d’optique classique dans ’expérience
. C , .

de Harress. Soit - 82 valeur (» =1 dans Pexpérience de Sagnac).

Soit maintenant, dans le systéme galiléen entrainé par I, v la composante
tangentielle au circuit de la vitesse du point matériel P; elle a pour
expression

-> —>
m A I t = m
Sur le méme axe et dans chaque sens, les vitesses de la lumiére sont
données par la formule (18); en retranchant = ¢, il vient les vitesses de la
lumiére au point P, par rapport au disque.

. 3
cl'-‘-g(l—'E>n C~;=g(l+l>;
n n n

_)
par conséquent, pour un petit élément de circuit &/ placé en P, il vient les
deux durées de parcours inégales

I[[, = .,_l.il<l+
c

S|

['co

.)’ I/f-w—ﬁcil l—'é-'l—.-.)-

n

Par différence, on trouve le retard partiel indépendant de lindice n

vat _o(nd) _go o
2 c2

=2

et par suite, aprés intégration le long du circuit, ’expression (19) annoncée
pour le retard total.

Ainsi, 3 bord d'un solide tournant, il existe une anisotropie optique pro-
portionnelle : 1 & la distance r du point considéré au point occupé par
Pobservateur; 20 a la vitesse angulaire v.

I n’y a la aucune contradiction avec le postulat initial d’Einstein, parce que
cette anisotropie disparait : 1° lorsque r -> o, c’est-a-dire au point occupé par
I'observateur; 20 lorsque v — o0, c’est-a-dire en tous les points d’un « solide
galiléen ».

1. L'onde plane monochromatique est a I'Optique ce que le
point matériel est a.la Mécanique : une abstraction tirée de I'expé-
rience, utile dans 'analyse ct dans la synthése des phénoménes réels.

La ou les fonctions F qui carattérisent 'onde plane dépendent des
variables z# et ¢ par lintermédiaire de la seule forction scalaire
phase dont 'expression est

a z L

(20) S=2
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les a, sont les trois cosinus directeurs des rayons lumineuz ou
normales aux plans d’ondes f = const.;les conslantes T et L (période
et longueur d’ondes), respeclivement homogeénes a un temps et a une
longueur, sont relides entre elles par la célérité ¢

(21) L=cT.
Remplagant dans (20) L en fonction de T, puis T par son inverse
A . .
la fréquence v, enfin ¢ par =, 'expression de la phase devien!

. . Y
[ = (o a4+ [rt)—;
. . p

pour qu’elle ait une signification tensorielle, il est nécessaire que la
phase soil un Znvariant relativiste; 'expression considérée est donc
le produit scalaire du quadrivecteur ' par le quadrivecteur

N v N .V
(')‘)) ku = 0, = hy=1—y
c c

qu’on peut appeler quadrivecteur fréquence spatio-temporelle, et
qui est isotrope en vertu de (21). Finalement, la phase s’écrit

(23) f= |

Si l'on change de repére galiléen, la fréquence v se transforme
comme un lemps, et les trois a, comme une vitesse; les rayons
lumineux d’Univers sont dirigés selon 1;, et les Ayperplans d’onde
d’Univers f= const. sont leurs normales; dans chaque triédre
d’espace galiléen et, a chaque instant ¢, les formules (22) et (20) défi-
nissent les plans d’onde par f— const. et les rayons lumineux
comme.¢tant leurs normales.

Avantd’aller plus loin, il est indispensable d’écarter-une difficulté :
dans toute direction autre que celle des rayons, ’onde plane se pro-
page avec une vilesse snpérieure a ¢, ce qui semble contredire un des
principes de base de la Relativité restreinte. L’objection peut et doit
étre levée de la maniére suivante : en fait, l'onde plane n’existe pas,
parce qu’elle devrait remplir 'espace entier (principe de Huygens);
une onde réelle est toujours une superposition d’ondes planes, et
c’est sa vitesse de groupe qui posséde une signification physique .
(formule de Lord Rayleigh). Finalement, /'on peut et doit
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admettre qu'aucun paquet d’ondes réel ne se déplace ¢ une
vitesse supéricure & c. La véritable portée de cette remarque
apparait dans la Mécanique ondulatoire de L. de Broglie, dont
nous rappelons les principes a la fin-de notre Chapitre IV.

8. Aberration et effet Doppler. — Appliquons les formules de
Lorentz (17) et (17") au quadrivecteur %; (nous prenons, pour sini-
plifier, ., =12%,=0); il vient

R s
, Ay =034
G S inald TN

o a— B, .
N = ————— o = fay nyo=

= F = F

Remplagant. dans (24;), les 7 en fonction de v d’aprés les (22), il
vient la loi de transformation des fréquences ou formule rela-
tiviste de Ueffet Doppler (a, est le cosinus de Tangle des ravons
avec la vitesse de déplacement)

‘

N - l+a1p

RN V= e—y
[7%)

Vi—p

- i ..
De méme, remplacons dans (24,) A, par ;', el divisons les deux
1

membres par A, =12, : on fait apparaitre les colangentes y, et y, de
I'angle des rayons avec la vitesse de déplacement, et il vient la
loi de transformation des directions des rayons ou formule rela-
tiviste de Uaberration

1+ _Fi_
00" v —_———i'—/ .
. - \,’;j !

Ces deuz effets sont du premier ordre en (5, comme en théoric
classique. Si l’on néglige les termes du second ordre par Iassimi-
lation de \/T—B* & 1, on retrouve les formules classiques. Sup-
posons en effet que les ondes planes proviennent d’une source loin-
taine immobile dans le systéine non accentué; dans (25), a3 n'est
autre que la composante radiale 3, de la vitesse de translation réduite,
et il vient '

(26) V=0+ 5.

de méme, dans (»H) L;' est 'inverse du sinus de Pangle des ravons
I .
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avee la vitesse de translation, de sorte que fic est 'inverse de la com-
1
posante transversale ¢, de la vitesse avec laquelle la lumiére chemine

le long des raxons, et qu’il vient

(26" Ti= g1+ ;_1
Les formules (26) et (26') sont bien les formules classiques de I'effet
Doppler et de I'aberration, écrites d’aprés les régles usuelles de com-
position des vitesses, el vérifiées par 'expérience.

Dans le cas particulier ot la translation se fait suivant les

rayons lumineuz (e, =1), la formule relativiste de effet Déppler est

5=y /D
=\

Au début de Ia Relauvité, on a pu considérer la nouvelle expli-
cation de laberration et de 'effet Déppler comme moins simple et
moins directe que l’ancienne, el invoquer l’analogie du son dans
laquelle c’est Pancienne explication qui joue. En fait, cette analogic -
ne tient pas, parce que le son se propage dans un milieu qui est, de
par sa seule existence, un systéme de référence privilégié; en Optique
du vide, le milieu « éther » ne peut pas étre mis en évidence et I'on
doit donc nier son existence. Si I'on remarque alors que, dans les
Sformules classiques (26) et (26'), les vitesses absolues s'éliminent
de maniére a ne laisser figurer que les vitesses de translation relatives
source-observaleur, on conclut que l’aberration et I'effet Doppler
parlent pour la Relativité et non contre elle.

Réflexion sur un miroir mohile. — Cette question, comme la précédente,
est le plus souvent traitée au moyen des équations de I’Electromagnétisme.
La nature purement cinématique du probléme est ainsi quelque peu mas-
quée, ce qui nous fait préférer un raisonnement portant directement ~ur la
transformation du quadrivecteur fréquence (!).

En optique classifque, on sait que 'ensemble d'une source ponctuelle s ¢t
d’un miroir plan 2202% réputés « immobiles » est équivalent a la source virtuelle
s’ symérrique de s par rapport 4 220 2. Nous allons montrer que cette pro
priété subsiste en optique cinématique. en ce sens (ue si 'on imagine que
la lumiére émane d’une source s fixe dans le systeme galiléen auquel on se
référe, towl se passe comme si la lumiére réfléchie par le miroir émanait de

(1) Dan> sa Theése, M. Louis de Broglie a utilisé des raisonnements purenment
cimématiques. faisant intervenir I'impulsion-masse des photons.
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la source s sy métrique de s et animée de la vitesse 26, ( o désignant la
composante normale & lui-méme de la vitesse du miroir); c’est bien la, en
effet, la condition pour que s et s’ restent symétriques par rapport au miroir.

Prenons d’abord comme repére le systéme galiléen pur'z2a3, ¢ lié aun
miroir, px; étant dirigé suivant la normale. D’aprés la premiére loi de Des
cartes, les plans d’incidence et de réflexion sont confondus; soit #3=o0 ce
plan. D’aprés la seconde loi de Descartes, les angles d’incidence et de réflexion
sont égaux; enfin, d’aprés 'optique ondulatoire, il y a conservation de la
fréquence. Dans le systéme propre considéré, les deux quadrivecteurs fré
(uence ); el 7, relatifs au rayon incident et au rayon réfléchi satisfont donc
aux relations (lois propres de la rétlexion) :

{271 }\'l =———‘A|. 7y = the Z O, W= hs= 0, Ny = Ay

Cherchons ce que deviennent ces lois dans un systéme galiléen non propre.
‘Tout d’abord, il est facile'de vérifier qu'une translation du miroir parallé-
lement & lui-méme laisse inaltérées les trois lois classiques; mais, a cause du
changement d'étalon du temps, il se produit deux effets du second ordre
(contraction longitudinale des angles de Descartes, et changement de fré
(uence). '

Une translation du mirowr normalement & lui-méme produit un effer
Doppler et un effet d’aberration du premtel' ordre. Les formules (24) nous
donnent en effet, compte tenu des (27).

o h— B, L —— iR,
(28 ’*I=_I,—-—=§" W= ——l——__L
vi—¢ Vi—p
(28" 7\2=-7-.'2= ha= n'):
, R V) h— i
(98" = et No= 2t g
: Vi— Vi—

Divisant membre a4 membre les (28”) el tenant compte des définitions (22), il
vient la loi de l’eﬁ'et Déppler par réflexion

"
N |+zp
Ay /.5 1+ a4 — 11— o0 _ -
(29)  — = — = ) V=——vVv=(1—2a+...)%
2, ] 11— 1+ oy
).5

De méme, divisant membre & membre les (28) ct introduisant les cotan
gentes Y1 et ¥y des angles d’incidence et de mﬂe.mon il vient la loi de
l’aberratton par réflexion

.

L M K] B .
- 1+ i 11— L 11— =
Ny L EJ)\, _ o , oy _ B8 .
(29)"—_‘—“‘;—‘— e g — /= p[.l': '—21_+"')X.1'
ol L P |+ = . !
A x . 31
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" Les formules (29) et (29") rapprochées des (25) et (25') montrent : 1° que,
en toute rigueur relativiste, il n'y a pas équivalence entre l’aberration et
I'effet Doppler « naturels » et ceux produits par réflexion sur un miroir
mobile; 2° que 'équivalence a lieu au premier ordre, la translation du miroir
pouvant étre remplacée par une translation de la source virtuelle hypothétique
avec une vitesse 2v, (vz désignant la composante normale de la vitesse de

- . > ..
translation ¢ du miroir /.

IIl. — Généralités sur la physique relativiste.

9. Le fluide matériel d'Univers. — Considérons un milieu matériel
continu. Dire qu’il s’agit d’'un méme milieu étendu, c’est dire que
deux points matériels subsistants du milieu sont susceptibles d’une
manifestation simultanée, ou encore que les événements d’Univers
correspondants sont simultanéisables; le quadrivecteur qui joint ces
deux événements est donc du genre espace.

Dans I'Univers, les divers points ou molécules (') d’un milieu
continu engendrent une congruence de trajectoires, toutes du genre
temps, dites lignes de courant d’Univers. Un tube de courant
d’Univers, limité a distance finie par une certaine hyperparoi,
correspond & un milieu matériel de dimensions limitées. Cette
hyperparoi (tridimensionnelle) est engendrée par les points matériels
de la surface-contour du milieu considéré; elle est du genre temps,
comme contenant les trajectoires d’Univers de ces points matériels.

11 est évident qu’une section plane du tube précédent par un hyper-
plan tridimensionnel normal a I'axe temporel représente, & un ins-
tant bien déterminé, 'ensemble des points du volume matériel.
Plus généralement, une hypercloison tridimensionnelle quelconque
du méme tube représentera I’ensemble des points du corps pris & des
instants non simultanés (*); cette hypercloison est simplement
astreinte & étre- partout du genre espace, ses divers points devant
étre deux a deux simultanéisables (3).

Supposons choisie, dans le tube de courant d’Univers, une famille

/
(') En cinématique des milieux continus, le mot « molécule » s’entend commeo
« point géométrique du fluide suivi dans son mouvement ».
() Voir notamment E. CARTAN, Legons sur les Invariants Intégrauz, Chap. 1,
II et IIIL.
(%) Si tous les points infiniment voisins sont deux A deux simultanéisables, il en
est de méme a fortiori pour les points distants.

MEMORIAL DES SC. MATH. — N°103. 3
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continue quelconque d’hypercloisons du genre espace. On définit
alors, en chaque point-événement du tube, un systéeme galiléen de
simultanéité locale tel que les événements voisins du précédent
soient simultanés : c’est le systéme dont les Lrois axes d’espace sont
tangenls a ’hyperclosion au point considéré. Contrairement au sys-
teme galiléen propre, le systeme galiléen de simultanéité locale
n’est pas physiquement imposé. Son arbitraire apparaitra comme
assez génant dans certains problémes que nous trailerons par la
suite ('); il semble bien étre & I'origine d’une partie importante des
difficultés que rencontre une « réconciliation » compléte de la
Relativité et de la Mécanique ondulaloire. Si T'on parvenait a le
supprimer, une notion susceplible de remplacer la simultanéité &
distance des classiques se trouverait physiquement rétablie.

Dans le cas o la congruence des lignes de courant admet des
hypersurfaces orthogonales, il parait trés naturel de choisir les
hypercloisons suivant ces .surfaces; de cette maniére, le systéme
galiléen de simultanéité locale est rendu coincident avec le systéme
galiléen entrainé. Mais cette solution ne peut étre générale.
L’exemple important d’un cas ou elle ne s’applique pas est celui,
classique, du solide en rolation uniforme. Les hélices d’Univers,
coaxiales et de méme pas, engendrées par les points du solide
n’admettent pas de trajectoires orthogonales; il s’ensuit notamment
qu'aucun systéme de référence entrainé par le solide ne réalise
la séparation en espace et temps propres d’une maniére étendue,
valable pour I’ensemhle du corps tournant; la Relativité rejette
comme dénuée de sens la notion d’espace tournant de l'ancienne
cinématique (?).

Cherchons maintenant a définir, sur une hypercloison et sur
I’hyperparoi, I’élément volumique au moyen de trois pelits quadri-
vecteurs lindairement indépendants dz), dz}, dz). Sur I'hyper-
cloison, ces trois vecteurs seront du genre espace, et, dans le sys-
teme galiléen de simultanéité locale, leurs composantes temporelles
seront toutes nulles; le déterminant | dxf | (u, v =1, 2, 3), écrit sym-

(') Voir notamment Chap. III, n°s 23, 24 et 27, 28.

(?) Pour la cinématique du solide tournant, on pourra consulter P. LANGEVIN,
C. R. Acad. Sci., 200, 1935, p. 48. Il est possible, sans sortir du cadre de la Rela-
tivité restreinte, d’établir un certain nombre de propositions de la géométrie et
de la cinématique du solide tournant.
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boliquement sous la forme [ dz' dz>dx?], représentera alors I'élément
de volume habituel du. Mais, dans lout autre systéme, il faudra con-
dérer a la fois les quatre déterminants |dzidxz/dx*] extraits du
tableau |dzl| (¢, j, k=1, 2, 3,4); il s'agit la du tenseur anti-
symétrique du troisiéme rang élément de volume généralisé, dont
nous utiliserons souvent le quadrivecteur dual. Dans la définition de
celui-ci, il est avanlageux pour la suile d’introduire le coefficient ¢
de telle maniére qu’on ait

5 ! . 1.
(3r1) dub= — [dxt dx dx®] = = ou.

Considérons maintenant I'élément volumique d’hyperparoi. On
prendra comme quadrivecteurs de base d’abord deux vecteurs du
genre espace dz’, et dz, tangents au contour du milieu matériel, puis
I'élément de trajectoire d’Univers correspondant dz; = dz¢, qui est du
genre temps. Il est clair que, dans le systéme de simultanéité locale,
les trois déterminants [ dz* dz"] (u, v =1, 2, 3) définissent I'élément
d’aire du contour extérieur du milieu a la maniére habituelle; dans
tout autre systéme, les six déterminants [dzidz/] (i, j =1, 2, 3, 4)
définissent le tenseur antisymétrique du deuxiéme rang élément
d’aire généralisé.

Définissons le dual de ce tenseur de telle maniére qu’on ait

~ Loa i n
31") oswi = ’.—c[ox" sx) (u, v =1, ,3);

a l'aide du tableau
dr} dz] dz} dz}
dry dz; dx} dxzb

A}

dxt dz° dx* dxt
et des définitions générales de la page 6, on vérifie sans peine la rela-
tion ]
{32) o | 8uy=8s,; dx/

dont nous ferons un usage fréquent par la suite; du; est le quadri--
vecteur du genre espace complémentaire de I'élément trilinéaire
d’hyperparoi; les trois composantes en (u,4) du tenseur anti-
symétrique ic ds*/ représentent ’élément de contour proprement dit;
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enfin, rappelons que dz/ estle quadrivectcur élément de trajectoire
engendré par un point'de ce contour.

10. Exemples d’effets du mouvement. Application aux éléments
d’intégration. — Supposons qu’un tenseur soit attaché a un point
matériel (isolé ou faisant partie d’un fluide); si certaines composantes
de ce tenseurs’annulent dans le systeme galiléen gntrainé, on trouve
des relations cinématiques remarquables faisant intervenir la vitesse.
Nous examinerons trois cas :

. . + .
1° Quadrivecteur tangent & la trajectoire. — Onaalors, X dési-
gnant le vecteur d’espace ayant pour composantes X,(«=r1,2,3)

= ‘¢ 4 _? . >
(33) T—=..==— Xy=Xi—- X=—iXf8;
1 4

cette relation se rencontre, par exemple, avec les quadrivecteurs
densité de courant électrique d’ Univers (j.= qvu, J=icq) (n° 12)
etimpulsion-masse d’un point matériel (p,, = my,, p, = icm) (n°24).

.
On peut dire que le vecteur d’espace X est engendré par la vitesse du
« scalaire » X,.

2° Quadrivecteur normal & la trajectoire :

S ;
34) Xidrt=X,drt+ X, dzt = (X B+ X)edt = o, X, = l(‘(-ﬁ)

Ici, c’est le « scalaire » X, qui est engendré par la vitesse du tri-
>
vecteur X. Exemples : densité de force prépondéromotrice et

densité de moment cinétique propre.

3° Relation de Frenkel. — Considérons un tenseur antisymétrique
du second ordre X;; dont les trois X,; s’annulent dans le systéme
entrainé; dans ce cas, le produit scalaire X;; dz¢ est nul, comme le
montrent les relations

Xiw dzt= Xyo dz4 + Xyp dot,  Xu dori= Xy, dzv,
‘supposées écrites dans le systéme entrainé. Introduisant alors les
. > >
deux trivecteurs d’espace Y et Z tels que

Y* = Xy, Zv=1Xy,
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les relations précédentes donnent

>
Y dpv— Yudrv—clvdt =0 ou =

(35%)

Z,dre=o0 ou (—ZE) =o.

Pour un milieu doué de polarisation magnétique, la premiére de ces
égalités vectorielles est connue sous le nom de formule de I'renkel;
>

la seconde en est une conséquence. Finalement, le trivecteur Z est
t S
engendré par la vitesse du trivecteur Y.

_ Dans les divers exemples que nous venons de donner, la vitesse ¢
a une signification objective; il nous faut étudier maintenant un cas
dans lequel sa signification est seulement ficlive. La physique tra--
ditionnelle a Phabitude de considérer d’une maniére simultanée
la totalité des points de l'espace, ce qui, en Relativité, n’est possible
que dans un seul systéme galiléen a la fois, systéme qui, de ce fait,
est arbitrairement privilégié. Dans ce systéme, les tenseurs anti-
.;;ymélriques représentant les éléments d’intégration des divers ordres,
ou les duals de ces tenseurs, ont leurs composantes d’indice 4 nulles;
mais, si 'on change de repére galiléen, les formules précédentes
vont jouer de maniére & faire réapparaitre les composanles man-
quantes, et a reconstituer les formes différentielles complétes, dont
Uintroduction systémalique @ priori se trouve ainsi justifiée; la
vitesse ?, qui intervient dans ces formules, peut éire considérée
comme la vitesse fictive d’'un hypothétique solide de simultanéité,
immobile dans le systéme galiléen arbitrairement privilégié.

Comme exemples simples d’expressions tronquées des .formes
différentielles complétes, on a notamment celui d’une intégration
simple portant sur le temps, faite « en un point fixe » dans un cer-
tain systéme galiléen, et celui d’une intégrale de circulation prise
« a un instant donné » le long d’un certain contour d’espace. Des
exemples analogues relatifs a des intégrales doubles et triples ont été
indiqués au numéro précédent.

CHAPITRE 1L
TRANSCRIPTION RELATIVISTE DB L’ELECTROMAGNETISME.

11. La cinématique relativiste a été construite de maniére a rendre
mvariante ’équation de propagation dalembertienne; comme cette



34 OLIVIER COSTA DE BEAUREGARD.

équation est une conséquence du systéme fondamental de Maxwell-
Lorentz, on s’attend a ce que ce systéme, avec tout I'Electromagné-
tisme qu’il entraine, jouisse de 'invariance relativiste.

C’est en effet ce qui a lieu. L'unique apport de la Relativité aux
lois de I'Electromagnétisme général consiste, au point de vue théo-
rique, dans une nouvelle écriture condensée parlaquelle I'expression
de l'unité profonde des phénoménes électriques fournie par la théorie
de Maxwell-Lorentz (') se trouve encore renforcée; et, au pointde vue
pratique, dans D’attribution aux diverses grandeurs observables de
variances cinématiques antérieurement insoupconnées. Par exemple,
les champs électrique et magnétique apparaissent comme relatifs,
le mouvement les transformant partiellement I'un dans I’autre.

Il est intéressant de remarquer que la Relativité vient résoudre le
vieux conflit qui opposait les deux systémes d’unités E. S. et E. M.
Faisant en effet de la vitesse ¢ une constante universelle a laquelle on
peut attribuer la dimension zéro et la valeur numérique 1 (résultat
que réalise I'écriture x*=1ict), elle permet de faire disparaitre des
équations les deux coefficients des U. E. S. et des U.E. M. a la fois.
Réciproquement, il est évident que le « conflit » n’admettait pas
d’autre solution.

Enfin, il est important pour la suite de noter que les équations
JSondamentales de Mazwell-Lorents sont des équations densitaires.
Aux seconds membres, figurent les densités de courant et de charge;
aux premiers membres, les champs sont homogénes a des densités
de moment électrique el magnétique.

I. — Le courant électrique d’'Univers, les champs et les potentiels.

12, Le systéme fondamental de Maxwell-Lorentz est le suivant :

—> 1 =
(41) + TOLE + ()_H —divH =o;
. —> > > S
41") ¥ rotH—' JJ-E =7, divE =cgq;

nous avons & dessein multiplié par ¢ les expressions usuelles des

(1) L’expression la plus parfaite de I’Electromagnétisme classique est fournie
par la Théorie des Electrons de H. A. Lorentz (1916); indépendamment de
Maxwell (1864), L. Lorenz avait établi en 1867 le systéme des équations fondamentales.
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densilés de courant 7 el de charge ¢, afin de rendre plus élégante
Pécriture des équations ultérieures; le systéme est ainsi écrit avec
ce quon pourrait appeler les « unités E. M. d’Heaviside », qui,
notons-le bien, seront conservées dans toute la suite.

Soit toujours u, ¢, & permutation circulaire des indices d'espace 1,
2, 3 et posons, comme nous l’avons déja fait

2]
xh = ict icdt= — .
’ =0

Les équations (41) se transcrivenl sous la forme
JMEp—WE, 4+ 0. (H, = o, —Ju.'H, =0,
ou encore, si I'on introduit le systéme de fonctions antisymétriques
Ei (ky l=1, 2, 3, 4) définies par les formules )
E,=E.w=—E;. iH,=Eu=—E.,
sous la nouvelle forme
HE, = o, JE, ;= o.
A leur tour, ces quatre équations se condensent en
M.Ey=o (k1=1,2 3,4,
les seconds membres nuls ayanl évidemment la variance d’un quadri-
vecteur. Il s’ensuit que les fonctions Ex sont les composantes d’un

tenseur antisymétrique du second rang.
De méme, sous la seule condition de poser

(42) Ji=icq.

les équations (41') s’écrivent
d“H.,.—-r)WH.,—:)‘*.iE,,=j,,, d”.I.Eu =J“,

Posant alors la définition d’un nouveau systéme de fonctions anti-

symétriques
H,= Hup=— H.. iEu=_ Hu’-= Hhu:

ces équations s’écrivent

‘)luul=juy dl-H'»l=j'n
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ou enfin
I Hy=Jji.

Or, les deux systémes de définitions précédentes se condensant en

(43) E,=E.w= iU, iH,=E, = (H,,,

les H;; ne sont autres que les composantes duales des Ey;, de
sorte que les j sont les composantes d’un quadrivecteur d’ Univers.
Finalement, la nouvelle écriture condensée du systéme fondamental
de Mazwell-Lorents est la suivante :

(44) I.’)[Euz 0, I H = ji.

Le quadrivecteur jrest tangent aur lignes de courant d’Univers
du fluide électrique. En effet, la définition classique

—_—
9 dv
I=g
aM
(dans laquelle — représente la vitesse du fluide électrique) se
transcrit sous la forme
(42") j"=z'c—z—~dx" (e =1, 2, 3)

dzt

qui, rapprochée de (42), se généralise en

" ol— q . % 92 7
(42") Jl= !cmdﬂ (I=1,2,3, 5.

Comme j* et dz! sont des quadrivecteurs, la quantité fv—‘ est néces-

sairement un invariant, et les deux quadrivecteurs ;¢ et dz/ nécessai-
rement colinéaires. L’invariant que nous venons de mettre en évi-
dence s’écrit donc indifféremment

Les formules de transformation des champs pour un changement de repére
galiléen s’obtiennent sans la moindre difficulté a partir de la loi générale des
transformations tensorielles; il vient dans le cas particulier de la transfor
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mation de H. A. Lorents,

E, = E,, H, = H,,
E'2= Eg——ﬂHa, H',= Hg—l— Bl‘.q,
Vi—p Vi1— g2
E, = E“"‘BH’, H, — Hs—BEs
3 Vi—® 3 Vi—p?

> >
Les vecteurs E et H perdent donc /incariance cinématique que les clas-
siques leur attribuaient; la Relativité ne reconnait d’invariance qu’aux deux
produits contractés.

) > > ) > >
(45) —E;EY = HyHt = 2(H'—'—E2>, E,,’H'!:;ﬁ(E.H).
13. Suite de la théorie du champ sous forme relativiste. — Par

dérivation contractée des (44s), et compte tenu de I'antisymétrie du
tenseur H;;, il vient

(46) dijl—_‘ o,

ce qui est la nouvelle écriture de I'équation de continuité
' L%
(46" d1v1+¢;q=o.

D’autre part, d’aprés une démonstration qui généralise immédia-
tement celle relative au potentiel-vecteur 4 trois dimensions, les (44, )
montrent que le tenseur H;; complémentaire de E;i; dérive d’un
potentiel-vecteur d’Univers A;; on peut donc écrire

(47) H,j=d,-:A.1—diA,',

ce qui, sous Ia seule condition de poser

(48) A,=1V,

équivaut aux relations traditionnelles

e —_— > — 1 >
(47") H=—rotA, E=gradV+ccTtA.
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Signalons l'existence de 'invariant relativiste

.
(49) AlA,= A —\ ",
dans une onde plane monochromatique se propageant suivant Oz,,
la relation maxwellienne bien connue
1\| +V=o0

montre que le quadrivecteur A; est, dans ce cas, du genre espace.

Les {442) ont comme conséquences les équations de propagation

des champs et des potentiels. En effet, compte tenu de la défini-
tion (47), elles s’écrivent

(50) A — A =g

Or, le quadrivecteur A n’étant défini qu’a un gradient d’Univers
+= 0« F prés, on peut lui imposer de satisfaire a la condition

(61) diA,=o;

en effet, cela revient a résoudre 'équation aux dérivées partielles

JH(AP—dF)=0 ou dF =0d/AQ.

Dans ces conditions, la formule (50) se réduit a

(52) dAk=jk

On reconnait dans (31) la condition de Lorents
, L1 d
(51" dnA—D—(—‘Jt-\—-o,
et dans (52) les équations de propagation des potentiels

>
(52") OA =y, Ov =cgq.

Enfin, appliquant 'opérateur dalembertien (= 0! & 'équation de
définition (47) et tenant compte des (52), il vient

(53) ofHM = oLk — ok,

qui est la nouvelle écriture des équations de propagation des
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champs [on n'écrit généralement ces équations que pour le cas

du vide ::;'_zo7 qg=o0(")]

, - —— > —> 1 aJ>
(539 Ol =—rotj, OE = grad g+ ool

les seconds membres ont la méme forme que ceux des (47'), de méme
q 7

que la condition de Lorentz (51') a la méme forme que I'équation de

continuilé (46").

14 Symétrisation de la formule des potentiels retardés (2). —
Cette formule relie entre eux les quadrivecteurs potentiel d’Univers et
densités de courant-charge. Plus précisément, elle donne en un certain
point et A un certain instant que, pour simplifier, nous prendrons comme
origines, le potentiel A/ créé par la distribution d’électricité j! qui régnait aux

. s . e T
points x# = rat (distant de r) aux instants corrélatifs P

1 172
(59) a= o= 15

au voisinage du point x#, le fluide électrique est considéré « d’'une maniére
simultanée », et &u désigne « I'élément de volume pur » choisi en ce point.
Cette formule est une solution des équations (52§ ou (52’), ainsi, du reste,

que celle qu’on obtiendrait en considérant la distribution & P’instant o3 « mais

cette solution [ potentiel avancé], qui ferait dépendre le présent de I'avenir,
est considérée comme physiquement inacceptable » (L. de Broglie).:

Pour restituer la symétrie a cette formule et la rendre utilisable pour
des états non simultanés du fluide électrique, il suffit d’expliciter le quadri-
vecteur isotrope qui s’introduit tout naturellement, en posant

(55 = %, —

e~y

I

~

formules qui sont A rapprocher des (22), et qui définissent une prozimité
spatio-temporelle; d’aprés ce qui précéde, c’est le signe négatif qu’il faut
prendre dans la derniére équation. Cela étant, on écrira évidemment

(54) ar=Z [l {jt} 5,

47

(') Voir cependant L. pe BrocLie, La propagation guidée des ondes électro-
magnétiques, Gauthier-Villlars, p. 38.

(") Cette formule est initialement due & Kirchholf; sa démonstration se trouve
notamment dans les travaux classiques de H. A. Lorentz.
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avec pour 5z une définition trés analogue a celle de la phase [équation (23)]
(55") og =, aul,

Ici, le quadrivecteur \/ est, au méme titre que j/, du genre temps.

II. — Densite de foree et densité d’énergiel

15. Comme pour les champs et les potentiels, ’Electromagnétisme
relativiste se borne a transcrire les expressions des densités de force
et d’énergie de'Maxwell, de H. A. Lorentz et de Poynting. Mais le fait
d’attribuer a la densité de force et a la densité d’énergie des variances
cinémaliques nouvelles se répercute évidemment sur la Physique
tout entiére; c’est dire I'importance que les formules de ce para-
graphe et du suivant auront dans I’établissement des nouvelles dyna-
miques rationnelle (Chap. I1I) et analytique (Chap. IV).

L’équation’ suivante (56,) donue, d’aprés Lorentz, la densité de
force pondéromotrice résultant de I'action du champ sur le fluide
électrique (Unités E. M. d’Heaviside); elleadmet la conséquence (56,)

—_

> ' . . .
(01‘1 p == JT;\; désigne la vitesse du ﬂuxde)

(56) F=cg bt (Fo)=c(fE).

Or, compte tenu des définitions (42) et (43), ces équations peuvent
-
s’écrire

. . x> R .
Ju=Hujv—+ Hyuj*, (f.c')_—_wll,“j":

sous la seule condition de poser

(57) - fo=2(F5),

elles se condensent sous la forme

(56") Jx=Hj,

ou encore, compte tenu des (47),

(56" Je= (diAx— i ADJ!;
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(;:) est la densité de puissance acquise par le fluide sous I'action
du champ. )

Les (56') montrent que f; est un quadrivecteur d’ Univers, qui est
d’ailleurs orthogonal au courant d Univers (donc du genre espace)
puisqu’on a, du fait de antisymétrie de Hy,,

(58) fkjk= H“j/‘leO.
16. Reprenons les équations fondamenlales (41') et (56) sous la
forme classique; elles donnent
i
> x> — > > Y-
S=FEdivE+rotH A H+HA ~r)’E,
> —>
f v—cE rotH—E JtE.

D’autre part, les équations fondamentales (41) permettent d’écrire

1> > —_> > >
ZOHAE+rotEAE=0, H.divH=o,
’ > —

>
— H.0'H — cH.rot E = o,

de sorte que les formules initiales se symétrisent sous la forme

= (E.divE+rT»t_E/\E)+(l—}.(li\'ﬁ—f-l_-c)-t_l_}/\ﬁ)—l ﬁ(E/\ H),
cFr=c(Erti—1. r_()l‘._ﬁ)— ! i(E2+m)

Enfin, rappelons les identités suivantes (dont la seconde est classique)

> > —_ > ) S
(E.leE+ rot E A E>1=d“ E\E,— 2()1 E?,

>

—_—> >
E.rot H—H.r

rot

E——div(EAH)

Introduisant le systéme de notations (ou d,, désigne un symbole de
Kronecker)

> > >
(59) | Muo= BB, + H,H,— 30w, R=c(AAE), w=

nos deux formules s’écrivent finalement

] > >
(60) fu=0*Myu+ S 0'Ry, (7.5) = Ry — ot w.
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Telles sont les expressions de la densité de force pondéromotrice
appliquée ' au fluide électrique et de la variation instantanée de la

densité d’énergie (densité de puissance) (_;:) correspondante.
Nous avons tenu a donner ce calcul sous sa forme classique, car
I'examen des équations prérelativistes (60) auquel il aboutit est
fort instructif, surtout lorsqu’on le fait par comparaison avec les
équations analogues (72) de la Dynamique (voir plus loin n° 22).
Tout d’abord, on voit figurer au premier membre de la formule (60,)
la variation instantanée de la densité d’énergie du fluide élec-
trique; le second membre exprime que cettc énergie est acquise aux
‘dépens du champ, et justifie les expressions (59;) de la densité
d'énergie du champ et (59,) du vecteur densité de courant
d’énergie (vecteur radiant de Poynting). De méme, les équations (60,)

R i . ., . . .
montrent que les ?;f ont dimension de densité d’impulsion, ce qui

manifesie un nouvel aspect du vecteur de Poynting; elles justifient
aussi le qualificatif élastique que Maxwell a donné au tenseur symé-
trique My, [formule (59,)].

Ainsi, le seul examen des équations (60) (fait a la lumiére des
équations analogues de la Dynamique) montre que la Physique
prérelativiste attribue a lUénergie radiante non seulement une
densité d’énergie, mais encore une densité d’impulsion; de la
seule symétrie formelle de ces équations, elle aurait pu induire I'exis-
tence d’une proportionnalité entre la masse et I'énergie dans le
rapport ¢2. On voit que les équations classiques (60) et (72) cons-
tituent, par leur analogie formelle, un argument favorable a la
Relativité.

Quoi qu’ilen soit, compte tenu de la définition (57), nous sommes
amenés a généraliser le tenseur M, = M,,, de Maxwell en posant

(59) . | Mu=M,,= c‘ Ry=/(E,H,—E,H,), M;,=w,

ce qui nous conduit a I’écriture condensée des (60) (expression du
quadrivecteur densité de force pondéromotrice généralisée appliqué
au fluide électrique par le champ) :

(61) Je=dJ' My,
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La maniére dont f; dérive du tenseur symétrique de Maxwell généralicé
est exactement la méme que celle dont la densité de force d’inertie généralisée
dérive du tenseur symétrique d’inertie T;, (voir plus bas, équations 72);
par suite, les équations du mouvement du fluide électrique s’obtiendront en
écrivant que la différence entre ces deux tenseurs a son quadrivecteur
divergence d’Univers nul.

Il est évident que les M;; s’expriment directement en fonction des compo-
santes du tenseur antisymétrique H;; et de son dual Eg;. Les relations en
question, qui condensent les (59) et (59’), sont les suivantes :

(459" M, = > (BB + HyH,0);

en eflfet, il vient par différentiation
dM,; = %(E,l. dE;! 4+ dE,.. T.)/+ H,;. dH,/+ dH,;. H,!).

Supposons d’abord i 7 j; chacun des quatre termes écrits est alors la somme
de deux termes, et 'on vérifie sans difficulté I’égalité

E dE;/=H, dH/;

comme cette égalité cst évidente pour {=j, elle est générale, et nous
pouvons décrire, comme conséquence de la définition (59"),

(62) M M,j=E, 0/ Ejl+ H, 01 Hjl,

Or, en vertu des (44) de Maxwell-Lorentz, le premier terme est nul et le
second égal & H;j!; on retombe donc sur les (56°).

-

III. — La charge, la force et I’énergie comme grandeurs finies.

17. Invariance et conservation de la charge. — Le fait que le
quadrivecteur j¢ soit tangent aux trajectoires d'Univers du fluide
électrique montre que, dz’ désignant 1’élément de trajectoire, la
grandeur Z{JE est un invariant. En multipliant cet invariant par 1’¢lé-
ment quadrilinéaire [dz'dz*dz*dz'], dont I'expression en fonction
de quatre vecteurs élémentaires de base dz; est

ox} d8z] ozx] oxt

Ve aa T oz} dx3 oz} oz
[dxt dx® dzd dxt] = | | o a3 aa ]

oz} 8xj oz} oxk

oxl dxzf ox} ox}



44 OLIVIER COSTA DE BEAUREGARD.

nous obtiendrons un nouvel invariant, infiniment petit du troisiéme
ordre; soit /¢ Q. Prenons alors les trois premiers vecteurs de base
du genre espace et, pour le quatriéme (du genre temps) l’élément
de trajectoire dx lui-méme, I'invariant dQ peut s’écrire

éx! ox; ox} oxt

(65) 5Q 1| 8x} 8xy ox} oxl
= - . . ,

tef 8xy oxl dx} Oxk

VAN AR A A

ou encore, Icdu; désignant le quadrivecteur dual de I'élément trili-
néaire [dxidx/ dz*] [équ. (31)]

(65%) 6Q = j! tuy.

Il y a deux systémes galiléens (et deux seulement) dans lesquels
P’expression générale (65') dégénére en la suivanle

(65") 8Q = j4duy = q du:

ce sont : 1° le systéme entrainé, dans lequel les trois composantes j*
sont nulles; 2° le systéme de simultanéité locale (n°9), dont I'axe
temporel est orthogonal aux trois quadrivecteurs dz;, et dans lequel
par suite les oz sont nulles. Dans ce dernier systéme, les trois
quadrivecteurs oz}, déterminent un élément de volume pur, et 'on
retombe sur la définition traditionnelle de la charge d’une gouttelette
électrisée.

Mais, dans tout autre systéme, il est nécessaire de conserver
Iexpression générale, et la charge d’une goutte finie sera donnée par
Pintégrale

(66) Q= [l o

étendue a une hypersurface tridimensionnelle dont tous les éléments
sont du genre espace (le quadrivecteur du, étant donc du genre
temps) (*). On voit que 'intégrale précédente généralise a quatre

(1) Les trois nouveaux termes j* 8u, s’interprétent comme une correction de non-
simultanéité. 1ls s’écrivent en effet T~ [d.c dz*] dt, et apparaissent comme le flux
du vecteur d’espace densité de courant entrant dans le volume parallélépipédique
élémentaire pendant le temps d¢.
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dimensions la notion de flux : la charge d’une goutte électrisée
Jfinie (représentée en général d’une maniére « non simultanée » par
une hypercloison courbe du genre espace) est donnée par ' hyperfluz
du quadrivecteur densité de courant-densité de charge a travers
cette hypercloison. Si, dans le systéme galiléen utilisé, I’hypercloison
est plane et horizontale, on retombe sur la définition usuelle de la
charge, qui est donnée pour des états simultanés; sinon, on obtient
une charge généralisée, au sujet de laquelle la question se pose
naturellement de savoir si sa valeur estla méme que celle de la charge
traditionnelle. '

Pour cela, prenons I'intégrale précédente sur une variété tridimen-
sionnelle fermée, et transformons-la en intégrale quadruple : il vient

(66") ﬂ]l duy =Wd/j’[dx1 dz? dz3 dxt] = o,

quantité nulle en vertu de 'équation de continuité : l’hyperfluz du
quadrivecteur courant est conservatif. En particulier, prenons
comme domaine tridimensionnel fermé : 1° I'hyperparoi du tube
engendré par une goutte fluide finie bien déterminée; 2° deux hyper-
cloisons 1 et 2 du genre espace, courbes en général, coupant ce tube,
c’est-a-dire deux états non simultanés différents de la goutte consi-
dérée. Je dis que Uhyperflux électrique est nul & travers U’hy per-
paroi; en effet, le déterminant (65) est nul sur ’hyperparoi comme
ayant sa 4° ligne fonction linéaire des trois premiéres. Par suilte, si
Q. et Q, désignent les valeurs de I'intégrale (66) prise sur les deux
hypercloisons, on a Q.= Q,= Q, ce qui exprime la loi de conser-
vation de U'élec: cité.

Finalement, la charge d’une goutte finie n’est autre que U'hyperflux
conservatif atlaché au tube d’Univers correspondant; la valeur de Q
est indépendante de la forme et de la position de la cloison, c’est-a-
dire'que, physiquement, la valeur de Q est fonction seulement des
« molécules électriques » considérées, mais nullement de leurs coor-
données spatio-temporelles. En particulier, le fait que les molécules
ne soient pas prises simultanément n’influe en rien sur le résultat.

Mais il faut bien remarquer que cette conservation de la charge
provient uniquement d’une circonstance particuliére : 'existence de
I’équation de continuité. Sila divergence d’Univers du courant élec-
trique n’était pas nulle, la grandeur Q serait bien invariante pour les

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 103. 4
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changements de systéme de référence (invariance relativiste). mais
elle serait fonction de la cloison. Pour les classiques, la charge
s’entendait pour des états simnultanés du systéeme de molécules élec-
triques; c'est uniquement grace a Uéquation de cantinuité que
deux observateurs classiques différents seront d’accord entre cuz
dans U'évaluation de la charge.

II est instructif de retrouver les résultats précédents par un autre
raisonnement. Rappelons que, d’aprés la Cinématique des milieux
conlinus, laccroissement d’un volume matériel du suivi dans
son mouvement pendant le temps dt est

>
dou = ((hv v) oudt =d“¢, oudt:
d’autre part, l'accroissement correspondant d’une fonction quel-
conque F attachée au fluide est

dF = (04F o, + 0'F) dr,
de sorte qu’on peut écrire I'équation générale (qui intéresse en fai
les diverses densités)

(67) d(F 3u) = [0 (F ) + o' F | bu dt.

Si lon suppose Uintervalle de temps dt attaché au fluide comme
Lest le volume du, le produit du. dt est un invariant relativiste; en
effet, du varie comme (/1 — (3? (contraction de Lorentz), et dt

comme - En d’autres termes, le produit du volume pur du

Vi—
par le temps pur dt est une expression particuliére de I’élément qua-

drilindaire —[dz' dz? dz? dx+] (le 4° vecteur de base dz’ s’y trouvant
ic +

orthogonal aux trois premiers). Dans (67), prenons pour F la den-
sité de charge ¢; on a au premier membre la variation de la charge
d’une gouttelette suivie dans son mouvement, et le crochet n’est
autre que la divergence d’Univers du quadrivecteur courant. Comme
le crochet est 1°invariant, et 2° nul, les propriétés d’invariance et de
conservation de la charge sont bien établies. L’équation

d(3Q) = l-—xét)tj’[dwi dz® dxd dzt] = o,

sur laquelle on retombe, n’est autre que I'écriture « élémentaire »

de (66').
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18. Le quadrivecteur impulsion-énergie. — Multiplions les com-
posantes du quadrivecteur densité de force-densité de puissance par
Pinvariant du.dt précédent : d'aprés la physique classique, les’
trois f, du représentent la somme 0F, des forces appliquées a la goutte-

1. . > . -
lette considérée, et v d¢ est le déplacement élémentaire moyen dM
des points de cette gouttelette. 1l vient donc (le symbole ¢ étant
négligé) le quadrivecteur

—

>
(68) dp,= Ty, dt, dp,= -F.dM = = dW;

2
4

O~

dW désigne l'énergie élémentaire acquise par la gouttelette. Les (68)
constituent la définition pondéromotrice de l'impulsion-énergie
élémentaire de la gouttelette. Remarquons que les composantes dp;
sont insensibles au choix des quatre vecteurs de base dz; de I'élé-
ment quadrilinéaire, pourvu simplement que la valeur du déter-
minant soit respeclée; par suite, la relation qui existe entre les p; et
les f; n’est pas assujetlie a ’expression du.dt, et 'on peut adopter
Pécriture générale

(69) d(ep,) = ;%f,[(l.z" de’ dxd dae' ],

En Relativité, les deux mnotions d’impulsion et d’énergie
deviennent donc relatives, la notion d’impulsion-énergie étant seule
douée de signification intrinséque. Comme corollaire, les deux prin-
cipes de conservation de I'impulsion et de conservation de l’énergie
cessent d'éire distincts : ils viennent fusionner en I'unique prirncipe
de conservation de l'impulsion-énergie.

Impulsion-énergie électromagnétique. — Compte tenu de I'équa-
tion de continuité, 'expression (56”) de la densité de force d’Univers
s’écrit

Sr=0di(ARj) —jl ok Ay
Multiplions par I’élément quadrilinéaire, et intégrons dans un tube
d’Univers, entre deux hypercloisons 1 et 2; le premier terme se trans-
forme en intégrale triple, a laquelle I’hyperparoi apporte une contri-
bution nulle pour la méme raison que précédemment; introduisant les
valeurs moyennes A du potentiel sur les hypercloisons, il vient donc

pour ce prerhier terme [ A¥ — Kf] Q.
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Quant au second terme, a la condition de prendre comme quatriéme
vecteur de base P'élément de trajectoire d’Univers, il fait, lui aussi,
intervenir une intégrale triple, et s’écrit successivement

fdzlﬁdk AL (jebuy) = Qf-r)kA,da:'.
1

Considérons alors. dans un tube infiniment déli¢, deux hyper-
cloisons infiniment voisines; en admettant que la charge corres-
pondante soit finie, il vient l'expression électromagnétique de
Uimpulsion-énergie élémentaire du point chargé (unités E. M.
d’Heaviside)

(~0) dp, = Q(dA,—d,Ajduxi.

’

Cette formule nous servira de point de départ, au Chapitre 1V, pour
établir I'extension relativiste de la Mécanique analytique.

CHAPITRE I11.

RELATIVISATION DE LA DYNAMIQUE.

21. Dans ce Chapitre, suivant toujours la tradition d’Einstein,
nous allons établir la nouvelle dynamique en nous appuyant sur les
variances imposées a la force et a I'énergie par I’électromagnétisme.
Mais, afin de réduire le nombre des postulats nécessaires, nous allons
établir d’abord les équations des milieux continus. Précisément,
nous allons montrer que les anciennes équations’ d’inertie des
milieux continus se transcrivent telles quelles en Relativité ; les
deux nouveautés relativistes consisteront 'une dans une variance
cinématique attribuée a la densité massique, 1'autre dans une
proportionnalité universelle entre la densité massique et la
densité d’énergie; cette derniére loi aura évidemment une portée
physique considérable. Nous établirons ensuite les lois valables
pour le point matériel au moyen d’un passage a la limite.

On voit done que, sous la seule condition de prendre comme lois
fondamentales les lois des milieux continus, la dynamigue relativiste
n’est pas plus « révolutionnaire » que l'électromagnétisme relati-
viste; celle circonslance apparait comme trés naturelle si l'on se
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rappelle que les formules fondamentales de I’électromagnétisme
portent sur des densités.

I1 est incontestable que, a cause de la variance atlribuée a la masse,
la dynamique relativiste est plus compliquée que P'ancienne dans
les applications (n 25). Au contraire, les formules générales —
tant celles des milieux continus que celles du point — sont aussi
simples que les formules anciennes; elles sont méme plus condensées
gréace a I'dcriture tensorielle.

I. — Lois générales de inertie.

22. Equations des milieux continus. — Soient respectivement

p et ¢ la densité massique et la vitesse d'un milieu continu, ; la
densité de force qui lui est appliquée et w celle de I'énergie acquise
correspondante ; soiecnt du un petit volume suivi dans son mouve-
ment, dt un temps infinitésimal. D’aprés la loi d’inertie de Galilée,
les accroissements d’impulsion et d’énergie de la gouttelette du
pendant le temps dt valent respectivement

(71) Towdr=d(ovon),  (J.8)owd = d(waw).

Transformons les seconds membres de ces équations d’aprés la for-
mule générale (67) établie-au chapitre précédent; le produit du dt
se met en facteur, et il vient, aprés division des deux membres.
par cette quantité

. (*.‘*) . .
(72) Su= 0 (pruve) + 9 (pra), Jov ) =0d"{wry) + ' (w).

Dans les trois premiéres de ces équations, qui expriment la tradi-
tionnelle lof d’tnertie des milieuz continus, les pryv, définissent un
tenseur symétrique de I'espace ordinaire. La quatriéme exprime laloi

d’accroissement de la densité d'énergie du fluide par suite du travail

>
des forces appliquées; lorsque les vecteurs fet ¢ sont perpendiculaires

cntre eux [(i 0) = o], onreconnait une équation de continuité pour
I'énergie du fluide.

En Relativité, sous la seule réserve que Loutes les grandeurs soient
évaluées dans un méme systéme galiléen, les équations (72) [et aussi
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les (71)] subsistent intégralement. En effet, comme I'Optique et
I'Electromagnétisme nous I'ont enseigné, posons

yeior, 7= 103,

toutes les quantités entre parenthéses aux seconds membres des (72)
sont nécessairement les composantes d’un mémé tenseur d’Univers
Tij, qui est symétrique puisque ses neuf composantes T, le sont
toujours. On peut donc poser

. - ,
(73) Tuv= PVy Vo= Tl'uy Tui=1c eu= vau = Tntu; Ti=— w,

formules d’ou résultent immédiatement les deux résultats annoncés

1
(74) w=c?p, P=—c—2Tu;

on voit que la masse du fluide ne se conserve qu’en premiére
approximation, approximation d’ailleurs trés élevée a cause de I’énor-
mité du coefficient d’équivalence c” entre la masse et I'énergie.

Les définitions (73) peuvent étre résumées sous la forme suivante

c’p N )
dz, dz, dr, drj= dx, dx, dx; dz,,

(75) Ty=—

qui montre que les tenseurs symétriques T;; et dx;dx; sont homo-
(% est un invariant) . Quant aux (72), elles
]

prennent la forme condensée

thétiques (et aussi que

(76). Sfi=di'Tyj.

23. L’impulsion-masse comme grandeur finie. — Intégrons les
équations (76) dans un domaine quadridimensionnel, et transformons
le second membre en intégrale triple étendue au contour tridimen-
sionnel de ce domaine. Il vient, icdu’ désignant le quadrivecteur
dual du tenseur [ dz; dz; dz;]

1 Dy
(77) - j[ fildwy ds dzs do,] = ﬂ" Ty 8. -
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Pour interpréter ce résultat, prenons comme contour tridimen-
sionnel : 1° I’hyperparoi d'un tube de courant d’Univers; 2° deux
hypercloisons 1 et 2, courbes en général, partout du genre espace,
représentant deux états « non simultanés » différents d’'une méme
goutte fluide finie.

Etudions d’abord le second membre, et, dans ce second membre,
l'intégrale d’hyperparoi; comple tenu de I'expression (32) de I'élé-
ment d’hyperparoi et de la définition (75) précédente, son élément
différentiel s’écrit

Ty Su=— 3st dzi dxj dry;

w
dz, dz:
4 la fraction invariante prés, il s’agit du produit contracté d’un ten-
seur symétrique par un tenseur antisymétrique, quantité identi-
quement nulle. Ainsi, comme dans le probléme de la charge
électrique étudié¢ au Chapitre précédent, I’intégrale triple d’hyper-
parot est identiquement nulle ; dans les deux cas, ce fait résulte de
I’homothétie du tenseur densitaire au tenseur défini par I’¢lément
de ligne de courant.

Prenons maintenant les intégrales d’hypercloisons; lorsque ces
hypercloisons sont planes et horizontales (c’est-a-dire lorsque toutes
les molécules fluides sont considérées d’une maniére simul-
tanée : du*=o), elles s'interprétent immédiatement commae les Lrois
composantes p, de'impulsion et comme la masse m (multipliée par ic)
de la goutte fluide finie

(78) Pu =ﬂ‘p ¢y OU, pPi= icﬁ‘p Su =1icm;

il s’agit la de la définition cinétique ou inertique du quadrivecteur
impulsion-masse, qui sera conservée quelles que soienl la forme et
Porienlation de I'’hypercloison (impulsion-masse généralisée) (').
Finalement, le second membre de la formule (77) s’interpréte
comme l'accroissement du quadrivecteur impulsion-masse p; d’un
méme milieu continu fini pris dans deux états différents. Quant au
premier membre, son interprétation est évidemment la méme que

(') L’'interprétation des nouveaux termes 'gov v* 8u, et pv~8u, est tout a fait
analogue & celle que nous avons indiquée en note pour la charge électrique :
il s’agit d’une correction de non-simultanéité faite de proche en proche.

U
~.
—
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celle que nous avons donnée au Chapitre précédent (n°® 19); il
s’agit de la définition statique ou pondéromotrice du quadrivecteur
impulsion-énergie. Nous reviendrons explicitement, a propos du point
matériel, sur la proportionnalité entre masse et énergie qui résulte de
I'égalité des quadrivecteurs impulsion-masse et impulsion-énergie.

Contrairement a4 ce qui avait lieu dans le probléme de la charge
électrique, le quadrivecteur divergence f; du tenseur T;; n’est pas
nul en général, 'impulsion-masse n’est pas conservative, etil n’est pas
possible de parler d’une impulsion-masse attachée au tube d’hyper-
courant. En particulier, deux observdteurs galiléens différents qui
définissent a la maniére classique le quadrivecteur impulsion-masse
relatif aux mémes molécules fluides seront en désaccord non seule-
ment sur la valeur des composantes (comme il va de soi), mais sur
le quadrivecteur lui-méme. Dans le cas général o f; n’est pas nul,
le quadrivecteur impulsion-masse est fonction non seulement des
molécules choisies, mais aussi de I’hypercloison d’intégration; on
peut traduire ce fait d’'une maniére imagée en disant qn’il existe une
infinité de quadrivecteurs impulsion-masse attachés au méme
tube d’Univers; cela, bien que le tenseur densité d’inertie T;; soit
parfaitement défini en tout point et a tout instant.

Dans le cas particulier ou le quadrivecteur f; est identiquement
nul (c’est-a-dire le tenseur T;; sans divergence), 'impulsion masse
se trouve étre conservative ; 4 chaque tube d’Univers correspond une
impulsion-masse parfaitement déterminée. Mais alors, non seule-
ment le quadrivecteur impulsion-masse se trouve défini intrinséque-
ment par le systéme de molécules fluides considérées, mais encore
il est invariable dans le temps. C’est seulement lorsque I'impulsion- .
masse est « intégrale premiére » qu’elle est définie indépendamment
des instants relatifs auxquels on prend les diverses molécules fluides.

24. fquations de la dynamique du point. — Faisons tendre vers
zéro dans toutes ses dimensions I'hypersection du tube d’Univers
considéré, tout en admettant que son impulsion-masse généralisée
reste finie. Celle-ci, en vertu des (75) et (77), a pour expression

cp
D) = — —_—— : Sul
opy s ‘dzg dxj dul,

dans laquelle les dz; caractérisent 1’élément de trajectoire moyenne
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de 'hypertube et du/ un quadrivecteur section de I’hypertube. Il est
bien clair que quelle que soit lorientation de Uhyperplan de
section, le produit scalaire dzjdu/ conserve la méme valeur; on
voit ainsi disparaitre, dans le cas limite du point matériel, I'indéter-
mination fort génante étudiée au numéro précédent. Finalement, le
quadrivecteur impulsion-masse attaché & une gouttelette infini-
tésimale (engendrant un tube infiniment délié) est : 1° défini d’une
maniére intrinséque; 2° tangent & la trajectoire moyenne.

Retournant alors a la définition cinétique (78) de I'impulsion-
masse, et appelant m la masse de la gouttelette, il vient les expres-
sions

(79) Pu= mpy, pi= icm,

dont les trois premiéres sont classiques; la quatriéme exprime, en
langage ponctuel, la nouvelle variance cinématique de la masse.
La formule condensée de ces expressions est

’ ' .. m
(79 ) pPi= lCdel,

dans laquelle dxi est évidemment un invariant.
4

De méme, retournant a la définition pondéromotrice (68) de

I'impulsion-énergie qui convient pour le premier membre, il vient

finalement les équations relativistes de la dynamique du point

(80) F,dt =d(mv,), dW = ¢2dm;

les trois premiéres 'ne sont aulres que les équations galiléennes
écrites sous la forme dite de I’imoulsion; la quatriéme exprime, en
langage ponctuel, la nouvelle proportionnalité universelle entre la
masse et ’énergie.

Comme application, montrons que la dynamique relativiste retrouve
en premiére approximation le classique théoréme de la force vive.
Soit en effet p la masse propre du point matériel (valeur de la masse
dans le systéme entrainé, comme 7 était le temps propre); dans tout
autre systéme, on aura

(81) m=—L—__=p<1+3[32+...> ou \V=1.ch+1p.02+....
vi—f§ 2 -2
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Ainsi, pour augmenter 'énergie d’un point massique on dispose en
principe de deux moyens : 1° augmenter sa masse propre ou, comme
on dirait en thermodynamique, son énergie interne; 2° augmenter
sa vitesse, c’est-a-dire son énergie cinétique, ou encore ce qu’on
pourrait appeler sa masse apparente.

Un point qui serait animé de la vitesse limite ¢ aurait une masse
infiniment grande; si Pon voulait faire tendre vers ¢ la vitesse d’'un
point massique donné, il faudrait lui fournir une énergie infiniment

-grande. On verra la des confirmations a posteriori de I'existence de
la vitesse limite c.

L’interprélation relativisie du théoréme de la force vive est trés
nouvelle en ceci qu'il s’agit au fond d’un théoréme de cinéma-
tique : Dénergie cinélique est en somme une apparence due au
mouvement. Ce qui rend la nouvelle interprétation plus satisfaisante
que l'ancienne, c'est qu’on voyait mal, en dynamique classique,
comment le caractére relatif de l'énergie cinétique s'accordait
avec le caractére absolu de 'énergie en général.

98. Si I'on veut utiliser dans la pratique ou vérifier par I’expcrience les
nouvelles lois d’inertie sur des corpuscules en mouvement rapide (expé-
riences de Guye et Lavanchy sur I’électron), il faut les transformer de maniére
a faire apparaitre la masse propre i, espace et le temps habituels. Compte
tenu du fait que la masse est variable, on peut écrire

>
*) i - (I_n_z >
dt ar ¥’

la Relativité corrige donc l'expression classique par un second terme coli-
néaire & la vitesse; cette remarque suggere de décomposer la force et I'accé-

lération tangentiellement et normalement a la trajectoire. Désignons par
les indices ! et ¢ les composantes longitudinale et transversale correspon-

. . dy . . .
dantes, et rappelons la relation classique y;= = ¢'; Iéquation vectorielle

initiale sera remplacée par les deux suivantes :
Fi=mo '+ m'y, IFy=my,.

Nous voyons déja que si Ion attribue au point sa masse relativiste m (et
non sa masse propre.p), la loi d’accélération normale est conservée. Dans les
mémes conditions, cherchons la modification de la loi d’accélération tangen-
tielle; on a, d’aprés (814),

cicld e eld
M
m=u B - =m o — m'e = me'———
o\ 1— (.l 11— 3
(r—8")
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finalement, les nouvelles lois d’accélération cherchées s’écrivent

v 3,
F;= [iyé’= B/ i=y~“<l+;p°+...>,
(— )
Fi= my, =._'”'_1_._—.py,<1+§[‘»"+...).
(1= )

On appelle quelquefois masse longitudinale et masse transversale les deux
coefficients de 'accélération

mim— =
(—g) (— )
II. — Le probléeme des moments cinétiques propres (1).

. 26. Rappel de quelques résultats d’Elasticité et de Dynamique pré-
relativistes. — Soient, dans un milieu élastiquement tendu, T, les
neuf coefficients qui expriment le vecteur force'super ficielle élémen-
taire 0T, en fonction du vecteur aire élémentaire correspondante
(tenseur élastique) ‘

oT, = T,uvos";
intégrant sur une aire fermée et transformant en intégrale triple, on
fait apparaitre la densité volumique de force élastique f.

(82) R ﬂ 5T, = [[ 90T 0 B0, fu= Ty

De méme, prenons le moment de la force superficielle a I'origine,
intégrons et transformons; tenant compte que d”xz,=d%, on voit
apparaitre une densité de moment pondéromoteur propre d’origine
élastique p. '

(83) ﬁ (Tuwto— Tony) 5w
= ﬂ (@0 0% Tugy— 24 0Ty B + ﬂ' (T O Ty — Ty M0 7,) Bt
=ﬂ(fu &y —_/.vxu) du +ﬁ(Tuu — Tl'u) ou, [ty = Tuo — Tou. |

(') Ce paragraphe reproduit, en Pabrégeant un peu, notre étude parue au Journal
de Mathématiques [Sur la théorie des moments cinétiques propres en Relativité
restreinte (J. Math. pures et appliquées, t. XXI, fasc. 3, 1942).] Depuis ’époque
de la présente rédaction, nous avons notablement développé et étendu notre
théorie.
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Ainsi : (A) UElasticité établit la possibilité d’existence d'une
densité de moment pondéromoteur propre, qui est représentée par
un tenseur antisymétrigue du second rang, et qui s’annule
lorsque le tenseur élastique est symétriqite.

Prenons alors les équations (72) de la Dynamique des milienx
continus : elles montrent que la densité de force d’inerlie
est la somme d’un terme de forme élastique dérivant du tenseur
symétrique pv,0,, et d'un terme 0‘(pv,) non réductible a cette
forme, c’est-a-dire proprement volumique. Par conséquent, la
Dynamique affirme que la densité de moment de force d’inertie
propre est identiquement nulle, et, en vertu du principe de
d’Alembert appliqué aux moments : (B) qu'il en est de méme pour
la densité totale (élastique —+ volumique) de moment pondéro-
moteur propre. ’

D’ailleurs, il est facile de confirmer ce résultat de la maniére sui-
vante : prenons, dans un milieu continu, une gouttelette sphérique
de rayon r suivie dans son mouvement; son moment d’inertie

—_—
. . I . .
est %npr", et sa vitesse angulaire Aroty¢. Son moment cinétique est

donc un infiniment petit du 5° ordre, ce qui ne permet pas de définir
une densité de moment cinétique propre. En d’autres termes, la
Dynamique affirme : (C) 'inexistence d’une densité de moment
cinétique propre. :

Or, I'existence des moments cinétiques propres a ’échelle atomique
est ‘mise en évidence par les expériences gyromagnétiques, par
exemple; il sembleraitintéressant d’élargir les conceptions classiques
de la Physique du Continu de maniére a pouvoir attribuer a la matiére
une densité de moment cinétique propre. D’autre part, 'existence
d’un moment cinétique propre de I’électron est mise en évidence par
Ia spectroscopie, et la Mécanique quantique utilise comme intermé-
diaire de calcul dans I’espace-temps une densité de moment cinétique
propre ¢, dont il est intéressant de justifier les propriétés, d’un point
de vue purement relativiste.

En fait, nous allons pouvoir montrer que les propriétés cinéma-
tiques de la densité o 'de Dirac sont imposées par le formalisme
relativiste comme conséquences nécessaires de postulats trés géné-
raux (n° 27). De plus, on verra que les résultats négatifs (B) et (C)
de la théorie prérelativiste ont une origine trés profonde, 1'élar-
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gissement sur ce point de la Dynamique ancienne ne devanl pas étre

facile (n° 28).

27. Détermination relativiste des propriétés de la densité de
moment cinétique propre. — Sous forme finie, la variance relativiste
d’un moment cinétique C résulte sans ambiguité de la considération
d’un point matériel de coordennées z' et d’impulsion-masse p‘; en
effet, d’aprés la Dynamique ancienne, il ne peut s’agir que du tenseur
antisymétrique

(84) Cu = ptori—plrt,

dont les trois G4 représentent le moment cinétique proprement dit
‘par rapport & origine des espaces. Quant aux trois C*%, leur inter-
prétation est facile par explicitation de z* et des p' [équ. (79')]; i
vient en effet

(84" Chu = {em (xt— vu 1),

et I'on voit qu’il s’agit, au facteur ic prés, du moment barycentrique
par rapport a 'origine, généralisé par I'hypothése de la non-simul-
tanéité. En particulier, pour ¢ infiniment petit, on retrouve le
moment barycentrique habituel a I'instant zéro (— v“ dt représentant
alors une « correction de non-simultanéité »).

Cela étant, nous savons que nous devons obtenir un tenseur anti-
symétrique du second rang 3G/ en multipliant convenablement les
composantes inconnues de la densité ¢ par le tenseur antisymétrique
élément de volume généralisé [ dz' dz’ dz*]; la grandeur o est donc
nécessairement un tenseur, dont il faut déterminer Pordre n et
éventuellement les symétries.

Soient m le nombre de ses indices muets, qui viendront saturer
certains indices du [ dxi dz’ dz*], s celui de ses indices significatifs;
les trois entiers n, m et s sont essentiellement positifs et au plus
égaux a 4, et 'on peut écrire les relations d’homogénéité

2= —m)+s ou m=1-+s,

m-=+s=n ou n=1i1-+ 2s.
Pour s =o, ilvient m=1, n=07;
pour s=1, il vient m=-2 n=3;

Phypothése s — 2 n’est pas a retenir, puisqu’elle donnerait n = 5.
Y P y pulsy
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Ainsi, la densité o, si elle existe (Postulat I) est nécessairement
un tenseur du premier ou du troisiéme rang.
Prenons d’abord la premiére hypothése. Elle s’écrit

(85) 8Cii = o4 [ dr! dal dt],

formule grace a laquelle l’antisymétrie du tenseur 3G est assurée
quel que soit U'élément trilinéaire d’intégration. De plus, on voil
que, dans Uhypothése de la simultanéité, on retrouve pour la
densité o le caractére d’'une densité vectorielle d’espace. en ce
sens : 1° que les trois composantes 8C"" du moment cinétique ne
comportent qu’un seul terme dans leur expression : celui eng,; 2° que
les trois composantes C** du moment barycentrique sont mulles.

Si l'on introduit les duals icdB* et icdu’ des deux tenseurs
antisymétriques de la formule (85), elle s’écrit

(85") SBA! = 5k Bu! — ol Suk.

Prenons maintenant Ihypothése n=3. m =2. Si l'on postule que
(II) Dantisymétrie du tenseur produit doit étre assurée quel que soit l'éle-
ment trilinéaire d’intégration, il est nécessaire d’adopter. non pas le simple
produit contracté sur deux indices, mais la combinaison classique

(85") 8B4/ = é { ou, [ dek deidei ] — ogj[del detdei] ).

Postulons alors que : (II) dans ’hypothése de la simultanéité, le caractére
vectoriel spatial doit étre retroucvé pour la densité s. Nous remarquons immé
diatement que, pour un couple bien déterminé des indices muets, chacun des
termes de (85") est la somme de deux termes en général différents, corres-
pondant a la permutation de ces indices dans ¢, notre postulat (III) impose
donc déja 'antisymétrie du tenseur ¢ par rapport aux indices muets, pour que
les deux termes précédents soient identiquement égaux. On peut alors les

(o1 I
grouper ensemble et négliger le facteur .
2

Compte tenu de cette remarque, et toujours dans I’hypothése de la simul-
tanéité, les (85") s'écrivent (la convention de sommation n’étant pas utilisée)

6Bue= (Sovw + Suuw) [dx! dx? drd), OB =7 0[drt dr’ dae3];

le postulat (ITI) exige rue, en vertu d’une propriété intrinsé¢que du tenseur o,
Ll )
I’un de ces deux groupes de trois composantes soit nul, et que ’expression de
bal )
Pautre ne comporte qu'un seul fterme. Il est facile de voir «que cela n’est
possible que d’une seule maniére : les trois 8B, seront nulles, et comme cela
doit avoir lieu identiquement, le tenseur ¢ doit étre antisymétrique par
q \ q
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rapport i se< deux premiers indices. Finalement, le tenseur ¢ devant étre
compléetement anlisymétrique, U’écriture (85") devient équivalente o (85').

Ainsi. moyennant deux postulats généraux appropriés, nous avons ramené
lecas n =73 ai cas n =1.

Si alors on ajoute aux postulats précédents : (IV) la nécessité de
retrouver pour la densité o le caractére d’un vecteur d’espace
dans le systeme entrainé, les (83') montrent que ¢* doit s’annuler
dans ce systéme, c’est-a-dire que le quadrivecteur o' doit étre
orthogonal au courant d’Univers

’ P[> >
(86) o, dxt=o0 ou gt = —;(a.v .

On sait qu’en Théorie de Dirac la densité ¢ est un tenseur anti-
symétrique du troisiéme rang qui, en axes cartésiens au sens étroit,
équivaut a un quadrivecteur, et que la relation (86) est effectivement
vérifiée. Finalement, nous avons retrouvé 'ensemble des propriétés
cinématiques de la densité ¢ de Dirac au moyen des quatre postulats
généraux d’existence (1), d’arbitraire de Uélément trilinéaire
d’intégration (11), d’interprétation vectorielle dans le systeme de
simultanéité locale (1I1), et aussi dans le systeme entratné (IV).

98. Etude de l'intégrale d’hyperparoi. La densité de moment pondé-
romoteur propre. — Il est nécessaire (ue nous complétions notre étude de
la maniére suivante : nous prendrons l'intégrale triple de Pexpression (85")
sur le domaine particulier constitué par deux hypercloisons différentes rela-
tives aux mémes molécules, et par ’hyperparoi du tube de courant d’Univers
correspondant. En -effet, pour pouvoir affirmer que la différence des deux inté
grales d’hvpercloisons représente bien la variation du moment cinétique-
moment barvcentrique d'une méme goutte fluide, il faut que nous sachions
interpréter Dlintégrale triple d’hyperparoi, et aussi lintégrale quadruple
obtenue au second membre par transformation. .

Reprenant 'expression (32) de I'élément trilinéaire d’hyperparoi, ’'intégrale
correspondante s’écrit

(87) 3B = (gk st/ — al 3sth) dry

(formule grace a laquelle I'antisvmétrie de 8B4/ reste automatiquement
assurée).

Le fait capital sur lequel il faut insister, c’est que. compte tenu de la
relation entre la densité 5 et 'élément de trajectoire d’Univers [formile (86)],
la nullité Jde intégrale d’hyperparoi n'est pas automatiquement assurée.
Dans ces conditions, nousallons envisager successisement plusieurs hypotheses.
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PREMIERE HYPOTHESE. — L’intégrale d’hyperparoi est identiquement
nulle, quelle que soit I’hyperparoi. — Cela revient & dire que les choses
doivent se passer, dans notre probléme actuel, comme dans les problémes de
la charge électrique et de limpulsion-masse. Prenons deux hypercloisons
planes et perpendiculaires & I'axe de temps, infiniment voisines dans le temps,
intégrons, et transformons en intégrale quadruple; au prémier membre, il
vient la wvariation du moment cinétique moment barycentrique, et 'on
peut écrire, en introduisant au second membre le produit 6u d¢t d’un volume
pur par un temps pur

(88) dBk = dtﬁ(d’c*——d*c’) Su;

ainsi, le dual pi/ du rotationnel d'Univers de la densité o représente
par ses trqis |uvv la densité de moment pondéromoteur propre, en pleine
conformité avec le résultat d’Elasticité (A) [formule (83)]

(89) p”":fl%(d‘ oW — gwat).

Cette formule (8g) est tout a fait analogue a la formule classique (82);
dans les deux cas, la densité dynamique est une dérivée [de la densité
inertique.

Malheureusement, ces derniers résultats, qui semblent trés satisfaisants
du point de vue classique, ne peuvent étre réalisés en fait. En effet, dire
que lintégrale de (87) doit étre identiquement nulle, c’est dire que /a
densité ¢ doit étre identiquement nulle. Nous retombons donc sur les
résultats négatifs (B) et (C) de la Dynamique, mais la Relativité restreinte
a Je mérite de nous montrer que ces résultats ont au fond une origine
cinématique ; 'hypothése de nullité de l'intégrale d’hyperparoi a elle seule
nous rameéne au cas classique, puisqu’elle suffit A entrainer le résultat positif (A)
et les résultats négatifs (B) et (C).

DEuXIEME HYPOTHESE. — L’intégrale d’'hyperparoi n'est pas nulle, mais
lintégrale quadruple est identiquement nulle. — Ce qui rend séduisante
a priori cette hypothése, dont I'expression est

(89") di gt — dlei = o,

c’est qu’elle permet en principe de remplacer la notion défaillante de densité
volumique de moment pondéromoteur par celle de densité superficielle.
Introduisant en effet la vitesse du fluide dans les (87), on peut mettre
Pintervalle de temps df en facteur, de sorte que les coefficients des 3si/ dt
seront les composantes de la densité super ficielle de moment pondéromotewr
propre généralisé.

Malheureusement, on tombe encore sur une difficulté tout a fait analogue
a la précédente. En effet, explicitant les expressions de notre densité dans
Phypothése de la simultanéité (8s#» = o), il vient pour I'intégrale d’hyperparoi
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et &s désignant toujours ’élément d'aire proprement dl[e)

~ IN - >\uv
6Buv = (51 gsv — ¥ Gs4) dt = (c A 83) dt,

/
(90) 5 ic 6Bt = g §sv d.r, + ot st dx,,
( =[f.r“ o:v) a-u) sli\-ldl-—[v/\(c/\os ] dt;

et comme, toujours dans ’hypothése de la simultanéité, les 3B#v d’hypercloison
sont identiquement nulles, nous en concluons

, > , \#
(90) 5 /,6S=0

et par suite la nullité du quadrivecteur oi. L’hypothése actuelle, tout comme
la précédente, aboutit donc & nier l’existence des moments propres.

TROISIEME HYPOTHESE. — L'intégrale d’'hyperpuaror et Uintégrale qua
druple ne sont pas nulles. — Il résulte de ce qui précéde que cette hypothése
est nécessaire pour saurer l'existence des moments propres. De plus, elle est
en accord avec la Théorie de Dirac, ol le quadrivecteur ¢ n’est pas irrota
tionnel. Mais on ne peut pas l'interpréter du point de vue classique : en
effet, la disparition de 'une et I'autre des restrictions précédentes fait de la
transformation de 'intégrale triple en intégrale quadruple une pure tautologie,
qui ne permet pas de définir une densité de moment pondéromoteur propre.
Faute de cela, la notion de densité de moment cinétique propre n'a guére
de sens au point de vue classique; il faudrait faire appel, pour la justifier,
a une hypothése étrangére a la fois & la pure Cinématique et a la Dynamique
traditionnelle, cesl a-dire @ une hypothése tout a fait artificielle en I'état
actuel de nos connaissances.

Comme le progrés de ces connaissances e fait trés nettement dans le sens
quantique, le plus sage est probablement de conclure que I’étude précédente
fait bien sentir, sur un point particulier, la limite des possibilités d’explica—
tion de I'ancienne Physique du Continu.

CHAPITRE 1V.

LA MECANIQUE ANALITIQUE DU POINT ELECTRIQUEMENT CHARGE
COMME INTRODUCTION A LA MECANIQUE ONDULATOIRE.

I. — Formulation symétrique de la mécanique du point.

31. Pour obtenir une Mécanique analytique jouissant de la
symétrie relativiste, il est nécessaire de considérer un point maté-
riel soumis a l'action non pas seulement d’un potentiel unique

V (21, %9y 3, t), comme on le fait le plus souvent, mais bien d’un
MEMORIAL DES SC. MATH., — N° 103, 5
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quadripotentiel A;(...2/...)avec i, j =1, 2,3,4etA, =iV, comme
I'impose I'Electromagnétisme (). Outre sa généralité plus étendue,
une telle méthode a P'avantage de bien montrer que ce n’est pas par
des raisons fortuiles que le point électriquement chargé suit les
équations de la Mécanique analytique.

Reprenons donc les équations (70) qui donnent la variation élé-
menlaire dp; d’impulsion-énergie électromagnétique d’une charge
ponctuelle Q en fonction de son déplacement spatio-temporel dz?

dp;= Q(dA;—d, A; dxj).

Au premier membre, nous supposerons avoir affaire a I’expression
dynamique, ou inertique, de la méme quantité, qui est aussifonction
du déplacement dz‘ (n° 24); dans ces conditions, les quatre équa-
tions précédentes ne sont autres que les équations du mouvement
du point chargé.

Si 'on remarque en passant que le premier membre n’est qu’une
forme tronquée du second, I’hypothése de la « présence virtuelle »
d’un terme — 9;p; dz/ s'impose pour ainsi dire d’elle-méme; il faut
alors chercher a quelle condition ce terme est identiquement nul.
Cette condition est évidemment que les quatre dérivées partielles (?)
du quadrivecteur p; soient orthogonales au déplacement spatio-
temporel ‘dz‘, ce qui arrive en particulier si Pon admet, avec les
classiques, que p; est tangent a la trajectoire el de longueur icp
constante (7). On a en effet d’aprés (79)

(91) p,p‘:—(ép)":const.

Quoi qu'il en soit, posons en général par définition de Uimpulsion-
énergie totale du point massique chargé (el éventuellement doué de
spin)

(92) P, =pi— QAI;

(') La Mécanique analytique symétrique du point électriquement chargé en
Relativité générale a été développée dans plusieurs publications par M. de Donder.
On pourra consulter notamment sa Théorie invariantive du Calcul des variations,
P- 174 et sq.

(?) En Mécanique analytique, on considére 2 la fois les trajectoires d’une con-
gruence, de sorte qu’on a affaire 3 un champ de quadrivecteurs p,. -

(2) Cette hypothése ne gonvient pas au point matériel doué de moment cinétique
propre ou spin; voir par exemple AL. Proca. Thése, p. 145 : Sur la théorie rela
tiviste de l’électron de Dirac dans un champ nul, Paris, 1933.
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les équations du mouvement prennent la forme condensée

(9;) dP1=()1Pid.I,‘/‘.

32. Invariants intégraux de Poincaré-Cartan. — En Mécanique
analylique, on associe a la trajecloire réellement décrite par le point
une infinité multiple de trajectoires « virtuelles » formant avec la
précédenle une méme congruence; on les assimile aux lignes de
courant d’un fluide fictif que, pour des raisons évidentes, nous
appellerons fluide de possibilité. Dans I'Univers de Minkowski, nous
aurons affaire a une triple infinilé de trajectoires du genre temps.

Prenons alors, comme nous l'avons souvent fait, une famille
continue d’hypersurfaces, partout du genrc cspace, s’étendant jus-
qu’a l'infini, et considérons plus particuliérement deux d’entre elles.
soient (1) et (2). Intégrant les (93) le long du segment qu’elles déter-

minent sur une lrajectoire, et posant par définction de Uaction totale
(invariant relativiste)

(94) «1»=fp,~ dai,

il vient .
Ploy— Ply= i@ — D1 ]

Prenons alors sur Phypersurface (1) une ligne fermée, évidemment
du genre cspace. Les trajecloires qui en émanent forment une
paroi bidimensionnelle de tube d’Univers, sur laquelle les hyper-
surfaces que nous avons introduites déterminent une famille continue
de contours du genre espace. Soit dz; ’élément du contour général :
c¢’est évidemment un vecteur du genre espace. Multiplions scalaire-
ment les deux membres de la formule précédente par éz;, et intégrons
tout autour du tube; il vient

¢.P'8z,~—-¢‘P"6xl=¢ sry Ot (q)le,_q»(,,):gﬁ(rp(g,_zp“,),
) um . .

quanltité évidemment nulle. Finalement, la circulation du quadri-

vecteur P; prise autour d'un tube du courant de possibilité est
conservative

(93) (ﬁ‘ P; é.xi = const.
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L’invariant intégral précédent, qui a dimension d’action, est dit
relatif parce qu'il doit étre pris le long d’un contour ferme.

Réciproquement, il faut montrer que I’équation intégrale (93)
entraine les équations différentielles (93): chemin faisant, nous allons
établir d’autres propriéiés.

Associons maintenant au contour précédent une cloison courante
du tube considéré ; transformant I'intégrale (95) en intégrale double
prise sur cette surface, il vient

(959 ﬂdj P,[dridri] = const.;

compte tenu de antisymétrie du [dz! dz'], cette formule exprime
que. le flux du rotationnel de l'impulsion-énergie a travers la
cloison eourante est conservatif. Explicitant ’élément bilinéaire en
fonction de deux quadrivecteurs de base 8, z¢ el ¢, 2, il vient

/ff),-P,(a.xi Bozl— 8yai 3yl = [r’i.PiB)xi—SoP,-a.xi:consl;

on sait que la Théorie des Quanta, sous sa forme ancienne, impo-
sait 4 la derniére intégrale d’étre un multiple entier de la constante
universelle 4 ('); le raisonnement que nous venons de faire étahlit la
compatibilité de la Mécanique analytique relativiste avec les
conditions de Quanta.

Je dis maintenant que l'intégrale analogue a (93') prise sur la
paroi est identiquement nulle. En eflet, intégrant sur la surface
fermée constituée par deux cloisons et par la paroi, et transformant
en intégrale triple, il vient au second membre

ﬂ 04 P, [ dut dixi dich],

quantité identiquement nulle puisque I'élément différentiel est le
produit contracté d’un tenseur symétrique par un tenseur antisymé-
trique. Nous pouvons donc écrire, le symbole d caractérisantle mou-
vement du point ct ¢ étant relatif 4 un changement de trajectoire

(96) dP,oxri— P, dri=o

[ élément d’invariant intégral absolu de Poincaré-Cartan (2). ]

(') Voir par exemple L. Bririovin, Les Statistiques quantiques, p. 12q.
(*) Voir par cxemple E. CArriN, Lecons sur les invariants intégraux, Chap. 11,
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Dans cette derniére formule, remplacant dP; par son expression
0;P; dx/, il vient
6.ri((lP,-— (),' P, dx") = 0,
et comme les dx/ sont arbitraires, les équations (93) sonl bien
rélablies comme conséquences de (9 ).

33. Théoréme de Hamilton. Equation de Jacobi. — Soient deux
points d’Univers (1) et (2) définissant un quadriveclenr du genre
temps; ils peuvent appartenir en principe 4 une lrajectoire réellement
suivie par le point chargé.

Tutontme. — La trajectoire réelle est caractérisée par le
fuit qu'elle rend stationnaire Uintégrale d’action. On a en elfet,
{’aprés un calcul de variations classique,

(97) af P,d.rl’:f 3P, dort 4+ Py d B
1 1

= (P, ox)} +f (0P, dwt— dP, 6.r1);
I

la partie tout intégrée est nulle, du fait que Jes points (1) ¢t (2) sont
considérés comme fixes; comple tenu de la définition (94). il est
bien clair que la condition hamillonienne

a(qj(m—- ‘D“,) =0

est équivalente aux équations du mouvenent sous la forme (g0).

Prenons maintenant le déplacement dx{,, non plus nul, mais
orthogonal a la ligne d’impulsion-énergie, et imposons-nous de satis-
faire a la condition de Hamilton; la formule (97) montre que le
quadrivecteur d.x,, doit étre pour cela orthogonal, lui aussi, a la
ligne d’impulsion-énergie. On a donc le théoréme de Maupertuis-
Malus généralisé : si la congruence des lignes d’impulsion-
énergie (') admet une trajectoire orthogonale (tridimensionnelle),
elle en admet une infinité. Avec L. de Broglic, nous appellerons
hyperondes d’Univers ces hypersurfaces.

Soit par hypothése

(98) ® (', 7, £, rt) = const.

(') Les lignes d’impulsion-énergie ne coincident pas avec les trajectoires d’Univers
par suite de la présence du terme électromagnétique.
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leur équation, qui dépend évidemment des J( LZt L), de la
masse propre i, et de 'hypersurface (1). Commé ® n’est définie qu’a
une fonction de fonclion prés, nous pouvons choisir son gradient
d'Univers égal a Py, soit

(99) dd=P=p—QA.

Par suite, I’équation aux dérivées partielles admettant la solution
cherchée s'écrit

(=%
(100) }: (Al + QN =pjpi=—(cp);

i=1
c’est Uéquation de Jacobi relativiste, quin’est autre qu'unc généra-
lisation & quatre indices de I’équation de I’Optique géométrique.

34. Equations de Lagrange. — Pour intégrer les équations du
mouvement, on peut supposer a priori les P, el af exprimées en
fonction d’un paraméire unique 7, de sorte que l'action ¢lémentaire
7 M
s’écrira

(101) dP = P,.c’'l dq = £ () dn,

avec, par définition de la fonction de Lagrange (invariant relati-
viste),

(102) ml=‘—l?:—;, £ =P,2'i

I est classique de considérer £ comme fonction de v, par 'inter-
médiairc des zf et des z'; désignant par oL et "L les dérivées
partielles par rapport a ces 8 variables, il vient, d’aprés un calcul
bien connu, et en vertu du théoréme de Hamilton

a/ fdnr_f (04 £ B+ 0L D) i
1 1
= f (UL orydn - I d by
1
dieserr+  Toe— L e se d
= ( o.r)y + L — m—)(() Lyl o, dn=o.
1

Pour les mémes raisons que précédemment, il en résulte les équa-
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tions de Lagrange sousla « forme paramétrique » de M. de Donder

. d [ Ir
(l()j) (Tf—]<l}—-z‘_;>—a_-.l‘1.

D’ordinaire, on prend comme paramétre le temps (v, = ¢) et P'on introduit
les trois composantes o# de la vitesse ainsi que la masse propre y; on obtient
ainsi pour le lagrangien £ 'expression trés dissymétrique

_— > >
£=puet—me®—Q(A,vt—cV)=—pecy1— fi”——cQ[V+(B.A)],

au lieu que si l'on prend le parameétre naturel % = s = ict, en introduisant
, . . dxt L .
les quatre cosinus directeurs d’Univers yi= i—=) il vient I'expression
élégante (1)
F=(p—0Q\)rt=—(cpu+ QA 7).

1. — Lu premiere Mécanique ondulatoire de L. de Broglie.

33. Les grandes analogies de la Mécanique analytique et de I'Optique
géométrique n’échappaient pas aux classiques; elles -ont dues a I’existence
d’un lien physique dont la formulation, découverte par L. de Broglie en 1924, .
fait intervenir les constantes universelles /4 .des Quanta et ¢ de la Relativité
restreinte (2). Comme application de sa Théorie, L. de Broglie retrouvait la
régle de (uantification atomique de Bohr; bientot apres, les expériences de
diffraction d’électrons et d’autres particules apportaient une vérification
directe et de plus en plus précise des conceptions et des formules de I'auteur.
Au point de vue théorique, cette premiére Weécanique ondulatoire réalisail
un accord vraiment étroit des conceptions quantiques et des conceptions
relativistes; c’est ce (ui nous incite & terminer notre exposé par un bref
rappel de ses principes.

Sur le terrain de ’Optijque proprement dite, et dans le cadie de la Relativité
restreinte qu’il venait de créer, Einstein avait, en 1905, énoncé le principe
d’une synthése quantique des traditionnelles conceptions « ondulatoire » et
« corpusculaire » de la lumiére. Il postulait pour cela que I’énergie d’une onde
lumineuse, plane et monochromatique de fréquence v, esL transportée a la
vitesse ¢ par « quanta » d'énergie Av; d’aprés Ia Relativité, la masse propre
de ces « grains de lumiére », qu'on devait plus tard appeler photons, ne peut

(') Une transposition immédiate de cette équation fournit I’équation de¢ Dirac
sous la forme symétrique dec von Neumann Weyl; on sait en effet que les quatre
matrices de von Neumann-Weyl correspondent, en un certuin sens, aux cosinus
diresteurs d’Univers (Procs, 7hése, p. 28 et 2g). Pour I’équation de von Neumann
Weyl, voir L. e BrouLir, L’Electron magnétique, p. 150.

(*) Loui> e BrouLie, Recherches sur la Théorie des Quanta (Thése, Paris, 1924).
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alors étre que nulle ou négligeable, leur masse cinétique étant donnée par
la formule

(106) me’ = hv.

Cette formule rendait compte de leffet photoélectrique nouvellement

“découvert, ainsi que des lois du rayonnement thermique élablies par
Planck en 1goo; elle allait recevoir des travaux de Bohr une confirmation
remarquable (1913).

I’idée fondamentale de L. de Broglie fut que, s'il faut introduire la Méca-
nique en Optique, inversement 'Optique doit étre introduite dans la Méca-
nique; plus exactement, les deux disciplines doivent étre fondues ensemble,
de telle maniére que la congruence de trajectoires envisagée par la Mécanique
analytique apparaisse aussi comme une congruence de rayons de POptique
géométrique. Physiquement, et dans 'Univers de Minkowshi, les vecteurs de
ces congruences ne sont autres que Uimpulsion-masse inertique ou propre
pt du point matériel (ou du « nuage » de points identiques), et la fréquence
spatio-temporelle i de l'onde associde; la constante quantique 2, qui-a
dimension d’action, permet précisément d'égaler ces deux quadrivecteurs nou
seulement en direction, mais en grandeur suivant la formule

(107) pi=nhi (i=1, 2,3, 4).

I.a délinition du quadrivecteur pt est toujours donnée par les formules (79)
du Chapitre [11. Par ailleurs. soient L et T la longueur d’onde et la période
de l'onde associée, reliées entre elles par la vitesse de propagation w le long
des rayons (que nous laissons momentanément indéterminée) d’apres Ia
formule

le quadrivecteur At uc sera évidemment plus isotrope, mais restera défini
par les formules (22) du Ghapitre I (¢ =1, », 3)

X alt wit .. 7 [
(108) M= - = —v, M= o = v

L w cT ¢

Dans ces conditions, la quatriéme des relations (107) redonue la loi
A’ Einstein (106), tandis que les trois premiéres fournissent lu valewr laicsée
indéterminde de la vitesse v suivant

(pu

6=

multipliant scalairement les deux membres par v, il vient en elfet la loi e
Louis de Broglie

(108") vw = ¢’,
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qui semble au premier abord trés paradpxale, puisqu’elle indique que les
ondes matérielles associées a des corpuscules de vitesse ¢ < ¢ cheminent
plus rapidement que la lumiére (ondes supralumineuses).

Louis de Broglie a levé le paradoxe, en montrant que la vitesse de groupe
des ondes matérielles n’est autre que ¢. En effet, ]a masse propre u du point
restant bien déterminée, imaginons que son quadrivecteur de propagation pi
soit affecté d’une certaine dispersion dpi= hd )., satisfaisant nécessairement &

la condition restrictive
hidhi=o.

En un point d’Univers ! bien déterminé, Ic déphasage correspondant sera
! ) p g |
df = x;d )\,
par conséquent, le déplacement d’Univers éux; le plus général tel que ce
déphasage soit constant devra satisfaire & la condition
3(dfy=s8z,drt=o.
Pour que cette condition soit satisfaite quelle que soit la dispersion i, il
faut et suffit que le quadrivecteur dx; soit colinéaire a pi. Or, le groupe ou

paquet d’ondes se déplagant a phase constante par définition méme, la pro-
priété annoncée est hien établie.

36. Les éjuations de base (107) entrainent, pour 'expression broglienne
e la phase de Ponde associée au corpuscule

(109) J

formant alors le dalembertien de la fonction
(110) "= er/,

il vient successivement

LY 3

. =2
W =—=pil AW =— 4,,—g.}”’lfi Y,

ou encore, cn remplacant le produit scalaire p/p, en fonction de la masse
propre

g2
(111) <d§-—%clpﬁ>w‘=o.

Cette équation aux dérivées partielles n’est autre que Péquation de
Gordon qui régit, en Mécanique ondulatoire relativiste, la propagation d’un
corpuscule matériel en ’absence de champs. \utrement dit, cette équation
exprime la nouvelle loi d’inertie du point matériel de masse propre u,
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(ui est & 'ancienne ce que I’Optique ondulatoire est a ’Optique géométrique.
l.a notion de trajectoire, tout comme celle de rayon lumineux, n’a plus
qu’un sens statistique, d’autant plus clair que la longueur d'onde est plus
courte; il y a prévision physique des ¢ffets de diffraction qui ont, comme
on sait, été vérifiés sur un grand nombre de particules élémentaires de natures
différentes (1).

En Uabsence de champ électromagnétique, le passage de I'ancienne a la
nouvelle mécanique consiste & remplacer 'équation du premier ordre (100)
par 'équation du second ordre (111); fes tentatives faites pour utiliser I'équa-
tion (111) complétée d’une maniére analogue & (100) ont ¢choué devant
I’expérience, ct il a fallu recourir, pour I'étectron par exemple, & un systéme
de quatre nouvelles ¢quations du premier ordre (Dirac) (2).
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(') Le nouvel indéterminisme quantique est lié au fait que la: notion de cor
puscule subsiste alors que celle de trajectoire disparait.
(?) Voir par cxemple Lot s vE Brosuie, L’Electron Magnétique.
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