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LES 

ESPACES NON HOLONOMES 
ET 

LEURS APPLICATIONS MÉCANIQUES 

Par M. G. VRANCEANU, 
Protesseur a l'Université de Cernauti. 

INTRODUCTION. 

On sait que la division des systèmes de la Mécanique, en systèmes 
holonomes et non holonomes, est imposée par des considérations ana­
lytiques. En effet, les systèmes holonomes sont caractérisés par la 
propriété que l'on peut choisir les paramètres dont dépend la posi­
tion du système, de façon que toutes les liaisons du système soient 
exprimées par les relations en termes finis dans ces paramètres, tandis, 
que pour les systèmes non holonomes, une partie au moins de ces 
liaisons est donnée par un système d'équations de Pfaff, non complè­
tement intégrable. 

Ce fait entraîne, comme il est bien connu, des différences essen­
tielles entre l'étude analytique des systèmes holonomes et celui dçs 
systèmes non holonomes. D'une part parce que, c'est seulement aux 
systèmes holonomes que l'on peut appliquer les équations de mou­
vement de Lagrange et de Hamilton (et l'on sait que presque tous 
les résultats de la Mécanique analytique sont obtenus en partant de 
ces équations). D'autre part, parce que pour les systèmes holonomes 
on peut donner une interprétation géométrique très naturelle à l'aide 
d'un espace de Riemann. dont la métrique est définie par la force vive 
du système de manière que les trajectoires sans forces d'un système 
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holonome à liaisons indépendantes du temps, sont aussi les géodé-
siques de l'espace de Riemann correspondant. 

Pour les systèmes non holonomes, on a cherché aussi, soit de 
trouver des équations de mouvement applicables à tous les systèmes 
mécaniques (et nous avons ainsi, les équation de Maggi, de Volterra, 
d'Appell. etc. ([7], V. II. pr. I, p . 3c)3, [4]), mais ces équations sont 
loin d'avoir la malléabilité et les propriétés des équations deLagrange 
et deHamilton, — soit de trouver des propriétés géométriques des 
mouvements de ces systèmes. Cette dernière voie a conduit à la notion 
d'espace non holonome, qui est une généralisation de la notion 
d'espace de Riemann, mais qui a aussi des contacts étroits avec les 
espaces à connexion affine. 

La première idée d'appliquer des considérations géométriques à 
l'étude d'un système non holonome, est due à A. Voss ([1], 1885) 
qui s'occupe des trajectoires sans forces du mouvement d'un point 
de l'espace ordinaire, dont les coordonnés satisfont à une équation 
de Pfaff, non complètement intégrable. Plus tard ([2], 1888-1889), 
l'Abbé Issaly étend aux variétés de l'espace ordinaire, définies par 
une équation de Pfaff non complètement intégrable, variétés qu'il 
appelle pseudo-surfaces, beaucoup des propriétés des surfaces. Tou­
tefois cette extension est presque toujours formelle et l'on ne voit pas 
bien son intérêt et, peut-être à cause de ce fait, ces travaux sont restés 
isolés. 

La notion d'espace non holbnome a été introduite en 1926 par 
M. G. Vranceanu ([9], 1926), qui montre que si dans un espace 
de Riemann, V„, on se donne un système de n — m équations de 
Pfaff, non complètement intégrable, on définit ainsi un espace non 
holonome V™, dans lequel il est possible d'introduire un parallélisme 
dans le sens de Levi-Civita, de manière que, à chaque système non 
holonome à liaisons indépendantes du temps, on peut attacher un 
espace non holonome, dont les géodésiques (courbes auto-parallèles), 
sont aussi les trajectoires sans forces du système mécanique con­
sidéré. 

D'une manière indépendante M. Z. Horak ([122], 1927) fait voir 
comment on peut généraliser la notion de variété en introduisant les 
variétés non holonomes comme les espaces des configurations des 
systèmes mécaniques non holonomes. 

En 1928, M. J. A. Schouten [16] a introduit les espaces non holo-
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nomes à connexion affine et puis des travaux, dus à MM. E. Cartan, 
J. L. Synge, P . Franklin et C. L. E. Moore, E. Bortolotti, A. Wun-
dheiler, J. A. Schouten, Z. Horak. G. Vranceanu, etc., sont venus 
donner à l'étude des espaces non holonomes un grand développement 
Le but de ce fascicule est précisément d'exposer les résultats, les plus 
importants, obtenus dans cette direction, de même que certaines 
applications aux systèmes mécaniques holonomes et non holonomes. 

CHAPITRE I. 

LE CALGUL DIFFÉRENTIEL ARSOLU DES CONGRUENCES. 

1 . Systèmes de n congruences indépendantes. — Considérons, dans 
l'espace X.tl des n variables réelles xl, x-, . . . . xn, un vecteur con-
trevariant A ayant les composantes V(x) (« = i, 2, . . . . /i), où les 
fonctions *kl sont, comme d'ailleurs toutes les fonctions qu'on consi­
dérera dans la suite, continues et dérivables. Cela dit, les équations 
différentielles 

dxl __ da^ __ _ dx^_ 
Xi - X9- X» ' 

définissent dans l'espace X^ une congruence de courbes. Par, chaque 
point P ( # ' , x1, . . ., xn), où les quantités \l ne sont pas toutes nulles, 
il passe une courbe de la congruence et une seule, la tangente à la 
courbe au point P ayant la direction du vecteur A en ce point. 

Considérons maintenante vecteurs contrevariantsl l
a(a= 1,2,...,/1) 

indépendantes; c'est-à-dire que le déterminant de leurs composantes 

A=[X<| 

soit différent de zéro, au moins dans une certaine région de l'espace X n 

où sont valables nos considérations. Ces n vecteurs déterminent 
dans X„ un système de n congruences indépendantes, de façon que, 
par chaque point P, il passe n courbes du système ayant comme tan­
gentes en P les directions des n vecteurs indépendants (Àrt) passant 
par ce point. 

Le déterminant A étant différent de zéro, on peut considérer ses 
réciproques \a

L, qui sont liés aux éléments Va de A, par les formules 
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bjftn jQ0nni|es] dfêf la, théorie des déterminants ( » j)j< 

où les à sont égaux a zéro ou a l'unité, suivant que les indices sont 
diflôreiats fcw non* Ces formules nous montrent que les quantités A*J, 
À'J, . . . , À", peuvent être considérées comme les composantes? d»et n 
vecteurs covariants (Aa). dans l'espace X„, et l'on \oit que ces n vect-
teurs covariants, sont déterminés, dès qu'on se donne le système 
de n congruences indépendantes (A) . 

Soit maintenant un point P ( J ? ' , X1, . . . , x") et un point 

P'(xl •+- dx\ . . . , x'i-hdxn) 

infiniment voisin de P. Le déplacement infinitésimal PP' est un vec­
teur contrevariant ayant l'origine dans P et les composantes dx\ 
dx2, . . ., dxn. Ses projections dsa sur les congruences (A), passant 
par P, sont données par les formules 

( I ) ds" =)^0-1 (dxl = la dsa ), 

Il en résulte que le déplacement PP ' est déterminé, soit par ses com­
posantes dxl, dans le système des variables (#) , soit par ses compo­
santes dsa, dans le système des congruences ( A ) . 

Les formes de Pfaff dsx, ds2, . . . , ds11, peuvent être interprétées, 
suivant M. E. Cartan, comme les coordonnées du point P', par rap­
port au repère cartésien déterminé en P, par les tangentes aux con­
gruences (A) passant par P. D'ailleurs les sa ne peuvent être prises 
comme des nouvelles variables dans l'espace Xw, que si les équations 
à différentielles totales ( i) , sont complètement intégrables, et pour 

cela il faut que y y = -r^« Si ces conditions ne sont pas remplies, ce 
qui est évidemment le cas général, les formules (i) ne définissent pas 
une vraie transformation de variables, car les différentielles dsa seules 
ont un sens et non les sa. On peut dire avec M. J. A. Schouten, que, 
dans le cas général, les formules (i) définissent, dans l'espace X / 0 une 
transformation qui fait passer des variables x\ x2, . . . , x" aux 
variables nou holonomes ç1. v2, . . . , s". 

(l) On se sert de la convention que deu\ indices répètes indiquent la somme 
par rapport à ces indices De même «, 6, c, d, e, / , g sont des indices relatifs aux 
congruencps (X), tandis que,/ y, / , 6, £, w, v sonfrdes indices relatif» aux vaiaable»(a?). 
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2, Espace de Riemann associé aux congruences ( A ) . — On peut 
donner une interprétation géométrique à ces variables non holonomes 
s\ s2, ..., A", si l'on associe à notre système de congruences, l'espace 
de Riemann V„ ayant la métrique 

(T) ds1 = (ds] >-i-(ds-Y--h . -^(ds")1; 

c'est-à-dire l'espace V;l dans lequel les (X) sont des coiigruettcês 
orthogonales. Dans ce cas, comme il est bien connu d'après lès tra­
vaux de Ricci et M. Levi-Civila ([5], 1901). les sa sont les arcs sur teis 
congruences (A„) mesurés évidemment dans l'espace V^ associé, et 
les formes de Pfafï dsa sont les différentielles des arcs de cîe$ con­
gruences. Quant aux quantités Va et A", elles sont appelées paramètres 
et moments des congruences (A) . 

Il est évident que l'espace de Riemann V„, xarie en général avec lé 
système de congruences choisi dans Xn . En effet, considérons uïl autre 
système de congruences indépendantes (X), ayant comme différen­
tielles des arcs les quantités 

(1") dl«=ï?dx>, 

où les X? sont des fonctions des variables (x). Par le fait que les n 
vecteurs indépendants (X), peuvent toujours s'exprimer linéairement 
à l'aide des n vecteurs indépendants (X) et inversement, nous aurons 
des formules de la forme 

(>) ds*=r Cn
bds.l\ 

où les quantités c% sont des fonctions convenables des variables ( J? ) 
à déterminant j c£ j différent de zéro. Il en résulte que l'espace V„, 
associé aux (>)„ coïncide avec Vn associé aux (X), seulement dams I0 
cas où le déterminant des c£ est orthogonal, ou bi^n ai les c% satisfont 
aux conditions d'orthogonalité 

( 2 ) <hCd h \ = i (b = d). 

'3. ^Transformations de congruences. ~* Les formules (2) peuvent 
è\Ste inter^ptélét's comme définissant une transformation de' ;con-
grWfcrtces et précisément la transformation qui fait passer des'con^ 
gruenc^s (X) aux congruences (X); pendant cette transformation W 
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moments et les paramètres des congruences (X) et (X), sont liés par 
les formules 

il") Ai =Cbh, t.a— Ca\b. 

Les transformations de congruences (2) forment un groupe, dans 
le sens qu'elles contiennent la transformation identique, que chaque 
transformation a une inverse et que le produit de deux transforma­
tions est aussi une transformation (2), et cela à cause de la linéarité 
de ces transformations. Ce groupe dépend de n2 fonctions arbi­
traires c% des variables (x) et il contient, romme cas particulier, les 
transformations ponctuelles invertibles 

(3) v'* = x'l(x\ x'2, . . . , #«), 

qu'on considère dans le calcul différentiel absolu. Pour celte raison 
certains auteurs (R. Lagrange [10], p. 17; J. A. Schouten, [16], [21]; 
Horak [14], etc.), ont convenu de généraliser le calcul différentiel 
absolu, en associant aux transformations (3) les transformations (2) . 
Toutefois, on peut remarquer, que cette propriété du groupe (2) de 
contenir comme sous-groupe le groupe ponctuel (3), peut n'être pas 
vraie pour un sous-groupe du groupe (2) . En effet, le sous-groupe 
orthogonal (2') ne peut contenir aucun sous-groupe du groupe ponc­
tuel, si l'espace V„ associé aux congruences (X) n'est pas euclidien. 

Comme dans la suite nous aurons à nous occuper de certains sous-
groupes du groupe linéaire(2), il est convenable défaire une distinc­
tion nette, entre les transformations de variables (3) et les transforma­
tions de congruences (2). Quant à la définition des vecteurs ou des 
tenseurs, nous avons à tenir compte des résultats suivants : 

Etant donné un tenseur que pour simplifier nous supposons du 
second ordre, une fois contrevariant et une fois covariant, ayant comme 
composantes dans le système des variables (# ) , les quantitées R* ses 
composantes par rapport aux congruences ( / ) sont données par les 
formules 

Ces composantes, qu'on appelle aussi intrinsèques, sont des invariants 
par les transformations de variables (3); mais elles se transforment, 
pendant une transformation de congruences (2), d'après les formules 

(3') raoCb
a=rb

dc\ 
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Inversement, si nous avous un système de n- quantités /J', invariantes 
par les transformations (3) et se changeant par (2), d'après les (3 ' ) , 
elles définissent un tenseur du second ordre, contre variant en l'indice a-
et covarianl en l'indice 6, dont les composantes sur les variables (x) 
sont 

D'ailleurs, si l'on remarque que les R'; sont des invariants aux 
transformations (2) et se changent par (3) , d'après les formules bien 
connues dans le calcul différentiel absolu des coordonnées, on voit 
qu'il existe une dualité complète entre le calcul des coordonnées 
et celui des congruences; c'est-à-dire qu'on peut définir les vecteurs* 
les tenseurs, et nous verrons un peu plus tard, aussi les connexions 
affines, par leur manière de se transformer, soit pendant une trans­
formation de coordonnées, ->oit pendant une transformation de 
congruences, les variables (x) restant les mêmes. 

Gomme exemple de vecteur contre\ariant et covariant dans les 
congruences (X), nous avons le déplacement dsa et le vecteur ayant 
comme composantes les dérivées intrinsèques d'une fonction quel­
conque 

At=yÊL. 
<)sa V!r ()X1 

Il est utile de remarquer que les dérivées secondes intrinsèques ne 
sont pas en général symétriques : nous avons la formule suivante ([7']y 

p. 290) 

(y) ,)lf ôlf =n" EL 
• ; Osaàs<> àshàs« ab àsd 

de commutation des dérivées secondes intrinsèques, où wd
ab sont 

définie par les formules ( 4 ) , données dans le paragraphe suivant. 

4. — Formules et identités fondamentales ([30], p . 180). — Reve­
nons aux formules (1), pour calculer les covariants bilinéaires des 
formes dsa. Si l'on considère un autre déplacement Sx1, différent 
de dxl, nous avons 

ods«—dos«= ( ~ — jrt ) dxloxJ+A?(odxi— doxJ)\ 

et si dans cette formule on introduit, au lieu de dxl et 3xl, leurs valeurs 
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en fonction de dsa et ôV, on trouve les formules 

(4) - hdsa — d%sa±= w^cdsbBs^-hXf A#< (Aa?'= 8 dx* — dhx1), 

où l'on a posé 

Ces quantités wbc, qui jouent un grand rôle dans le calcul des con­
gruences, sont évidemment des invariants aux transformations de 
variables. Elles sont aussi gauches symétriques dans b et c et sont 
toutes nulles si les sa peuvent être considérées comme de vraies 
variables. En particulier, si l'une des formes dsa, par exemple ds", est, 
une différentielle totale exacte, les w"bL sont toutes nulles. 

Si l'on prend maintenant les covariants bilinéaires des formes (2), 
nous avons 

(<)c« dc*\ 
odsa— dàs"= ( —- — --£ J dsbàs<--hcî,{Sdsb— d$sl>), 

et si l'on lient compte ici des (4) et de leurs analogues pour les 
formes (1'), on arrive aux formules, fondamentales pour le calcul 
des congruences. 

de? àca — 

Gomme on voit, ces formules expriment des liaisons entre les quan­
tités w des congruences (X), les quantités w des congruences (X), les 
coefficients ca

b et les dérivées partielles du premier ordre de ces 
coefficients. 

Si l'on dérive ces formules (5), par rapport à un arc sd et puis, en 
permutant les indices 6. c, d. on fait la somme, on trouve sans diffi­
culté, en tenant compte de la formule (3") de commutation des 
dérivées secondes cb. que les quantités wb

l
c doivent satisfaire aux 

identités fondamentales 

dw" ôwn
ab dwa

Ld „ r „ * f-
V / fcd ()si ()sb dj bi cj db bf cd 

D'ailleurs, ces identités peuvent être aussi trouvées, en écrivant 

que les n équations aux dérivées partielles Xaf= Va -J- = o satisfont 
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aux identités de Jacobi. Comme on voit, elles expriment aussi que 
les équations fondamentales (5), considérées comme des équations 
aux dérivées partielles dans c£, ont leurs conditions d'intégrabilité 
identiquement satisfaites. 

5. Les connexions affines. — Supposons que dans l'espace X„, 
nous ayons une connexion affine An, dont les coefficients dans le sys­
tème des variables (x) sont F . On sait que, par une transformation 
de variables (3) , ces coefficients se transforment d'après la loi bien 
connue des connexions affines ([12], p. 3 ; [13], p. 35). Si l'on prend 
comme coefficients de la connexion A„, dans le système de con­
gruences (>), les quantités 

r i ' = ( ^ - ^ > ^ ' 
qui sont invariantes aux transformations de coordonnées, le transport 
parallèle d'un vecteur vn ou va le long du déplacement dsv, sera 
défini par les équations 

(J) dva — v,7' vl> ds<. dva = — y * * vb ds^. 

Cela dit, on vérifie facilement que, par un changemenl de 
congruences, les y* doivent se transformer d'après les formules 

\^r j g i — 7eJ cbcc tbcce? 

qui constituent la loi de transformation des connexions affines dans 
le calcul différentiel absolu des congruences. 

Si l'on introduit les formules (6), dans les formules fondamen­
tales (5), on trouve 

^ . / ^ ' ^ oc c \. bc i û( ttb bt )•) 

les quantités zbc étant les composantes sur les congruences (X) du 
tenseur de torsion de la connexion affine A„. 

6. Parallélogramme et pentagone infinitésimaux. — Considérons un 
point P(xl) et un point infiniment voisin Q (x1 -f- dxl). On peut dire que 
le point Q s'obtient en appliquant à P l'opérateur d. Soit R(#'-+- Sx*) 
un autre point obtenu en appliquant à P l'opérateur ô. Si l'on 
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applique maintenant au point Q l'opéralenr ô, el au point R 
l'opérateur rf, on trouve deux autres points S [#'-!- dxl-\- S(xl-i- dxl)~\ 
et T [ ^ 4 - ixl+ d(xl-\- ox1)]. 

Cela étant, le vecteur TS a comme composantes dans le système de 
coordonnées (#) , les quantités Az?'= 8 dxl— dàxK Si d et ô sont les 
opérateurs définis par le transport parallèle de la connexion A„, les 
composantes du vecteur TS sur les congruences (X), ont, en vertu 
des formules (4), pour expressions 

( 6" ) \sa = l[l A* ' = ( y; « — Y,? - «&') dsb 8s<. 

Il en résulte que le point T coïncide avec S si le tenseur de tor­
sion zbc est nul; dans ce cas la figure PQSR constitue, ce qu'on 
appelle le parallélogramme infinitésimal de l'espace à connexion 
affine sans torsion A/A. 

Si le tenseur de torsion n'est pas nul, la figure PQSTR constitue le 
pentagone infinitésimal de Àn et l'on voit que le cinquième côté TS du 
pentagone est un infiniment petit du second ordre, par rapport aux 
deux côtés PQ, PR, sur lesquels le pentagone est construit. 

Si l'on considère le transport parallèle d'un vecteur le long du 
parallélogramme ou du pentagone infinitésimal, les variations des 
composantes de ce vecteur seront exprimées à l'aide du tenseur de 
courbure de A„ ([71], p. 197). 

7. Le groupe de l'espace de Riemann. — Supposons que l'espace Art, 
soit un espace de Riemann V„. Dans ce cas on peut choisir comme 
congruences (X) un système de congruences orthogonales dans Vn 

([7' j , Chap. X), et si l'on veut que les (x) soient orthogonales dans V*, 
il faut que les cb satisfassent aux conditions d'orthogonalité (2'). Les 
transformations des congruences (2), (2') forment évidemment un 
groupe, le groupe orthogonal. Les propriétés invariantes par ce 
groupe sont en même temps les propriétés de l'espace V„ et inver­
sement. Il est intéressant de remarquer que, par rapport au groupe 
orthogonal, la notion de covariance coïncide avec la notion de contre-
variance. Quanl à la connexion affine de Vn, ou du groupe ortho­
gonal, elle est définie, par rapport aux (X), par les coefficients de 
rotation de Ricci y?r( = —y„c)î qui sont liés aux wa

bc par les for­
mules 

(5"'} IV? = y f l — vn, v" - l (w
a -\-wb +«;'') 
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En effet, si l'on dérive les formules d'orthogonalité (2'), par rapport 

à un arc sc et puis l'on tient compte des formules fondamentales (5) , 

on trouve que les coefficients de rotation y2c et ybc, satisfont à la loi 

des connexions affines (6). Évidemment, si les (X) ne sont plus des 

congruences orthogonales dans V„, la connexion de Yn ne sera plus 

représentée, par rapport aux (x), par les coefficients de rotation 

des (X). 
Il est utile de remarquer que les équations des géodésiques de V n , 

qui sont aussi les courbes auto-parallèles de V„, s'écrivent 

où s est l'arc de la courbe et les ua sont les cosinus que la courbe 
fait avec les congruences (X). 

Naturellement, à ces équations on doit associer les dernières équa-
lions (1) divisées par ds\ on obtient ainsi un système sous forme 
normale de 2n équations du premier ordre dans les n inconnues x1 

<ît les n inconnues un (Carpanèse, [5 1 ] ) . 

CHAPITRE 11. 

LES GROUPES ET LES ESPACES NON HOLONOMES. 

8. Le groupe d'un système de Pfaff. — Supposons maintenant que 
nous ayons, dans l'espace X„, un système de n — m équations de 
Pfaff 

(7) ds'' =\? dx*=o (/i'=m + i , . . . ; / î ) (1). 

Si ce système est complètement intégrable, on peut, par un change­
ment convenable des variables (x) et des formes dsh', le réduire à la 
forme 

( 5 n ) dsh'= dxh'=z o [xh = ch' (const.j]. 

(1) Nous faisons, sauf avis contraire, la convention que les indices /i, A", /, a, ¢, 
Y, S, (A, varient de Ï à m, tandis que les mêmes indices accentués varient de m -4-1 
à n. 
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de façon que ce système définit dans l'espace X n une famille deoo'l~m 

espaces X m . Par chaque point P°(#'0) de l'espace X / 0 il passe un seul 
espace Xm , et précisément celui pour lequel les constantes d'intégra­
tion c m + l , . . ., c", ont les valeurs x™+A, . . ., j?'0

l. Si le système de 
Pfaff (7) n'est pas complètement intégrable, on ne peut plus le réduire 
à la forme (5IV); il ne définit donc plus une famille d'espaces Xm . On 
dit dans ce cas, que le système (7) définit dans X,t un espace non 
holonome X"'. 

En associant aux formes dsh\ d'autres formes dsh(h<m), soumises 
à la seule condition de former avec les dsh' un système de n formes 
indépendantes, on voit facilement que les transformations de con­
gruences, les plus générales, qui conservent le système (7), sont 
données par les formule^ 

Elles s'obtiennent des formules générales (2) , en supposant que les 
coefficients c*' soient nuls. Ces transformations (7') forment évidem­
ment elles-mêmes un groupe; c'est le groupe de l'espace non holo­
nome X™. Ce groupe a la propriété de conserver le caractère de vec­
teur contrevariant R1 satisfaisant aux équations (7) ( X f R ' = o ) . Un 
tel vecteur, appelé aussi vecteur contrevariant intérieur ou tangent 
de X"', est caractérisé par ses composantes r A =XfR ' sur les con­
gruences (XA), qu'on appelle aussi congruences fondamentales 
de X™, car ses composantes sur les congruences (XA) (congruences 
de non honolomie de X™), sont nulles. Le groupe (7') conserve 
aussi le caractère de vecteur covariant extérieur ou normal ( 7 ^ = 0 ) 
et en particulier le système d'équations aux dérivées partielles associé 
au système de Pfaff (7) 

Xh=^ôx-<=0' 

Par contre le groupe (7') ne conserve pas le caractère de vecteur 
covariant intérieur (rh,= o) et celui de vecteur contrevariant exté­
rieur (rh= o), car pour ce dernier, par exemple, nous avons 

et l'on voit qu'en général rh ne sont plus nulles. 
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On obtient une importante propriété du groupe non holonome (j')7 

si dans les formules fondamentales (5), relatives à ce groupe (cj'== o) r 

on pose a = h\ b = /., c = /, ce qui nous conduit aux formules 

qui expriment que les quantités cvjw, sont les composantes sur les con­
gruences (X) d'un tenseur du troisième ordre, une fois contrevariant 
extérieur et deux fois covariant intérieur. 

On peut avoir une interprétation de ce tenseur, si l'on considère 
les covariants bilinéaires des équations (7), pour deux déplacements,, 
satisfaisant à ces équations. On trouve 

(7'") As^'= 0 dsh'~ dosft - w'[, ds'> os'-h Xf Az" ( mod. ds'1'). 

Ces covariants sont nuls, en même temps que àxl, seulement si le 
tenseur w'1^ est nul. mais dans ce ras l'on sait que le système (7) est 
complètement intégrable et pour cela l'on /appelle le tenseur ivjf,'y 

tenseur d'intégrabilité des équations de non holonomie (7) . 
On appelle rang du covariant &s/l' (h' fixe) dans le système (7) le 

nombre minimum d'équations indépendantes du système w%[d&ii = oT 

ce rang étant toujours un nombre pair. 

9. Le groupe d'un système de Pfaff et de ses systèmes dérivés. — 
On sait que la recherche des combinaisons intégrables d'un système 
d'équations de Pfaff peut se faire à l'aide des systèmes dérivés du 
système donné ( [6] , p. 294). On appelle premier système dérivé 
de (7), le système formé par toutes les combinaisons de ces équa­
tions, dont les covariants bilinéaires (7'") sont nuls, si Axl=o. S'il 
existe p — m de ces combinaisons indépendantes, on peut les prendre 
comme premières équations (7), et dans ce cas les composantes w™[ 
(mf= m + 1, . . . , / ? ) du tenseur d'intégrabilité, sont nulles. Quant 
aux autres composantes, on sait encore que les équations 

™uXh>= o ilï>p) 

ne peuvent pas avoir, dans les inconnues X/,.. des solutions différentes 
de zéro; car autrement le système dérivé contiendrait plus que 
p — m équations. Si l'on veut avoir maintenant le groupe qui con­
serve le système (7) et son système dérivé dsm'= o, il faut que dans 
les dernières formules (7'), les coefficients c™' (k'>p) soient nuls. 

MÉMORIAL DES SC. MATH — N° 7 6 . 2 
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D'une manière analogue, on peut considérer le système dérivé du 
système dsm'=o, ou bien le second système dérivé du système (7). 
Si ce second système dérivé possède q — m équations, choisi comme 
premières équations (7), on doit avoir 

wït=»>ïr = ">Tr=° < y = / / n - i , •.., q\ l'. k' = p-+-i, . . . , n). 

On sait que, s'il arrive qu'un système dérivé, qu'on peut ainsi 
former, coïncide avec son propre système dérivé, il est formé alors 
par les combinaisons intégrables de notre système (7) . Par consé­
quent, si (7) n'a pas de combinaisons intégrables, on doit arriver à 
un système dérivé identiquement nul. En tous cas, le groupe qui con­
serve le s\sterne (7) et ses systèmes dérivés est un sous-groupe bien 
déterminé du groupe (7'). 

En dehors de la notion du système dérivé, nous sera utile la notion 
de classe d'un système de Pfaff, ou bien le nombre minimum de 
variables qu'on peut laisser, par une transformation de variables, 
figurer dans le système. Ce nombre est égal au nombre d'équations 
indépendantes du système de Pfaff 

(7") ds'i'=o, w^ds^=o. 

Si la classe est n —p , on peut supposer que les formes dsK pour k<p 
n'interviennent pas dans ce système, ou bien que w%t= o (k<p). 

10. La connexion affine de deux systèmes de Pfaff complémen­
taires. — Le^groupe non holonome (71) peut être décomposé dans un 
produit de deux groupes. Le groupe 

l dsh = 4 ds^ 
X } \ ds»'=c%dst\ 

qui conserve entièrement le caractère de vecteur intérieur (langent) 
et extérieur (normal) de l'espace non holonome V'f et le groupe 

l dsh - ds't-hc'lfdsi', 
(8') 

On voit que le groupe (8) est caractérisé aussi par le fait qu'il con­
serve le système (7) et le système obtenu en égalant à zéro les dsh. 
Par conséquent, si dans les formules fondamentales de ce groupe 
(c£ = c ^ = 0), on pose a = h, h = A*', c = /', on obtient des formules 
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analogues (les indices accentués étant changés en des indices non 
accentués et inversement) à (7"), de façon que les quantités wh

kn, défi­
nissent elles-mêmes par rapport au groupe (8) un tenseur du troi­
sième ordre; c'est le tenseur d'intégrabilité des congruences fonda­
mentales de V™. 

Il s'agit de faire voir que le groupe (8) possède aussi une connexion 
affine (partielle). En effet, si dans les formules fondamentales (5) de 
ce groupe, on pose a = h, b = k, c = /', on trouve 

<9) '-r^^cïcf:-^^, 

et si l'on pose a = h\ b = k', c = l, on trouve des formules ana­
logues. Ces formules expriment, en accord avec le» (6), que les 
quantités wh

kl, et wfz sont les composantes sur les congruences (X) 
d'une connexion affine, qui permet de transporter un vecteur inté­
rieur vh ou (A, le long d'un déplacement extérieur ds1', d'après les 
formules 

(9') dvh = wh
ki>vk dsl\ dvh = — wbvk dsl\ 

et un vecteur extérieur vh' ou vhy le long d'un déplacement inté­
rieur ds1, par des formules analogues. 

Il est intéressant de voir la signification de cette connexion dans le 
cas particulier ou les deux tenseurs d'intégrabilité w^ et wh

kL>sont nuls; 
c'est-à-dire si l'espace non holonome XJ" est composé de oo"~mX/n et 
de même si l'espace non holonome complémentaire X£~m(dsh= o) 
est composé de oom espaces X„_m. Dans ce cas on peut s'arranger de 
façon que çvj/, w%t soient toutes nulles et le transport parallèle (9') 
revient à transporter un vecteur situé dans un X m (X w _ m ) , le long 
d'un chemin situé dans un X,i_„î(X/,/), en laissant le vecteur inva­
riant. 

La connexion affine wh
kl*, w%i est une connexion sans torsion. En 

effet, le parallélogramme construit sur un déplacement intérieur dsh 

et un déplacement extérieur dsh\ se ferme, car nous avons, en accord 
avec les premières formules (9') el leurs analogues, 

o dsh = wh
kl dsk W, d osll'= w%t 8s* ds1 

et puis ddsh= ddsh'= o, car àsh= dsh' = o. Or ces valeurs introduites-
dans les (6") nous font voir que le vecteur TS est nul. D'ailleurs, notre 
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connexion est caractérisée par la condition de fermer le parallélo­
gramme construit sur dsh et 8sh'. 

A côté de la connexion affine (partielle) w,l
kl,, wh

k>h qui existe quels 
crue soient les systèmes de Pfaff dsÂ= o, dsà'=z o, le groupe (8) peut 
posséder une connexion liée à la non intégrabilité de ces systèmes. 
En effet, supposons par exemple, que le système (7) ne soit pas com­
plètement intégrable. Dans ce cas, les formules de commutation (3") 
des dérivées secondes des c^, par rapport aux arcs sA et s1, dont les 
dérivées premières sont données par les formules analogues aux(9), 
nous conduisent, en tenant compte aussi des identités fondamentales, 
aux formules 

(8") < ; Û = * & , 4cf 4 - W%<k,4, 

où l'on a posé 

Le tenseur <v^ n'étant pas nul, les équations (8") ne sont pas toutes 
nulles et elles permettent de tirer les valeurs d'une partie au moins 

des dérivées —--, • 
ds* 

Supposons, en premier lieu, que le premier système dérivé de (7) 
soit nul. Dans ce cas, parmi les équations (8") on trouve au moins 

dch> un système d'équations indépendantes dans les inconnues —i' • En 

résolvant un de ces systèmes, on peut écrire la solution sous la forme 

(9") ^ = 8 V ? ; ^ - « : . 

Pour se rendre compte de ce fait, introduisons ces valeurs, les â et à 
étant pour le moment quelconques, dans les (8 , ;). On obtient, si l'on 
tient compte des (7"), les formules tensorielles 

(8w) ( ^ ¾ ¾ ^ *£%*•)&, $= ( * # 3 ? y - < < ) 4 -

Si l'on indique par /•, s les \aleurs de A, / qui correspondent au 

système indépendant dans les —-; choisi, les <5 et les <5, sont solutions 

file:///aleurs
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des système, 

et par conséquent elles sont définies en même temps. Si l'on choisit 
un autre système indépendant, on aura une autre solution (9*), mais 
la différence des à correspondantes sera un tenseur. Les équa­
tions (g'7), comparées aux (6) , expriment que les quantités 6¾ sont 
les composantes sur les congruences (X) d'une connexion affine, qui 
permet de transporter un vecteur extérieur le long d'un chemin exté­
rieur. Evidemment, si le système dsh=o, a aussi son premier sys­
tème dérivé nul, on peut lui appliquer les mêmes considérations et 
obtenir des formules analogues, de façon qu'en ce cas le groupe (8) 
possédera une connexion affine complète. En indiquant par y* les 
composantes sur les congruences (X) de cette connexion et en tenant 
compte du fait qu'elle doit conserver le caractère de vecteur intérieur 
et extérieur de X™, nous avons les formules 

Cette connexion est avec torsion, car parmi les composantes du ten­
seur de torsion nous avons 

de façon qu'on est sûr que le parallélogramme construit sur deux 
déplacements intérieurs (extérieurs) ne se ferme pas. De plus, on 
voit que les tenseurs d'intégrabilité font partie du tenseur de torsion 
de la connexion du groupe (8). En ce qui concerne le tenseur (8"'). 
il fait partie du tenseur de courbure de la connexion, c'est-à-dire du 

()ca 

tenseur qui s'obtient en écrivant que les y£ données par les (6) satis­
font aux formules de commutation des dérivées secondes. Cela nous 
montre que la connexion affine (g'") contient tous les invariants du 
système de Pfaff (7) et du système dsh = o. 

Supposons maintenant que le premier système dérivé de (7) soit 
composé des p — m équations dsm+* = . . . = dsP= o. En ce cas les 
équations (8") nous permettent de tirer seulement les valeurs des déri­

ve/' 
vées —± (£'>/>)• Quant à la solution, elle aura la forme (9") seule-
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ment si cf' = o («';</?, V>p)\ c'est-à-dire si les transformations (S\ 
conservent aussi le système dérivé de (7) . On arrive sans difficulté au 
théorème suivant : 

Le groupe de transformations de congruences, qui conserve les 
systèmes dsh= o et dsh'= o et leurs systèmes dérivés, induit dans 
l'espace X„ une connexion affine complète si ces systèmes n'ont 
pas des combinaisons intégrables. 

Il est évident que ce théorème contient comme cas particulier, le 
cas considéré plus haut, quand les premiers systèmes dérivés sont 
nuls. De plus ce théorème peut être appliqué au cas d'un groupe qui 
conserve trois ou plusieurs systèmes de Pfaff complémentaires et 
leurs systèmes dérivés; car il suffit que la réunion de ces systèmes 
nous fournisse n équations indépendantes [32, p. 190]. 

On peut remarquer aussi qu'étant donné le seul système de 
Pfaff (7) on peut, dans certaines conditions, réduire son groupe (7') 
par des opérations invariantives sur les covarianls du système, à un 
groupe k\m conserve deux ou plusieurs systèmes complémentaires. 
On dit qu'en ce cas le système (7) est géométrisable. la géométri­
sation étant complète si les systèmes complémentaires n'ont pas des 
combinaisons intégrables. Par exemple, les systèmes de deux équa­
tions à un nombre pair de variables et en particulier les systèmes de 
deux équations à six variables sont en général complètement géomé-
trisables [Vranceanu, 36]. 

11. Espaces non holonomes métriques. — Supposons maintenant 
que l'espace X„, dans lequel est plongé le système de Pfafl" (7) , soit 
un espace de Riemann V„. En ce cas on peut considérer les premiers 
membres dsh' des (7), comme les différentielles des arcs des n — m 
congruences orthogonales dans V„ et pour cela il suffit de combiner 
les (7), après les avoir multipliées par des facteurs convenables. De 
plus, on peut associer à ces n — m formes dsh\ d'autres m formes dsh, 
de façon que les n congruences correspondantes constituent dans Yn 

un système de congruences orthogonales, ou bien que la métrique 
de \ n soit donnée par la formule (1'). Si dans cette métrique (1') de 
l'espace V#ï, on tient compte des équations (7), elle s'écrit 

(10 ) ds1 = (' ds* )« -h ( ds* Y- -+-. . . -h ( ds'» ) - . 

Cette métrique (10), qui est la somme de m carrés, mais qui contient 
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-en général toules les n variables x], x2, . . . , x'1, constitue la métrique 
de Vespace non holonome V™ défini dans \ n par le système de 
Pfaff (7). L'espace V"1 possède ainsi les deux invariants : la 
métrique (10), qui s'exerce à l'intérieur des congruences fondamen­
tales (X/,) et le système (7). Le groupe de transformations de con­
gruences qui conserve ces deux invariants, ou bien le groupe de 
l'espace non holonome V™, s'obtient du groupe (7') en lui associant 
les conditions d'orthogonalité 

(11) clc/ = K{ • 

Naturellement ce groupe non holonome [(7'), 11], conserve la 
métrique (10) abstraction faite des termes qui s'annulent avec les dshf. 

Il est intéressant de savoir la signification de cet espace V™ dans le 
cas particulier où les équations (7) forment un système complètement 
intégrable, qu'on peut supposer écrit sous la forme (5*). Dans ce cas, 
la métrique (10) de V™ devient une forme quadratique dans les m dif­
férentielles dxK, dx2, . . ., dxm ayant des coefficients qui dépendent 
des xx, x2, . . . . xm et des n — m constantes d'intégration ch'. Il en 
résulte que notre espace VJJ* est composé des oo/l-/w espaces de 
Riemann Vm . Etudier les propriétés invariantes au groupe (7'), (11), 
revient à étudier les propriétés de ces Vm qui dépendent seulement 
de leur métrique, c'est-à-dire ce qu'on appelle propriétés intrinsèques 
de ces Vm . A cause de ce fait, nous continuerons à appeler, dans le 
cas général non intégrable, propriétés intrinsèques de V™, les pro­
priétés invariantes au groupe (7'), (11). 

Nous avons vu plus haut que le groupe (7') possède un sous-groupe 
remarquable, le groupe (8) . Les propriétés de V™, invariantes au 
groupe (8), (11), sont appelées propriétés semi-intrinsèques de V™. 
On verra plus tard que, dans le cas non intégrable, ces propriétés ont 
une grande importance, tant géométrique, que mécanique. 

Le groupe semi-intrinsèque (8) , (11) possède lui-même un sous-
groupe remarquable, le groupe orthogonal; c'est-à-dire le groupe pour 
lequel cf satisfont eux-mêmes aux conditions d'orthogonalité 

(12) 44= s£,. 

Ce groupe orthogonal conserve non seulement la métrique (10) 
de V™, mais aussi la métrique (1') de Vn . Les propriétés invariantes 



G. VRANCEANU. 

à ce groupe sont les propriétés rigides de \'f[\ car si Y J|l sie réduit à 
une famille des Vm , les propriétés du groupe orthogonal sont en 
même temps les propriétés rigides de ces V,w, plongées dans V7l. 

On voit ainsi que les propriétés semi-intrinseques de Y"1 sont des 
propriétés intermédiaires entre les propriétés intrinsèques et les pro­
priétés rigides. On voit très clairement ce fait dans le cas intégrable; 
en effet, en ce cas la métrique de V„ s'écrit 

( i3) ds-= a^ dx^-dx^^- ? „ a a dr* dx* -+• <ix y da *' dx*' 

et les dsh sont des combinaisons linéaires des dx*. Il en résulte que 
par une transformation linéaire de dsh, du groupe (8), ( n ) , on ne 
peut pas modifier que les coefficients a a 3 , de façon que le groupe 
semi-intrinsèque conserve les coefficients aap de la métrique de la 
famille des Vm(dx0L = o), comme le groupe intrinsèque, et aussi 
les a a a ; c'est-a-dire les angles entre les directions appartenant à la 
famille des V,„ et a la famille des V#I_TO complémentaires {dx*= o) . 
Si en particulier les deux familles sonl orthogonales ( « a a = o), elles 
restent orthogonales pendant les transformations du groupe semi-
intrinseque (8) , ( n ) . 

On peut dire encore que les propriétés intrinsèques dépendent des 
coefficients aap, les propriétés semi-intrinseques des aag, aaa, et les 
propriétés rigides des a^. aaot, a a 3 . 

CHAPITRE 111. 

LE8 PROPRIÉTÉS GÉOMÉTRIQUES DES VJJ1. 
i 

12. La seconde forme fondamentale. — Dans ce chapitre, nous 
allons étudier, en premier lieu, les propriétés géométriques semi-
intrinsèques de l'espace non holonome V™ défini plus haut; c'est-à-
dire les propriétés invariantes au groupe non holonome (8), ( M ) . 
Pour cela, on remarque que les formules fondamentales (5), relatives 
à ce groupe, se décomposent en six catégories, suivant que les 
indices a, b, c ont des valeurs entre i et m, ou entre m -f-1 et /?. 
Nous avons déjà considéré quatre de ces catégories dans les for­
mules (7"), (9) et leurs analogues relatives au groupe (8), qui sont 
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les rnêm^s pour le groupe (8), ( n ) , avec la seule différence que 
le$) c\ satisfont maintenant aulx conditions d'orthogonalité (11). Il 
noMisresfceà considérer seulement deux catégories, les formules 

et leurs analogues, Si l'on associe aux ( i4) les formules qu'on obtient 
en dérivant, par rapport à un arc de congruence fondamentale, les 
formules d'orthogonalité (i i), on trouve un système d'équations dans 

ôch 

les dérivées ~~^9 qui peut être résolu sous la forme 

<<>5) $ = ?#&?-rt,4. 

Dç même, si on dérive les (i i) par rapport à un arc sr et qu'on 

élimine lès ~f^ à l'aide des (9), on arrive aux formules 

(i4'> (*?«'-+-«£*') ctci vu? \ r°f- nf r*'..— «A.-4- ixJ. W 
U'J 

qui expriment que les quantités vur= w^-f- Wtf= yu + y//, sont les 
composantes, sur les congruences (X), d'un tenseur du troisième 
ordre deux fois intérieur et une fois extérieur covariant. Nous avons 
ainsi, dans V™, trois tenseurs semi-intrinsèques du troisième ordre, 
les deux tenseurs d'intégrabilité w%( et wiV e l ^e tenseur vUj.. 

On peut trouver une interprétation géométrique de ce dernier 
tenseur si l'on considère la variation de la métrique (10) de V™, dans 
le passage d'un point P à un point R infiniment voisin, obtenu de P 
par un déplacement normal àxl = l'h,e

h, où les sh' sont à considérer 
comme des constantes infinitésimales. En effet, en indiquant par 
dsh= Xf. dxl les composantes d'un déplacement tangent passant par P, 
le déplacement correspondant, passant par R, aura comme compo­
santes sur les congruences fondamentales 

d?h= Xf(^ -h ox)d(x'-h ox'] = ds/l-+- wk
lz>dskz*'. 

Il en résulte que la longueur ds du. déplacement passant par P est 
liée à la longueur de du déplacement passant par R par la formule 

(16) d<sx = ds^-h t'x/,a' dsk dsU*\ 

On-peut.dire que la dernière partie du second membre de cette for-
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mule représente la variation de la métrique (10), ou de la première-
forme fondamentale de V"1; c'est-à-dire elle constitue la seconde 
forme fondamentale de V™. Cette seconde forme se décompose 
en n — m formes quadratiques 

?a' = vu,a'dskdsl 

correspondantes aux n — m congruences de non holonomie. Si V™ 
est composé de oc/1-"1 espaces Vm , 

wkl = Y?/ — Y/ï = °, V*>,a' = > Y*/ 

et les yfê sont en ce cas les composantes de la courbure eulérienno 
des Vm. 

13. La classe de la métrique de VJ". — Nous avons remarque plus 
haut que la métrique (10) de V™ peut dépendre de toutes les 
n variables x*, x2, . . . , xn, mais, évidemment, ce nombre peut être 
diminué jusqu'à m. Le nombre minimum des variables qu'on peut 
laisser figurer dans cette métrique est donné par le nombre d'équa­
tions indépendantes du système ([30], p. 194) 

(10') dsh=-o< v^lidsk'=o^ v/ik r ds1'= o. 

On voit que ce nombre est égal à la classe du système dsh= o, si le 
tenseur de la seconde forme vhkl est nul. 

14?. Parallélisme intérieur. — Retournons maintenant aux for­
mules ( i5) . Elles expriment, en accord avec les (6), que les 
coefficients de rotation de Ricci y\t déterminent, à l'intérieur des 
congruences fondamentales, une connexion, qui permet de trans­
porter un vecteur intérieur vh le long d'un chemin intérieur ds1, par 
les équations ( [9 ] , p. 853) « 

( 1 7 ) , dvh —-fa 0^*1=0. 

En divisant ces équations par la longueur ds du déplacement ds1 et 
ds1 

en considérant les -7- comme les cosinus ul d'une certaine courbe ds 
intérieure (c) [#*=ç*($)] , on obtient les équations du transport 
parallèle le long de (c) . Ce parallélisme peut être défini géométrique­
ment de la même manière que M. Levi-Civita a défini son parallélisme 
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dans les espaces de Riemann; c'est-à-dire par la condition que l'angle 
des vecteurs vh, vh-\-dvh. considérés tous les deux comme des vec­
teurs dans un espace euclidien, dans lequel le V"1 peut être plongé, 
soit minimum compatible avec les liaisons ([20], p. 18). 

Ce transport parallèle, conserve les longueurs et les angles. En 
effet la variation de la longueur du vecteur est fournie par la formule 

ldl = <>i'dt>''=i'ilf>
h(>kdsi, 

X?t cette variation est nulle a cause de la gauche symétrie des coeffi­
cients de rotation. Si Ton considère maintenant l'angle 9 des deux 
vecteurs vh et uh, qu'on peut supposer unitaires, nous avons 

sin0 c/0 = vh du11 -J- ult dvh = o (ou bien d§ = o). 

Ce transport est différent du transport parallèle de Levi-Civila dans 
le V„ environnant, qui est donné par les formules (5") où l'on pose y%c 

au lieu de y*b"; car pour que ce transport, appliqué à un vecteur et un 
chemin intérieurs, nous fournissent un vecteur intérieur, il faut 
que yh

kl soient nulles. Il en résulte que la condition nécessaire et 
suffisante, pour que le transport intérieur (17) de Y"1 soit en même 
temps un transport parallèle dans V„, est que les tenseurs w'[n 

vklr soient tous les deux nuls. 
Si le vecteur vh ne se transporte pas par parallélisme le long de la 

courbe intérieure (c) [a?1 = 9'(s)], les quantités 

où ul sont les cosinus de (c) et où yh
kl sont calculés le long de (c) , 

représentent les composantes du vecteur dérivé du vecteur vh le long 
d e ( c ) . 

15. Pentagone infinitésimal de V"1. — On sait que le transport 
parallèle de Vn jouit de la propriété de fermer le parallélogramme 
construit sur deux déplacements infinitésimaux PQ et PR. De plus, 
on sait que (H. Weyl, [61], p . 88), le transport de Levi-Civila de Y'„ 
peut être défini d'une manière intrinsèque (c'est-à-dire sans faire 
appel à un espace euclidien environnant), comme le iransport qui 
conserve les longueurs et ferme le parallélogramme. Nous allons voir 
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que notre transport intérieur de Y™ ne ferme pas le parallélogramme-
En effet, si dans les formules (6") on tient compte que ylfï=yfd et 
que y*/.1" = o, car notre transport doit conserver le caractère de vecteur 
intérieur, on trouve que le vecteur de fermeture TS est un vecteur 
extérieur ayant comme composantes 

(17') A**'= —«$<&*<&'. 

On voit que ces composantes ne sont nulles, quels que soient les 
déplacements d et d, que si le V,"1 se compose des Ym(w/

kl=o). 
Par conséquent notre V'" possède comme figure infinitésimale un 
pentagone construit sur deux déplacements intérieurs dsh et èsh

r 

dont le cinquième côté est le vecteur extérieur (17'). 
On peut donner aussi à notre transport (17) une définition géomé­

trique intrinsèque; c'est le transport qui conserve la longueur et le 
caractère de vecteur intérieur et qui annule les composantes inté­
rieures du vecteur TS. En effet, la première condition dit que les y*? 
doivent être gauches symétriques dans h et k et la dernière condition, 
qu'ils doivent satisfaire aux conditions 

* h *h h 
lk!—llk=»>Ah 

et par conséquent que les yjf sont égaux aux coefficients de rota­
tion y\r 

16. Les géodésiques (courbes auto-parallèles). — Les courbes 
auto-parallèles de la connexion intérieure de Y™ s'obtiennent évi­
demment si dans les formules (17) on suppose que le vecteur vh, qui 
peut être pris comme unitaire, soit tangent à la courbe de trans­
port et par conséquent que ses composantes soient égales aux 

cosinus uh= — • Si l'on tient compte aussi des formules (1) pour 

une courbe intérieure (dsh'= o), on trouve les équations des courbes 
auto-parallèles sous la forme 

/ o\ dxl 11 h du'1
 h . . 

Elles constituent un système différentiel du premier ordre, sous la 
forme normale, de n -+- m équations dans les n + m inconnues xelu. 
On voit que ces courbes ont la propriété que par chaque point P 
de Yn et tangent à chaque direction intérieure de Y™, il passe une de 
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ces courbes et une seule. Comme par chaque point P, il passe oo"^1 

de ces courbes, il en résulte qu'en partant d'un point P, on ne peut 
pas atteindre tous les points de Yn à Vaide de courbes aulo-paraïïèles 
de V™, sortant de P, car pour cela il fallait con"{ courbes sortant de P . 
Ces courbes satisfont aussi à un problème de minimum. Elles sont 
les courbes telles que la distance entre deux points, suffisamment 
rapprochés d'une de ces courbes (G) est la plus courte par rapport à 
toutes les courbes voisines (g) passant parles deux points et obtenues 
de (G) par des déplacements intérieurs ([20], p. 22). Il arrive, en 
général, que ces courbes voisines ne sont plus des courbes intérieures 
de V"1 et, par conséquent, que ce problème de minimum ne coïncide 
pas avec le problème de minimum habituel qui serait celui de trouver 
les courbes intérieures dont la longueur est minimum par rapport à 
toutes les courbes voisines intérieures. Ce dernier problème sera 
traité plus tard (§20). 

Pour qu'une des congruences fondamentales, par exemple (Xm)T 

soit une congruence géodésique, il faut que uh— o {h < m), um = iy 

soit une solution des (18); c'est-à-dire il faut que les quantités y™m, 
qu'on appelle aussi composantes de la courbure géodésique de la 
congruence (Xm), soient nulles. De même pour que les géodésiques 
auto-parallèles de Y™ soient en même temps des géodésiques du Yn 

environnant, il faut que les dernières équations (6W) soient satisfaites 
si l'on pose uk'=zo. Cela revient à dire que le tenseur vhKjt. est nul. 
En ce cas, on dit que l'espace non holonome Y"1 est totalement 
géodésique dans l'espace de Riemann Yn. 

Si le tenseur Y hAf/> n'est pas nul, c'est-à-dire si les n — m secondes, 
formes <pa, ne sont pas toutes nulles, les solutions des équations cpa'=or 
si elles existent, définissent les courbes asymptotiques de l'espace V™. 
Dans le cas où m — n— 1 et en particulier dans le cas m = 2 , n = 3 r 

on peut étendre à ces courbes asymptotiques, beaucoup des propriétés 
et formules que nous avons dans le cas holonome (Hlavaty [241]). 

17. Parallélisme extérieur et parallélogramme infinitésimal. — On 
appelle parallélisme extérieur de V,7", le parallélisme fourni par les 
formules (9') et leurs analogues, qui permet de transporter un vecteur 
intérieur (extérieur), le long d'un chemin extérieur (intérieur)» 
Nous avons vu que ce parallélisme est complètement défini par la 
propriété de fermer le parallélogramme construit sur un déplacement 
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intérieur dsh et un déplacement extérieur ds1'. Il est intéressant de 
remarquer que ce parallélisme ne conserve pas la longueur du vec­
teur intérieur vh, car la variation de cette longueur est donnée par la 
formule 

et l'on voit que cette variation ne peut être constamment nulle que 
dans le cas où V™ est totalement géodésique dans^V,,. 

En résumé, nous'avons dans l'espace non holonome \ "l une con­
nexion affine semi-intrinsèque, ayant comme composantes sur les 
congruences (X) les quantités y[l

f, (vJV- nJt''i- Cette connexion n'est pas 
complète car elle ne nous donne pas la possibilité de transporter un 
vecteur extérieur sur un chemin extérieur. Mais si le système (7) 
de V"1 a son premier système dérivé nul, on peut associer à notre 
connexion la connexion ô j r [formules (9")], et l'on obtient alors une 
connexion semi-intrinsèque complète, ayant comme composantes 
sur les congruences (X) 

( Y ^ = Ï L YÎ# = ^ : YÎ4 = o, 

Si le premier système dérivé n'est pas nul, mais le système (7) n'a 
pas des combinaisons intégrables, on peut affirmer que le sous-
groupe du groupe semi-intrinscque (8), ( i 1), qui conserve les 
systèmes dérivés de (7), possède une connexion affine complète. 

L'existence de la connexion affine semi-intrinsèque, entraîne natu­
rellement la possibilité de dérivation tensorielle des tenseurs. Il est 
à remarquer seulement que, tant qu'on se limite à la connexion ykl, 
w\L,, w%h qu'on peut appeler régulière [car elle existe quel que soit le 
système (7)], nous n'avons pas la possibilité d'obtenir d'un tenseur 
extérieur ou mixte, un autre tenseur, en dérivant par rapport à un arc 
de congruence de non holonomie ([20], p. 35). 

18. Tenseurs de courbure ([18], p. 65 ; [20], p. 38). — Nous allons 
trouver maintenant deux tenseurs semi-intrinsèques du quatrième 
ordre, un tenseur intérieur et un tenseur une fois extérieur covariant. 
Ces deux tenseurs peuvent être obtenus en calculant les variations des 
Composantes d'un vecteur intérieur dans le transport parallèle le long 
du pentagone et du parallélogramme infinitésimaux de V"\ En effet,' 
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si l'on transporte, en premier lieu, le vecteur vh le long du penta­
gone PQRSTRP, les variations des composantes vh, en tenant compte 
seulement des termes du second ordre, s'obtiennent en faisant la 
différence des composantes du vecteur vh, transporté une fois le long 
du PQS et une fois le long du PRTS, et nous avons 

D P A = O dvh — d ovh — APA, 

en indiquant par A le transport le long de TS. En effectuant les 
calculs, on arrive aux formules 

(19) D P > ' = ) 4 / vkdil*sr, 

où l'on a posé 

09 J *U, — -jp ~jp[- "+• UT.WIJ — Yoc/ i7/-+- (<xl U, •+• ^/ ta '^/r-

Celte formule peut aussi s'écrire 

(»9') ^ = Yw, + ^ a < 

ou yJ/7 sont les coefficients à quatre indices de Ricci relatifs aux 
m congruences fondamentales. 

Les quantités Vf(t sont évidemment les composantes d'un tenseur 
intérieur du quatrième ordre; c'est le tenseur de courbure intérieure 
de Y '". Si V™ se compose des Ym, les \]}dl sont égaux aux coefficients 
a quatre indices de Ricci, relatifs aux congruences fondamentales, et 
par conséquent noire tenseur coïncide avec le tenseur de courbure de 
Riemann des Vm . 

Les quantités X£/r sont gauches symétriques dans les indices l et i\ 
En ce qui concerne les indices h et k elles satisfont aux formules 

Comme la variation D/ de la longueur l du vecteur çh le long du 
pentagone est fournie par la formule / D / = vhDvh, il en résulte que 
la longueur du vecteur vh est conservée le long du pentagone si le 
tenseur de courbure lk

l
lf est aussi gauche symétrique dans les deux 

premiers indices h et k, ce qui arrive en particulier si Y™ se com­
pose des Vm, ou si V,"1 est totalement géodésique dans Yn. 

Si l'on indique avec 9 l'angle d'un vecteur unitaire uh et du vec­
teur vh, de longueur l et avec 9 + D0 l'angle des vecteurs uh 
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et vh-\-Dvh, la variation D9, tant qu'on lient compte seulement des 
termes du premier ordre, est donnée par la formule 

(20) — sinO D0 = Xf/, uh\>k ds'Ss' — cosô ? ' . 

Cetle formule est analogue à celle de Pérès ([71], p . 219) pour les V„, 
mais -on voit que pour les V"' elle n'est pas plus, en général,, symé­
trique dans les vecteurs (u) et (p) ([33]. § 6). 

Si l'on transporte maintenant le \ectcur vh le long du parallélo­
gramme infinitésimal de Y'", on trouve 

( 2 1 ) D'v''=\flh.vkdsl*s'', 

où les quantités 

V^° ; Kkl, — J^T7 5 7 T "^ Y/ta«V, -+- Ya/W/,/ " ^a/'YA/"1" ^ a ' ^ V 

sont les composantes du tenseur de courbure extérieure de V™, qui 
est, comme on voit, un tenseur du quatrième ordre, une fois exté­
rieur covariant. On peut considérer les tenseurs Xj./# et lu,, comme 
un seul tenseur X£M, l'indice a variant de 1 à n. Ce tenseur s'obtient 
si l'on cherche les variations du \ecteur vh le long du circuit infinité­
simal construit sur un déplacement intérieur dsh et un déplacement 
quelconque ds". 

19. Groupes non holonomes géométrisables. — Les résultats de 
ce chapitre montrent que l'espace V"1 possède des propriétés géomé­
triques semi-intrinsèques remarquables. Si l'espace Y"1 se compose 
de oon~m V / l l(ivA ' /= o), une partie de ces propriétés et précisément, 
le parallélisme intérieur, les géodésiques auto-parallèles, le tenseur de 
courbure intérieure sont auss'i des propriétés intrinsèques des Y™, ou 
bien des oo"~mVm, qui le compose. Nous allons maintenant montrer 
d'une part, que si VJ" est un espace non holonome proprement 
dit (w^=^o) aucune de ces propriétés géométriques, n'est une pro­
priété intrinsèque de V™, et d'autre part qu'il existe, en général, 
d'autres sous-groupes du' groupe intrinsèque, plus grands que le 
groupe semi-intrinsèque, qui conservent quelques-unes de ces pro­
priétés (^Gartan [17]; Vranceanu [30]). Pour cela, onpart de la remarque 
que si V"1 se compose des Vm , les propriétés intrinsèques de ces Ym 

sont aussi des propriétés intrinsèques de V"'. Or, comme propriétés 

file:///ectcur
file:///ecteur
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intrinsèques des Vm nous avons, en dehors de la métrique (10), le 
parallélisme de Levi-Civila de ces Vm , défini par la connexion 
intérieure yh

n de V,7", et la courbure de Riemann de ces Vm, qui 
coïncide, comme nous avons déjà remarqué, avec le tenseur de cour­
bure intérieure de Y™ [23]. 

Par conséquent il est naturel de se demander si, dans le cas non 
intégrable, la connexion intérieure et la courbure intérieure sont 
encore des invariants du groupe intrinsèque; mais, puisque ce groupe 
est le produit du groupe semi-intrinsèque et du groupe (8'), il suffit 
de voir s'ils sont des invariants de ce dernier groupe. Des équations 
fondamentales (5), relatives au groupe (8'), on tire 

Comme les yh
lu sont définis en fonction des wh

kl par les formules (5"'), 
il en résulte que la connexion intérieure ne sera un invariant intrin­
sèque, que si Y'" se compose des Ym( w j , = o). On voit aussi que yh

kl 

sont des invariants seulement pour les transformations (8'), dont les 
coefficients cj satisfont aux équations 

<2l'> "'?/<£ = 0. 

Or, si le premier système dérivé du système (7) est nul. ces 
équations ne peuvent avoir que la solution c*.= °> de façon que, dans 
ce cas, le plus grand sous-groupe du groupe intrinsèque, qui 
conserve la connexion intérieure, est le groupe semi-intrinsèque. 

Si le système dérivé de (7) se compose des p — m équations 
dsm^* —. . . = dsf*= o, la solution générale des (21') est 

4 = o (k'>p) et ch
m. (m%p) 

quelconques, de façon que le plus grand sous-groupe de (8'), qui 
conserve la connexion intérieure, est donné par les formules 

( ds*:= dsh -+- cm dsm ' ( m' = m -+- I , . . . , p ), 

ds*' 

Évidemment, le plus grand groupe, qui conserve la connexion inté­
rieure, est le produit de ce groupe (21")? P a r le groupe semi-intrin­
sèque et si l'on veut, comme il est préférable, conserver à dsm' leur 

ML MO RI AU DES &C MATH — N* 76 3 
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caractère de formes du système dérivé, on obtient le groupe 

r dsh =4 dsk-*-4,i'dsm\ 

(22) ) dsm'= c'f$ ds'1' (m', ^=/71-+-1, . . . , /> ) , 

f dsk =4,ds*' (k' = p-+-i, . . . , n). 

On peut dire que ce groupe est le plus grand sous-groupe géomé-
trisable du groupe intrinsèque. 

D'une manière analogue, on trouve que les transformations (8'), 
qui conservent la courbure intérieure, sont analogues aux (21"), avec 
la différence que dsm' doivent appartenir au second système dérivé 
de (7) . Il en résulte que le groupe (22) conserve aussi la courbure 
intérieure de V"* seulement si le premier système dérivé est complè­
tement intégrable. Dans le cas général, le plus grand groupe qui 
conserve en même temps la connexion et la courbure intérieure, est 
un sous-groupe du groupe (22), qu'on peut écrire facilement. 

On peut aussi se poser le problème de trouver le groupe qui con­
serve les géodésiques auto-paralleles de V™. Ce problème a un grand 
intérêt mécanique, car, comme il sera démontré plus tard, ces 
courbes sont aussi les trajectoires sans forces d'un système mécanique 
non holonome. Nous connaissons depuis longtemps ( [3] , i8g5), le 
résultat important, dû à M. J. Hadamard, que les équations de mou­
vement d'un système non holonome ne restent pas les mêmes si l'on 
modifie la force vive du système d'une manière quelconque à l'aide 
des équations de non holonomie (cas intrinsèque), mais elles restent 
les mêmes si l'on modifie la force vive par une forme quadratique 
dans ces équations (cas semi-intrinsèque [33], Introduction). 

Pour trouver le groupe des géodésiques auto-parallèles on remarque 
que leurs coefficients / / ^ + y% = W>/A + wl

kk sont invariants seulement 
aux transformations (8') dont les c% satisfont aux équations 

(22') «>?h4'+<h4'=°-

Ces transformations forment un groupe. En effet, si nous avons deux 
solutions des (22'), le produit des transformations (8') correspon­
dantes a comme coefficients la somme de solutions, qui est aussi une 
solution des équations (22'), à cause du fait que ces équations sont 
linéaires et homogènes. 

Le groupe qui conserve les géodésiques auto-parallèles est en 
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général plus grand que le groupe (22) qui conserve la connexion 
intérieure, comme on peut le voir sur l'exemple suivant d'un 
espace Vj!, défini par les formes et les équations 

dsh=dxh (h — 1,2, 3), 

ds1* = dx'> — x- dx* — o, 

ds5 = dx> — x* dx1 = o, 

dsr> = dx6—xl dx"-— o. 

En effet, en ce cas, les composantes du tenseur d'intégrabilité çvft sont 
toutes nulles, sauf les w.]3, wîj,, tv"2, qui sont égales à l'unité. Il en 
résulte que le groupe (21") se réduit à l'identité, car le premier sys­
tème dérivé des équations de non holonomie est nul, tandis que le 
sous-groupe de (8') qui conserve les géodésiques auto-parallèles est 
donné par les formules 

( ds/l = ds'i+ p ffrA+3 (h = i, 2, 3), 

* 2 2 } ( dsV^dsh' ( A ' = ^ 6 ) j 

où p est une fonction quelconque des variables x*, x2, . . ., x*. 
Ces considérations nous montrent que le groupe qu'on peut 

attacher d'une manière naturelle à un système mécanique non holo­
nome, comme le groupe qui conserve les équations de mouvement 
sans forces du système, peut être géométrisé s'il coïncide avec le 
groupe qui conserve la connexion intérieure. 

20. Les géodésiques de longueur minima. — Si le groupe intrin­
sèque de V^1 ne possède, dans le cas non intégrable, aucun invariant 
géométrique, en dehors de la métrique de V"' et du tenseur w\t, il 
possède toutefois un invariant analytique important, les géodésiques 
de longueur minima; c'est-à-dire les courbes intérieures de V™, 
dont la longueur 

ds= J ^ ^ - + (^)2 + . . . + ( ^ ^ , 
A «A 

entre deux de leurs points A et B suffisamment rapprochés, est la 
plus petite par rapport à toutes les courbes voisines intérieures 
passant par les points A et B (Voss [1]. p. 280; Franklin el Moore, 
[29]. p. 189). 

Evidemment, les courbes de longueur minima de VJ|* sont en même 
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temps des courbes exlrémales de l'intégrale (23); c'est-à-dire des 
courbes intérieures telles que la variation àl de l'intégrale (23), dans 
le passage d'une de ces courbes à une courbe intérieure infiniment 
voisine, est nulle. Ce fait nous permet de trouver leurs équations par 
la méthode des multiplicateurs de Lagrange, qui consiste à chercher 
les courbes extrémales de l'intégrale qu'on obtient de (23) en^ajou-
tant à ds le terme v^ds*', les v^ étant des multiplicateurs qu'on 
doit considérer comme fonctions de l'arc s. En faisant les calculs, on 
arrive à donner aux équations géodésiques, de longueur minima, la 
forme [30, p. 191 ] 

dxi . . . 
ds l 

(24Ï \ -£- - Y £ > * " ' = W&M*^', 

dVh' n' / I 1 1 

d'un système différentiel normal du premier ordre de 2n équations 
dans les 2/1 inconnues X*, uh, vh>. 

Il est facile de voir que ce système est un invariant du groupe 
semi-intrinsèque, si l'on considère les multiplicateurs v^ comme les 
composantes sur les congruences (X) d'un vecteur extérieur cova­
riant. En ce cas en effet les premiers membres des dernières équa­
tions sont les composantes du vecteur dérivé de r^ le long de la 
courbe de la plus courte distance, celte dérivation étant faite à l'aide 
de la connexion ojf,. Par conséquent'pour conclure que le système (24) 
est un invariant du groupe intrinsèque de Y™, il suffit de faire voir 
qu'il est un invariant du groupe (8'), ce qui est effectivement le cas si 
l'on prend comme nouveaux multiplicateurs les quantités 

v*'-= iv—CJ.M''. 

Les géodésiques de longueur minima sont, dans le cas non inté­
grable, différentes des géodésiques aulo-parallèles, et en même temps 
plus nombreuses. Il en passe par chaque point P, et tangentes a 
chaque direction intérieure.n —p de ces géodésiques, si p — m est 
le nombre des équations du système dérivé du système (7) ; c'est ce 
qu'on peut voir sur les seconds membres des secondes équations (24). 
On peut aussi montrer, que le système (24) ne peut se décomposer 
en deux parties, dont la première suffirait pour déterminer les incon-
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nues x£, uh, vh,(h
f = m + i, . . ., q), que si les équations ds*\<x!> q) 

sont des combinaisons intégrables du système (7). 
Les équations (24) nous montrent aussi que, dans le cas non inté­

grable, les géodésiques aulo-parallèles, sont en même temps, des 
géodésiques de longueur minima, si V " est totalement géodésique 
dans V/I(c>/ix,/'= o). Gela signifie que. dans ce cas, on peut supposer 
dans les équations (24) les multiplicateurs *v nuls. 

21. Les connexions rigides de ^ '". — Nous allons maintenant 
étudier les propriétés géométriques rigides de Y™, ou bien les pro­
priétés invariantes au groupe orthogonal (8) , (11), (12). Il est à 
remarquer que ce groupe coïncide avec le groupe rigide de l'espace 
non holonome Y'j~m complémentaire à V,"1, qu'on obtient en égalant 
à zéro les dsh, de façon que les propriétés rigides de V™ et de V'/~m 

coïncident. Toutefois, il existe évidemment des propriétés qui se 
rattachent plus à V"1 qu'à Yn~m, comme par exemple les géodésiques 
de V™, le parallélisme intérieur, etc. D'ailleurs, on peut se rendre 
compte facilement que, si aux propriétés semi-intrinsèques de V™, 
on ajoute les propriétés semi-intrinsèques de VJ*-/7', on obtient toutes 
les propriétés rigides de Yn

n
l ou de V^~m. En effet, si l'on tient compte 

du fait que les c% satisfont aux conditions d'orthogonalité (12), les 
formules analogues aux ( i4) , peuvent, comme les ( i4) elles-mêmes, 

o4 
être résolues par rapport aux dérivées -r-j 

Ces formules expriment précisément que les coefficients de rota­
tion ykr sont les composantes d'une connexion affine permettant de 
transporter un vecteur extérieur à V™ le long d'un chemin aussi exté­
rieur. Cette connexion n'est autre chose que la connexion intérieure 
de l'espace V"~m complémentaire à V™. Par conséquent si l'on associe 
à la connexion semi-intrinsèque de Y™, cette connexion ykr, on 
obtient comme connexion rigide de V™, la connexion complète 
définie par les formules (Schouten et Rampcn [24], p. 771 ; Vran-
ceanu [30], p. 199) 

( 26 ) YÎI* = YÎ/? YÎ* = w"n tVi = «ft, Y# - Y*r, YÎ4 = ïte = o. 

Cette connexion a évidemment la propriété de conserver le caractère 
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de vecteur intérieur et extérieur (y*J'a=v*A%'= o). Elle est caracté­
risée par la propriété de conserver la longueur dans les transports 
d'un vecteur intérieur (extérieur) le long d'un chemin intérieur 
(extérieur) et de fermer, le plus possible, le parallélogramme. En 
effet, cette connexion est composée des connexions intérieures de Y'" 
et Y"~m et de la connexion extérieure de V'|\ qui est en même temps 
connexion extérieur de Y"~m et toutes ces connexions ont cette 
propriété. Il est évident aussi que comme tenseurs du troisième ordre 
rigides, nous avons les deux tenseurs d'intégrabilité «•'*/, wff>r. le 
tenseur de la seconde forme vkhr de Y"1 et le tenseur vh>k.j de la 
seconde forme de Y"~m. 

Au lieu de considérer le groupe rigide, comme un sous-groupe du 
groupe semi-intrinsèque de Y"1, on peut le considérer comme un 
sous-groupe du groupe orthogonal de Yn. Dans ce cas, pour obtenir 
les formules fondamentales de notre groupe rigide, il faut supposer 
dans les formules fondamentales (6) relatives au groupe ortho­
gonal (y* = y) de Y„, c J ' = c f = o . On trouve, en dehors des for­
mules ( i5) et leurs analogues (26), les formules suivantes : 

(27) j o* 

et des formules analogues. Les premières de ces formules et leurs 
analogues associés aux ( i5) et aux (25) montrent que l'espace non 
holonome V"1 possède aussi la connexion rigide complète considérée 
par M. Schouten([16]. p. 294 ; [24], p. 770; [30], p. 198) 

/ o \ *h h *h' h' *h *h' 
(28) T/,2 = tU, Y* « = Y* n, Y* o. = Y*« = °-

Comme on voit, cette connexion diffère de la connexion rigide (26) 
par les quantités y^, y'/T, qui sont, en vertu des dernières (27), les 
composantes de deux tenseurs rigides du troisième ordre. D'ailleurs 
on peut remarquer que les quatre tenseurs rigides du troisième ordre 
considérés plus haut s'expriment à l'aide de ces deux tenseurs. 

La connexion (28) conserve, elle-même, le caractère de vecteur 
intérieur et extérieur. Elle est caractérisée par la propriété de con­
server les longueurs comme la connexion de Levi-Givita de l'espace Y n 

environnant; mais elle ne ferme le parallélogramme que si les ten­
seurs yju, Yl'l' s o n t l o u s l e s deux nuls. Cela signifie que V"' et V"~m 
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doivent être holonomes et totalement géodésiques. D'ailleurs le 
transport parallèle de la connexion (28) peut s'obtenir de celui 
de Yn par la construction suivante (Enéa Bortolotti [27], p. 7) : 

On obtient le vecteur parallèle a"un vecteur intérieur {exté­
rieur} en prenant la projection sur les congruences fondamentales 
{et non holonomie) du vecteur parallèle dans Yn. 

Au point de vue rigide, les deux connexions (26) et (28) ont la 
même valeur, toutes les deux conservant le caractère du vecteur 
intérieur et extérieur; mais si l'on considère aussi les propriétés 
semi intrinsèques, on voit que la connexion (26) est liée d'une 
manière plus intime aux propriétés de Y,"1 

Nous avons aussi une autre connexion rigide qui conserve seule­
ment le caractère de vecteur intérieur due à M. Synge ([ 15], p. 745; 
[27], p. 2; [30] , p. 202), et qui est la'première connexion rigide consi­
dérée dans l'étude des espaces non holonomes. Les composantes de 
cette connexion sur les congruences (X) sont données par les formules 

U 9 ) YA« - Ika , YA'fl = YXV» (k'a = 2Y//«> Y/fl ~ °* 

On voit que cette connexion ne conserve le caractère de vecteur exté­
rieur que si y^,a = o, ou bien si VJ" et V"~m sont holonomes et totale­
ment géodésiques. 

22. Les tenseurs rigides de courbure. — Les circuits infinitésimaux 
de la connexion (26) sont évidemment les deux pentagones de Y™ et 
et de \"~'n et le parallélogramme de V"' qui est aussi commun à Y"~m. 
Si l'on transporte un vecteur intérieur et un vecteur extérieur le long 
de ces trois circuits, on obtient six tenseurs de courbure. Quatre de 
ces tenseurs nous sont déjà connus; ce sont les deux tenseurs de 
courbure V/l/r, X ,̂., de Y"1 et les deux tenseurs de courbure X^/v, Xj!/V 

de Y"~m. Pour obtenir les deux autres tenseurs de courbure, il faut 
transporter un vecteur extérieur le long du pentagone de Y"1 et un 
vecteur intérieur le long du pentagone de Y't

l~m. En faisant les calculs 
on s'aperçoit facilement qu'on n'arive pas à des tenseurs nouveaux 
mais aux tenseurs dérivés w'[lr., «^7 , rdes tenseurs d'intégralité ([30], 
p. 200) . 

Naturellement, les tenseurs de courbure de la connexion (28) 
et (29) s'exprimeront en fonction des tenseurs de courbure de la con­
nexion (26) et des tenseurs y^, yj.r, qui représentent la différence de 
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deux de ces connexions. En particulier, si l'on transporte (Horak, [19] 
un vecteur intérieur le long du pentagone V"' à l'aide de la con­
nexion (28), on obtient le tenseur de courbure R ^ , trouvé par 
M. J. A. Schouten, « 

U, ~ **//••+- thkwU-

On voit que le tenseur R ^ , comme le tenseur X'î/;, se réduit au ten­
seur de Riemann, des Vm , si le système (7) est complètement inté­
grable. Dans le cas non intégrable, le tenseur RW/

A est seulement un 
tenseur rigide et non pas un tenseur semi-intrinsèque comme le 
tenseur Vl

Ur de courbure intérieure de V™. 
En terminant ce chapitre, nous voulons remarquer en premier 

lieu, qu'on peut aussi considérer des espaces non holonomes Yp
m 

plongés dans un espace non holonome V™; c'est-à-dire des espaces 
définis dans V^ par un système de Pfaff, dsa = o, a = p -4- 1, ..., m). 
On obtient évidemment les groupes de ces espaces, si dans les 
groupes de V™ on sépare les transformations des congruences fonda­
mentale de Y'n en deux parties, suivant que les indices h, k ont des 
valeurs entre 1 el p, ou entre /; - j - 1 et m. 

En second lieu, nous voulons remarquer, qu'on obtient un sous-
groupe intéressant du groupe semi-intrinscque de V™, en supposant 
que les ch

k. sont constantes. En effet, ce groupe non holonome pos­
sède une connexion affine complète, qui a seulement les composantes 
suivantes différentes de zéro 

Y/U — 1/J* Ut — wKl • 

Cette connexion conserve le caractère de vecteur intérieur et exté­
rieur; mais elle est rigidement liée aux congruences de non holo-
nomie. Quant aux tenseurs du troisième ordre, de cette connexion, ils 
sont fournis par le tenseur de la seconde forme vUt/l et les quatre 
tenseurs de torsion wh

kn wkn wkh w£7,. 

CHAPITRE IV. 

LES ESPACES NON HOLONOMES A CONNEXION AFFINE. 

23. Propriétés géométriques. — Nous avons considéré jusqu'ici 
les propriétés des espaces non holonomes V™, comme des inva-



LES ESPACES NON HOLONOMES. 37 

riants de certains groupes de transformations de congruences; 
mais, évidemment, on peut aussi exprimer ces propriétés dans un 
système quelconque de congruences ou de coordonnées ( [14], [15], 
[16], [21], 24]). En particulier, on peut se passer facilement de la 
condition que les congruences fondamentales soient orthogonales par 
rapport à la métrique ( io) de V"/, car il suffit d'introduire cette 
métrique, non pas comme un invariant du groupe, mais explicite­
ment sous la forme 

(itf') d^-=a^ds^ds^ (a, p = i, 2, . . . m). 

Dans ce cas, les propriétés intrinsèques de V"* seront des invariants 
du groupe (7') et de la métrique (28') et les propriétés semi-intrin-
seques des invariants du groupe (8) et de la métrique (28'). Il en 
résulte que la connexion semi-intrinsèque extérieure wu, wk

k,L est 
conservée, tandis que les composantes ta de la connexion intérieure 
de V " ne seront plus représentées par les^coefficients de rota­
tion tu que si la métrique (28') se réduit à la somme des carrés 
des ds9. Quant aux propriétés rigides, elles sont des invariants 
du groupe (8), de la métrique (28') et d'une métrique analogue à 
l'intérieur des congruences de non holonomie. 

Ces considérations sont utiles si Ton veut étudier les espaces non 
holonomes a connexion affine par la même méthode des groupes de 
transformations de congruences. En effet, supposons que, dans un 
espace à connexion affine An, nous ayons le système de Pfaff (7) . Si 
l'on associe aux formes ds,l\ m formes complémentaires dsh et qu'on 
indique avec y ^ les composantes de la connexion de An sur les n 
congruences (X), on pourra appeler connexion induite par A„, à 
l'intérieur des congruences (XA), la connexion ayant les compo­
santes tu - O n s'aperçoit facilement que dans ce cas aussi, cette con­
nexion induite n'est un invariant du groupe intrinsèque (7') que si le 
système (7') est complètement intégrable et qu'elle est un invariant 
du groupe (8) parce que nous avons les formules 

Par conséquent, les propriétés semi-inlrinseques de l'espace non 
holonome A™, défini dans A„ par le système (7) et les con­
gruences (XA), sont des invariants du groupe (8), auquel on associe 
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la connexion induite yjj*. La connexion semi-intrinsèque régulière de 
l'espace non holonome A,"1 a comme composantes sur les con­
gruences (X) les quantités y*}, w\v. w\n. Quant à la connexion irré­
gulière dJv'> s'il en existe, elle dépend, comme on sait, seulement du 
système (7). 

Si la connexion An n'est pas symétrique, les composantes inté­
rieures 4a=zyl^ — y*lk— wk£ de la torsion peuvent n'être pas nulles 
et dans ce cas elles déterminent un tenseur intérieur du troisième 
ordre par rapport au groupe (8). 

Pour trouver le tenseur de courbure semi-intrinsèque X^ft de A"1, 
on peut, comme dans le cas d'un VJ", chercher les variations des 
composantes d'un vecteur intérieur dans le transport parallèle le long 
du pentagone infinitésimal construit sur un déplacement intérieur dsh 

et un déplacement quelconque àsa. Il est à remarquer seulement que 
le cinquième côté du pentagone a, dans ce cas, aussi des compo­
santes intérieures ksh = 4l dsk èsl, si z\i n'est pas nul. Il en résulte 
que, pour obtenir les composantes X/^. du tenseur de courbure de A"/, 
il faut poser dans les formules (igr), t*u a u ^ e u de y^, et ajouter le 
terme — f^zfr. 

Pour obtenir les propriétés rigides de A'", il faut associer la con­
nexion y\%, induite par l'espace environnant An, à l'intérieur des con­
gruences de non holonomie. La connexion qui a comme composantes 
non nulles y*kf, wh

u>, wk,'J, y\%-, constitue ainsi une première connexion 
rigide complète de l'espace A"4, qui.est l'équivalente de la connexion 
(26) pour un V™. Pour obtenir l'équivalente de- la connexion 
rigide (28), on doit tenir compte, dans les formules (6), que 
ck,= ck = o, et l'on trouve la connexion aj-ant comme composantes 
non nulles les quantités y ^ , Y*'« (Sohouten et Kampen [24], 
p. 770, 7 7 5 ) . 

24. Équations aux variations des courbes auto-parallèles. — Les 
courbes auto-parallèles de la connexion intérieure de l'espace non 
holonome affine A,'", sont évidemment données par les équations 

le paramètre s déterminé le long d'une de ces courbes par ces équa-
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tions s'appelle l'arc affine de la courbe. Pour trouver les équations aux 
variations de ces courbes (Vranceanu [20], p. 41 5 YVundheiler [28]) 
considérons dans l'espace Xw des variables x1, une courbe quel­
conque (c) 

x ' l = <p*(<T) 

a étant un paramètre, dont les valeurs déterminent les différents 
points de la courbe, et soient 

xi= 3l((j)-h x; ts« 

les équations d'une courbe (c) voisine à (C) . Dans ces équations, les 
paramètres Va entrent avec leurs valeurs en fonction de a le long 
de (C) et £" sont à considérer comme des quantités du premier 
ordre. D'ailleurs, elles représentent les composantes sur les con­
gruences (X) du vecteur qui lie les points correspondants à la même 
valeur du paramètre o- sur les deux courbes ( t ) et (c). En indiquant 
par s un paramètre quelconque, dont dépendent les points de la 
courbe (c), nous avons, en négligeant les termes supérieurs au pre­
mier dans les s", les formules 

. „ x dx'1 da ( dia
 n . A 

où w%d entrent avec leur valeurs le long de (C) et ca sont les 
cosinus de la courbe (c) . 

Supposons maintenant que la courbe (G) est une courbe intérieure 
de l'espace non holonome X™ ( c A ' = o). Pour que la courbe (c) soit 
elle-même une* courbe intérieure de X"\ on doit avoir les équations 

(29") uh' = -^ h w^cM'-t- wh^ckzl=o. 

On voit que si l'on suppose les s1 connus, ces équations constituent 
un système différentiel du premier ordre dans les £h'. 11 est à remar­
quer aussi que si les quantités aJ

kl c
k sont nulles, en particulier si 

l'espace X"/ se compose de ao"-mXm(w,!k= o) les équations (29") ne 
dépendent pas des s', de façon qu'elles possèdent dans ce cas la solu­
tion £A '= o, ou bien on peut obtenir les courbes voisines à (G), par 
des déplacements, intérieures à X1". Si l'on introduit le vecteur dérivé 
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du vecteur sh' le long de (C) 

da di kt ' 

on peut donner aux équations (29'') la forme invariante semi-intrin­
sèque 

Ds'*' 
da (29'") ^ - + «#<?*«'= 

Si nous sommes dans l'espace à connexion affine A™, nous avons 
aussi les formules 

wkl~ tkl —tlk ~^kl 

et si l'on nous intéresse seulement des courbes auto-parallèles, on peut 
changer la connexion, sans changer ces courbes, de façon que les 
composantes zh

kl de la torsion soient nulles. Cela fait, en introduisant 
le vecteur dérivé du vecteur intérieur eh, le long de (C), 

on peut écrire les composantes du vecteur tangent à (c) sous la 
forme 

uh = js {ch ~^^£ •*• ^cK ti^ Wkt,ckîi') • 

Supposons maintenant que la courbe (C) soit une courbe auto-paral­
lèle de l'espace non holonome A™ et que Œ soit son arc affine. Si l'on 
veut que (c) soit elle-même une courbe auto-parallèle de A™ avec 
l'arc affine s, il faut que les uh satisfassent aux formules (28"). En 
admettant, comme il est très naturel d'ailleurs, que 

da 
ds=1~^ 

JUL étant une quantité du premier ordre et en introduisant les valeurs 
des u^ dans les (28") et en négligeant les termes supérieurs au pre­
mier ordre, on trouve sans difficulté les formules 

<3o) - ^ C A = X ^ C ' I « , 
da* da 

c n n t l a c ^»Amn 
dV2 

où —j— sont les composantes du second vecteur dérivé de ih le long 
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de (C) et les llfa sont les composantes du tenseur de courbure 
de A™. Ces équations, qui ont évidemment un caractère invariant 
semi-intrinsèque, associées aux (29'"), constituent un système de n 
équations différentielles dans les n -f-1 inconnues ia, /JL, du second 
ordre dans les zh et du premier ordre dans les sh', JA. 

Il suffit d'associer à ce système, la loi de correspondance entre les 
courbes (C) et (c), pour pouvoir déterminer les inconnues sa, p . 
Si notre espace non holonome est un Y™, on peut choisir le vecteur 
déplacement za, orthogonal à la courbe (G) (ehch= o), et comme 
la somme des carrés des uh doit être, comme cosinus, égale à l'unité, 
nous avons la valeur de /UL 

Ds/* 1 
U. — Ch —z 1 Vhk l'ChCkZ1'. 

da 7 

D'ailleurs, si l'on prend les congruences fondamentales de façon 
que la congruence (X') soit tangente à la courhç (C), tous les cosinus 
ch sont nuls, sauf c qui est l'unité. 11 en résulte que les dernières 
m — 1 équations (3o) ne contiennent plus JJL et reçoivent la forme 

( 3 0 ' } ^ = X ' * ' * e " (* = *, 3 , . . . ,m) . 

Si le déplacement ea est orthogonal à la courbe (G) (s1 = 0 ) , ces 
équations associées aux (29'"), constituent un système différentiel 
de n — 1 équations dans les n — 1 inconnues sa, ...,zn. On peut 
encore simplifier les équations (3o') en prenant comme congruences 
(XJ), . . ., (Xm), des congruences qui se transportent par parallélisme 

le long de (C), car en ce cas les composantes --7-y (h>2) du second 

vecteur dérivé coïncident avec les dérivées secondes —=-:-• De même, 
da1 ' 

on peut simplifier les équations (29'"), en prenant comme congruences 
de non holonomie des congruences qui se transportent par parallé­
lisme semi-intrinsèque, le long de (G), puisque dans ce cas aussi les 
composantes —7— sont égales a -3— • 

25. L'équivalence de deux espaces non holonomes. — Considérons 
deux espaces X„ et X'#l, l'un rapporté aux congruences (X), fondions 
des variables xx, . . . , xn, l'autre rapporté aux congruences (X;) fonc­
tions des variables x'\ x12, . . ., x'n. Si l'on fait dans l'espace X'n, la 
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transformation de variables (3) , les formes ds'a des congruences (X'), 
deviennent des formes linéaires dans les variables (x) et sous cette 
forme elles peuvent s'exprimer linéairement à l'aide des formes dsa 

des congruences (X) de X ; l 

( 3 i ) ds'«=ca
bdsb, 

es ca
b étant des fonctions convenables des variables (x) à déterminant 

différent de zéro. Si l'on considère la transformation (3) comme 
inconnue, les équations (3i) constituent un système à différentielles 
totales, dans les inconnues x'1, comme fonctions de x1, qui peut aussi 
s'écrire 

( 3 2 ) ^ = c £ >/<>''. 
\ / foi b a i 

Quant aux conditions d'intégrabilité de ce système, exprimant que 
les dérivées secondes des x'1, sont symétriques, elles peuvent s'écrire 
sous la forme 

(33) '~-S=^/-<c"-
On voit que ces conditions diffèrent des formules fondamentales (5) , 
seulement par le fait qu'ici les w'/j- sont à considérer comme fonctions 
des variables {x1). 

Les équations (32), (33), constituent pour les n inconnues x'1 et 
les n2 inconnues auxiliaires c", considérées comme fonctions des 
n variables x1, un système aux dérixées partielles du premier ordre. 
Ce système, tant qu'on n'impose aux inconnues c" aucune condition, 
possède évidemment comme solutions toutes les transformations (3), 
car cela signifie que les espaces X„ et X.'n sont équi\alenls, le groupe 
d'équivalence étant le groupe ponctuel (3). 

Supposons maintenant que les ca
b satisfassent aux équations ch

k = o, 
qui expriment que le système de Pfaff dsh'= o, doit être transformé 
dans le système dsrh'= o. Les équations cf = o, associées aux (32) 
et (33), nous fournissent les équations d'équivalence intrinsèque des 
espaces non holonomes X™ et X.'n

m définis dans Xn et X'/f par les sys­
tèmes de Pfaff dsh'=zo et ds'h'=o. Parmi les équations (33), nous 
avons dans ce cas aussi les relations en termes finis 

<3V) « $ « î c ? - < , « * = <>, 
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qui expriment que les tenseurs d'intégrabilité de nos deux systèmes 
de Pfaff sont équivalents. Si l'on met en évidence les systèmes dérivés 
de ces systèmes, on trouve qu'une condition nécessaire pour que les 
équations d'équivalence de X"1 et X'//1 aient des solutions est que les 
ca

b doivent appartenir au groupe qui conserve le système (7) et ses 
systèmes dérivés ( [3] , $ 7). Si l'on impose aussi aux c" les condi­
tions c/[i,= o, on obtient les équations d'équivalence des espaces non 
holonomes X£l et X'//' considérés au point de vue semi-intrinsèque ou 
rigide, les deux points de vue coïncidant pour les X™. Évidemment, 
en ce cas les ca

b doivent aussi appartenir au groupe qui conserve les 
systèmes dérivés du système dsà= o. 

Il en résulte que si les systèmes dsh = o, dsh' = o n'ont pas des 
combinaisons intégrables, notre problème d'équivalence se réduit, 
en accord avec le théorème du paragraphe 10, au problème d'équi­
valence de deux espaces à connexion affine complète. On sait qu'un 
tel problème se réduit à l'étude d'un système à différentielles totales 
mixte et par conséquent il peut être considéré complètement résolu 
([12], p. i4) . En particulier on sait que les transformations d'équi­
valence, s'il en existe, ne peuvent dépendre que de constantes arbi­
traires. 

Si nos systèmes complémentaires ont des combinaisons intégrables, 
on ne peut plus affirmer que l'intégration des équations d'équivalence 
semi-intrinsèque ou rigide de X™ et X'#l

m se réduit à un système à 
différentielles totales, de façon que, dans ce cas. et à plus forte raison 
dans le cas intrinsèque, les transformations d'équivalence peuvent 
aussi dépendre de fonctions arbitraires. 

On peut maintenant passer au problème d'équivalence de deux 
espaces non holonomes à connexion affine A"1 et A'//7. Si l'on se pose 
au point de vue rigide, les équations d'équivalence se composent évi­
demment des équations (32) ; et puis, au lieu des équations (33) 
nous avons : les équations (29') (où les y£jjj sont remplacés par y'^f) 
et leurs analogues les équations (9) et leurs analogues, où au lieu de 
w on pose wf, et comme relations en termes finis, les (32') et leurs 
analogues, et enfin les relations en termes finis fournis par le tenseur 
de torsion T ^ et son analogue. Nous avons ainsi un système à diffé­
rentielles totales mixte, pour déterminer les n inconnues xh, les 
m- inconnues c\ et les (n—m)2 inconnues c% , comme fonctions 
des n variabfes x1. Si l'on considère les conditions d'intégrabilité des 
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équations en c, on trouve les relations en termes finis fournis par les 
tenseurs de courbure Xjfrt, Xj#fl. Naturellement, en dérivant ces rela­
tions en termes finis, on trouve des relations ou figurent les tenseurs 
dérivés de nos tenseurs. Par conséquent, on peut affirmer que les 
seules relations en termes finis, qui doivent être satisfaites pour l'équi­
valence, sont celles fournies par les quatre tenseurs du troisième 
ordre w'k

v
L, wkT, T*Z, z%n par les tenseurs de courbure et par les ten­

seurs dérivés de ces six tenseurs. On peut aussi dire que ces six 
tenseurs et leurs tenseurs dérivés constitue un système complet 
d'invariants pour l'espace non holonome A™ rigide. 

Si l'on se pose au point de vue semi-intrinsèque on doit renoncer 
en premier lieu aux équations analogues au (3o'), de façon que le 
système d'équivalence ne soit plus a différentielles totales. Toutefois 
on sait qu'il se réduit à un tel système si le système (7) n'a pas des 
combinaisons intégrables. En tous cas, les tenseurs semi-inlrinseques 
w*kh wkr> T*/Î ^ïia e t l e s tenseurs dérives, à l'aide de la connexion semi-
intrinsèque régulière de A"*, ne constituent pas un système complet 
d'invariants de A™ semi-intrinseque. 

Ces résultats sur les A"1 sont évidemment aussi valables pour 
les V™ avec la seule différence qu'en ce cas, on doit associer aussi les 
relations fournies par le tenseur métrique aap dans le cas semi-intrin­
sèque et aussi par le tenseur métrique aag, dans le cas rigide. Dans 
le cas de V™ on peut aussi se placer au point de vue intrinsèque et les 
relations en termes finis sont alors c£' = o, les (32') et celles données 
par le tenseur aap. Mais, dans le cas des V™, on peut aussi simplifier 
le problème en se serxant de congruences orthogonales. En ce cas, 
les équations d'équivalence intrinsèque de V"' sont les (32), (33), 
ck = o et les (11); pour obtenir celles d'équivalence semi-intrinseque 
on doit associer les ck — o ( [33] , Chap. II), et enfin pour l'équi­
valence rigide on d o - associer les (12). 

26. L'applicabilité des espaces non holonomes. — On arrive aux 
équations d'applicabilité d'un espace non holonome sur lui-même, en 
supposant que les congruences (X') soient les mêmes fonctions des (xr) 
que les congruences (X) le sont des (x). En ce cas, les équations 
d'équivalence, considérées plus haut, ont toujours la solution iden­
tique 

(330 *"=*', 4=K\=° J ^ f ? ' 
( = 1 (a = 6 ) , 
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et la question revient à voir si ces équations ont aussi d'autres solu­
tions que la (33'). 

Pour trouver les équations de définition des transformations infini­
tésimales du groupe d'applicabilité de l'espace, voisin de la transfor­
mation identique, il faut poser dans les équations d'équivalence 

(33ff) ar ' '=A' -h ï '5 f , c%= oa
b-h e^ 8f, 

où £j, Bb sont des nouvelles inconnues et et est a considérer comme 
une quantité constante du premier ordre. On trouvera ainsi des 
équations et relations en termes finis, linéaires dans les inconnues £' 
et e j . 

Si nous sommes dans le cas d'un V"' et qu'on choisit des con­
gruences orthogonales, les équations ( n ) , les équations suivantes 

et les équations (12), qui représentent les équations de définition du 
groupe non holonome rigide de V'", nous fournissent très simplement 
les équations de définition des transformations infinitésimales 

(34) «ÎH-*A=O, = î - o J[=-o =2 + 4 = 0 . 

Evidemment, pour avoir les équations de définition des transforma­
tions infinitésimales du V"4 semi-intrinseques, on doit se limiter aux 
trois premiers groupes d'équations (34) et pour avoir celles du 
Y'£ intrinsèque, on doit se limiter seulement aux deux premiers 
groupes. 

Comme les inconnues ejj sont des inconnues auxiliaires de notre 
problème, les inconnues principales étant les £', ou bien les projec­
tions e"—X"£' du vecteur (£) sur les congruences (X), on peut les 
éliminer des (34), car nous avons les formules 

(34') ¢ = ^ - ¾ ^ 

En tenant compte de ces formules, on vérifie facilement que les (34)> 
de même que les équations relatives au V'" semi-intrinsèque ou intrin­
sèque, ont un caractère invariant par rapport au groupe correspondant 
de v;;4. 

Supposons maintenant que notre V'" possède le groupe d'applica­
bilité à un paramètre Gt. On peut toujours supposer ce groupe 
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engendré par la transformation infinitésimale 

(34') X , / = EL. 

En ce cas, les équations (34) deviennent des équations linéaires et 
homogènes dans les dérivées ~> de façon que les (34) sont identi­
quement satisfaites si les congruences (X) ne dépendent pas explici­
tement de xK. Inversement, on peut démontrer, que si Y"1 rigide, 
semi-intrinsèque ou intrinsèque, possède le groupe (34') on peut, par 
une transformation convenable de congruences appartenant au groupe 
rigide, semi-intrinsèque ou intrinsèque, rapporter le Y™ à un sys­
tème de congruences qui ne contient pas la variable X\ explicitement 
(Vranceanu [33], § 10). 

Si les congruences (X) de l'espace Y'" ont comme quantités wa
bc des 

constantes, les équations d'applicabilité ont la solution c(
b= èb

l, quels 
que soient les xh, qui satisfont alors au système des différentielles 
totales (32) (c°b=à^) complètement intégrable. 11 en résulte que 
V,"1 possède, en ce cas, un groupe simplement transitif d'applicabilité. 
D'ailleurs, ce groupe est la réciproque du groupe continu simple­
ment transitif déterminé en ce cas par les congruences (X). On peut 
démontrer aussi que, si le groupe dyapplicabilité de VJ" possède un 
sous-groupe simplement transitif, il peut être rapporté à un sys­
tème de congruences ayant les coefficients de rotation constants. 

27. Les hyper surf aces non holonomes. — L'espace non holonome 
A£-1 défini par une seule équation de Pfaff non complètement inté­
grale peut s'appeler une Irvpersurface non holonome. Si la connexion 
de An conserve les volumes et si l'équation à = o à son covariant de 
rang n— i ce que peut arriver seulement si n est un nombre impair, 
on peut toujours réduire le groupe intrinsèque de A7/"1 au groupe 
semi-intrinsèque, ce qui revient à dire qu'on peut d'une manière 
invariantive fixer une normale affine à A" -1 (Schouten [16]. p. 299). 

Si nous avons une hypersurface non holonome V'|~2, on peut 
toujours et en général de plusieurs manières différente, réduire le 
groupe intrinsèque à un groupe rigide, ce qui revient à dire qu'on 
peut toujours fixer la normale et la métrique sur cette normale. Consi­
dérons maintenant l'espace non holonome Yr2

{ défini dans un espace 
de Riemann à trois dimensions, par une équation de Pfaff non com-
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plètement intégrable (w*0^é o), espace qu'on peut appeler aussi sur-
face non holonome. Le groupe d'applicabilité d'un tel espace peut 
contenir au maximum quatre paramètres ([33], § 14). 

Si l'espace V*; admet un G4, ce G, doit contenir un G $ simplement 
transitif, car, d'une part, on peut démontrer qu'un Y] proprement 
dit (wf0^z± o) ne peut pas avoir un Gj intransitif et, d'autre part, on 
sait qu'un G t possède toujours un G{. 11 en résulte que les Vj pos­
sédant un G, peuvent être rapportés à un système de congruences à 
coefficients de rotation constants. Gela fait, les équations (32r) qui, 
a cause d'orthogonalité des ch

k(h, k — i, 2). deviennent w[2 = c\w\tl, 
nous disent que c | = i , ou bien que les groupes d'applicabilité 
rigide et semi-intrinseque de nos Y'-J coïncident. On démontre aussi 
que les VJj(«>,1 > ^ o), possédant un G, sont totalement géodésiques 
et le tenseur de courbure extérieure, de même que le tenseur dérivé 
du tenseur de courbure intérieure sont nuls. Quant au tenseur de 
courbure intérieure lui-même, il a la seule composante X 1 i j | 2 = K , 
qui peut être une constante posili\e. négative ou nulle. Si nous 
écrivons l'équation de non holonomie de V2 sous la forme 

dxs-\- u dx] = o, 

où u est une fonction de la seule variable x-, ce qui est toujours 
possible ([6], p. 3(j), on peut donner à la métrique de Vg la forme 

dê*=(^^\dxiy + {dx*)\ 

la fonction u ayant les valeurs x-, — smJTx2, = e*-***, sui-

vant que notre surface non holonome a la courbure nulle, positive 
ou négative. On voit que, dans l'espace *des variables xx, x-, la* 
métrique de Y2 est la métrique d'une surface a courbure constante. 

28. Les plans non holonomes. — On sait que les courbes de 
l'espace ordinaire, ayant comme tangentes les droites d'un complexe 
linéaire, satisfont a une équation de Pfaff non complètement inté­
grable, laquelle, si l'on prend comme axe du complexe l'axe de z 
s'écrit 

x dy — y dx — k dz = o, 

ou x, y, s sont des coordonnées cartésiennes orthogonales et la con­
stante À" est le paramètre du complexe. Cette équation, appelée aussi 
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Vèquation du complexe, définit dans l'espace euclidien un des plus 
simples espaces non holonomes V2 . En effet, si l'on prend des coor­
données cylindriques on peut prendre, comme formes de V2 , les 
suivantes 

/ ds1 = dp, d&= P i ( * p dti-h p dz), ds>= p , (— p2 dô •+- k dz) 

<3<')< ( i 
( p I % 7 = ^ ) -

Les quantités ivbc relatives à ces formes se calculent aisément et 
ont les valeurs 

W\ 1 = W\ S = W\ î = W\o = W\ o = Wï I = ° , 

P 

Il en résulte en premier lieu que Y2 est totalement géodésique. car 
la seconde forme fondamentale est identiquement nulle 

( T u = Y 2 2 = Ï 1 2 - + - Y i l = 0 ) : 

ce qui était évident a priori, parce que Y2 contient en chaque point 
les droites du complexe. Cette propriété est caractéristique, de façon 
que. par analogie avec les plans à deux dimensions qui constituent 
les surfaces totalement géodésiques de l'espace ordinaire, on peut 
appeler les V2 définis par des complexes linéaires, plans non holo­
nomes (G. Moisil [23], p. 17). 

Comme les formes (34") ne contiennent pas explicitement les 
variables 9 et z, il en résulte que le V2 admet comme groupe d'appli­
cabilité le groupe abélien 

{34 ) x ' - ? e ' x*-~ ôi' 

qui se compose d'une rotation autour de l'axe du complexe, et d'une 
translation autour du même axe. Ce groupe constitue le groupe total 
d'applicabilité semi-intrinsèque ou rigide de V2 . En effet, d'une part 
un V2 proprement dit (tv^^é o) ne peut pas avoir un groupe intran­
sitif à trois paramètres. D'autre part, notre V^ ne peut pas avoir un 
groupe simplement transitif, car la courbure intérieure, qui a dans 
ce cas la seule composante 

X , , , , 2 = - * V l , 
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•doit, par les conditions d'applicabilité, rester invariante, ce qui arrive 
seulement si p est invariant. 

En se servant des propriétés géométriques bien connues des com­
plexes linéaires, on peut donner au parallélisme de notre V2 des 
interprétations géométriques intéressantes (D^Hulubei [26]). 

CHAPITRE V. 

LES SYSTÈMES MECANIQUES NON HOLONOMES. 

29. Systèmes à liaisons indépendantes du temps. — Considérons 
un système mécanique holonome S„, à liaisons indépendantes du 
temps et soit 

T ='«„*•*/ ( * '=^) 

la force vive du système, t étant le temps et atJ des fonctions des 
paramètres lagrangieps xx, x-, . . ., xn dont dépend la position du 
système S/t. On peut, comme il est bien connu (Ricci et Levi-
Givita [5]) , associer au système holonome S^. l'espace de Riemann Yn, 
défini dans l'espace des variables xK. x2, . . ., xn, par la métrique 

ds* = 2 T dV- = alf dxl dxl. 

Si l'on introduit dans V„ un système de congruences orthogo­
nales (X), nous aurons les formules 

oxl — \l
a hsa, Zsa = Xf hxl, 

dxl . n n dsa . _ dxl 

<35) I dF = 1«ua> aa=-dr = X?lti> 

en indiquant par àxl les déplacements virtuels de Sn. Quant aux ua, 
on les appelle caractéristiques cinétiques de mouvement (Vol-
terra [3<]). 

Cela dit, si dans l'équation symbolique de la dynamique, pour le 
système Sn, 

/ d àT àT _ \ fc f ( -y- - P. 1 hxl = o, \dt àxl àxl 7 ' 
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où Pj est la composante dans la direction x1 de la résultante des 
forces directement appliquées, on tient compte des formules (35) et 
des formules suivantes 

d I àT _fl\ dua ,„ . à\h , , d àT 
dt àxl 

<ï^ _ àT_ àji^ _ bà\bj 
àxt ~~ ()uu àxl ~~ àx = UÔ

 ffri X'cU<> 

elle peut s écrire 

(36) dua 

~dt 
vllau

biï—Vn\ àsa= o, 

où Va signifie la composante des forces dans la direction de la con­
gruence (X„). Quant aux w\a elles sont définies par les formules (4'). 

Gomme cette équation symbolique doit avoir lieu quels que soient 
les accroissements osa, il en résulte, en tenant compte aussi des for­
mules wb

ta+w%a = ya
bc + yn

cb, qu'on peut écrire les équations de mou­
vement de Sn sous la forme 

— = X' u« , dt JaU ' 
( 3 7 ) < dUa 

<^=fbcUbuc+Y>a, 

On voit que le système (37) constitue un système différentiel du 
premier ordre, sous la forme normale, pour les n inconnues x1 et les 
n inconnues ua, à déterminer en fonction de t. 

Considérons maintenant le système mécanique non holonome S™, 
qui s'obtient de SAl en imposant, aux variables (x), n — m liaisons de 
la forme (7). On peut toujours considérer les premiers membres dshT 

de ces liaisons, comme les différentielles des arcs de n — m con­
gruences orthogonales dans l'espace de Riemann Yn associé à SAl et 
pour cela il faut seulement combiner les (7), après les avoir multi­
pliées par des facteurs convenables. On peut aussi associer a dshr 

d'autres m formes dsh de façon que les congruences (X^) et (lh ) soient 
des congruences orthogonales dans Y^. Par conséquent, à chaque 
système non holonome S"1 on peut associer l'espace non holonome Y"\ 
défini dans Yn par le système (7) d'équations de non holonomie 
de S™, de façon que l'équation symbolique du système S™ s'écrit 

(37') ( ^ - ? £ / " * " ' - P / * W = o (h^rn). 
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puisque les accroissements Ssh' et les caractéristiques uh' sont nulles 
en vertu des liaisons (7) . 

Comme cette équation symbolique de S™ doit avoir lieu quels que 
soient les àsh, il en résulte que les équations de mouvement de S™ 
peuvent s'écrire sous la forme 

(38) 

f dxl . . , 

Elles constituent un système différentiel du premier ordre, sous 
forme normale, pour les n inconnues x1 et les m caractéristiques 
cinétiques uh ( \ ranceanu [ H ] ; Horak [14?]). 

Si les forces dérivent d'un potentiel \j(VL = -7—p Pa=
(—^ j , le 

système S^ admet l'intégrale des forces vives. Pour trouver cette 
intégrale en partant des équations (37), il faut multiplier les der­
nières équations avec u° et sommer, en tenant compte du fait que les 
coefficients de rotation de Ricci ybt sont gauches symétriques dans 
les indices a et b. On trouve l'intégrale 

T = X [(M*)*H-(M*)*-+-...-+-(a«)*] = U-4-const. 

Si l'on passe au système non holonome S™, l'intégrale des forces 
vives reçoit évidemment la forme 

-[(M 1 )2-4-(½2)2 -h. . . -4- (w'")2] = U -+-const. 

Supposons maintenant que le système S7l est sans forces ( P i = o). 
En ce cas l'intégrale des forces vives nous dit que T est constant et 
l'on peut choisir convenablement l'unité de temps de façon à avoir 
ds = dt. Cela fait, on peut vérifier que les trajectoires sans forces 
de S„ sont en même temps les géodésiques (6'") de l'espace Yn associé. 

D'une manière analogue, on voit facilement que les trajectoires 
sans forces du système non holonome S™ sont aussi les géodésiques 
auto-parallèles (18) de l'espace non holonome V™ associé au sys­
tème S™. 

30. Systèmes à caractéristiques indépendantes. — L'intégration 
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des équations de mouvement de Sn (37) ou(38) de S™ (sans forces), 
se décompose en deux parties, si les coefficients des dernières de ces 
équations ya

bt-\-y
a
cb ou y^-hy^j qui sont en général des fonctions 

des x\ x2, . . ., xn, ne dépendent pas de ces variables. Ces systèmes 
ont été étudiés par M. V. Volterra ( [ 3 ' | , 1898) et ont été appelés à 
caractéristiques indépendantes, puisque pour obtenir les valeurs 
en fonction du temps des caractéristiques cinétiques de S„ ou S™, 
il suffit d'intégrer seulement les dernières équations (37) ou (38). 

Ultérieurement, en tenant compte des valeurs en fonction de 
temps, trouvées pour ces caractéristiques, l'intégration des pre­
mières équations (37) ou (38) nous fournit les valeurs des para­
mètres x1 en fonction du temps. 

Nous n'avons pas encore une caractérisation géométrique des sys­
tèmes à caractéristiques indépendantes, mais nous connaissons une 
classe importante de ces systèmes. Ce sont les systèmes mécaniques 
tels qu'on peut choisir un système de congruences (X) ayant les 
coefficients de rotation constants. 

Ces systèmes mécaniques sont caractérisés par la propriété que 
l'espace Yn ou V " associé possède un groupe simplement transitif 
d'applicabilité (§ 26). 

Nous avons aussi une autre classe de systèmes mécaniques, qui 
peut être considérée comme une généralisation de la classe des sys­
tèmes à caractéristiques indépendantes. Cette classe a un intérêt 
mécanique remarquable parce que beaucoup de systèmes méca­
niques non holonomes usuels, entrent dans cette classe 

Supposons que les forces de S™ dérivent d'un potentiel fonction 
de x* et que dans l'espace Y™ associé à S'", on puisse choisir un 
système de congruences (X), tel que les paramètres et les moments 
des congruences fondamentales soient fonctions de la seule coor­
donnée de position x1 et que, de plus, la direction de x* puisse être 
choisie comme la direction d'une congruence fondamentale, par 
exemple (X,). Cela dit, les premières équations (38) s'écrivent 

dx* 
,-dF = aui> 

— =^ll
hUh (* = 2, - . . , M), 

a et X̂  étant des fonctions de xK. 
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Dans ces formules X* peuvent être considérés nuls, car autrement 
par une transformation xu — xl-i-fl (x*), on peut les réduire à zéro. 
En ce cas, les wh

kl(h> 2) sont nuls si A\ /sont tous les deux différents 
de l'unité et de même w\h=o, de façon que les dernières m — 1 
équations (38) assument la forme 

<W) du* =-(^+^)^, Ihj A ^ 9, 3, . . . , m) , 

Si pendant un intervalle de temps xK n'est pas constant ( uK •=£ o), on 

dt 
dxx 

peut diviser ces équations par —r- et l'on obtient le système 

<39). ë ^ W . + Ï^X (A,* =',3,.. . , m). 

On voit que par l'intégration de ce système différentiel linéaire et 
homogène, on peut avoir les valeurs des m — 1 caractéristiques ciné­
tiques uh(h ^ 2) en fonction de la variable J?1 ."Puis de l'intégrale des 
forces vives, qui peut s'écrire 

dxl \-
(u2Y--h. -4- (um)~= ? 1)(-^1 j -hcons t . , 

1 /dx*\ 
a2\~df) 

on tire, par une seule quadrature, la valeur de x1 en fonction du 
temps. Enfin, en introduisant dans les dernières équations (37") les 
valeurs en fonction de t de x1 et des uh, on trouve les valeurs des 
variables x2, . . ., xn par n — 1 quadratures. 

Il en résulte que l'intégration des équations de mouvement de 
notre système S"1 se réduit a l'intégration du système linéaire (3g) et 
a n quadratures. 

Nous avons laissé de côté le cas ou xi est constant, qui corres­
pond à la solution stationnaire de S™ 

ci=c] uh=ch {h*Zi), 

dont on peut étudier la stabilité complète (non seulement en pre­
mière approximation) à l'aide de l'intégrale des forces vives (Vran-
ceanu [81]). 

31. Intégrales premières linéaires. — On peut se demander main­
tenant, dans quelles conditions les équations de mouvement (38) de S,"1 



54 G. VRANCEANU. 

admettent l'intégrale première 

f(xl, x*, ...,xn\ w1, if-, . . . , um) = const. 

Comme la dérivée par rapport au temps de cette intégrale, doit-être 
nulle, en vertu des (38), on trouve que la fonction f doit satisfaire 
à l'équation aux dérivées partielles 

<*> $ * - & A " ' « ' + ; & * * - « > • 

Si la fonction / est un polynôme de degré p dans les caracté­
ristiques cinétiques uh, l'équation (39') se décompose, en égalant 
à zéro les ensembles des termes du degré p -f- 1, des termes du 
degré p, etc., dans p -f- 2 équations. En particulier, l'ensemble des 
termes du degré p + 1 dans les uh, égalé à zéro, nous donne l'équa-
.tion 

g— -& *-•—. 
où l'on indique par fP l'ensemble des termes du degré p de l'inté­
grale première / = const. Cette dernière équation nous montre que 
fp = const. doit être intégrale première des équations des mouve­
ments sans forces de S™, ou bien des géodésiques auto-parallèles de 
l'espace non holonome V"* associé à S™. On voit ainsi l'intérêt que 
présente la recherche des intégrales premières polynômes homogènes 
dans les caractéristiques uh des équations de mouvement sans forces 
de S™. Nous considérons ici seulement le cas où l'intégrale est 
linéaire. Une telle intégrale, par une transformation convenable des 
congruences fondamentales, peut s'écrire 

(39") aum= const., 

a étant une fonction des variables xx, ..., x". Pour que (3g") soit 
une intégrale première des équations (38), il faut en premier lieu 
que l'équation um = o, obtenue de (39"), en donnant à la constante 
la valeur nulle, soit une équation invariante des (38), et pour cela il 
faut avoir les conditions 

ïft -+" ta = o ( k, l = 1, 2, . . . , m — 1). 

Elles expriment que l'espace non holonome YT™-' (um=o), plongé 
dans, V£l, est totalement géodésique dans V'". 
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Si cette condition d'invariance est satisfaite et si la quantité u est 
constante, pour que um = const. soit une intégrale première des géo­
désiques de V,'", il faut que les coefficients de rotations yj['m soient 
nuls ou, c'est ce qui est le même, il faut que la congruence (Xm) soit 
une congruence géodésique dans V''1. Si a n'est pas constante, nous 
avons les conditions 

àlosa 
Os* — ; // m > 

et c'est alors la congruence Xm (ds~m = a dsm ) , qui est une congruence 
géodésique (yAm = o) . On peut remarquer que cette congruence Xm 

définit un des espaces V,1,, complémentaire à l'espace V'""1 (um=o), 
défini semi-intrinsèquement dans V™. 

Supposons maintenant que nous ayons un certain nombre m—p 
d'intégrales premières linéaires et homogènes de la forme 

(4o) a%uh=c* (a =/>-*-!, ...,jn), 

il est évident que l'on peut s'arranger de façon à faire intervenir dans 
ces équations seulement les cosinus uP+i, . . . , um. Il en résulte alors 
que les équations uP^x = . . .== um= o sont des équations invariantes 
et par conséquent que l'espace non holonome V£ défini dans V"* par 
ces équations est totalement géodésique dans V/i; c'est-à-dire que 
nous avons 

YÂ/H-ï?/fc = ° (*=P + l> •••> nh k, lèp)-

Evidemment, ces conditions d'invariance ne sont pas suffisantes 
pour l'existence des intégrales premières (4°)- En particulier, si l'on 
veut que les u* = c*(<x=p-+-1, . . ., m) soient des intégrales pre­
mières, il faut avoir les conditions 

ï ï p+ ï |U = o (?>/>)• 

32. Les équations des trajectoires de S™. — On sait que, d'après 
un résultat de Painlevé ( [7] , vol. II1, p. 4*4)? la totalité des tra­
jectoires d'un système mécanique holonome à liaisons indépendantes 
du temps, dépend de zn — i constantes arbitraires au lieu de 2n, 
et, si le système est sans forces, seulement de 2/1 — 2 constantes 
arbitraires. Nous allons voir que ce résultat peut être étendu aussi 
aux systèmes non holonomes. En effet, supposons que, pendant le 
mouvement du système, une des variables, par exemple a?1, ne soit pas 
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(4o") 

constante (dxx ^ o) et qu'une des caractéristiques, que l'on peut, en 
changeant convenablement les indices, supposer être u*, est diffé­
rente de zéro. En ce cas, si l'on prend comme nouvelle variable indé­
pendante x* au lieu de t, et l'on pose 

dsh dsh ds1 . , 

"*=" nr = i^ in = v"ul (à = i,...,m\ 
on peut considérer u*, v2, . .., vm comme des nouvelles caractéris­
tiques et les premières équations (38) s'écrivent 

( 4 ° ' } ]dx* XV+XX , 
r —,— = -r-, n—r (/ = 2, . ., n). 

Si l'on tient compte maintenant du fait que nous avons 

duh dvh
 4 . dux dvh xo dw l 

- — = —y- i«i-+- p^-r - = -r-r(w1)2(X -h Xj ,^)- t - ^ A - r r » 
dt dt dt dx*K } v ' " ' </£ 

les dernières équations (38) reçoivent la forme 

du* ( T ^ + Ï L ^ Q W ^ P . 
<fcci ( X J H - X ^ P ^ ) ^ ' 

dvh \^+(t\ + t\)»k + tXt»kv1^ 
dx*~ * ( X ; - i - X A p A ) ( K i ) s 

En tenant compte du fait que le temps n'intervient pas explicite­
ment dans nos équations, on voit que les é-quations (4°')> s a u ^ ^a 

première, et les équations (4o") constituent un système différentiel 
sous la forme normale de n-r m — i équations du premier ordre 
pour les n-\-m—i inconnues x2, ...,xn,u], v2, . . . , vm, et la 
variable indépendante x*. Il en résulte que ce système nous fournit 
les valeurs des variables x2, . . . , xn en fonction de la variable xK et 
de n~\-m—i constantes arbitraires. Il constitue le système diffé­
rentiel des trajectoires de S™. * 

Si le système mécanique est sans forces, la caractéristique u1 ne 
figure pas plus dans les dernières m — i équations (4o"), de façon 
que l'on peut considérer, dans ce cas, comme équations des trajec­
toires de S"1, le système de n + m — 2 équations du premier ordre, 
formé par les n — 1 dernières équations (4o') et les m 1 dernières 



LES ESPACES NON HOLONOMES. 57 

équations (4o'0- ^ e n résulte que, si le système est sans forces, les 
trajectoires dépendent seulement de n + m — 2 constantes arbi­
traires. 

On peut remarquer que la méthode suivie pour arriver aux équa­
tions des trajectoires peut être simplifiée si le système est holonome. 
En effet, dans ce cas, on peut considérer la congruence (X1) dans la 
direction de la variable xl(dx* = 1\ ds*), ce qui porte comme consé­
quence le fait que les caractéristiques vh n'interviennent pas plus aux 
dénominateurs des équations (4°')? (4°")- D a n s Ie c a s non holonome, 
cette simplification n'est possible que si le système dsh=o admet 
une combinaison intégrable qu'on peut alors prendre comme dxK. 
Si cela arrive et si le système est sans forces, les seconds membres 
des dernières m — 1 équations (4°") sont des polynômes du troisième 
ordre dans les caractéristiques v2, . . . , v'n. Pour qu'ils soient des 
polynômes du second ordre seulement, il faut que yl

kl-\-y}k= o, ou 
bien que la combinaison intégrable (u* = o) spit une équation inva­
riante des équations de mouvement de S"1. 

33. Stabilité trigonométrique de l'équilibre. — Supposons que 
notre système mécanique possède un point d'équilibre choisi comme 
origine de coordonnées x1. En ce cas, les équations de mouve­
ment (3*8) du système doivent posséderjjla solution xl=uh=o, 
de façon qu'en développant en séries, les seconds membres des 
équations (38) autour du point xl=uh=o les termes constants 
de ces séries sont nuls. Pour simplifier les termes du premier ordre 
dans-les premières équations (38), on peut supposer que les pre­
mières m coordonnées x1 sont choisies tangentes à l'origine aux 
m congruences fondamentales de façon que, abstraction faite des 
termes supérieurs du premier ordre, les équations (38) s'écrrvent 

1 dx* 

( 4 l ) ^-JÛ 

On peut supposer encore, dans ces équations, que les coefficients 
ap = o((3>>a) sont nuls, car autrement on peut les réduire à zéro 
par une transformation orthogonale à coefficients constants des 
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congruences fondamentales et des coordonnées x7-. Cela dit, on voit 
que l'équation caractéristique de notre point d'équilibre possède 
toujours'/i — m racines nulles et les 2 m racines ± \ /aJ. On voit que 
le point d'équilibre est stable dans la première approximation, si les 
racines non nulles sont toutes imaginaires pures; c'est-à-dire, dans 
notre cas, si toutes les quantités a£ sont négatives ou nulles. Si cela 
arrive, les équations (4i) s'intègrent à l'aide des polynômes linéaires 
du sinus et cosinus de y/a£ t* ou, si l'on A eut, à l'aide de séries trigo-
nométriques. Poincaré a montré que si le système mécanique est holo­
nome et conservatif et le point d'équilibre est stable en première 
approximation (a" — — r i ) , on peut satisfaire, au moins formelle­
ment, aux équations (37) par des séries trigonométriques si aucune 
des racines de ± \J— 1 i\ de l'équation caractéristique n'est pas 
nulle et si les ra ne satisfont pas a aucune relation de commensura-
bilité p\ rx -f-. . . -f- pm rm = o, les p étant des nombres entiers. 

Cette propriété a été prise par M. G. Birkhoff ([121 ] , p. 106, n 3 ) 
comme définition de la stabilité trigonométrique de l'équilibre en 
montrant que, dans un certain sens, cette propriété est caractéris­
tique des systèmes holonomes conservatif s (hamiltoniens). 

Il s'agit de faire voir que cette propriété est commune à tous les 
systèmes mécaniques à liaisons indépendantes du temps* (Vran-
ceanu [13]). En effet, si l'on suppose qu'aucune des r a n'est pas nulle 
et qu'elles sont différentes entre elles, on peut, par une transfor­
mation de la forme 

Ua= M a -h C§ U? 

annuler tous les coefficients a" ( ( 3 ^ a ) , afy. et il est à remarquer que 
ces transformations conservent la propriété, fondamentale pour nous, 
que les seconds membres des n premières équations (38) sont des 
fonctions impaires des caractéristiques wa et les seconds membres 
des m dernières équations (38) sont des fonctions paires des mêmes 
variables u*. 

Cela dit, considérons, au lieu des variables x*, wa, les variables 
imaginaires conjuguées x*, U* : 

(41') , 
( u*= v - I /*a(^ a—• u<x) («fixe). 
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Les dérivées - r - expiimées à l'aide des variables x*, wa, x*r auront 

seulement des coefficients imaginaires purs, parce qu'elles sont 
fonctions impaires des aa , et ce sont seulement les dernières ( 41 ') qui 

dx^"' 
introduisent des imaginaires. 11 en résulte que les dérivées -—r- ne 

peuvent pas avoir des termes de la forme 

(4i") A ( ^ â 1 ) * 1 . . . ( 1mTlm)a™(a?/«+i )8..+1,. . (xn)**. 

En effet, d'une part A doit être imaginaire pur, et d'autre part, si 
dx<* 
dt 

! • • — > y jy /y* CL 

l'on change y— i en — \J— i, il ne doit pas changer, car —j- est 
réelle, c'est-à-dire A = o. 

Comme les dérivées -j- sont des fonctions paires des ua, elles 

auront dans les variables xa, ûa, x*' toutes des coefficients réels. Par 
conséquent, les variables x*. û*, x*' satisferont au système diffé­
rentiel 

; dx* .— _ 

/ / \ ) dû" , -
(42) / ~jf =—S/—ir*U*-4-..;, 

I dx* 

les termes non écrits étant au moins du second ordre par rapporta ces 
variables xa, Jï*, x*', à coefficients imaginaires purs. Il est tout à fait 
évident que ce système se change en un système de même force 
par la transformation 

(42') x* = y*+F*, ïïa=Pa-t-Ga, x*' = j'*'-t-ll*', 

les F a , Ga, Ha ' étant des polynômes à coefficients réels des variables 
y*, v*, y*', au moins du second ordre par rapport à ces variables, F a 

et Ga étant conjuguées, c'est-à-dire se changeant entre elles si on 
change les y a avec va. 

SiF a , Ga, Ha ' sont des polynômes homogènes du second ordre d 
les termes d'ordre 2, qu'ils introduisent dans les premières équa­
tions (42)> sont donnés par les formules 

vcr; ( , . a F«_ ^ r?J#+ ^ , . M ) <, fixe). 
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Or on voit sans difficulté que, si les /*a ne sont pas commensurables 
entre elles, les seuls termes dans ces expressions, qui sont nuls quel 
que soit F a , sont de la forme A^acp, <p étant une fonction du 
couple y* v" et des y". 

Pour les deuxièmes équations (4 2 ) , y7- se change en v7, et 
pour les troisièmes ce sont les termes (4,;/)> qui ne peuvent pas 
être introduits par les transformations (42 ' ) . 

Il en résulte, en tenant compte du fait que les -r— n'ont pas des 

termes de la forme (ii")* qu'en faisant des transformations (4 2 % o u 

F a , Ga, Ha sont des polynômes homogènes du second ordre, puis du 
troisième ordre, etc, on peut se servir des coefficients de ces trans­
formations pour donner à nos équations la forme 

dv* 
dt a / ' 

(43) < % - = * • • ' > 

dt ' 

Ma et Na étant fonctions des couples yxv* et des x7'. 
Evidemment, on ne sait rien sur la convergence des séries obte­

nues en faisant le produit de toutes les transformations (42') ainsi 
considérées. Gomme les fonctions Ma et Na sont en même temps 
conjuguées et a coefficients imaginaires purs, on doit avoir M a = — Na, 
de façon que les équations (43) ont les intégrales premières 
y*v* — y*'= const. Par conséquent, les Ma et N a = Ma deviennent 
elles-mêmes des constantes et les équations s'intègrent par des 
expressions trigonométriques de la forme 

( 4 4 ) y a = y* eM*\t—/Q) (.'<*— t.,a e—Ma(0)(/— /0I yOL — y<*'. 

Nous n'avons qu'à introduire ces valeurs dans les séries qui expriment 
les x7, u7, x" en fonctions des y*, pa, y* pour avoir les valeurs des 
xa, ua, x* développées formellement en séries trigonométriques. 

34. Systèmes à liaisons dépendant du temps. — Considérons un 
système holonome S„ à liaisons dépendant du temps et soit 

U 5 ) T = T i - i - T 1 - f - T 0 î 
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la force vive du système, où T2 est une forme quadratique définie et 
dx* 
W positive dans les dérivées - 7 - , Ti une forme linéaire et T0 indépen­

dante de ces dérivées 

rr 1 dx* dxf dxl 1 
ri=->a,'WdT' ii = **w ro=-«o. 

les coefficients alJy at-, a„ étant en général des fonctions des 
variables x1, x2, . . ., tn et de t. La forme T2 étant définie et posi­
tive on peut associer au système Sw, la famille d'espaces de 
Riemann V«, ayant, comme métrique 

( 46 ) ds* = 2 T, dt1 — <in dx' dxi. 

Par le fait qu'on obtient les différents espaces \ n de cette famille, en 
faisant prendre au temps t des valeurs constantes, on peut l'appeler 
famille des V„ virtuelles associée a S„. Evidemment, on peut réduire 
la métrique (46), à l'aide de n formes dsa = X" dxl, à une somme de 
n carrés et l'on peut définir un système non holonome S™, dans S„, 
par des équations de non holonomie de la forme 

(I7) dsh'^th'dt (A'=/w + i .. ri). 

Si l'on prend comme caractéristiques de mouvement de S™, les quan~ 
tités uh— -T-j on peut arriver aux équations de mouvement |S™, par 
une méthode analogue à celle suivie dans le cas des liaisons indépen­
dantes du temps. U est clair que ces équations seront des invariants 
aux transformations de variables (3) . 

Nous avons aussi des équations de mouvement de S'" qui sont inva­
riantes aux transformations (3) , qui contiennent le temps comme 
paramètre ( Wundheiler [31 ]). En effet, considérons la famille des Yn 

virtuelles, plongée dans l'espace de Riemann Yn + 1 , dont la métrique 
est fournie par la force vive entière de S„ 

dal — 2 T dt- = a,f de1 dxl -4- 9 a, dxl dt -+- a0 dt*. 

Cette métrique peut se réduire à la forme 

(48) d<j*=(d<7')--h(d<j*)* + ...-h{dany--+-\*dt*. 

si l'on pose 
do«=- dsa+aadt ( a « = X?a '= X*aai^, 

X* = oc° — a*, 

MEMORIAL DBS SG MATH — N» 7 6 . S 
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où OL est la longueur du vecteur a, dans la métrique (46). On voit que 
la métrique (48) de l'espace V„ + l , est elle-même définie et positive 
si la quantité X- = a0 — OL2 est positive. Si X- n'est pas positive, on peut 
lui ajouter une constante convenable, car cela revient à ajouter une 
constante à la force vivo du système, ce qui, évidemment, ne change 
pas les équations du mouvementdu système. D'ailleurs, les équations 
de Lagrange nous montrent, que les équations de mouvement de S„, 

ne changent pas si à la force vive on ajoute la dérivée -^t d'une fonc­

tion quelconque des variables x1, x2, . . ., x" et de t. 

Il en résulte, qu'on peut toujours associer au système Sn un espace 
de Riemann V/H_,, à métrique (48) définie et positive, déterminée 
abstraction faite d'un terme de la forme dydt et dans lequel la famille 
des V„ virtuelles est définie par l'équation de Pfaff complètement inté­
grable rfo-/t+' = ldt = o. On voit que cette famille constitue dans Yn±\ 
un espace non holonome V"+ l , ayant comme arcs sur les congruences 
fondamentales ff1, . . . , ara et comme congruence de non holo-
nomie 0,II+I (Vranceanu [34]). Evidemment, les caractéristiques ciné­
tiques va— -j- sont des invariants aux transformations de variables (3), 

qui contiennent aussi le temps comme paramètre. Pour arriver aux 
équations de mouvement du système mécanique S„, dans ces carac­
téristiques, on doit poser dans l'équation symbolique (36) de l'espace 
de Riemann V„+ l , associé au système S/t, Œ / /+, = O et p"+ l = X . 
Comme nous avons aussi 

/ , M , H + i a — J a > wca — ° * 

on obtient ainsi les équations 

d*1 ,z
 n 

M 9 ) ^ dv* âX 

-jj£ = <VcaVbV'-+-Wn+\aVh^ + X — -+- P f l, 

où les quantités w sont relatives aux n-\-\ formes dux, . . . , dan, 
den+] = \dt, des n + i variables x1, . . . , xn, t. Pour mettre en 
évidence le caractère invariantif de ces équations, au groupe rigide 
de l'espace non holonome virtuel V"+l , associé à Sn, on peut 
remarquer qu'au lieu de wb

ca. on peut mettre ybc, et que la différen-
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lielle covarianle du vecteur intérieur va de V"+1, formée à l'aide de 
la connexion rigide (28), s'écrit 

Dr" = dva— y« vf>v< — ta
)/l+i

 P^X dt, 

de façon qu'on peut donner aux dernières équations (49) la forme 

Dvu àX 

Comme 2j/JJ^ = ayJJJ1 sont les composantes du tenseur de la seconde 
forme fondamentale de Y"l+], il en résulte l'invariance demandée. On 
peut ainsi prendre comme équations de mouvement de S„, les pre­
mières équations (49) et les équations (49') ) Wundheiler [31], 
p. 128, formules (53)}. 

Si l'on considère maintenant le système mécanique non holo­
nome S'//, ses équations de non holonomie peuvent s'écrire 

dvh' 
vh' — _ _ — a7''H- eh'. 

dt 

En introduisant ces valeurs des vh' dans les premières n -h m équa­
tions (49) et en tenant compte que dans l'espace non holonome V"^, 
définit dans l'espace virtuel V"+l par les équations da1''— o, la diffé­
rentielle du vecteur intérieur vh, peut s'écrire 

Tîi't^dvt'—tuv' dal—t'hvk d°r (l'~m-h r , . . . , w-t- i , rf<j"+1 = X dt\ 

on peut donner aux équations de mouvement de S'// la forme 

dxl 

dt = x^7'-*- q1 W=- x', W— a<), 

r , o ) j ==^ + Tïip*P« = «^:AP*'P?'H- P/, 

(a', (3'= / n - h i . . . . , /i, / i -h ï, P " + 1 = X). 

Ces équations ont évidemment un caractère invariantif par rapport 
aux transformations du groupe rigide de l'espace V''^, (dcrh' = o), 
plongé dans VJJ+1 (X dt = o). 

Nous savons que parmi les systèmes holonomes à liaisons dépen­
dant du temps, il en existe une classe importante constituée par les 
systèmes, dont la force vive ne dépend pas explicitement du temps 
Evidemment, cette propriété dépend du système des variables xx, 



61 G. VRANCEANU. 

x2, . . ., x" choisies pour représenter la position du système méca­
nique. La condition nécessaire et suffisante pour que par une trans­
formation de ces \ariables, contenant le temps comme paramètre, 
on puisse arriver a une force vive indépendante du temps est que 
l'espace de Riemann Y//+.,, associé à S//7 possède un gioupe a un 
paramètre de liansformations en lui-même déterminé par une trans­
formation infinitésimale de la forme 

(3| étant des fonctions des xx, x2, . . ., x". 
En effet, on sait que par une transformation de variables x1, 

x2, . . ., xn contenant le temps, on peut réduire les (3, à zéro et alors 
la métrique de Yn+{ ne contient pas le temps explicitement et par 
conséquent il en est de même de la force vive de Sn. Naturellement, 
on peut dans ce calcul se servir du fait que la force vive de S/t peut 
être modifiée en ajoutant la dérivée par rapport au temps d'une cer­
taine fonction co des x], ..., x'\ £.«De même on peut se servir 
du fait que le temps lui-même peut être changé par la for­
mule dt = ty(t) dt; mais dans ce cas on doit prendre comme nouvelle 
force vive l'expression 

>T = <l a,j X1JJ -t- ? a , / ' -+ - - a 0 . 

Ces résulats peuvent être résumés par le théorème : le système 
mécanique S«, possède un système de coordonnées et un temps t, 
dans lesquelles la force vive ne dépendent pas explicitement de ce 
temps, si la métrique 

* - = ' * ( T + | ; ) r f / ' 

admet la transformation infinitésimale 

en disposant convenablement de la fonc tion cp des xs, x1 . . ., xri, tel 
de la fonction ^ de t. 

Ces considérations peuvent être étendues aux systèmes non holo­
nomes, dans le sens que la force vive du sv sterne et les équations de 
non holonomie peinent être réduites a ne pas contenir le temps expliei-

file:///ariables
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tement, si l'espace non holonome V,'" ,, associé, considéré au point 
de vue rigide, possède la transformation infinitésimale (5o'). 

Si la force vive du système S /0 ne contient pas le temps explicite­
ment et si T, est la dérivée par rapport au temps d'une certaine fonc­
tion de x], . . ., x", alors le système peut être considéré comme à 
liaisons indépendantes du temps, ayant comme force vi\c T.j et 
comme potentiel des forces T0 . 

3o. Intégrale des forces vives généralisée. — On sait que si la 
force vive du système holonome S/M ne contient pas le temps et les 
forces dérivent d'un potentiel U, qui ne contient pas aussi le temps, 
il en existe l'intégrale des forces vives généralisée 

(52) T2—T0—L = const. 

On appelle termes girostatiques des équations de mouvement de S/M 

les termes provenant de la partie linéaire T, de la force vive, parce 
que ces termes ne portent aucune contribution à l'intégrale des forces 
vives. Pour mettre en évidence, dans les équations de mouvement 
ces termes girostatiques, il est convenable de considérer comme 
caractéristiques cinétiques les ua, au lieu des va et en ce cas les 
équations de mouvement s'écrivent 

r dxl 

I dua L . . / îT n „ 

en indiquant par gaj„ les quantités 

gnb~ [àxl~àx-i) a h' 

Ces quantités sont précisément les termes girostatiques, car si l'on 
multiplie les dernières équations (53) par ua et l'on somme pour 
arriver à l'intégrale (02), la partie qui contient ces termes s'annulent. 

L'intégrale des forces vives (02) continue d'exister aussi pour le 
système non holonome S'//, dont les équations de non holonomie (47) 
ne contiennent pas le temps explicitement et eh' sont nuls. Si eh' ne 
sont pas nuls, cette intégrale, peut exister seulement si un certain 
nombre de conditions sont satisfaites. 

Dans le cas général d'un système dout la force vive dépend du 
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temps, on peut se demander s'il en existe une intégrale première, 
qui diffère de l'intégrale (52) au plus par un polynôme du premier 
degré par rapport aux caractéristiques. En effet, si l'on multiplie les 
équations (49') par va eL l ' o n somme, on trouve, en supposant que 
les forces dérivent d'un potentiel 

i
1 d ., / H _ , « , „ , i d (X ' - -h2U) i ^ ^ + a U ) , 
— — P' -H- V V" Ça A — — ^ — — —i À 

2 dt ",n 2 dt 2 àa'^1 

[ p S = ( ^ 1 ) 8 + . . . - 4 - ( ^ / 1 ) 2 ] . 

Or, s'il existe un polynôme du premier degré V satisfaisant à la 
condition 

d i r ..., . , i ^ ( X s
 H- 2Li) 

dt Tôr t 2 ^ , ' 

le système S/4 possède l'intégrale première 

.(55) - V + V — ^Xs —U = T j - ^ T 0 - h T , H - y H-a* —-U=€oiist. • 

En particulier une telle intégrale existe si l'espace virtuel VJJ+, est 

totalement géodésique (ybV = o)e ts i 2—- = o. En ce cas V = o 

et l'intégrale (55) diffèrent de l'intégrale (52) par un polynôme du 
premier degré par rapport aux caractéristiques T| + a2. Ces consi­
dérations peuvent aussi s'étendre aux systèmes non holonomes ([31], 
p. i32-i34). 
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