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LES

ESPACES NON HOLONOMES

ET

LEURS APPLICATIONS MECANIQUES

Par M. G. VRANCEANU,

Protesseur a I’Universite de Cernauti.

D @ S —

INTRODUCTION.

On sait que la division des systémes de la Mécanique, en systémes
holonomes et non holonomes, est imposée par des considérations ana-
Iytiques. En effet, les systémes holonomes sont caractérisés par la
propriélé que U'on peut choisir les parametres dont dépend la posi-
tion du systéme, de fagon que toutes les liaisons du systéme soient
exprimées par les relations en termes finis dans ces paramétres, tandis.
que pour les systémes non holonomes, une partie au moins de ces
liaisons est donnée par un systéme d’équations de Pfaff, non complé-
tement intégrable.

Ce fait entraine, comme il est bien connu, des différences essen-
tielles entre I’élude analytique des systémes holonomes et celui des
systémes non holonomes. D’une part parce que, c’est seulement aux
systémes holonomes que 'on peut appliquer les équations de mou-
vement de Lagrange et de Hamilton (et 'on sait que presque tous
les résultats de la Mécanique analytique sont obtenus en partant de
ces équations). D’autre part, parce que pour les systémes holonomgs
on peut donner une interprétation géométrique trés naturelle a l'aide
d’un espace de Riemann. dont la métrique est définie par la force vive
du systéme de maniére que les trajecloires sans forces d’un systéme
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holonome a liaisons indépendantes du temps, sont aussi les géodé-
siques de I'espace de Riemann correspondant.

Pour les systémes non holonomes, on a cherché aussi, soit de
trouver des équations de mouvement applicables a tous les systémes
mécaniques (et nous avons ainsi, les ¢quation de Maggi, de Volterra,
d’Appell. etc. ([7], V. IL pr. L, p. 393, [4]), mais ces équations sont
loin d’avoir la malléabilité etles propriétés des équations de Lagrange
et de Hamilton, — soit de trouver des propriétés géométriques des
mouvements de ces systémes. Cette derniére voiea conduit a la notion
d’espace non holonome, qui est une généralisation de la notion
d’espace de Riemann, mais qui a aussi des conlacls étroits avec les
espaces a connexion affine.

La premiére idée d’appliquer des considérations géométriques a
I’étude d’un systéme non holonome, est due a A. Voss ([1], 1885)
qui s’occupe des trajectoires sans forces du mouvement d’un point
de I'espace ordinaire, dont les coordonnés satisfont a une équation
de Pfaff, non complétement intégrable. Plus tard ([2], 1888-1889).
’Abbé Issaly étend aux variétés de I'espace ordinaire, définies par
une équation de Pfafl’ non complétement intégrable, variétés qu'il
appelle pseudo-surfaces, beaucoup des propriétés des surfaces. Tou-
tefois cetle extension est presque Loujours formelle et I'on ne voit pas
bien son intérét et, peut-étre a cause de ce fait, ces lravaux sont restés
isolés.

La notion d’espace non holonome a été introduite en 1926 par
M. G. Vranceanu ([9], 1926), qui montre que si dans un espace
de Riemann, V,, on se donne un systéme de n — m équations de
Pfaff, non complétement intégrable, on définit ainsi un espace non
holonome V7, dans lequel il est possible d’introduire un parallélisme
dans le sens de Levi-Civita, de maniére que, & chaque systéme non
holonome & liaisons indépendantes du temps. on peut attacher un
espace non holonome, dontles géodésiques (courbes auto-paralléles),
sont aussi les trajectoires sans forces du systéme mécanique con-
sidéré.

D’une maniére indépendante M. Z. Horak ([12?], 1927) fait voir
comment on peut généraliser la notion de variété cn introduisant les
variélés non holonomes comme les espaces des configurations des
systémes mécaniques non holonomes.

En 1928, M. J. A. Schouten [16] a introduit les espaces non holo-
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nomes & connexion affine et puis des travaux, dus & MM. E. Cartan,
J. L. Synge, P. Franklin et C. L. E. Moore, E. Bortolotti, A. Wun-
dheiler, J. A. Schouten, Z. Horak. G. Vranceanu, etc., sont venus
donner a I'étude des espaces non holonomes un grand développement
Le but de ce fascicule est précisément d’exposer les résultats, les plus
importants, obtenus dans cette direction, de méme que certaines
applications aux systémes mécaniques holonomes et non holonomes.

CHAPITRE 1.

LE CALGUL DIFFERENTIEL ABSOLU DES CONGRUENCES.

1. Systémes de n congruences indépendantes. — Considérons. dans
I'espace X, des n variables réelles x', 2, .... 2", un vecteur con-
trevariant A ayant les composantes A(z) ({ =1, 2, .... n), ou les
fonctions A* sont, comme d’ailleurs toutes les fonctions qu’on consi-
dérera dans la suite, continues et dérivables. Cela dit, les équations
différentielles

dx' _ da? __ dx»
RO O T

définissent dans I'espace X, une congruence de courbes. Par, chaque
point P(z', 22, ..., x"), ol les quantités A* ne sont pas toutes nulles,
il passe une courbe de la congruence et une seule, la tangenté ala
courbe au point P ayant la direction du vecteur 2 en ce point.
Considérons maintenant z vecteurs contrevariants Ay (@ =1, 2, ..., n)
indépendantes; c’est-a-dire que le déterminant de leurs composantes

A= 2]

soit différent de zéro, au moins dans une certaine région de Pespace X,
ou sont valables nos considérations. Ces n vecteurs déterminent
dans X, un systéme de n congruences indépendantes, de fagon que,
par chaque point P, il passe n courbes du systéme ayant comme tan-
gentes en P les directions des » vecteurs indépendants (},) passant
par ce point.

Le déterminant A étant différent de zéro, on peut considérer ses
réciproques A?, qui sont liés aux éléments 1, de A, par les formules



4 6. VRANCEANY:
bien connyes; d¢ la théorie des détermingmts (' )

N l;z = 3; R N );b = 3;,',

ol les & sont égaux a zéro ou a I'unité, suivant que les ndices sont
diflérents ou non. Ces formules nous montrent que les quantités 2%,
Ao ..., A}, peuvent étre considérées comme les composantes de n
veoteurs covariants (A¢). dans I'espace X,, et Pon voit que ces n veer
teurs covariants, sonl déterminés, dés qu'on se donne le systeme
de n congruences indépendantes (1).
Soit maintenant un point P(z', .7,-',’. .., z") et un point
i

P'(z!'+dxt, ..., xh+ dz*)
)

infiniment voisin de P. Le déplacement infinitésimal PP’ est un vec-
teur contrevariant ayant ’origine dans P et les composantes dz',
dx®, ..., dx". Ses projections ds” sur les congruences (}), passant
par P, sont données par les formules

(1) ds¢=13"drt (det=)lyds?),

Il en résulte que le déplacement PP’ est déterminé, soit par ses com-
posantes dz*, dans le systeme des variables (z), soit par ses compo-
santes ds?, dans le systéme des congruences (1).

Les formes de Pfaff ds', ds?, ..., ds", peuvent étre interprétées,
suivant M. E. Cartan, comme les coordonnées du point P’, par rap-
port au repére cartésien déterminé en P, par les tangentes aux con-
gruences () passant par P. D’ailleurs les s* ne peuvent étre prises
comme des nouvelles variables dans 'espace X, que si les équations
a différentielles totales (1), sont complétement intégrables, et pour

a

cela il faul que 3)7’1 = % Si ces conditions ne sont pas remplies, ce
qui est ¢videmment le cas général, les formules (1) ne définissent pas
une vraie transformation de variables, car les différentielles ds® seules
ont un sens et non les s2. On peut dire avec M. J. A. Schouten, que,
dans le cas général, les formules (1) définissent, dans 'espace X,y une
transformation qui fait passer des variables z', z2, ..., 2" aux
variables non holonomes s'. s2, ..., s".

(*) On se sert de la convention que deux 1ndices repétes indiquent la somme
par rapport a ces indices De méme a, b, ¢, d, e, f, g sont des ndites relatifs aux
congruences (»), tapdis quer g, 71, s, ¢, u, v sontides indices relatifs aux vauables (x).
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2. Espace de Riemann asgocié aux congruences (A). — QOn peut
donner une inlerprétation géométrique a ces variables non holonomes

s, 52, ..., 8", si on associc a notre systeme de congruences, I'espace
de Riemann V,, ayant la métrique

(') dst=(ds')-+ (ds*)2+ . + (dsm)?;

c’est-a-dire l'espace V, dans lequel les (1) sont des cotigrueticds
orthogonales. Dans cc cas, comme il est bien connu d’aprés lés tra-
vaux de Ricci et M. Levi-Civita ([3], 1901). les s2 sont les arcs sur lds
congruences (A,) mesurés évidemment dans I'espace V,, associd, ét
les formes de Pfaft dse sont les différentielles des arcs de ces con-
gruences. Quant aux quantités A; et A?, elles sont appelées paramétres
ct moments des congruences ().

1l est évidont que 'espace de Riemann 'V, xarie en général avec le
systéme de congruences choisi dans X,,. En effet, considérons un autré

systéme de congruences indépendantes (1), ayant comme différen-
tielles des arcs les quantités

(1" ds?=1] dn,

ou les 3¢ sonl des fonctions des variables (z). Par Ie fait que les n

vecteurs indépendants (1), peuvent toujours s’exprimer linéairement
4 laide des n vecteurs indépendants (1) el inversement, nous aurons
des formules de la forme

() dse = ¢} ds?,

ou les quantités 7 sont des fonctions convenables des variables ()
a déterminant | cj | différent de zéro. Il en résulte que espace V,,,

assacié aux (1), comcide avec V, associé aux (1), sealement dams lo
cas ou le déerminant des ¢j est orthogonal, eu hien si les ¢f satisfont
aux conditions d’urthogonalité

T =t tb=ad).

() !:'/fc"=341§ =0 bxd),
; }
‘3. ‘Transformations de congruences. — Les formules (2) i)gqvent
ére interprélées comme définissant une transformation de’ con:
grifences et précisément la transformation qui fait passer des’ con

gruences (1) aux congrucnces (1); pendant cetle transformation leg
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moments et les paramétres des congruences (1) et (X), sont liés par
les formules

- R -
(2") W=chh,  Ny=clh.

Les transformations de congruences (2) forment un groupe, dans
le sens qu’elles contiennent la transformation identique, que chaque
transformation a une inverse et que le produit de deux transforma-
tions esl aussi une transformation (2), et cela a cause de la linéarit¢
de ces transformations. Ce groupe dépend de n? fonctions arbi-
traires cj des variables (x) et il conlient, comme cas particulier, les
transformations ponctuelles invertibles

’ ty o o 2 N
3) =z (Lt 22, ..., xn),

qu’on considére dans le calcul dillérentiel absolu. Pour cette raison
certains auteurs (R. Lagrange [10], p. 17;J. A. Schouten. [16],[21];
Horak [14], etc.), ont convenu de généraliser le calcul différentiel
absolu, en associant aux transformations (3) les transformations (2).
Toutefois, on peut remarquer, que cette propriété du groupe (2) de
contenir comine sous-groupe le groupe ponctuel (3), peut n’étre pas
vraie pour un sous-groupe du groupe (2). En effet, le sous-groupe
orthogonal (2') ne peut contenir aucun sous-groupe du groupe ponc-
tuel, si ’espace V,, associé aux congruences (1) n’est pas euclidien.

Comme dans la suite nous aurons a nous occuper de certains sous-
groupes du groupe linéaire (2), il est convenable de faire une distinc-
tion nette, entre les transformations de variables (3) et les transforma-
tions de congruences (2). Quant a la définition des vecteurs ou des
tenseurs, nous avons a tenir compte des résultats suivants :

Etant donné un tenseur que pour simplifier nous supposons du
second ordre, une fois contrevariant et une fois covariant, ayant comme
composantes dans le systéme des variables (), les quantitées R}, ses

composantes par rapport aux congruences (7) sont données par les
formales

rg=R\ MM,

Ces composantes, qu'on appelle aussi intrinséques, sontdes invariants
par les transformations de variables (3); mais elles se transforment,
pendant une transformation de congruences (2), d’aprés les formules

(%) Fob = rhea,
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Tnversement, si nous avons un systeme de n* quantités r, invariantes
par les transformations (3) et se changeant par (2), d’aprés les (3'),
elles définissent un tenseur du second ordre, contrevariant en I'indice
et covarianl en U'indice b, dont les composantes sur les variables (x)
sont
R = L

D’ailleurs, si Pon remarque que les R’ sont des invariants aux
transformations (2) et se changent par (3), d’apreés les formules bien
connues dans le calcul différentiel absolu des coordonnées, on voit
qu’il existe une dualité complete entre le calcul des coordonnées
et celul des congruences; c¢’est-a-dire qu’on peut définir les vecteurs.
les tenscurs, ¢l nous verrons un peu plus tard. aussi les connexions
affines, par leur maniére de se transformer, soit pendant unc trans-
formation de coordonnées, soit pendant unc transformation de
congruences, les variables (z) restant les mémes.

Comme excmple de vecteur contrevariant et covariant dans les
congruences (1), nous avons le déplacement ds@ et le vecteur ayant

comme composanles les dérivées intrinséques d’une fonction quel-
conque

9 _ . of

== A, re—-
s Tzt

Il est utile de remarquer que les dérivées secondes intrinséques me
sont pas en général symétriques : nous avons la formule suivante ([7'],
p- 290)

2 2
(31) J f ().f ol ().,

Jsegsb  gshgse — Vabggd

de commutation des dérivées secondes intrinséques, ou w?, sont

définie par les formules (4'), données dans le paragraphe suivant.

4. — Formules et identités fondamentales ([30], p. 180). — Reve-
nons aux formules (1), pour calculer les covariants bilinéaires des
formes ds®. Si l'on considére nn autre déplacement dx¢, différent
de dz*, nous avons

dst— d 35t = ﬂ_')ﬁ dat ox) + 128 dut— d dat):
dost=\ o= — o7 ) du 6x) + A7 (6 dont);

et si dans cette formule on introduit, au lieu de dz* et 62, leurs valeurs
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en fonction de ds® et ds%, on trouve les formules
(4) - ddsa— ddsa= wl dsbdsc+ \*Az, (Awi= 5 dri— ddat),

ou 'on a posé

<dv ()xa>
(4) Wh = Y

dx] Jdzt

Ces quantités wj,, qui jouent un grand réle dans le calcul des con-
gruences, sont évidemment des invariants aux transformations de
variables. Elles sont aussi gauches symétriques dans b et ¢ et sont
toutes nulles si les s2 peuvent étre considérées comme de vraies
variables. En particulier, si 'une des formes ds?, par exemple ds", est,
une différentielle lotale exacte, les @}, sont toules nulles.

Si l'on prend maintenant les covariants bilinéaires des formes (2),
nous avons
de%  dcg

0 ds?— ddst = (()g( P

) dsb 8sc + ¢ 8 dsb— d 3s).

el si Ion lent comple ici des (4) el de leurs analogues pour les
formes (1'), on arrive aux formules. fondamentales pour le calcul
des congruences.

dej  dc?

(5) I o5t

Y ) e .a
= Wllcbclj— Wi Ce -

Comme on voit, ces formules expriment des liaisons entre les quan-
tités w des congruences (1), les quantilés w des congruences (7\), les
coefficients ¢} et les dérivées partielles du premier ordre de ces
coefficients.

Si P’on dérive ces formules (5), par rapport a un arc s¢ el puis, en
permutant les indices b. c. d. on fait la somme, on trouve sans diffi-
culté, en lenant compte de la formule (3") de commutation des
dérivées secondes cj. que les quantités wj, doivent salisfaire auz
identités fondamentales

a a
dw ows,  Iwl,

(5" ()T";'+JT+ o5 +wdjsv£+w w/b+w,’jfw{d=o.

/¥

D’ailleurs, ces identités peuvent étre aussi trouvées, en écrivant
. . . af .
A — ¢ J—
que les n équations aux dérivées partielles X, f =4, g =© satisfontl
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aux identités de Jacobi. Comme on voit, elles expriment aussi que
les équations fondamentales (5), considérées comme des équations

aux dérivées partielles dans cf, ont leurs conditions d’intégrabilité
identiquement satisfaites.

5. Les connexions affines. — Supposons que dans l’espace 'X,,,
nous ayons une connexion affine A,, dont les coefficients dans le sys-
téme des variables (x) sont I';,. On sail que, par une transformation
de variables (3), ces coefficients se transforment d’aprés la loi bien
connue des connexions affines ([12], p. 3; [13], p. 35). Si 'on prend
comme coefficients de la connexion A,, dans le systéme de con-
gruences (1), les quantités

)% .
o= (2 —wpe ),

qui sonl invariantes aux transformations de coordonnées, le transport
paralléle d’un vecteur ¢¢ ou ¢, le long du déplacement ds¢, sera
défini par les équations

") doa = v vb dst. dva=—v3bvy dst.

Cela dit, on vérifie facilement que, par un changement de
congruences, les y* doivent se transformer d’apreés les formules

() c(l
ds-

— v*an,e *e a
= Yef cbc{_ Vb Ce s

(6)

qui constituent la loi de transformation des connexions affines dans
le calcul différentiel absolu des congruences.

Si I'on introduit les formules (6), dans les formules fondamen-
tales (5), on trouve

a o f__ e o0 a _ yra__ yra__ gma
':f_/c;("'t.f'~ Tuc € (:Iu_ = Yo Yo P );

les quantités 7j, étant les composantes sur les congruences (1) du
tenseur de torsion de la connexion affine A,,.

6. Parallélogramme et pentagone infinitésimaux. — Considérons un
point P () et un pointinfiniment voisin Q (2! + dz*). On peut dire que
le point Q s’obtient en appliquant a P I'opérateur d. Soit R (2! + dzf)
un autre point obtenu en appliquant a P l'opérateur . Si l'on
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applique maintenant au point Q l'opératenr 6, el au point R
Lopérateur d, on trouve deux autres points S| z* + dz* + 6 (z* + daxt)]
et T|z*+ 0z + d(z*+ da?)].

Cela étant, le vecteur TS a comme composantes dans le systéme de
coordonnées (z), les quantités Az?—= d dxt — d dx. Si d et o sont les
opérateurs détinis par le transport paralléle de la connexion A,, les
composantes du vecteur TS sur les congruences (1), ont, en vertu
des formules (4), pour expressions

(6") Ase= N Aat= (vp*— 1} — wi)) dsb Bs.

Il en résulte que le point T coincide avec S si le tenseur de tor-
sion 7j, est nul; dans ce cas la figure PQSR constitue, ce qu’on
appelle le parallélogramie infinitesimal de P'espace a connexion
affine sans lorsion A,,.

Si le tenseur de torsion n’est pas nul, la figure PQSTR conslitue le
pentagone infinitésimal de A, el ’on voit quele cinquiéme coté TS du
pentagone est un infiniment petit du second ordre, par rapport aux
deux cotés PQ, PR, sur lesquels le pentagone est construit. )

Si 'on considére le transport paralléele d’un vecteur le long du
parallélogramme ou du pentagone infinitésimal, les variations des
composantes de ce vecteur seront exprimées a I'aide du tenseur de

courbure de A, ([7'], p. 197).

7. Legroupe de I’espace de Riemann. — Supposons que I’espace A,.
soit un espace de Riemann V,. Dans ce cas on peut choisir comme
congruences () un systéme de congruences orthogonales dans V,
([7'], Chap. X), et si 'on veut que les (X) soient orthogonales dans V ,,
il faut que les ¢} satisfassent aux conditions d’orthogonalité (2'). Les
transformations des congruences (2), (2') forment évidemment un
groupe, le groupe orthogonal. Les propriétés invariantes par ce
groupe sont en méme lemps les propriéiés de P’espace V, et inver-
sement. Il est intéressant de remarquer que, par rapport au groupe
orthogonal, la notion de covariance comncide avec la nolion de contre-
variance. Quant a la connexion affine de V,, ou du groupe ortho-
gonal, elle est définie, par rapport aux (1), par les coefficients de
rotation de Ricci y7, (=—7y2,.), qui sont liés aux wj, par les for-
mules

I .
lﬂ a __ .a a a a b ‘
(5 ) L e Yoo = o (Wm + W+ woa) .

2 01
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En effet, si 'on dérive les formules d’orthogonalité (2'), par rapport
4 un arc s¢ et puis 'on tient compte des formules fondamentales (3),
on trouve que les coefficients de rotation y§, et y,, satisfont a la loi
des connexions affines (6). Evidemment, si les (1) ne sont plus des
congruences orthogonales dans V,,, la connexion de¢ V, ne sera plus
représentée, par rapport aux ( 2), par les coefficients de rotation
des ( i).

Il est utile de remarquer que les équations des géodésiques de V,,
qui sont aussi les courbes auto-paralléles de V,,, s’écrivent

m du®
{6")

— ~@ b
s = Tk

ou s est I'arc de la courbe et les u® sont les cosinus que la courbe
fait avec les congruences (}).

Naturellement, a ces équations on doit associer les derniéres équa-
tions (1) divisées par ds; on oblient ainsi un systéme sous forme
normale de 27 équations du premier ordre dans les n inconnues 2
et les n inconnues u® (Carpanése, [5']).

CHAPITRE 11.

LES GROUPES ET LES ESPACES NON HOLONOMES.

8. Le groupe d’un systdme de Pfaff. — Supposons maintenant que
nous ayons. dans l'espace X,, un systtme de n — m équations de

Pfaft
(7) dsh =3'det=0 (K=m=+1,...,n) (1)

Si ce systéme est complétement intégrable, on peut, par un change-

ment convenable des variables (z) et des formes ds”, le réduire a la
forme

(5,\.) dsh’ = dxh' = o [x/' = ch’ (COI’ISL)].

(1) Nous faisons, sauf avis contraire, la convention que les indices %, &, /, a, 8,

v, 8, ®, varient de 1 & m, tandis quc les mémes indices accentués varient de m —+1
an.
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de facon que ce systéme définit dans I'espace X, une famille de con—m
espaces X,,. Par chaque point Po(z)) del’espace X, il passe un seul
espace Xn, et précisément celui pour lequel les constantes d’'intégra-
tion ¢m*', ..., ¢", ont les valeurs ", ..., «. Sile systéme dc
Pfaff (7) n’est pas complétement intégrable, on ne peut plusle réduire
a la forme (5"); il ne définit donc plus une famille d’espaces X .. On
dit dans ce cas, que le systéme (7) définit dans X, un espace non
holonome XJ!.

En associant aux formes ds”, d’autres formes ds"(h <m), soumises
a la seule condition de former avec les ds” un systéme de n formes
indépendantes, on voit facilement que les transformations de con-

gruences, les plus générales, qui conservent le systéme (7), sonl
données par les formules

) dsh =t dsk 4l dst,
(7

dsh’ = clt dst’.

Elles s’obtiennent des formules générales (2), en supposant que les
coefficients ¢/ soient nuls. Ces transformations (7') forment évidem-
ment elles-mémes un groupe; c’est le groupe de I'espace non holo-
nome X7'. Ce groupe a la propriéié de conserver le caractére de vec-
teur contrevariant R’ satisfaisant aux équations (7) (ARt=0). Un
tel vecteur, appelé aussi vecteur contrevariant intérieur ou tangent
de X, est caractérisé par ses composantes r*=A*R’ sur les con-
gruences (M), qu'on appelle aussi congruences fondamentales
de XJ?, car ses composantes sur les congruences (A") (congruences
de non honolomie de X7'), sont nulles. Le groupe (7') conserve
aussi le caractére de vecteur covariant extérieur ou normal (r,=0)
et en particulier le systéme d’équations aux dérivées partielles associé
au systéme de Pfaff (7)

X/L= )l —d—f = 0.

rT

Par contre le groupe (7') ne conserve pas le caractére de vecteur
covariant intérieur (r,=o0) el celui de vecteur contrevariant exté-
rieur (r*= o), car pour ce dernier, par exemple, nous avons

Fh=chri', T =clrk

et 'on voit qu’en général 7 ne sont plus nulles.
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On obtient une importante propriél¢ du groupe non holonome (7'),
si dans les formules fondamentales (5), relatives a ce groupe (¢’ = o),
on posc @ =h', b= A, c =, ce qui nous conduit aux formules

") W’g"g c c? —whel =o,

qui expriment que les quantités wj;, sonl les composantes sur les con-
gruences (1) d'un lenseur du troisiéme ordre, une fois contrevariant
extérieur ct deux fois covariant intéricur.

On peut avoir une inlerprétation de ce tenseur, si 'on considére
les covariants bilinéaires des équations (7), pour deux déplacements,
satisfaisant a ces équations. On trouve

(7" A = G dsh'— dash = Wi, dsk 3/ + 1 Axt (mod. dst').

Ces covariants sont nuls, ecn méme temps que Az!, seulement si le
tenseur &/}, est nul. mais dans ce cas 'on sait que le systéme (77) est
complétement intégrable et pour cela 'on .appelle le tenscur wy,
tenseur d’intégrabilité des équations de non holonomie (7).

On appelle rang du covariant As*' (A’ fixe) dans le svstéme (7) le
nombre minimum d’équations indépendantes du systéme v, dst =o,
ce rang élant loujours un nombre pair.

9. Le groupe d’'un systéme de Pfaff et de ses systémes dérivés. —
On sait que la recherche des combinaisons intégrables d’'un systéme
d’équations de Pfaff peut se faire a 'aide des sysiémes dérivés duw
systéeme donné ([6], p. 294). On appelle premier systéme dérivé
de (%), le systéme formé par toules les combinaisons de ces équa-
tions, dont les covariants bilinéaires (7") sont nuls, si Azt=o0. S’il
existe p — m de ces combinaisons indépendantes, on peut les prendre
comme prewniéres équations (7), et dans ce cas les composantes w)y
(m'=m—+1, ..., p)du tenseur d’intégrabilité, sont nulles. Quant
aux autres composantes. on sait encore que les équations

W =0 (h'>p)

ne peuvent pas avoir, dans les inconnues . des solutions différentes
de zéro; car aulrement le systéme dérivé contiendrait plus que
p — m équations. Si I'on veut avoir maintenant le groupe qui con-
serve le systéme (7) et son systéme dérivé ds™ = o, il faut que dans
les dernieres formules (7'), les coefficients ¢ (A'> p) soient nuls.

MEMORIAL DES SC. MATH — N° 76. 2
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D’une maniére analegue, on peut considérer le systéme dérivé du
systéme ds™=o, ou bien le second systéme dérivé du systéme (7).
Si ce second systéme dérivé posséde ¢ — m équations. choisi comme
premiéres équations (7), on doit avoir

o . -
wh=wh=wipy=0 (@=m+1,...,q; . K=p~+1,..., n).

On sait que, s'il arrive qu’un systéme dérivé, qu'on peut ainsi
former, coincide avec son propre systéme dérivé, il est formé alors
par les combinaisons intégrables de notre sysiéme (7). Par consé-
quent, si (7) n'a pas de combinaisons intégrables, on doit arriver a
un systéme dérivé identiquement nul. En tous cas, le groupe qui con-
serve le systeme (7) et ses systemes dérivés est un sous-groupe bien
déterminé du groupe (7').

En dehors de la notion du systéme dérivé, nous sera utile la notion
de classe d’un systéme de Pfaff, ou bien le nombre minimum de
variables qu’on peut laisser, par une transformation de variables,
figurer dans le systéme. Ce nombre est égal an nombre d’équations
indépendantes du systeme de Pfaf

() dsh'=o,  wijdst=o.

Si la classe est » — p, on peut supposer que les formes ds* pour k< p
n’interviennent pas dans ce systeme, ou bien que wi,=o (k<p).

10. La connexion affine de deux systémes de Pfaff complémen-
taires. — LeJgroupe non holonome ( ;') peut éire décomposé dans un
produit de deux groupes. Le groupe

| dsh = cf dsk,

| st = e dsv,

(8)

qui conserve entiérement le caractére de vecteur mtérieur (langent)
et extérieur (normal) de I'espace non holonome V; et le groupe

&)

dsh = dsh+ ¢l dst,
dsh' = dsh .

On voit que le groupe (8) est caractérisé aussi par le fait qu’il con-
serve le systéme (7) et le sysiéme oblenu en égalant a zéro les ds”.
Par conséquent, si dans les formules fondamentales de ce groupe
(ct.=c"=0), onpose a=h, h=~Fk,c =1, on obtienl des formules
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analogues (les indices accentués étant changés en des indices non
accentués et inversement) a (7"), de fagon que les quantités o}, défi-
nissent elles-mémes par rapport au groupe (8) un tenseur du troi-
siéme ordre; c’esl le tenseur d’intégrabilité des congruences fonda-
mentales de V7.

11 s’agit de faire voir que le groupe (8) posséde aussi une connexion
affine (partielle). En effet, si dans les formules fondamentales (5) de
ce groupe, on pose @ =h, b=k, ¢ =1, on Llrouve

3
I a 2 gl
19) o5 = WaB ek ep — Wik,

et si Pon pose e =A', b=~Kk', c =1, on trouve des formules ana-
logues. Ces formules expriment, en accord avec les (6), que les
quantités wf, et w/, sont les composantes sur les congruences (1)
d’une connexion affine, qui permet de transporler un vecteur inté-
ricur ¢* ou ¢4, le long d’un déplacement extérieur ds’, d’aprés les
formules

(9) doh = wh,ok dsl',  dvj=— whyor dst,

et un vecteur extérieur ¢* ou ¢, le long d’un déplacement ‘inté-

rieur dst, par des formules analogues.

I est intéressant de voir la signification de cette connexion dans le
cas particulier ou les deux tenseurs d’intégrabilité w/) et w}, sont nuls;
c’est-a-dire si I'espace non holonome X' est composé de 0" X,, et
de méme si 'espace non holonome complémentaire X, ™ (ds*= o)
est composé de o™ espaces X,_,. Dans ce cas on peut s’arranger de
facon que wf,, wi, soient toutes nulles et le transport paralléle (9')
revient a transporler un vecteur situé dans un X, (X,_»), le long
d’un chemin situé dans un X,_,,(X,,), en laissant le vecteur inva-
rianl.

La connexion affine wh,, wlt, est une connexion sans torsion. En
cffet, le parallélogramme construil sur un déplacement intérieur ds*
ct un déplacement extérieur ds”, se ferme, car nous avons. en accord
avec les premiéres formules (g') el leurs analogues,

A dsh = wi, dsk8s!', d dsh’ = wi, 8sk ds!

et puis dds? = dds* = o, car ds* = ds* = o. Or ces valeurs introduites.
dans les (6") nous font voir que le vecteur TS est nul. D'ailleurs, notre
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connexion est caractérisée par la condition de fermer le parallélo-
gramme construit sur ds* et ds*'.

A c6té de la connexion affine (partielle) w},, wf,, qui existe quels
que soient les systémes de Pfaff ds*—= o, ds* = o, le groupe (8) peut
posséder une connexion liée & la non intégrabilité de ces systémes.
En effet, supposons par exemple, que le systéme (7) ne soit pas com-
pléetement intégrable. Dans ce cas, les formules de commutation (3")
des dérivées secondes des c}, par rapport aux arcs st el s/, dont les
dérivées premiéres sont données par les formules analogues aux (9),
nous conduisent, en tenant compte aussi des identités fondamentales,
aux formules

acl ,
" al . ‘I (] a! ’ '
(8" w¥, P “’o‘zﬁ.a ¥ c? gt — w%,,”cﬁ‘,,
ou l'on a posé
/i
Jaw’,

[ oo oo a A
btk = g Wha Wik Wa Wi+ o Wi -

Le tenseur w, n’étant pas nul, les équations (8”) ne sont pas toutes
nulles et elles permettent de tirer les valeurs d’une partie au moins
acl,
9s%
Supposons, en premier lieu, que le premier systéme dérivé de (7)

soit nul. Dans ce cas, parmi les équations (8") on trouve au moins

. . Ny . def.
un systeme d’équations indépendantes dans les inconnues ﬁ - En
* S

des dérivées

résolvant un de ces systemes, on peut écrire la solution sous la forme

4
dCA:
Js!’

g

W , Y
(9") = 8&,3,6%. c(?, — 6%,['0;“,.

Pour s¢ rendre compte de ce fait, introduisons ces valeurs, les o et B
étant pour le moment quelconques, dans les (8”). On obtient, si 'on
tient compte des (5"), les formules tensorielles

e (=3 sk = a3 a £y o /
(8") (g4 655 — wo‘tg,a,)c,‘ cjclh= (u'?,oA g— Wi ) Con

Si 'on indique par r, s les valeurs de A, I qui correspondent au

w -
systéme indépendant dans les 3_0.:‘, choisi. les 8 et les 8, sont solutions
s
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des systémes,
" .
W;“-s slé'a’ = Wﬁl,&':

A =Y -
W Bpagy = Wk Cr c?,

et par conséquent elles sont définies en méme temps. Si 'on choisit
un autre systéme indépendant, on aura une autre solution (g"), mais
la différence des & correspondantes sera un tenseur. Les équa-
tions (9"). comparées aux (6), expriment que les quantltés ok, sont
les composantes sur les congruences (A) d’une connexion affine, qui
permet de transporter un vecteur extérieur le long d’un chemin exté-
rieur. Evidemment, si le systéme ds*=o, a aussi son premier sys-
téme dérivé nul, on peut lui appliquer les mémes considérations et
oblenir des formules analogues, de facon qu’en ce cas le groupe (8)
possédera une connexion affine compléte. En indiquant par y* les
composantes sur les congruences (1) de cette connexion et en tenant
compte du fait qu’elle doit conserver le caractére de vecteur intérieur
et extérieur de X, nous avons les formules

*]) ~h *h_ h h
\ “.’u = 8. Yie = Wi, Yi'a =0,

) n S
} Yare = Oy ‘(Iut = Wi (ha = O-

(9")

Cette connexion est avec torsion, car parmi les composantes du ten-
seur de torsion nous avons

B o i
== the=— Wy,

de fagon qu’on est sir que le parallélogramme construit sur deux
déplacements intéricurs (extérieurs) ne se ferme pas. De plus. on
voit que les tenseurs d’intégrabilité font partie du tenseur de torsion
de la connexion du groupe (8). En ce qui concerne le tenseur (8").
il fait partie du tenseur de courbure de la (,onnexion, c’est-a-dire du

tenseur qui s’oblient en écrivant que les donncea par les (6) satis-

font aux formules de commutation des derwées secondes. Cela nous
montre que la connexion affine (9”) contient tous les invariants du
systéme de Pfaff (7) et du systéme ds* = o.

Supposons maintenant que lc premier systeme dérivé de (7) soit
composé des p — m équations ds™+!'=...=ds?=o. En ce cas les

equauons (8")nous permettent de tirer sculement les valeurs des déri-
dCA

vées A& =7

(> p). Quant a la solution, elle aura la forme (g") scule-
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ment si ¢f = o (a'Sp, I'>> p); c’est-a-dire si les transformations (8).
conservent aussi le systéme dérivé de (7). On arrive sans difficulté au
théoréme suivant :

Le groupe de transformations de congruences, qui conserve les
systemes dsh = o et ds¥ = o et leurs systemes dérivés, induit dans
Uespace X, une connexion affine compléte si ces systémes n’ont
pas des combinaisons intégrables.

Il est évident que ce théoréme contient comme cas particulier, le
cas considéré plus haut, quand les premiers systémes dérivés sont
nuls. De plus ce théoréme peut étre appliqué au cas d’un groupe qui
conserve trois ou plusieurs systémes de Pfaff complémenlaires et
leurs systémes dérivés; car il suftit que la réunion de ces systémes
nous fournisse n ¢quations indépendantes [32, p. 195].

On peut remarquer aussi qu’étant donné le seul systéme de
Pfaff (7) on peut, dans cerlaines conditions, réduire son groupe (7')
par des opérations invariantives sur les covariants du sysléme, & un
groupe {ui conserve deux ou plusieurs systémes complémentaires.
On diL qu’en ce cas le sysltéme (7) est géométrisable. la géométri-
salion étant compléte si les systémes complémentaires n’ont pas des
combinaisons intégrables. Par exemple, les systémes de deux équa-
tions a un nombre pair de variables et en particulier les systémes de

deux équations a six variables sont en général complétement géomé-
trisables [ Vranceanu, 36].

11. Espaces non holonomes métriques. — Supposons maintenant
que I'espace X, dans lequel est plongé le systéme de Pfafl' (), soit
un espace de Riemann V. En ce cas on peut considérer les premiers
membres ds? des (7), comme les différentielles des arcs des n — m
congruences orthogonales dans V,, et pour cela il suffit de combiner
les (), aprés les avoir multipliées par des facteurs convenables. De
plus, on peutassocier a ces n — m formes ds#, d’autres m formes ds*,
de facon que les n congruences correspondantes constituent dans V,
un systéme de congruences orthogonales, ou bien que la métrique
de V,, soit donnée par la formule (1'). Si dans cette méirique (1) de
I'espace V,, on tient compte des équations (7), elle s’éerit

(10) ds?=(ds1)2+ (ds2)2+. ..+ (dsm)2,

Cette métrique (10), qui est la somme de m carrés, mais qui contient
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en géndral toules les n variables z', 22, . . ., 2", constitue la métrique
de Uespace non holonome V' défini dans V, par le systéme de
Pfaff (7). L’espace V)' posséde ainsi les deux invariants : la
métrique (10), qui s’exerce a I'intérieur des congruences fondamen-
tales (J;) et le systéeme (7). Le groupe de transformations de con-
gruences qui conserve ces deux invariants, ou bien le groupe de

I’espace non holonome V7, s’obtient du groupe (7') en lui associant
les conditions d'orthogonalité

/,/,__[$=0 (k¢l)7
(11) cAc,_S,c{ o (k=1).

Naturellement ce groupe non holonome [(7'), 11], conserve la
méirique (10) abstraction faite des termes qui s’annulent avec les ds?.

Il est intéressant de savoir la signification de cet espace V)’ dans le
cas particulier ou les équations (7) forment un systéme complétement
intégrable. qu’on peut supposer écrit sous la forme (5™). Dans ce cas,
la métrique (10) de V! devient une forme quadratique dans les m dif-
férentielles dz', dz?, ..., dz™ ayant des coefficients i dépendent
des z', x2, .. .. 2™ et des n — m constantes d’intégration c?'. Il en
résulte que notre espace V' est composé des =" ™ espaces de
Riemann V,,. Etudier les propriétés invariantes au groupe (7'), (11),
revient a étudier les propriétés dé ces V, qui dépendent seulement
de leur métrique, c’est-a~dire ce qu’on appelle propriétés intrinséques
de ces V,.. A cause de ce fait, nous continuerons a appeler, dans le
cas général non intégrable, propriétés intrinséques de V', les pro-
priétés invariantes au groupe (7'), (11).

Nous avons vu plus haut que le groupe (7') posséde un sous-groupe
remarquable, le groupe (8). Les propriétés de V', invariantes au
groupe (8), (11), sont appelées propriétés semi-intrinseques de V.
On verra plus tard que, dans le cas non intégrable, ces propriétés ont
une grande imporlance, tant géomélrique, que mécanique.

Le groupe semi-intrinséque (8), (11) posséde lui-méme un sous-
groupe remarquable. le groupe orthogonal; c’est-a-dire le groupe pour
lequel ¢/ satisfont eux-mémes aux conditions d’orthogonalité

(12) el = .

Ce groupe orthogonal conserve non seulement la métrique (10)

de V2

wy Mais aussi la métrique (1') de V,. Les propriétés invariantes
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a ce groupe sonl les propriétés rigides de V', car si V™ de réduit a
une famille des V,,, les propriétés du groupe orthogonal sont en
méme temps les propriétés rigides de ces V,,, plongées dans V,.

On voit ainsi que les propriétés semi-intrinseques de V' sont des
propriéiés intermédiaires entre les propriéiés intrinséques et les pro-
priéiés rigides. On voit tres clairement ce fait dans le cas intégrable;
en effet, en ce cas la métrique de V, s’écrit

(13) ds* =t dr* drd3+ oy, dr* de® 4wy 4 da * dx'’’

etles ds" sont des combinaisons linéaires des d.e*. Il en résulte que
par unc transformation linéaire de ds*, du groupe (8), (11), on ne
peut pas modifier que les coefficients a,3, de facon que le groupe
semi-intrinséque conserve les coefficients a,g de la métrique de la
famille des V,,(dz* =o0), comme le groupe intrinséque, et aussi
les @,y ; c’est-a-dire les angles entre les directions appartenant a la
famille des V,, et a la famille des V,_,, complémentaires { dz*= o).
Si en particulier Ies deux familles sont orthogonales (a,, = o), elles
restent orthogonales pendant les transformations du groupe semi-
intrinseque (8), (11).

On peut dire encore quc les propriétés intrinseques dépendent des
coefficients a,g, les propriétés semi-intrinseques des a,g, @, et les
propriétés rigides des a,g. ay,, ag3.

CHAPITRE I1M.

LES PROPRIETES GEOMETRIQUES DES V7%,
l

12. La seconde forme fondamentale. — Dans ce chapitre, nous
allons étudier, en premier lieu, les propriétés géométriques semi-
intrinséques de I’espace non holonome V' défini plus haut; ¢’est-a-
dire les propriétés invariantes au groupe non holonome (8), (11).
Pour cela, on remarque que les formules fondamentales (5), relatives
a ce groupe, sc¢ décomposent en six calégories, suivant que les
indices @, b, ¢ ont des valeurs entre 1 et m, ou entre m 41 et n.
Nous avons déja considéré quatre de ces catégories dans les for-
mules (7"), (9) et leurs analogues relatives au groupe (8), qui sont
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les mémes pour le groupe (8), (11), avec la seule différence que
les, ¢ satisfonl mainiendnt aux conditions d’orthogonalité (11). I
nous reste a considérer seulement deux calégories, les formules

] ft
Jaci  dcf
{3 o .
1 —_—— e = —
'( 4) Jst dsk “’a{ic,{ C? %1 Ca

et leurs analogues, Si 'on associe aux (14) les formules qu’on obtient
en dérivant, par rapport & un arc de congruence fondameniale, les

formules d’orthogonalité (11), on trouve un systéme d’équations dans
h

. Jc .
les dérivées Fs_/;’ qui peut étre résolu sous la forme

()Ci’ .
_ h, 0.8 Lo
W(15) J57 = VaBeicl — TliCa-

De méme, si on dérive les (11) par rapport a un arc s“ et quon
e, deh .
élimine les JT/I.” a l'aide des (g), on arrive aux formules
(14/ W _‘_—3 % 9 a_ /\_'_ /
) ( 3o’ ch:x') LCICp= Wi+ Wi,

qui expriment que les quantités ¢y, .= wj,+ wi,=v;,+ 74, sont les
composantes, sur les congruences (1), d’un tenseur du troisiéme
ordre deux fois intérieur et une fois extérieur covariant. Nous avons
ainsi, dans V", trois tenseurs semi-intrinséques du troisiéme ordre,
les deux tenseurs d’intégrabilité !, et w?.,. et le tenseur me

On peut trouver une interprétation géométrique de ce dernier

p g

lenseur si I'on considére la variation de la métrique (10) de V', dans
le passage d’un point P a un point R infiniment voisin, obtenu de P
par un déplacement normal St = Aj.¢", ou les &¥ sont a considérer
comme des constantes infinitésimales. En effet, en indiquant par
dsh =) dx* les composantes d’un déplacement tangent passant par P,
le déplacement correspondant. passant par R, aura comme compo-
santes sur les congruences fondamentales

dsh = Mt (2 + b)) d(xr1 + 821 = dsh+ Wiy, dsk e,

Il en résulte que la longucur ds du déplacement passant par P est
liée a la longueur do du déplacement passant par R par la formule

(16) ds: = ds*+ ¢} .o dst dsle®’,

On. peut.dire que la derniére partie du second membre de cette for-
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mule représente la variation de la métrique (10), ou de la premiére
forme fondamentale de V7'; c’est-a-dire elle constitue la seconde
forme fondamentale de V}'. Cette seconde forme se décompose
en n — m formes quadratiques

Qar= viLa dsk ds!

correspondantes aux n — m congruences de non holonomie. Si VI
est composé de oo~ ™ espaces Vp,

¥ ar o
wi=1h— =0 Vie= Tk

et les y%, sont en ce cas les composantes de la courbure eulérienne

des V.

13. La classe de la métrique de V,'. — Nous avons remarque plus
haut que la métrique (10) de V]} peut dépendre de toutes les
n variables z', #2, ..., 2", mais, evidemment, cec nombre peut étre
diminué jusqu’a m. Le nombre minimum des variables qu’on peut
laisser figurer dans cette métrique est donné par le nombre d’équa-

tions indépendantes du systeme ([30], p. 194)
(15") dsh = o, wh, dst’ = o, vnk 1 dst’'=o.

On voit que ce nombre est égal a la classe du systeme ds%*= o, si le
tenseur de la seconde forme ¢, est nul.

14. Parallélisme intérieur. — Retournons maintenant aux for-
mules (15). Elles expriment, en accord avec les (6), que les
coefficicnts de rotation de Ricci y}, déterminent, a l'intérieur des
congruences fondamentales, une connexion, qui permet de trans-
porter un vecteur intérieur ¢* le long d’un chemin intérieur ds, par

les équations ([ 9], p. 853) -
(17) v dvh— b ok dsi=o.

En divisant ces équations par la longueur ds du déplacement ds’ et

. ds? . .
en considérant les ~5 comme les cosinus u! d’une certaine courbe

inlérieure (c¢) [2*= ¢!(s)], on obtient les équations du transport
parallele le long de (c¢). Ce parallélisme peut étre défini géométrique-
ment de la méme maniere que M. Levi-Civita a défini son parallélisme
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dans les espaces de Riemann; c’est-a-dire par la condition que I'angle
des vecleurs v*, o%—+ doh. considérés tous les deux comme des vec-
teurs dans un espace euclidien, dans lequel le V7 peut étre plongé.
soit minimum compatible avec les liaisons ([20], p. 18).

Ce transport parallele, conserve les longueurs et les angles. En
effet la variation de la longueur du vecteur est fournie par la formule

Ldl = oh doh = Y% oh ok dst,

et celte variation est nulle a cause de la gauche symetrie des coeffi-
cients de rotation. Si I'on considere mainlenant 'angle 6 des deux
vecteurs ¢” et u#, qu'on peut supposer unitaires, nous avons

sinf db = ok duh - uh doh =0 (ou bien di = o).

Ce transport est différent du transport parallele de Levi-Civita dans
le V, environnant, qui est donné par les formules (5") ou 'on pose y,
au lieu de y;%; car pour que ce Lransport, appliqué & un vecteur etun
chemin intérieurs, nous fournissent un vecteur intérieur, il faut
que !, soient nulles. Il en résulte que la condition nécessaire et
suffisante, pour que le transport intérieur (17) de V}? soit en méme
temps un transport parallele dans V,, est que les tenseurs Wi
94, soicnl lous les deux nuls.

Si le vecteur ¢# ne se transporte pas par parallélisme le long de la
courbe intérieure (¢) [2t= ¢*(s)], les quantités
(16) Dl B et
ou u’ sont les cosinus de (¢) el ot y}, sont calculés le long de (c),
représentent les composantes du vecteur dérivé du vecteur o” 1c long

de (c).

13. Pentagone infinitésimal de V)'. — On sait que le transport
paralléle de V, jouit de la propriété de fermer le parallélogramme
construit sur deux déplacements infinitésimaux PQ et PR. De plus,
on sait que (H. Weyl, [6'], p. 88), le transport de Levi-Givita de Va
peut étre défini d'une waniere inirinseque (c’cst-a-dire sans faire
appel a un espace euclidien environnant), comme le transport qui
conserve les longueurs et ferme le parallélogramme. Nous allons voir
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que notre transport intérieur de V) ne ferme pas le parallélogramme.
En effet, si dans les formules (6”) on tient compte que yi} =y, et
que y;;" = o, car notre transport doit conserver le caractére de vecteur
intérieur, on trouve que le vecteur de fermeture TS est un vecteur

extérieur ayant comme composantes
(17%) Ash’ = — wlt) dst ds!.

On voit que ces composantes ne sont nulles, quels que soient les
déplacements d et 3, que si le V' se compose des Vi, (wh,=o0).
Par conséquent notre V)’ posséde comme figure infinitésimale un
pentagone construit sur deux déplacements intérieurs ds* et ds%,
dont le cinquiéme coté est le vecteur extérieur (17').

On peut donner aussi a notre transport (17) une définition géomé-
trique intrinséque; c’est le transport qui conserve la longueur et le
caractére de vecteur intérieur et qui annule les composantes inté-
rieures du vecteur TS. En effet, la premiére condition dit que les v}/
doivent étre gauches symétriques dans 4 et k etla derniére condition,
qu’ils doivent satisfairc aux conditions

*h *xh__ ]
Tkl — Ytk = Wit

et par conséquent que les y;? sont égaux aux coefficients de rota-
tion y%,.

16. Les géodésiques (courbes auto-paralleles). — Les courbes
auto-paralléeles de la connexion intérieure de V) s’obtiennent évi-
demment si dans les formules (17) on suppose que le vecteur v%, qui
peut étre pris comme unitaire, soit tangent i la courbe de trans-
porL et par conséquent que ses composantes soient égales aux

. h . . .
cosinus u’= ‘%— Si I'on tienl compte aussi des formules (1) pour

une courbe intérieure (ds” = o), on trouve les équations des courbes
auto-paralléles sous la forme

dxt duh
(18) 7;— = )\'hu", d—s = Yﬁl ubul,
Elles constituent un systéme différentiel du premier ordre. sous la
forme normale, de n + m équations dans les n + m inconnues z et u.
On voit que ces courbes ont la propriété que par chaque point P

de V, et tangent a chaque direction intérieure de V", il passe une de
g q P

n
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ces courbes et une seule. Comme par chaque point P, il passe o™~
de ces courbes, il en résulte qu’en partant d’un point P, on ne peut
pas atteindre tous les points de V, a Y'aide de courbes auto-paraliéles
de V)", sortant de P, car pour cela il fallait ©”~* courbes sortant de P.
Ces courbes satisfont aussi 4 un probléme de minimum. Elles sont
les courbes telles que la distance entre deux points, suffisamment
rapprochés d’une de ces courbes (G) est la plus courle par rapport a
toutes les courbes voisines (g) passant par les deux points et obtenues
de (G) par des déplacements intérieurs ([20], p. 22). Il arrive, en
général, que ces courbes voisines ne sont plus des courbes intérieures
de V}! et, par conséquent, que ce probléme de minimum ne coincide
pas avec le probléme de minimum habituel qui serait celui de trouver
les courbes intérieures dont la longueur est minimum par rapport a
toutes les courbes voisines intérieures. Ce dernier probléme sera
traité plus tard (§20).

Pour qu'une des congruences fondamentales, par exemple (},),
soit une congruence géodésique, il fautque u*=o (h <m),um=1,
soit une solution des (18); c’est-a-dire il faut que les quantités yJ,,
qu'on appelle aussi composantes de la courbure géodésique de la
congruence (1), soient nulles. De méme pour que les géodésiques
auto-paralléles de V' soient en méme temps des géodésiques du V,
environnant, il faut que les derniéres équations (6" ) soient satisfaites
si 'on pose u”=o. Cela revient a dire que le tenseur ¢, est nul.
En ce cas, on dit que P'espace non holonome V est totalement
géodésique dans I'espace de Riemann V.

Si le tenseur V,;» n'est pas nul, ¢’est-a-dire siles n—m secondes,
formes ¢, ne sont pas toutes nulles, les solutions des équations ¢,
si elles existent, définissent les courbes asymptotiques de Uespace V7.
Dans le cas ou m = n—1 el en particulier dans lecasm =2, n =3,
on peut étendre & ces courbes asymplotiques, beaucoup des propriétés
et formules que nous avons dans le cas holonome (Hlavaty [24']).

17. Parallélisme extérieur et parallélogramme infinitésimal. — On
appelle parallélisme extérieur de V), le parallélisme fourni par les
formules (') et leurs analogues, qui permct de transporter un vecteur
intérieur (extérieur), le long d’un chemin extérieur (intérieur).
Nous avons vu que ce parallélisme cst complétement défini par la
propriété de fermer le parallélogramme construit sur un déplacement
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intérieur ds* et un déplacement extérieur ds”. Il est intéressant de
remarquer que ce parallélisme ne conserve pas la longueur du vec-
teur intérieur ¢#, car la variation de cetic longucur est donnée par la
formule

I ,
18] = Skl vhok sl

et 'on voit que cetle variation ne peut étre constamment nulle que
dans le cas ou V" est Lotalement géodésique dans*V,.

En résumé, nous'avons dans ’espace non holonome V' une con-
nexion affine semi-intrinséque, ayant comme composantes sur les
congruences (1) les quantités y},, wi,. o, Cetle connexion n’est pas
compléte car elle ne nous donne pas la possibilité de transporter un
vecteur exlérieur sur un chemin extérieur. Mais si le systéme (7)
de V7' a son premier systéme dérivé nul, on peut associer a notre
connexion la connexion 8, [formules (9")], et I'on obtient alors une
connexion semi-intrinséque compléte, ayant comme composantes
sur les congruences (1)

Sh L *h __ h o*ho__
{ (el = Ykt Yirr = W {h'a = 05

* s N SN
Yrer = Sp. YL = Wi Yia

(18")
= 0.
Si le premier systéme dérivé n’est pas nul, mais le systéme (7) n'a
pas des combinaisons intégrables, on peul aftirmer que le sous-
groupe du groupe semi-intrinscque (8), (11), qui conserve les
systémes dérivés de (), posséde une connexion affine compléte.
L’existence de la connexion affine semi—inlrinséque', entraine natu-
rellement la possibilité de dérivation tensorielle des tenseurs. I est
a remarquer sculement que, tant qu’on se limite a la connesion y%,
Wiy, whi, qu'on peut appeler réguliere [car elle existe quel que soitle
systéme (7)], nous n’avons pas la possibllité d’obtenir d'un tenseur
extérieur ou mixte, un autre tenseur. en dérivant par rapport a un arc
de congruence de non holonomie ([20], p. 35).

18. Tenseurs de courbure ([18], p. 65;[20], p. 38). — Nous allons
trouver maintenant deux lenseurs semi-intrinséques du quatriéme
ordre, un tenseur intérieur et un tenseur une fois extérieur covariant.
Ces deux tenseurs peuvent étre obtenus en calculant les variations des
composantes d’un vecteur intérieur dans le transport parallcle le long
du pentagone et du parallélogramme infinitésimaux de V). En eftet,’
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si Pon transporte, en premier lieu, le vecteur ¢# le long du penta-
gone PQRSTRP, les variations des composantes ¢*, en tenant compte
seulement des termes du second ordre, s’obtiennent en faisant la
différence des composantes du vecteur ¢*, transporté une fois le long
du PQS et une fois le long du PRTS, et nous avons

Dok = § dvh— d oo — Avh,

en indiquant par A le transport le long de TS. En effectuant les
calculs, on arrive aux formules

(19) Dok = 2%, ok dst 3s7,
ou I'on a posé

A 2
Ne Ny, A

ho__ . a Y T3 I 3 1 o’
(19") Ay = o5t T sk T Tkl — Y the+ Yatth + W?a'“’lr-

Cette formule peut aussi s’écrire
(19") Mo = Yt + 0l of
ou v%, sonl les coefficients a quatre indices de Ricei relatifs aux
m congruences fondamentales.

Les quantités 37, sont évidemment les composantes d’un tenseur
inlérieur du quatrieme ordre; c’est le tenseur de courbure intérieure
de V™. Si V™ se compose des V, les A%, sont égaux aux coefficients
a quatre indices de Ricci, relatifs aux congruences fondamentales, et
par conséquent notre lenseur coincide avec le tenseur de courbure de
Riemann des V,,.

Les quantités A%, sont gauches syméiriques dans les indices I et r.
En ce qui concerne les indices /4 et & elles satisfont aux formules

s h SA o
Yan T = Yk Wy, -

Comme la variation DI de la longucur I du vecteur ¢* le long du
pentagone est fournie par la formule /Dl = ¢ Do#, il en résulte que
la longueur du vecteur ¢# est conservée le long du pentagone si le
tenseur de courbure 2}, est aussi gauche symétrique dans les deux
premiers indices A& et k, ce qui arrive en particulier si V!’ se com-
pose des V,,, ou si V' est totalement géodésique dans V.

Si I'on indique avec 6 Pangle d’un vecteur unitaire u* et du vec-
teur ¢*, de longueur ! et avec 6+ DO l'angle des vecteurs wu*
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et 9%+ Do%, la variation D9, tant qu'on ticnt compte seulement des
termes du premier ordre, est donnée par la formule
. 0 D/
(20) —sin0 DO = A, uh ok dclb‘s'——cosﬂ-l .
Cetle formule est analogue a celle de Pérés ([7'], p. 219) pourles V,,
mais -en voit que pour les V7' clle n’est pas plus, en général, symé-
trique dans les vecteurs (u) et (¢) ([33]. § 6).
Si 'on transporte maintenant le vecteur ¢# le long du parallélo-

gramme infinitésimal de V', on rouve

(21) Dok =t ok dst s,
ou les quantités

ot Jult
’ noo_ T A1 i o% ho o oL ) o
(20") My = 557 — e+ VeaWh YWl — War YU Wia Wl

sont les composantes du tenseur de courbure extéricure de V', qui
esl, comme on voit, un tenseur du quatrieme ordre, une fois exté-
rieur covariant. On peut considérer les tenseurs A7, et A, comme
un seul tenseur 1}, I'indice @ variant de 1 a n. Ce Lenseur s’obtient
si 'on cherche les variations du vecteur ¢* le long du circuit infinité-
simal construit sur un deplacement intérieur ds* et un déplacement
quelconque ds.

19. Groupes non holonomes géométrisables. — Les résultats de
ce chapitre montrent que I'espace V' posséde des propriétés géomé-
triques scmi-intrinséques remarquables. Si ’espace V' se compose
de "™ V,,(w},= 0), une partie de ces propriétés et précisément,
le parallélisme intéricur, les géodésiques auto-paralléles. le tenseur de
courbure inlérieure sont aussi des propriétés intrinséques des V}', ou
bien des "=V, qui le compose. Nous allons maintenant montrer
d’une part, que si V' est un espace non holonome proprement
dit (!, 0) aucune de ces propriétés géométriques, n’est une pro-
prieté intrinséque de V', et d’autre part qu’il existe. en général,
d’autres sous-groupes du’ groupe intrinséque, plus grands que le
groupe semi-intrinséque, qui conservent quelques-unes de ces pro-
priétés (Cartan [17]; Vranceanu [30]). Pour cela, onpart de laremarque
que si V' se compose des V,, les propriétés intrinséques de ces V,,
sont aussi des propriétés intrinséques de V7'. Or, comme propriétés
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intrinséques des V,, nous avons, en dehors de la métrique (10), le
parallélisme de Levi-Civita de ces V. défini par la connexion
intérieure y, de V2, et la courbure de Riemann de ces Vn, qui

comncide, comme nous avons déja remarqué, avec le tenscur de cour-
bure intérieure de V' [23].

Par conséquent il est naturel de sc demander »i, dans le cas non
intégrable, la connexion interieure et la courbure intérieure sonl
encore des inviriants du groupe intrinseque; mais, puisque ce groupe
est le produit du groupe semi-intrinséque et du groupe (8'), il suffit
de voir s’ils sont des invariants de ce dernier groupe. Des équations
fondamentales (5), relatives au groupe (8'), on tire

(0" W=l 4+ wf el

Comme les ¥}, sont définis en fonction des w/, par les formules (5"),
il en résulte que la connexion intéricure ne sera un invariant intrin-
séque, que si V™ se compose des V,(w},=0). On voit aussi que 7
sont des invarianls seulement pour les transformations (8'), dont les
coefficients c satisfont aux équations

’ o ko
{217) w/dco" = o.

Or, si le premier systéme dérivé du systeme (7) est nul. ces
¢quations ne peuvent avoir que la solution e% = o, de facon que, dans
ce cas, le plus grand sous-groupe du groupe intrinséque, qui
conserve la connexion intérieure, est le groupe semi-intrinséque.

Si le systéme dérivé de (7) se compose des p — m équations
dsm+'==.. .= dsP= o, la solution générale des (21') est

dh=o0 (K=p) et ch (m<p)

quelconques, de fagon que le plus grand sous-groupe de (8'), qui
conserve la connexion intérieure, est donné par les formules

(21) dsh’ = dsh’

{ dsh}= dsh+ cl, dsm' (m'=m+1,...,p),

Evidemment, le plus grand groupe, qui conserve la connexion inté-
rieure, est le produit de ce groupe (21"), par le groupe semi-intrin-
séque et si 'on veut, comme il est préférable, conserver a ds™ leur

MLMORIAL DES SC MATH — Ne 76 3
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caractére de formes du systéme dérivé, on obtient le groupe

dsh = cl dsk+ ch, dsm',
(22) dsm'=¢) dst' (m/,n=m+1,...,p),

dsk =ck dsv  (K=p+1,..., n).

On peut dire que ce groupe est le plus grand sous-groupe géomé-
trisable du groupe intrinseque.

D’une maniére analogue, on trouve que les transformations (8'),
qui conservent la courbure intérieure, sont analogues aux (21"), avec
la différence que ds™ doivent appartenir au second systéme dérivé
de (7). 1l en résulte que le groupe (22) conserve aussi la courbure
intérieure de V' seulement si le premier systéme dérivé est comple-
tement intégrable. Dans le cas général, le plus grand groupe qui
conserve en méme temps la connexion et la courbure intérieure, est
un sous-groupe du groupe (22), qu’on peut écrire facilement.

On peut aussi se poser le probléme de trouver le groupe qui con-
serve les géodésiques auto-paralleles de V;'. Ce probléme a un grand
intérét mécanique, car, comme il sera démontré plus tard, ces
courbes sont aussi les trajectoires sans forces d’un systéme mécanique
non holonome. Nous connaissons depuis longtemps ([3], 1895), le
résultat important, dd a M. J. Hadamard, que les équations de mou-
vement d’un systéme non holonome ne restent pas les mémes si ’'on
modifie la force vive du systéme d’une maniére quelconque a 'aide
des équations de non holonomie (cas intrinséque), mais elles restent
les mémes si I'on modifie la force vive par une forme quadratique
dans ces équations (cas semi-intrinséque [33], Introduction).

Pour trouver le groupe des géodésiques auto-paralléles on remarque
que leurs coefficients y},+ y;, = wh, -+ w’, sont invariants seulement
aux transformations (8') dont les ¢l satisfont aux équations

(22) wi ek + w¥ cl.=o.
Ces transformations forment un groupe. En effet, si nous avons deux
solutions des (22), le produit des transformations (8') correspon-
dantes a comme coefficients la somme de solutions, qui est aussi une
solution des équations (22'), 4 cause du fait que ces équations sont
linéaires et homogénes.

Le groupe qui conserve les géodésiques auto-paralléles est en
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général plus grand que le groupe (22) qui conserve la connexion
intérieure, comme on peut le voir sur l'exemple suivant d’un
espace V3, défini par les formes et les équations

dsh = dzh (h=1,2,3),
dst= dzi— z* dx3= o,
dsi= dx»— x£3 dzxt=o,
dst = da®— 2! dx?= o.

En effet, en ce cas, les composantes du tenseur d’intégrabilité w§, sont
toules nulles, sauf les w),, w} , w},, qui sont égales a I'unité. Il en
résulle que le groupe (21") se réduit a I'identité, car le premier sys-
téme dérivé des équations de non holonomie est nul, tandis que le

sous-groupe de (8') qui conserve les géodésiques auto-paralléles est
donné par les formules

dsh — dsh + P dsh+3 (h =1, 2, 3),

) { st = dsh’ (K= 4,$, 6),

ou p est une fonction quelconque des variables z*, z2, ..., z°.

Ces considérations nous montrent que le groupe qu’on peut
attacher d’'une maniére naturelle 4 un systéme mécanique non holo-
nome, comme le groupe qui conserve les équations de mouvement
sans forces du systéme, peut étrc géoméirisé s’il coincide avec le
groupe qui conserve la connexion intérieure.

20. Les géodésiques de longueur minima. — Si le groupe intrin-
séque de V' ne posséde, dans le cas non intégrable, aucun invariant
géométrique, en dehors de la métrique de V' et du tenseur wh), il
posséde toutefois un invariant analytique important, les géodésiques
de longueur minima; c’est-a-dire les courbes intérieures de V',
dont la longueur

B B
(‘23) l=f ds :1 V(u’)'—'...(u?)‘l_'___._‘_(um)ids’
A

entre deux de leurs points A et B suffisamment rapprochés, est la
plus pelite par rapport a toutes les courbes voisines intérieures
passant par les points A ct B (Voss [1]. p. 280; Franklin et Moore,
[29]. p. 189).

Evidemment, les courbes de lopgueur minima de V}' sont en méme
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temps des courbes cxtrémales de I'intégrale (23); c’est-a-dire des
courbes intérieures telles que la variation o/ de I'intégrale (23), dans
le passage d’une de ces courbes & une courbe intérieure infiniment
voisine, est nulle. Ce fait nous permet de trouver leurs équations par
la méthode des multiplicateurs de Lagrange, qui consiste a chercher
les courbes extrémales de 'intégrale qu’on obtient de (23) en ajou-
tant a ds le terme ¢, ds*, les v, étant des multiplicateurs qu’on
doit considérer comme fonctions de Parc s. En faisant les calculs, on
arrive a donner aux équations géodésiques, de longuecur minima, la

forme [ 30, p. 191

lf,,il = 2 uhl,
s
du” .o
(24) el Yhuku! = Wi ukeg,
d()hl

’ 1
o bk — kyl
+ WP Uh = ~vo ‘uku
Is kYo klh

d’un systéme différentiel normal du premier ordre de 27 équations
dans les 2 n inconnues ¢, u*, v,.

Il est facile de voir que ce systéme est un invariant du groupe
semi-intrinséque, si I'on considére les mulliplicateurs ¢, comme les
composantes sur les congruences (1) d’un vecteur extérieur cova-
riant. En ce cas en effet les premiers membres des derniéres équa-
tions sont les composanles du vecteur dérivé de ¢, le long de la
courbe de la plus courte distance, celte dérivation étant faite a I'aide
de la connexion o};. Par conséquent™pour conclure que le sysiéme (24)
est un invariant du groupe intrinséque de V7', il suffit de faire voir
qu’il est un invariant du groupe (8'), ce qui est effectivement le cas si
I'on prend comme nouveaux multiplicateurs les quantités

PU = pgr— (’2, uh.

Les géodésiques de longueur minima sont, dans le cas non inté-
grable, différentes des géodésiques auto-paralléles, et en méme temps
plus nombreuses. Il en passe par chaque point P, et tangentes a
chaque direction intérieure.n — p de ces géodésiques, si p — m est
le nombre des équations du systéme dérivé du systéme (7); c’est ce
qu'on peut voir sur les seconds membres des secondes équations (24).
On peut aussi montrer, que le systéme (24) ne peut se décomposer
en deux parties, dont la premiére suffirait pour déterminer les incon-
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nues z¢, u%, v ('=m +1, ..., g), que si les équations ds*' (o' > q)
sont des combinaisons intégrables du systéme (7).

Les équations (24) nous montrent aussi que, dans le cas non inté-
grable, les géodésiques aulo-paralléles, sont en méme temps, des
géodésiques de longueur minima, si V' est totalement géodésique
dans V, (¢, ,=0). Cela signifie que. dans ce cas, on peut supposer
dans les équations (24) les multiplicaleurs v, nuls.

21. Les connexions rigides de \/'. — Nous allons maintenant
étudier les propriétés géométriques rigides de V', ou bien les pro-
priétés invariantes au groupe orthogonal (8), (11), (12). Il est a
remarquer que ce groupe comncide avec le groupe rigide de I'espace
non holonome V"™ complémentaire a V', qu’on obtient en égalant
a zéro les ds*, de fagcon que les propriétés rigides de V' et de V)™
coincident. Toutefois, il existe évidemment des propriélés qui se
rattachent plus a V! qu’a V;,™™, comme par eziemplc les géodésiques

de V7!, le parallélisme intérieur, etc. D’ailleurs, on peut se rendre
comple facilement que, si aux propriéiés semi-intrinséques de V',
on ajoute les propriétés semi-intrinséques de V™", on oblient toutes
les propriétés rigides de V' ou de V. ~™. En effet, si I'on tient compte
du fait que les cf satisfont aux conditions d’orthogonalité (12), les

formules analogues aux (14), peuvent. comme les (14) elles-mémes,
W

. . ()C‘
étre résolues par rapport aux dérivées 5T
I)C
. o .
(25) T = Yorp cA,cﬁ — &l

Ces formules expriment précisément que les coefficients de rota-
tion yj, sont les composantes d’une connexion affine permettant de
transporter un vecteur extérieur a V7' le long d’'un chemin aussi exté-
rieur. Cette connexion n’est autre chose que la connexion intérieure
de I'espace V)™ complémentaire a V7. Par conséquent si ’on associe
a la connexion seml-mtrmseque de V7, cette connexion y%,, on
obtient comme connexion rigide de VZ‘, la connexion compléte
définie par les formules (Schouten et Kampen |24], p. 771; Vran-
ceanu [30], p. 199)

“h__ b “h__ ok Wk ‘b wh_ AR
(26) Yit=vh. WE=wh, Y=k, WW=1kn =T =o

Cette connexion a évidemment la propriété de conserver le caractére
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de vecteur intérieur et extérieur (y;%=7v;¥=o0). Elle est caracté-
risée par la propriété de conserver la longueur dans les transports
d’'un vecteur intérieur (extérieur) le long d’un chemin intérieur
(extérieur) et de fermer, le plus possible, le parallélogramme. En
effet, cette connexion eslL composée des connexions intérieures de V7"
et V™" et de la connexion extérieure de V', qui est en méme temps
connexion exlérieur de V!~ et loules ces connexions ont cette
propriété. Il est évident aussi que comme tenseurs du troisiéme ordre
rigides, nous avons les deux tenseurs d’intégrabilité «f, w},. le
tenseur de la scconde forme ¢;;,, de V' el le tenseur ¢y, de la
seconde forme de V7™,

Au lieu de considérer le groupe rigide, comme un sous-groupe du
groupe semi-intrinséque de V', on peut le considérer comme un
sous-groupe du groupe orthogonal de V,. Dans ce cas, pour obtenir
les formules fondamentales de notre groupe rigide, il faut supposer
dans les formules fondamentales (6) relatives au groupe ortho-
gonal (y'=1y) de V,, ¢k =¢{=o0. On trouve, en dehors des for-
mules (15) et leurs analogues (25), les formules suivantes :

3_3,{ = Yaﬁ' g 01' — Y% cﬁ,

(27)

" y
0 =Yhgelch — Yty ch

et des formules analogues. Les premiéres de ces formules et lcurs
analogues associés aux (15) et aux (25) montrent que I'espace non
holonome V' posséde aussi la connexion rigide complétle considérée

par M. Schouten (| 16]. p. 204; | 24], p- 750;[30], p. 198)
(28) Vh=vle  tia=1ie  vie=rid =o.

Comme on voit, cette connexion différe de la connexion rigide (26)
par les quantités y7;, Yi», qui sont, en vertu des derniéres (27), les
composantes de deux tenscurs rigides du troisiéme ordre. D’ailleurs
on peut remarquer que les quatre tenseurs rigides du troisiéme ordre
considérés plus haut s’expriment a 'aide de ces deux tenseurs.

La connexion (28) conserve. elle-méme, le caractére de vecteur
intérieur et extérieur. Elle est caractérisée par la propriété de con-
server les longueurs comme la connexion de Levi-Civita de 'espace V),
environnant; mais elle ne ferme le parall¢logramme que si les ten-
seurs v/, Y4r sont tous les deux nuls. Cela signifie que V)’ et V;, =
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doivent étre holonomes el lotalement géodésiques. D’ailleurs le
transport parallele de la connexion (28) peut s’obtenir de celui
de V, par la construction suivante (Enéa Bortolotii [27], p. 7) :

On obtient le vecteur parallele d’un vecteur intérieur (exté-
rieur) en prenant la projection sur les congruences fondamentales
(et non holonomie) du vecteur paralléle dans 'V ,.

Au point de vue rigide, les deux connexions (26) et (28) ont la
méme valeur, toutes les deux conservant le caractére du vecteur
intérieur et cxtérieur; mais si Pon considérc aussi les propriétés
semi intrinséques, on voit que la connexion (26) est liée d'une
maniére plus intime aux propriétés de V!

Nous avons aussi unc autre connexion rigide qui conserve seule-
ment le caractére de vecteur intérieur duea M. Synge (|15], p. 745;
[27], p. 2;[30], p. 202), et qui est la’premiére connexion rigide consi-
dércée dans I’étude des espaces non holonomes. Les composantes de
cette connexion sur les congruences (1) sont dgnnées par les formules

Ak b S S S
(29) (hee = Yka > (i = Ykas (¥a = 2Yias (ha = O-

On voit que cette connexion ne conserve le caractére de vecteur exté-
rieur que si yf,, = o0, ou bien si V et V"™ sont holonomes et totale-
ment géodésiques.

22. Lestenseurs rigides de courbure. — Les circuits infinitésimaux
de la connexion (26) sont ¢évidemment les deux pentagones de V) et
et de V™" et le parallélogramme de VZ‘ qui estaussi commun a V; ™™,
Si 'on transporte un vecleur intérieur et un vecteur extérieur le long
de ces lrois circuits, on oblient six tenseurs de courbure. Quatre de
ces lenseurs nous sonl déja connus; ce sonl les deux tenseurs de
courbure 2%, .. de V et les deux tenseurs de courbure A%,,., A,
de V,™". Pour obtenir les deux autres tenseurs de courbure, il faut
transporler un vecteur extérieur le long du pentagone de V! et un
vecteur intérieur le long du pentagone de V2. En faisant les calculs
on s’apercoit facilemenl qu’on n’arive pas & des tenseurs nouveaux
mais aux tenseurs dérivés wy; ., w¢, . des tenseurs d’intégralité ([ 30],
p. 200).

Naturellement. les tenseurs de courbure de la connexion (28)
et (29) s’exprimeront en fonction des tenseurs de courbure de la con-
nexion (26) et des tenseurs v/, Y4, qui représentent la différence de
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deux de ces connexions. En particulier, si 'on transporte (Horak, [19]
un vecteur intérieur le long du pentagone V7 a l'aide de la con-
nexion (28), on obtient le tenseur de courbure R;!, trouvé par

M. J. A. Schouten, :

h__sh F- . )
Riy" = Mr~+ 1 i -

On voit que le tenseur R;/%, comme le tenseur 1%,, se véduit au ten-
seur de Riemann, des Vi, si le systéme (5) est complétement inté-
grable. Dans le cas non intégrable, le tenseur R, est seulement un
tenseur rigide ct non pas un lenseur semi-intrinséque comme le
lenseur A%, de courbure intérieure de V.

En terminant ce chapitre, nous voulons remarquer en premier
lieu, qu’on peut aussi considérer des espaces non holonomes V%,
plongés dans un espace non holonome VZ'; c’est-a-dire des espaces
définis dans V7 par un systéme de Pfaff,ds*=o0.a =p + 1, ..., m).
On obtient évidemment les groupes de ces espaces, si dans les
groupes de V on sépare les transformations des congruences fonda-
mentale de¢ V7' en deux parties, suivant que les indices 4, & ont des
valeurs entre 1 etp, ou entre p +1 et m.

En sccond lieu. nous voulons remarquer, qu’on obtient un sous-
groupe intéressant du groupe semi-intrinscque de V', en supposant
que les cf. sont constantes. En effet, ce groupe non holonome pos-
séde une connexion affine compléte, qui a seulement les composantes
suivantes différentes de zéro

nE= e =i
Cette connexion conserve le caractére de vecteur intérieur et exté-
rieur; mais elle est rigidement liée aux congruences de non holo-
nomie. Quant aux tenseurs du troisieme ordre, de cette connexion, ils
sont fournis par le tenseur de la seconde forme ¢;;, et les quatre
tenseurs de torsion wh,, wh, , Wi, wl..

CHAPITRE 1V.

LES ESPACES NON HOLONOMES A CO\NEXION AFFINE.

23. Propriétés géométriques. — Nous avons considéré jusqu’ici

les propriétés des espaces non holonomes V), comme des inva-
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riants de certains groupes de transformations de congruences;
mais, évidemment, on peut ausst exprimer ces propriétés dans un
systeme quelconque de congruences ou de coordonnées ([14], [15],
[16], [21], 24]). En particulier, on peut se passer facilement de la
condition que les congruences fondamentales soient orthogonales par
rapport a la métrique (10) de V', car il suffit d’introduire cette
mélrique, non pas comme un invariant du groupe, mais explicite-
ment sous la forme

(28") ds? = ayg ds® dsd (¢, B=1,2,... m).

Dans ce cas, les propriétés intrinseques de V' seront des invariants
du groupe (7') et de la métrique (28") et les propriétés semi-intrin-
seques des invariants du groupe (8) et de la métrique (28'). 1l en
résulte que la connexion semi-intrinséque extérieure wh, wh, est
conservée, tandis que les composantes ;7 de la connexion intérieure
de V7 ne seront plus représentées par les™coefficients de rota-
tion v}, que si la métrique (28') se réduit a la somme des carrés
des ds°. Quant aux propriélés rigides, elles sont des invariants
du groupe (8), de la métrique (28') et d’'une métrique analogue a
Pintérieur des congruences de non holonomie.

Ces considérations sont utiles si I'on veut étudier les espaces non
holonomes a connexion affine par la méme méthode des groupes de
transformations de congruences. En effet, supposons que, dans un
espace a connexion affine A,, nous ayons le systeme de Pfafl (7). Si
I’on associe aux formes ds”, m formes complémentaires ds# et qu’on
indique avec v, les composantes de la connexion de A, sur les n
congruences (1), on pourra appeler connexion induite par A,, a
intérieur des congruences (%), la connexion ayant les compo-
santes y;%. On s’apercoil facilement que dans ce cas aussi, cette con-
nexion induite n’est un invariant du groupe intrinseque (7') que si le
systeme (7') est complétement intégrable et qu’elle st un invariant
du groupe (8) parce que nous avons les formules

’ dci‘ *h a3 *a h
(29°) Jst = TaBCKCi — Tk Ca-

Par conséquent, les propriétés semi-intrinseques de I’espace non

holonome A”, défini dans A, par le systtme (7) et les con-

gruences (M%), sont des invariants du groupe (8), auquel on associe
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la connexion induile y}/. La connexion semi-intrinséque réguliére de
Pespace non holonome A}’ a comme composantes sur les con-
gruences (1) les quantités y;?, wl,. w},. Quant a la connexion irré-
guliére 0%, s'il en existe, elle dépend, comme on sait, seulement du
systéme (7).

Si la connexion A, n’est pas symétrique, les composantes inté-
rieures = y;% —y;#— w}, de la torsion peuvent n’étre pas nulles
et dans ce cas elles déterminent un tenseur intérieur du lroisiéme
ordre par rapport au groupe (8).

Pour trouver le tenseur de courbure semi-intrinséque 17}, de A,
on peut, comme dans le cas d’'un V', chercher les variations des
composantes d’un vecteur intérieur dans le transport paralléle le long
du pentagone infinitésimal construit sur un déplacement intérieur ds*
et un déplacement quelconque ds®. Il est & remarquer seulement que
le cinquiéme coté du pentagone a, dans ce cas, aussi des compo-
santes intéricures As® =1}, ds* ds!, si v/, n’est pas nul. Il en résulte
que, pour obtenir les composantes };7. du tenseur de courbure de A,
il faut poser dans les formules (19'), y;7 au lieu de y%,, et ajouter le
terme — Yol

Pour obtenir les propriétés rigides de A}, il faut associer la con-
nexion y}%, induite par 'espace environnant A, a I'intérieur des con-
gruences de non holonomie. La connexion qui a comme composantes
non nulles y;7, wi., Wi/, yi, constitue ainsi une premiére connexion
rigide compléte de espace A}, qui.est I’équivalente de la connexion
(26) pour un V)'. Pour oblenir I'équivalente de la connexion
rigide (28), on doil tenir compte, dans les formules (6), que
ch=cl'=o, etl'on trouve la connexion ayant comme composantes

non nulles les quantités y;%, yi% (Schouten et Kampen [24].
P- 7705 775)-

24. Equations aux variations des courbes auto-paralléles. — Les
courbes auto-paralléles de la connexion intérieure de I'espace non
holonome affine A)', sont évidemment données par les équations

dzt
ds

duh .
5 = vifukul,

= Muh,
(28")

le paramélre s déterminé le long d’unc de ces courbes par ces équa-
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tions s’appelle 'arc affine de la courbe. Pour trouver les équations aux
variations de ces courbes (Vranceanu [20], p. 41; Wundhciler [28])
considérons dans l'espace X, des vanables x‘, une courbe quel-
conque (c¢)

ri=gi(c)

o étant un paramétre, dont les valeurs déterminent les différents
points de la courbe. et soient

zt= 2i(c) + Xic@

les équations d'une courbe (c) voisine a (C). Dans ces équations, les
paramétres A, entrent avec leurs valeurs en fonction de o le long
de (C) et & sont a considérer comme des quantités du premier
ordre. D’aillcurs, elles représentent les composantes sur les con-
gruences (1) du vecteur qui lie les points correspondants a la méme
valeur du paramétre o sur les deux courbes (C) et (¢). En indiquant
par s un paramétre quelconque, dont dépendent les points de la
courbe (¢), nous avons, en négligeant les termes supérieurs au pre-
mier dans les ¢, les formules

()\ll)c_ — :5_:( a _‘f;%+ ngch5d>7

ou wy, entrent avec leur valeurs le long de (C) et c® sont les
cosinus de la courbe (¢).

Supposons maintenant que la courbe (C) est une courbe intérieure
de I'espace non holonome X' (¢# = o). Pour que la courbe (¢) soit
clle-méme une-courbe intérieure de X', on doit avoir les équations

" w— G kel oo @l okel = o.
(29") u _d—-o-w“,cs-;-w,,,cs—

On voit que si 'on suppose les & connus, ces équations constituent
un systéme différentiel du premier ordre dans les ¢#. 1l est a remar-
quer aussi que si les quantités w}; c* sont nulles, en particulier si
I'espace X' se compose de co'™™ Xm(w,k 0) les équations (29") ne
dépendent pas des &/, de facon qu’elles possédent dans ce cas la solu-
tion ¢#’ = o, ou bien on peut obtenir les courbes voisines a (C), par
des déplacements, intéricures a X'. Si 'on introduit le vecteur dérivé
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du vecteur ¢” le long de (C)

, ,
L Oy
ds ~— ds Kt ?

on peut donner aux équations (29”) la forme invariante semi-intrin-
séque

Deh’ W
29" — + wi,chel=o0,
( 9 ) de Al

Si nous sommes dans l’espace a connexion affine A, nous avons
aussi les formules
wi= it — il —
et sil’'on nous intéresse seulement des courbes auto-paralléles, on peut
changer la counexion, sans changer ces courbes, de fagon que les
composantes 77, de la torsion soient nulles. Cela fait, en introduisant
le vecteur dérivé du vecteur intérieur ¢%, le long de (C),

h h
Deh  deh bk
ds ds &l ?

on peut écrire les composantes du vecteur tangent a (c) sous la
forme

ds De/
uh = = ch+ - " vikekel 4+ whyckel’).

Supposons maintenant que la courbe (C) soit une courbe auto-paral-
l¢le de I'espace non holonome A", et que & soit son arc affine. Si ’'on
veut que (c) soit elle-méme une courbe auto-paralléle de A]' avec
Parc affine s, il faut que les u” satisfassent aux formules (28"). En
admettant, comme il est trés naturel d’ailleurs, que

do_
ds ~ 1T

{» élant une quantité du premier ordre et en introduisant les valeurs
des u” dans les (28”) et en négligeant les termes supérieurs au pre-

; ghg p p
mier ordre, on trouve sans difficulté les formules

D2et du

(30) o T s ch= Al chelea,

2ch .
ou %ci sont les composantes du second vecteur dérivé de ¢* le long
2
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de (C) et les A;% sont les composantes du tenseur de courbure
de A. Ces équations, qui ont évidemmenl un caractére invariant
semi-intrinséque, associées aux (29"), constituent un systéme de n
équations différentielles dans les n 41 inconnues &2, u, du second
ordre dans les ¢# et du premier ordre dans les ¢#, p.

Il suffit d’associer a ce systeme, la loi de correspondance entre les
courbes (C) et (c¢), pour pouvoir déterminer les inconnues ¢2, p.
Si notre espace non holonome est un V7, on peut choisir le vecteur
déplacement ¢2, orthogonal a la courbe (C) (e%c*=o0), el comme
la somme des carrés des u* doit étre, comme cosinus, égale a I'unité,
nous avons la valeur de p

Dz~
w= chm -+ —v;,‘ rehekel’,

D’ailleurs, si 'on prend les congruences fondamentales de facon
que la congruence (') soit tangente a la courhg (C), tous les cosinus
c* sont nuls, sauf ¢ qui est 'unité. Il en résulte que les derniéres
m — 1 équations (30) ne contiennent plus p et recoivent la forme

(30") 2;-%” =lhee  (h=12,3,..., m).

Si le déplacement ¢ est orthogonal a la courbe (C) (¢! = o), ces
équations associées aux (29"), constituent un systéme différentiel
de n —1 équations dans les » —1 inconnues ¢, ...,e,. On peut
encore simplifier les équations (30') en prenant comme congruences
(A*), ..., (¥m), des congruences qui se transportent par parallélisme

Dzet
le long de (C), car en ce cas les composantes —— (h>2) du second
vecteur dérivé coincident avec les dérivées secondes d —- De méme,
on peut simplifier les équations (29"), en prenant comme congruences
de non holonomie des congruences qui se transportent par parallé-
lisme semi-intrinséque, le long de (C), puisque dans ce cas aussi les

Dek’
composantes —— sont égales a (—i;? .

25. L’équivalence de deux espaces non holonomes. — Considérons
deux espaces X, et X, I'un rapporté aux congruences (1), fonetions
des variables «', ..., 2", 'autre rapporté aux congruences (}') fonc-

tions des variables 2'*, z'2, ..., 2™. Sil’on fait dans I'espacé X, la
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transformation de variables (3), les formes ds'* des congruences (1),
deviennent des formes linéaires dans les variables (z) et sous cette
forme elles peuvenl s’exprimer linéairement & I'aide des formes ds®
des congruences (1) de X,

(31) ds'e = c¢f ds®,

es ¢, étant des fonctions convenables des variables (z) a délerminant
différent de zéro. Si 'on considére la transformation (3) comme
inconnue, les équations (31) constituent un systéme a différentielles
totales, dans les inconnues z't, comme fonctions de 2!, qui peut aussi
s’écrire

Jz't
(32) m

= clllz)‘/rlz)‘/b-

Quant aux conditions d’intégrabilité de ce systéme. exprimant que
les dérivées secondes des ', sont symétriques, elles peuvent s’écrire
sous la forme

a U
(33) 0% 9% — wig e — et
On voit que ces conditions différent des formules fondamentales (5),
seulement par le fait qu'ici les )% sonta considérer comme fonclions
des variables (z').

Les équations (32), (33), constituent pour les » inconnues 2" el
les n? inconnues auxiliaires ¢f, considérées comme fonctions des
n variables #?, un systeme aux dérisées partielles du premier ordre.
Ce systéme, tant qu’on n’impose aux inconnues cj aucune condition,
posséde évidemment comme solutions toutes les transformations (3),
car cela signific que les espaces X, et X, sont équivalents, le groupe
d’équivalence étant le groupe ponctuel (3).

Supposons maintenant que les ¢ satisfassent aux équations ¢} = o,
qui exprimenl que le systéme de Pfafl ds* = o, doit étre transformé
dans le systéme ds'¥ = o. Les équations ¢#' = o, associées aux (32)
et (33), nous fournissent les équations d’¢quivalence intrinséque des
espaces non holonomes X' et X' " définis dans X, et X/, par les sys-
téemes de Pfaff ds# — o el ds’¥ = 0. Parmi les équations (33), nous
avons dans ce cas aussi les relations en lermes finis

’ ' 8 h
€30") Wa'ﬁ cf e/ — wicg =0,
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qui expriment que les tenseurs d’intégrabilité de nos deux systémes
de Pfafl sont équivalents. Si I'on met en ¢vidence les systémes dérivés
de ces systémes, on trouve qu'une condition nécessaire pour que les
équations d’équivalence de X" et X/ aient des solutions est que les
2 doivent appartenir au groupe qui conserve le sysiéme (7) et ses
systémes dérivés ([3], § 7). Si I'on impose aussi aux cj les condi-
tions ¢#,= o, on obtient les équations d’équivalence des espaces non
holonomes X" et X considérés au point de vue semi-inirinséque ou
rigide, les deux points de vue coincidant pour les X7, Evidemment,
en ce cas les ¢? doivent aussi appartenir au groupe qui conserve les
systémes dérivés du systéme ds"=o.

Il en résulte que si les systémes ds*=o, ds*=o n’ont pas des
combinaisons intégrables, notre probléme d’équivalence se réduit,
en accord avec le théoréme du paragraphe 10, au probleme d’équi-
valence de deux espaces i connexion affine complete. On sait qu'un
tel probléme se réduita I'étude d’un systeme & différentielles totales
mizte et par conséquent il peut étre considéré complétement résolu
([12], p- 14). En particulier on sait que les transformations d’équi-
valence, s'il cn existe, ne peuvent dépendre que de constantes arbi-
trajres.

Si nos systémes complémentaires ont des combinaisons intégrables,
on ne peut plus affirmer que I'intégration des équations d’équivalence
semi-intrinséque ou rigide de X' et X,™ se réduit & un systéme a
différentielles totales, de facon que, dans ce cas. eta plus forte raison
dans le cas intrinséque, les transformations d’équivalence peuven!
aussi dépendre de fonctions arbitraires.

On peut maintenant passer au probléme d’équivalence de deux
espaces non holonomes a connexion affine A} et A7, Si Uon se pose
au point de vuerigide, les équations d’équlvalence se composent évi-
demment des équations (32); et puis. au lieu des équations (33)

nous avons : les équations (29') (ou les y34 sont remplacés par y'a’[;")
et leurs analogues les équations (g) et leurs analogues, ou au lieu de
w on pose ', et comme relations en termes finis, les (32') et leurs
analogues, et enﬁn les relations en termes finis fournis par le tenseur
de torsion 7%, et son analogue. Nous avons ainsi un systéme a diffé-
rentielles totales mixte, pour déterminer les n inconnues z', les
m? inconnues c/ et les (n— m)? inconnues ¢?/, comme fonctions
des n variables 2¢. Si 'on considére les conditions d’intégrabilité des
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équations en c, on trouve les relations en lermes finis fournis par les
tenseurs de courbure A}}, Aif.. Naturellement, en dérivant ces rela-
tions en termes finis, on trouve des relations ou figurent les tenseurs
dérivés de nos tenseurs. Par conséquent, on peut affirmer que les
seules relations en termes finis, qui doivent étre satisfaites pour I'équi-
valence. sont celles fournies par les quatre tenseurs du lroisiéme
ordre W}, why, T, Thy, par les tenseurs de courbure et par les ten-
seurs dérivés de ces six tenseurs. On peut aussi dire que ces six
tenseurs et leurs tenseurs dérivés constitue un systéme complet
d’invariants pour Uespace non holonome A" rigide.

Sil'on se pose au point de vue semi-intrinséque on doit renoncer
en premier lieu aux équations analogues au (30'), de fagon que le
systéme d’équivalence ne soit plus a différentielles totales. Toutefois
on sait qu’il se réduit & un tel systéme si le systeme (7) n'a pas des

combinaisons intégrables. En tous cas, les tenseurs seml-mtrmseques
Wity Whe, Thy A2 et les tenseurs dérives, a I'aide de la connexion semi-
mtrmseque réguliere de A}', ne constituent pas un systeme complet
d’invariants de A]} semi-intrinseque.

Ces résultats sur les AJ' sont évidemment aussi valables pour
les V" avec la seule différence qu’en ce cas, on doit associer aussi les
relations fournies par le tenseur métrique a,g dans le cas semi-intrin-
séque et aussi par le tenseur métrique a,pq dans le cas rigide. Dans
le cas de V' on peut aussi se placer au point de vue intrinseque et les
relations en termes finis sont alors ¢} = o, les (32') et celles données
par le tenseur a,g. Mais, dans le cas des V), on peut aussi simplifier
le probleme en se servant de congruences orthogonales. En ce cas,
les équations d’équivalence intrinseque de V' sont les (32), (33),
ci =oetles (1 1); pour obtenir celles d’équivalence semi-intrinscque
on doit associer les ¢f = o ([33], Chap. IT), et enfin pour I'équi-
valence rigide on do associer les (12).

26. L’applicabilité des espaces non holonomes. — On arrive aux
équations d’applicabilité d’un espace non holonome sur lui-méma. en
supposant que les congruences (1') soient les mémes fonctions des (z')
que les congruences (3) le sont des (). En ce cas, les équations
d’équivalence, considérées plus haut, ont toujours la solution iden-
tique . (@)

’ ’ a b)) — J ’
(33%) z't= gt c,,:&,,g — (a=b),
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et la question revient a voir si cos équations ont aussi d’aulres solu-
tions que la (33').

Pour trouver les équations de définition des transformations infini-
tésimales du groupe d’applicabilité de I’espace, voisin de la transfor-
maltion identique, il faut poser dans les équations d’équivalence

(35") Z't= a4 £ B¢, ch = 0f+ ¢ 8¢,

ou &, ¢f sont des nouvelles inconnues et d¢ est a considérer comme
une quanlité constante du premier ordre. On trouvera ainsi des
équations et relations en termes finis, linéaires dans les inconnues £
q 2 =
et ef.
Si nous sommes dans le cas d’un V™ et qu’on choisit des con-
n
gruences orthogonales, les équations (11). les équations suivantes

c{("= c,/:’:‘ o,
et les équations (12), ¢ui représentent les équations de définition du
groupe non holonoie rigide de V', nous fournissent tres simplement
les équations de définition des transformations infinitésimales

(34) hiek=o, =0 e h e =o.
Evidemment, pour avoir les équations de définition des transforma-
tions infinitésimales du V) semi-intrinseques, on doit se limiter aux
trois premiers groupes d’equations (34) et pour avoir celles du
V' intrinseque. on doit se limiler seulement aux deux premiers
groupes.

Comme les inconnues &) sonl des inconnues auxiliaires de notre
probleme, les inconnues principales étant les ¢, ou bien les projec-
tions e*=217E du vecteur (£) sur les congruences (1), on peut les
éliminer des (34), car nous avons les formules

"—E.}.wﬂ gt
©7 ogst be™e

(34") ¢
En tenant compte de ces formules. on vérifie facilement que les (34),
de méme que les équations relatives au V' semi-intrinséque ou intrin-
séque, ont un caractére invariant par rapport au groupe correspondant
de V.

Supposons maintenant que notre V' possede le groupe d’applica-

bilit¢ & un paramétre G,. On peul toujours supposer ce groupe

MFVORIAL DES SC. MATH. — N°® 76 4
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engendré par la transformation infinitésimale

(34 X /=2

dzt”
En ce cas, les équations (34) deviennent des équations linéaires et

. ¥ . .
homogeénes dans les dérivées 3—}‘, de facon que les (34) sont identi-

quement satisfaites si les congruences (1) ne dépendent pas explici-
tement de z'. Inverscment. on peut démontrer, que si V;'rigide,
semi-intrinséque ou intrinséque, posséde le groupe (34') on peut, par
une transformation convenable de congruences appartenant au groupe
rigide, semi-intrinséque on intrinséque, rapporter le V}' a un sys-
téme de congruences qui ne contient pas la variable z, explicilement
(Vranceanu [33], § 10).

Si les congruences (1) de I'espace V' ont comme quanlités w7, des
constantes, les équations d’applicabilité ont la solution ¢j = 47, quels
que soient les &, qui satisfont alors au systcme des différentielles
totales (32) (c§=209%) complétement intégrable. 1l en résulte que
V! posséde, en ce cas, un groupe simplement transitif d’applicabilité.
D’ailleurs, ce groupe est la réciproque du groupe continu simple-
ment transitif déterminé en ce cas par les congruences (4). On peut
démontrer aussi que, si le groupe d’applicabilité de V' posséde un
sous-groupe simplement transitif, il peut étre rapporté a un sys-
téme de congruences ayant les coefficients de rotation constants.

27. Les hypersurfaces non holonomes. — L’espace non holonome
A7"! défini par une seule équation de Pfaff non complétement inté-
grale peut s’appeler une hypersurface non holonome. Si la connexion
de A, conserve les volumes el si ’équalion ds= o a son covariant de
rang n — 1 ce que peul arriver seulemend si 7 esl un nombre impair.
on peut toujours réduire le groupe intrinséque de A;~' au groupe
semi-intrinséque, ce qui revient a dire qu’on peut d’une maniére
invariantive fixer une normale affine a A”~' (Schouten [16]. p. 299).

Si nous avons une hypersurface non holonome V™%, on peut
toujours et en général de plusicurs maniéres différente, réduire le
groupe intrinséque a un groupe rigide, ce qui revient a dire qu’on
peut toujours fixer la normale et la métrique sur cette normale. Consi-
dérons maintenant I'espace non holonome V? défini dans un espace
de Riemann a trois dimensions, par une équation de Pfaff non com-
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plétement intégrable (w,;, 2 o), espace qu’on peut appeler aussi sur-
face non holonome. Le groupe d’applicabilité d’un tel espace peut
contenir au maximum quatre parametres ([33], § 14).

Si I'espace V2 admet un G, ce G, doit contenir un G, simplement
transitif, car, d’une part, on peut démontrer qu'un V? proprement
dit (w}, > o) ne peut pas avoir un G, intransitif et. d’autre part, on
sait qu'un G, possede toujours un G. 11 en résulte que les V3 pos-
sédant un G, peuvent étre rapporlés & un systéme de congruences a
coefficients de rotation constants. Cela fait, les équations (32’) qui,
a cause d’orthogonalité des c?(h, k =¥, 2). devicnnent w,, = c!w},,
nous disent que ¢;=1, ou bien que les groupes d’applicabilité
rigide et semi-intrinseque de nos V: comncident. On démontre aussi
que les V2(w',5£0), possédant un G, sont totalement géodésiques
ct le tenseur de courbure extérieure, de méme que le tenseur dérivé
du tenseur de courbure intérieure sont nuls. Quant au tenseur de
courbure intérieure lui-méme, il a la seule womposante 4, =K,
qui peut étre une constante posilive. négative ou nulle. Si nous
écrivons I’équation de non holonomie de V3 sous la forme

dx'+udz'=o,

oi u est une fonction de la seule variable 22, ce qui est toujours
possible ([6], p- 39), on pcul donner a la méirique de V; la forme

ds = ( :;‘2>5(dx:)=+(dx=)2,

v—k
vanl que notre surface non holonome a la courbure nulle, positive
ou negative. On voit que, dans l'cspaceedes variables z', z2, la’
métrique de V? est la metrique d’une surface a courbure constante.

» . 1 . 1 -y 4
la fonction u ayant les valeurs 2, — sin Vhzt, — e, sui-

28. Les plans non holonomes. — On sail que les courbes de
'espace ordinaire, ayant comme tangenies les droiles d’un complexe
linéaire, satisfont a une équation de Pfaff non complétement inté-
grable, laquelle, si Pon prend comme axe du complexe l'axe de z
s'écrit

zdy —ydr—kdz=o,
ou z, v, 5 sont des coordonnées carlésicnnes orthogonales et la con-
stante k est le paramétre du complexe. Celte équation, appelée aussi
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I'équation du complexe, définit dans ’espace cuclidien un des plus

simples espaces non holonomes V3. En effet, si I'on prend des coor-

données cylindriques on peut prendre, comme formes de V3, les
suivantes

dst = dp, ds?=¢(kp db + ¢ dz), dst =g, (—p2dd + kdz)

(34") (p _ ' \.
' Ver+ k2

Les quantités wj relatives a ces formes se calculent aisément et
ont les valeurs

1 — gl — ol — 2 — ? — g} —
W= W = W) =W, =W, =W, =0,
.
k2p?
1 .
wiy=— P wio=12hke}.  w};=—ppf.

Il en résulte en premier lieu que V2 est lotalement géodésique. car
la seconde forme fondamentale est identiquement nulle

3y s ,
(Y =7Y42=7Yia+ 151 =0),

ce qui était évident a priori. parce que V3 conlient en chaque point
les droites du complexe. Cette propriété est caractéristique, de facon
que. par analogie avec les plans a deux dimensions qui conslituent
les surfaces totalement géodésiques de I'espace ordinaire, on peut
appeler les V3 définis par des complexes lindaires, plans non holo-
nomes (G. Moisil [23], p. 17).

Comme les formes (34") ne conliennent pas explicitement les
variables 0 et z, il en résulte que le V3 adimet comme groupe d’appli-
cabilité le groupe abélien
(34") Xi= z—{' Xo= 3‘—,:a
qui se compose d’une rolation aulour de I'axe du complexe. ct d'une
translation autour du méme axe. Ce groupe conslilue le groupe total
d’applicabilité semi-intrinséque ou rigide de V2. En effel, d’une part
un V3 proprement dit (3,54 0) ne peut pas avoir un groupe intran-
sitif & trois paramétres. D’aulre part. notre V3 ne pcul pas avoir un
groupe simplement transitif, car la courbure inlérieure, qui a dans
ce cas la seule composante

3,
7~|:,|2 = 5 ksz,
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doit, par les conditions d’applicabilité, rester invariante, ce qui arrive
seulement si p est invariant.

En se scrvant des propriétés géométriques bien connues des com-
plexes linéaires, on peut donner au parallélisme de notre V3 des
interprélations géomélriques intéressantes (D. Hulubei [26]).

CHAPITRE V.

LES SYSTEMES MECANIQUES NON HOLONOMES,

29. Systémes i liaisons indépendantes du temps. — Considérons
un systéme mécanique holonome S,, a liaisons indépendantes du

temps et soit
T = ! a,, xt vl Tt = d—w.k
9 Y dt

la force vive du systéme, ¢ élant le temps et a,; des fonctions des
paramétres lagrangieps z', 22, ..., 2" dont dépend la position du
systéme S,. On peut, comme il est bien connu (Ricci et Levi-
Civita [5]), associer au systeme holonome S,. espace de Riemann V,,
défini dans I'espace des variables z'. 2, ..., z", par la métrique

ds2=2T dt*= a,, dx* dz/.

Si P'on introduil dans V, un systéme de congruences orthogo-
nales (1), nous aurons les formules

s dxt= 2} dsa, 852 = A% 3z,
dxt dse dzt
{35) @ Mt s gy =N

’ T= %[(ul)‘!ﬂ—(u3)2+...+(u")ﬂ],

en indiquant par oz les déplacements virtuels de S,. Quant aux u®,
on les appelle caractéristiques cinétiques de mouvement (Vol-
terra [3']).

Cela dit, si dans I'équation symbolique de la dynamique, pour le
systéme S,
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ou P, est la composante dans la direction z* de la résultante des

forces directement appliquées, on tient compte des formules (35) et
des formules suivantes

d dT _ d(dT .\ _dus, O\ .
dt g -:ﬁ(ruu ) = ar N g M
.d_T. f— ir_ ()ull — ._b A e
Jdz,  dJus drt ) et
elle peut s’écrire
a
(36) (‘Z - {'aubut—P,,) 3sa=o,

ou P, signifie la composante des forces dans la direction de la con-
gruence (1.). Quant aux w?, elles sont définies par les formules (4').

Comme cetle équation symbolique doit avoir lieu quels que soient
les accroissemenls ds¢, il en résulte, en lenant compte aussi des for-
mules w! 4w, = y%. + y7,, qu'on peut écrire les équations de mou-
vement de S, sous la forme

drt
& =t
(37) dua
au” _ 8 ubuc P
dt = YycU?Uc+rq.

On voit que le systéme (37) conslitue un systéme différentiel du
premier ordre, sous la forme normale, pour les ~ inconnues z* et les
n inconnues u%, a délerminer en fonction de ¢.

Considérons maintenant le systéme mécanique non holonome S/,
qui s’obtient de S, en imposant. aux variables (x), n — m liaisons de
la forme (7). On peul toujours considérer les premiers membres ds*’
de ces liaisons. comme les différentielles des arcs de n— m con-
gruences orthogonales dans I'espace de Riemann V, associé¢ a S, et
pour cela il faut seulement combiner les (7), aprés les avoir multi-
pliées par des facteurs convenables. On peut aussi associer a ds*
d’autres m formes ds” de fagon que les congruences (4) et (1, ) soient
des congruences orthogonales dans V,. Par conséquent, a chaque
systéme non holonome S;' on peut associer 'espace non holonome V7',
défini dans V, par le systéme (7) d’équations de non holonomie
de S}, de facon que I'équation symbolique du systéme S/ s’écrit

r
(37" (ddit — ffuc"u‘—P,,)'ds":o (h<m).
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puisque les accroissements ds*' et les caractéristiques u*’ sont nulles
en vertu des liaisons (7).

Comme cette équation symbolique de S}’ doit avoir lieu quels que
soient les ds%, il en résulte que les ¢quations de mouvement de S’
peuvent s’écrire sous la forme

dat
dt
) duh

= M uh,
(38)

'm- = *ri’lu"u’ -+ Ph-

Elles constituent un systéme différentiel du premier ordre, sous
forme normale, pour les n inconnues z* et les m caractéristiques

cinétiques u* (Vranceanu [11]; Horak [14]).
Si les forces dérivent d’un potentiel U(PL= %, P.,= 29_), le

dse
systéme S, admet l'intégrale des forces vives. Pour trouver cette
intégrale en pactant des équations (37), il faut multiplier les der-
niéres équations avec u“ ct sommer, en tenant compte du fait que les
coefficients de rotation de Ricci ¥}, sont gauches symétriques dans
les indices a et . On trouve I'intégrale

T = ;[(u1)2+(u'3)5+---+(u")2] = U + const.

Si 'on passe au systéme non holonome SJ'. I'intégrale des forces
vives recgoit évidemment la forme

S[(ut)*+ (u2).. .+ (um)2] = U + const.

Supposons maintenant que le systéme S, est sans forces (P,= o).
En ce cas l'intégrale des forces vives nous dit que T est constant et
I'on peut choisir convenablement l'unité de temps de fagon a avoir
ds =dt. Cela fait, on peut vérifier que les trajectoires sans forces
de S, sont en méme temps les géodésiques (6") de 'espace V,, associé.

D’une maniére analogue, on voit facilement qﬁe les trajectoires
sans forces du systéme non holonome S sont aussi les géodésiques
auto-paralléles (18) de Uespace non holonome V! associé au sys-
téme S'.

30. Systémes a caractéristiques indépendantes. — L’intégration
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des équations de mouvement de S, (37) ou(38) de S (sans forces),
se décompose en deux parties, si les coefficients des derniéres de ces
équations y§ -+ y2, ou y% 4 yJ, qui sont en général des fonctions
des x', 22, ..., z", ne dépendent pas de ces variables. Ces systémes
ont été étudiés par M. V. Volterra ([3'], 1898) et ont été appelés &
caractéristiques indépendantes, puisque pour obtenir les valcurs
en fonction du temps des caractéristiques cinétiques de S, ou S,
il suffit d’intégrer seulement les derniéres équations (37) ou (38).

Ultérieurement, en tenant compte des valeurs en fonction de
temps, lrouvées pour ces caractéristiques, l'intégration des pre-
miéres équations (37) ou (38) nous fournit les valeurs des para-
métres z* en fonction du temps.

Nous n’avons pas encore une caractérisation géomcétrique des sys-
témes a caractéristiques indépendantes, mais nous connaissons une
classe importante de ces systémes. Ce sont les systémes mécaniques
tels qu'on peut choisir un systéme de congruences (1) ayant les
coefficients de rotation constants. '

Ces systémes mécaniques sont caractérisés par la propriété que
I'espace V, ou V' associé posséde un groupe simplement transitif
d’applicabilité (§ 26).

Nous avons aussi une autre classe de systémes mécaniques, qui
peut étrc considérée comme une généralisation de la classe des sys-
témes a caractéristiques indépendantes. Cette classe a un intérét
mécanique remarquable parce que beaucoup de systémes méca-
niques non holonomes usuels, entrent dans cette classe

Supposons que les forces de S); dérivent d’un potentiel fonction
de z' et que dans I'espace V' associé a S', on puisse choisir un
systéme de congruences (1), tel que les paramétres et les moments
des congruences fondamentales soient fonctions de la seule coor-
donnée de position z' et que, de plus, la direction de z' puisse étre
choisie comme la direction d’une congruence fondamentale, par
exemple (},). Cela dit, les premiéres équations (38) s’écrivent

Azt
— = au
dat ’
3’
(37") dot ., _
75-: U (l=2,..., u),

a et A} étant des fonctions de z'.
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Dans ces formules 2} peuvent étre considérés nuls, car autrement
par une transformation z'*= z*+ f*(2'), on peut les réduire a zéro.
En ce cas, les w/;,(h > 2) sont nuls si k. {sont tous les deux différents
de l'unité et de méme w),—= o, de facon que les derniéres m —1
equations (38) assument la forme

) dur | :
(38) e T Y{Zl-‘_ﬁlk)ukw lhyk=2,3,..., m),

Si pendant un intervalle de temps z' n’est pas constant (u' < o), on

.. . d.rt ’ . .
peut diviser ces équations par —- et I'on obtient le systéme
( duh t h I I3

39)‘ W:;(Y“—'_Y"‘)u (h, k=»o,3,..., m).

On voit que par lintégration de ce systéme différentiel linéaire et
homogéne, on peut avoir les valeurs des m — 1 caractéristiques ciné-
tiques u#(h 2 2) en fonction de la variable z'. Puis de l'intégrale des
forces vives, qui peut s’écrire

1 [dxt\2 .
I (7) + (ur)2+. —+(um)*=>U(z!)—+ const.,

on tire. par une seule quadrature, la valeur de 2' en fonction du
temps. Enfin, en introduisant dans les derniéres équations (37") les
valeurs en fonction de ¢t de z' et des u”, on trouve les valeurs des
variables z2, ..., 2" par n —1 quadratures.

Il en résulte que Vintégration des équations de mouvement de
notre systeme S7' se réduit a I'intégration du systéme linéaire (39g) et
a n quadratures.

Nous avons laissé de coté le cas ou x' est constant, qui corres-
pond a la solution stationnaire de S™

ol = ¢l wh— ch (h22),

dont on peut étudier la stabilité compléte (non seulement en pre-
miére approximation) a I'aide de l'intégrale des forces vives (Vran-

ceanu [8']).

31. Intégrales premiéres linéaires. — On peut se demander main-
tenant. dans quelles conditions les équations de mouvement (38) de S}



54 G. VRANCEANU.

admettent I'intégrale premiére
f(z', 22, ..., 2a™; ul, u?, ..., um) = const.
Comme la dérivée par rapport au temps de cette intégrale, doit-étre

nulle, en vertu des (38), on trouve que la fonction f doit satisfaire
a I’équation aux dérivées partielles

()sh h

Yh ukul + (;‘—L“f/; P,=o.

Si la fonction f est un polynome de degré p dans les caracté-
ristiques einétiques u*, I'équation (3g') se décompose, en égalant
4 zéro les ensembles des termes du degré p + 1. des termes du
degré p, etc., dans p + 2 équations. En particulier, 'ensemble des
termes du degré p 41 dans les u*, égalé a zéro, nous donne I’'équa-
tion

i ()f
dsh

/z+ -‘“\luk u/=o,

ou l'on indique par f? 'ensemble des termes du degré p de I'inté-
grale premiére f = const. Cette derniére équation nous montre que
JP =const. doil élre intégrale premiére des équations des mouve-
ments sans forces de S}, ou bien des géodésiques auto—paralleles de
I'espace non holonome V' associé a S7'. On voit ainsi 'intérét que
présente la recherche des intégrales premiéres polynomes homogénes
dans les caractéristiques u” des équalions de mouvement sans forces
de S7'. Nous considérons ici seulement le cas ou l'intégrale est
linéaire. Une telle intégrale, par une transformation convenable des
congruences fondamentales, peut s’écrire

(39" au™ = const.,

a étant une fonction des variables z', ..., z*. Pour que (39") soit
une intégrale premiére des équations (38), il faut en premier lieu
que I’équation u™ = o, obtenue de (39"), en donnant a la constante
la valeur nulle, soit une équation invariante des (38), et pour cela il
faut avoir les conditions

YH+1li=0 (kl=1,2,...,m—1).

Elles expriment que ’espace non holonome V7! (u™= o), plongé
dans V', est totalement géodésique dans V.
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Si cette condition d’invariance est satisfaite el si la quantité u est
constante, pour (ue u™ = const. soit une intégrale premiére des géo-
désiques de V', il faut que les coefficients de rotations y}', soient
nuls ou, c’est ce qui est le méme, il faut que la congruence (1) soit
une congruence géodésique dans V). Si a n’est pas constante, nous
avons les conditions

(_)_!()g_(_l =
()sh - vmy

et c’estalors la congruence . (ds—™=a ds™), qui est une congruence
géodésique ()_/;,nm ::o). On peut remarquer que cette congruence A,
définit un des espaces V), complémentaire a 'espace V'™ (um= o),
défini semi-intrinséquement dans VJ'.

Supposons maintenanl que nous ayons un certain nombre m — p
d’intégrales premieres linéaires et homogénes de la forme

(40) afub=c* (a=p-+1,...,1m)

il est évident que 'on peut s’arranger de facon a faire intervenir dans
ces équalions seulement les cosinus u?*', ..., u™. Il ¢n résulte alors
que les équations uP+'=...= u”= o sont des équalions invariantes
et par conséquent que I'espace non holonome V/, défini dans V) par

ces équations est totalement géodésique dans Vr; c’est-a-dire que
nous avons

%+ 15 =0 (a=p—+1, ..., m k, I<p).

Evidemment, ces conditions d’invariance ne sont pas suffisantes
pour V'existence des intégrales premiéres (40). En particulier, si 'on
veut que les u*=c*(a=p+1, ..., m) soient des intégrales pre-
miéres, il faut avoir les conditions

Yig+Yg=0 (B>p)

32. Les équations des trajectoires de S7'. — On sait que, d’aprés
un résultat de Painlevé ([7], vol. II', p. 414), la totalité des tra-
jectoires d’un systéme mécanique holonome a liaisons indépendantes
du temps, dépend de 2n —1 constantes arbitraires au lieu de on,
et, si le systéme est sans forces, seulement de 2n — 2 constantes
arbitraires. Nous allons voir que ce résultat peut étre étendu aussi
aux systémes non holonomes. En effet, supposons que, pendant le
mouvement du sysléme, une des variables, par exemple 2!, ne soit pas
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constante (da'>£0) et qu'une des caractéristiques, que I'on peut, en
changeant convenablement les indices, supposer étre u', est diffé-
rente de zéro. En ce cas, si 'on prend comine nouvelle variable indé-
pendante z' au lieu de ¢, et ’on pose

=T a = (=, m),

uh = dsh _ dsh dst

on peut considérer u', ¢2, ..., v comme des nouvelles caractéris-
tiques et les premiéres équations (38) s’écrivent

1
% = (M + Apor)u,
(40) dzxt )\'4 +).',vh
Wzm (z=2,..,n\.

Si 'on tient compte maintenant du fait que nous avons

dut _ dvt ,aut _ dok . " , dut
—E —-—d—t'l¢1+0171; _d—xl(ut) ()\|+)\}‘P )+0 7"_’

les derniéres équations (38) recoivent la forme

dut  (Yhot+ Yhwkol)(wr)2+ P,
== b

dzt (At 2p ot ) u
o’ .
VO dob [ (b vh) b ok ol ]t 1 Py o3 (4], o ok of) (a2 oA,
dzt ; (M4 Moh) (ut)?

En tenant compte du fait que le temps n’intervient pas explicite-
ment dans nos équations, on voit que les équations (40'), sauf la
premiere, et les équations (40") constiluent un systeme différentiel
sous la forme normale de n — m —1 équations du premier ordre
pour les n+ m—1 inconnues z2, ..., z", u', 0%, ..., o™, et Ia
variable indépendante z'. Il en résulte que ce systéme nous fournit
les valeurs des variables z2, ..., z" en fonction de la variable z' el
de n+ m — 1 constantes arbitraires. Il constitue le systeme diffé-
rentiel des trajectoires de S t

Si le systéme mécanique est sans forces, la caractéristique u' ne
figure pas plus dans les dernieres m — 1 équations (40"), de fagon
que V'on peut considérer, dans ce cas, comme équations des trajec-
toires de S7, le systéme de n + m — 2 équations du premier ordre,
formé par les n — 1 derniéres équations (40') et les m 1 derniéres
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équations (40"). Il en résulte que, si le systcme est sans forces, les
trajectoires dépendent seulement de n + m — 2 constantes arbi-
traires.

On peut remarquer que la methode suivie pour arriver aux équa-
tions des trajectoires peul étre simplifiée si le systeme est holonome.
En cffet, dans ce cas, on peut considerer la congruence (A') dans la
direction de la variable z'(dz' =1} ds'), ce qui porte comme consé-
quence le fait que les caractéristiques ¢* n’interviennent pas plus aux
dénominateurs des équations (40'), (40"). Dans le cas non holonome,
cette simplification n’est possible que si le systeme ds"=o0 admet
une combinaison intégrable qu’on peut alors prendre comme dz'.
Si cela arrive et si le systeme est sans forces, les seconds membres
des dernieres m — 1 équations (40") sont des polynomes du troisiéme
ordre dans les caractéristiques v, ..., v™. Pour qu’ils soient des
polynomes du second ordre seulement, il faut que y},+ Y=o, ou
bien que la combinaison intégrable (u' = o) spit une équation inva-
riante des équations de mouvement de S™.

33. Stabilité trigonométrique de 1’équilibre. — Supposons que
notre systéme mécanique posséde un point d’équilibre choisi comme
origine de coordonnées z'. En ce cas, les équations de mouve-
ment (38) du systéme doivent posséderfla solution z'=u’=o,
de facon qu’en développant en séries. les seconds membres des
équations (38) autour du point x*=u"—=o0 les termes constants
de ces séries sont nuls. Pour simplifier les termes du premier ordre
dans -les premiéres équations (38), on peut supposcr que les pre-
miéres m coordonnées x* sont choisies tangentes a l'origine aux
m congruences fondamentales de fagon que, abstraction faite des
termes supérieurs du premier ordre, les équations (38) s’écrivent

| dz* N
dz
(41) = =
o
% =a§z3+a§x“’

On peut supposer encore, dans ces équations, que les coefficients
af=o0(f > a) sonl nuls, car autrement on peut les réduire a zéro
par une transformation orthogonale a coefficients constants des
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congruences fondamentales et des coordonnées z*. Cela dit, on voit
que I'équation caractéristique de notre point d’équilibre possede
toujours’n — m racines nulles el les 2 m racines == /aZ. On voil que
le point d’équilibre est stable dans la premiére approximalion, si les
racines non nulles sont toutes imaginaires pures; c’est-a-dire, dans
nolre cas, si loutes les quantités a§ sont négatives ou nulles. Si cela
arrive, les équalions (41) s’integrent a 'aide des polynomes linéaires
du sinus et cosinus de \/aZ t. ou, si l'on veut, a aide de séries trigo-
nométriques. Poincaré a montré que si le systeme mécanique est holo-
nome et conservatif el le point d'équilibre est stable en premiere
approximation (a% =—rg), on peut satisfaire. au moins formelle-
ment, aux équations (37) par des séries lrigonométriques si aucune
des racines de ==/ —1r, de I'équation caractéristique n’est pas
nulle et si les r, ne satisfont pas a aucune relation de commensura-
bilité pyry+. ..+ purm= o, les p étant des nombres entiers.

Cette propriété a été prise par M. G. Birkhoff (|12'], p. 106, 113)
comme définition de la stabilit¢ trigonométrique de 1'équilibre en
montrant que, dans un certain sens, cetle propriété est caractéris-
tique des systémes holonomes conservatifs (hamiltoniens).

Il s’agit de faire voir que cette propriété est commune a lous les
systémes mécaniques a liaisons indépendantes du lemps (Vran-
ceanu [13]). En effel, si 'on suppose qu’aucune des r, n’est pas nulle

et qu’elles sont différentes entre elles, on peut, par une transfor-
malion de la forme

z*= %+ cg 2B+ cg 2’
- (B<a),
%= u*-+ cg ub
P - o -3 1

annuler lous les coefficients a® (82 ), af. el il est & remarquer que
ces transformations conservent la propriélé, fondamentale pour nous,
que les seconds membres des n premiéres équations (38) sont des
fonclions impaires des caractéristiques u* et les seconds membres
des m derniéres ¢quations (38) sont des fonclions paires des mémes
variables u%.

Cela dit, considérons, au lieu des variables %, u%, les variables
imaginaires conjuguées Z%, u® :
x% =T 4 o,

(41")

ut=\/"ire(x*—u*) (afixe).
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. dx? . R . . -, =
Les dérivées —F exptimées & Paide des variables z*, u*, z* auronl

seulement des coefficients imaginaires purs, parce qu’elles sont
fonctions impaires des u?, etce sont seulement les derniéres (41') qui

’

. . . Lo . dz*
introduisent des imaginaires. 1l en résulte que les derivées —- ne

peuvent pas avoir des termes de la forme

(/;l”) A (ji ut )au e (’imum )am(xln+l )a,,..H e (xn)a,..

En effet, d’une part A doit étre imaginaire pur, et d’autre part, si
. . dx’
’ .
'on change /—1 en —y/—1, il ne doit pas changer, car —— est
réelle, c’est-a-dire A = o.

dus

Comme les dérivées — - sont des fonctions paires des u®, elles

auront dans les variables z*, u%, % toutes des coefficients réels. Par
conséquent, les variables z%. u*, % satisferont au systéme diffé-
rentiel

| dze —
T‘i-: V—1re@®+...,
duo _

(42) —‘—iut—=——\/——ll'¢u“+.-4,
dx®
7{;:0-}"...,

les termes non écrits étant au moins du second ordre par rapporta ces
variables %, u*, 2%, a coefficients imaginaires purs. Il est tout a fait
évident que ce systéme se change en un systeme de méme force
par la transformation

(42") z%= y%+ Fe, u*= %4 G, z% = ypo’4 He,

les F*, G*, H¥ étant des polynomes a coefficients réels des variables
¥%, v*, y*, au moins du second ordre par rapport & ces variables, F*
et G2 étant conjuguées, c’est-a-dire se changeant entre elles si on
change les y® avec ¢®.

SiF%, G, H¥ sont des polynomes homogénes du second ordre d
les termes d’ordre 2, qu'ils introduisent dans les premiéres équa-
tions (42), sont donnés par les formules

V/: ("aF“— :_:_;_g B yB+ '()71:_; ,~ﬁyﬁ) (o fixe).
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Or on voit sans difficulté que, si les r, ne sont pas commensurables
entre elles, les sculs termes dans ces expressions, qui sont nuls quel
que soit F*, sont de la forme Ay®o, ¢ élant une fonction du
couple y*v* et des y*.

Pour les deuxiemes équations (42), y* se change en %, el
pour les troisiemes ce sont les termes (41”), qui ne peuvent pas
étre introduits par les transformations (42').

. 3
Il en résulte, en tenant comple du fait que les ‘% n’ont pas des

termes de la forme (41"). qu’en faisant des transformations (42'), ou
F=, G2, H* sont des polynomes homogenes du second ordre, puis du
troisiéme ordre, etc, on peut se servir des coefficients de ces trans-
formations pour denner & nos équations la forme

dye

a = Mer®
dp

(43) S = Nat,
dy®’

Ma’et N, étant fonctions des couples y>o* et des z*'.

Evidemment, on ne sait rien sur la convergence des séries obte-
nues en faisant le produit de loutes les transformations (42') ainsi
considérées. Comme les fonctions M, et N, sont en méme temps
conjuguées et a coefficients imaginaires purs, on doit avoir M, =— N,
de facon que les équations (43) ont les intégrales premieres
y*v*=y* = const. Par conséquent, les M, et N,—= M, deviennent
elles-mémes des constantes et les équalions s’intégrent par des
expressions trigonométriques de la forme

(44 ) y“ — yf)‘ quo"l_/“, o — ‘,ﬁ e—M,(O)(l-lol, ya — }’0'-
Nous n’avons qu’a introduire ces valeurs dans les séries qui expriment

les 2%, u®, 2* en fonctions des y*, ¢*, y* pour avoir les valeurs des
z%, u®, z* développées formellement en séries trigonométriques.

34. Systémes a liaisons dépendant du temps. — Considérons un
systéme holonome S, & liaisons dépendant du temps et soit

(45) T=T,+T,+T,,
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la force vive du systeme, ou T, est une forme quadratique définie et
positive dans les dérivées ﬂ%, T, une forme linéaire et T, indépen-
dante de ces dérivées

I dz! dz/ . dxt

T)= -—a,) — —
TSR Tdn?

les coefficients a,;, a«;, a, étanlt en général des fonctions des
variables 2', z¢, ..., v* et de t. La forme T, étant définie et posi-
live on peut associer au systéme S,, la famille d’espaces de
Riemann V,, ayant comme métrique

(46 dst= 2T, dt?=u,, dr* dz!.

Par le fail qu'on obtient les différents espaces V, de cette famille, en
faisant prendre au temps ¢ des valeurs constantes, on peut appeler
famille des V, virtuelles associée a S,. Evidemment, on peut réduire
la métrique (46), a aide de n formes ds® =1} dz*, 4 une somme de
n carrés et 'on peut définir un systéme non holonome S7, dans S,,
par des équations de non holonomie de la forme

(479 dsh'= h'dt  (KW=m+1 .. n)

Si 'on prend comine caractéristiques de mouvement de S7', les quan-

. dsh . .
h_—— . 4 m
tités uh — —j;? on peul arriver aux ¢qualions de mouvement |S7, par

une methode analogue a celle suivie dans le cas des liaisons indépen-
dantes du temps. Il est clair que ces équations seront des invariants
aux transformations de variables (3).

Nous avons aussi des equations de mouvement de S qui sont inva-
riantes aux transformations (3), qui contiennent le temps comme
parametre ( Wundheiler [31 ]). En effet, considérons la famille des V,
virtuelles, plongée dans ’espace de Riemann V,,, dont la métrique
est fournie par la force vive entiere de S,

de2= 2T dt* = a,, det dxi + 22, dzt dt + oy de2.

Cette métrique peut se réduire a la forme
(48) do?= (do’ ) +(do?)2+. ..+ (don )2+ A de2.

si 'on pose
do® = ds®+ a® dt (a8= Aal= Rya),
A2 = a0 — a?,

MEMORIAL DES SC MATH —; N° 76. 5
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ou « esl la longueur du vecteur «, dans la métrique (46). On voit que
la métrique (48) de I'espace V,, est elle-méme définie et posilive
sila quantité 1* = a;, — a? est positive. SiA* n’est pas positive, on peul
lui ajouter une constanlc convenable, car cela revient a ajouler une
constanle a la force vive du systéme, ce qui, évidemment, ne change
pas les équations du mouvemenldu systéme. D’ailleurs, les équations
de Lagrange nous montrent, que les équalions de mouvement de S,,,

ne changent pas si a la force vive on ajoule la dérivée ?ii;’ d’une fonc-

tion quelconque des variables ', 22, ..., 2" et de t.

[l en résulie, qu’on peut toujours associer au systéme S, un espace
de Riemann V,,, & métrique (48) définie et positive, déterminée
abstraction faite d’un terme de la forme do dt et dans lequel la famille
des V, virtuelles est définie par Péquation de Pfaff complétement inté-
grable do'*' =Adt = 0. Onvoit que cette famille constitue dans V,
un espace non holonome V7, , ayant comme arcs sur les congruences

fondamentales ¢', ..., ¢* el comme congrucnce de non holo-
nomie ¢"*' (Vranceanu [34]). Evidemment. les caractéristiques ciné-
do2

tiques v%= — sonlt des invariants aux transformations de variables (3),

qui contiennent aussi le temps comme paramétre. Pour arriver aux
équations de mouvement du sysiéme mécanique S,, dans ces carac-
téristiques, on doil poser dans I’équation symbolique (36) del’espace
de Riemann V,,,, associé au systéme S,, ¢"t'=o0 et o"*! =],
Comme nous avons aussi

ar
willa= 550 W' =o.
on obtient ainsi les équations
13 13
‘%t— = )\av“ — al,
(
49) dve b b b A oA
W = Wi Vo0t 4+ W 1a?¥ A+ A ()_G; -+ Pa,
ou les quantités «w sont relatives aux n +1 formes do', ..., do",
do't'=0Adt, des n -+ 1 variables z', ..., ", t. Pour mettre en

évidence le caractére invariantif de ces équations, au groupe rigide
de l'espace non holonome virtuel V). ,, associé a S,, on peut
remarquer qu'au lieu de w?,. on peut metire y,, et que la différen-
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lielle covariante du vecteur intérieur ¢# de V/, , formée a l'aide de
la connexion rigide (28), s’écril

° — u__ ~a phgo __ ~va b
Dy« = dp 1q, obe — e, | 00N de,

de facon qu’on peut donner aux derniéres équations (49) la forme

(49) % + el =*,,%2)7+"m
Comme 2y;;' =2y}, sont les composantes du tenseur de la scconde
forme fondamentale de V*, , il en résulte Uinvariance demandée, On
peut ainsi prendre comme équations de mouvement de S, les pre-
miéres équations (49) el les équations (49') | Wundheiler [31],
p- 128, formules (53)].

Si l'on considere maintenant le systeme mécanique non holo-
nome S}, ses équations de non holonomie peuvent s’écrire

'
ph' = d’S_ = o' 4 eh’,

En introduisant ces valeurs des ¢* dans les premiéres n + m équa-
tions (49) ct en lenant compte que dans 'espace non holonome V7',

déhinit dans espace virtuel V7, | par les équations de’' = o, la diffé-
rentielle du vectleur intérieur ¢#, peut s’écrire

Dliz=doh— yio! dol— vl ok dsl’  (I=m—+1,...,n+1, dsw+ = db),

on peut donner aux équations de mouvement de S la forme
Azt
dt

(Y0 Dok , , oy ar
(50) =+ Thokos = whyv¥ o8’ + Py,

=xpoh+ gt (gl= N ol —at),

(a', F=m—+1. ..., 0, n+1, o0+t = ;\).

Ces équalions ont évidemment un caractére invariantif par rapport
aux transformations du groupe rigide de Pespace VI, (dd"'=o),
plongé dans Vi, (Adt =o).

Nous savons que parmi les systémes holonomes a liaisons dépen-
dant du temps, il en exisle unc classe importante constituée par les
systémes, donl la force vive ne dépend pas explicitement du temps
Evidemment, cetie propriété dépend du systéme des varviables !,

Je
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z*, ..., z" choisies pour représenter la position du systéme méca-
nique. La condition nécessaire et suffisante pour que par une trans-
formation de ces variables, conlenant le temps comme parametre,
on puisse arriver a une force vive indépendante du Lemps est que
Pespace de Riemann V, ., associé a S,, possede un groupe a un
paramelre de hansformations en lui-méme déterminé par une trans-
formation infinitésimale de la forme

(50™) Xf=(7{+(5’()d—qf7a

B, étanl des fonctions des z', z2, ..., 2".

En effet, on sait que par une transformation de variables z',
z*, ..., z" contenanl le temps, on peut réduire les B, & zéro et alors
la métrique de V,,4 ne contient pas le temps explicitement et par
conséquenl il en est de méme de la force vive de S,. Naturellement.
on peut dans ce calcul se servir du fail que la force vive de S, peut
éire modifiée ¢n ajoulant la dérivée par rapport au temps d’une cer-
taine fonction o des x', ..., a", ¢t..De méme on pcut sc servir
du fait que le lemps lui-méme peut étre changé par la for-
mule d¢ = §(¢) d¢; mais dans ce cas on doit prendre comme nouvelle
force vive I'expression

1
T =da,xtal+ o2, 10+ i %o-
v
Ces résulats peuvent étre résumés par le théoréme : le systéme
mécanique S,, posséde un systeme de coordonnées et un temps ¢,
dans lesquelles la force vive ne dépendent pas explicitement de ce
temps, si la métrique
<
ds-=H U T~+ d de?
dt
admet la transformation infinitésimale

co_vof o df
‘\f_'!-uﬁ_'_'jldxl’

en disposant convenablement de la fon tlion edesx', z* ..., 2", tel
de la fonction ¢ de ¢.

Ces considérations peuvent étre étendues aux systémes non holo-
nomes. dans le sens que la force vive du systeme ct les équations de
non holonomic peus ent étre réduites a ne pas contenir le temps explici-
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tement, si l'espace non holonome V', associé¢, considéré au point
de vue rigide, posséde la transformation infinitésimale (30).

Sila force vive du sysiéme S, ne contient pas le temps explicite-
ment ¢l si T esl la dérivée par rapport au temps d’unc certaine fone-
tion de z', ..., 2", alors le systéme peat éire considéré comme a
liaisons indépendantes du temps, ayant comme force vive T, et
comme potenticl des forces T,.

35. Intégrale des forces vives généralisée. — On sait que si la
force vive du systéme holonome 5,, ne contient pas le temps et les
torces dérivent d’un potenticl U, qui ne contient pas aussi le temps,
il en existe Uintégrale des forces vives généralisce

(592) T,— Ty— U = const.

On appelle termes girostatiques des équations de mowvement de S,
les termes provenant de la partic lindaire T, de Ia force vive, parce
que ces termes ne portent aucunc contribution a I'intégrale des forces
vives. Pour metire en évidence, dans les équations de mouvement
ces lermes giroslaliques, il est convenable de considérer comme
caracléristiques cinéliques les u®, au lieu des ¢% ct en ce cas les
¢quations de mouvement s’écrivent

det _ hout
) ({t - Mu ?
(53) dut b b oy 9To
T~ Wat W Gwp P~ Pa,

en indiquant par 245, les quantités
o )

Bab= \% - S_x'x’,))‘i:‘)‘{‘)'

Ces quantités sont précisément les lermes girostaliques, car si I'on
multiplic les dernieres ¢équations (33) par u2 ct 'on somme pour
arriver a U'intégrale (52), la partie qui contient ces termes s’annulent.

L’intégrale des forces vives (52) continue d’exister aussi pour le
systeme non holonome S, dont les équations de non holonomie (47)
ne contienncnt pas le temps explicitement et ¢ sont nuls. Si " ne
sont pas nuls, celte iniégrale, peut exisler sculement si un certain
nombre de conditions sounl salislaites.

Dans le cas général d’un systéme dout la force vive dépend du
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temps, on peut sc demander s’il en exisle une intégrale pre-mlene,
qui différe de l'intégrale (52) au plus par un pob nome du premier
degré par rapport aux caracléristiques. En elfet, si Pon multiplie les
¢quations (4¢') par ¢“ el I'on somme, on lrouve, en supposant que
les forces dérivent d’un potentiel

d(nt+2U) 1 1)(7\’+2U))

1
2 dt 2 don+1
[p2= ()24 .4 (0om)2].

v yirlgbpa ) =

5 de’

N L -

(54)

Or, §’il existe un polynome du premier degré V s'lllsf'usant ala

condluon
d

a 1 Jd(A2 +)L)
dt

T i b oa
V=yivboa X + - > T,
le 5) stéme S, posséde I’ mlégmle premlere

(55) ;v V-——)\-—U T,—T.,+T.+V+x-—U—cons:

.

En particulier une telle intégrale cxiste si l’espace virtuel VJ’jH est
L d(W2+2U)
=
ct l’mtegralc (55) différent de l'intégrale (52) par un polynome du
premicr degré par rapport aux caractéristiques T+ 2. Ces consi-
déralions peuvent aussi s’étendre aux systémes non-holonomes ([31],

Pp- 132-134).

totalement géodésique (y;,' = o) et si —o0.EncecasV=o0
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