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LES COURBES

DE LA

VARIETE GENERALE A ~ DIMENSIONS

Par M. Vaclav HLAVATY,

Professeur 3 I'Université Charles de Prague.

—— Q C—

INTRODUCTION.

Le fascicule présent est consacre a la théorie des courbes dans un
espace n fois étendu, doué d’une connexion linéaire, plus ou moins
générale. 11 m’a paru bien inutile d’insister sur le développement
complet de cette théoriec. D'une part, les recherches modernes
(E. Cartan) ont montre qu’il y a beaucoup de points communs entre
la théorie des courbes dans les espaces plans et celle des courbes
dans les espaces « courbes ». D’autre part, le lecteur intéressé trouve
dans le Mémoire excellent de feu M. C. Guichard (fascicule XXIX
de cette collection) une quantité de problémes qui concernent la
théoric des courbes dans les espaces plans & n dimensions. Cela
étant, j’ai choisi de tels problémes qui sont caractéristiques pour les
courbes dans les espaces « courbes » & n dimensions (L’influence
de la courbure de l'espace sur les courbes, etc.). Mais le lecteur y
trouve aussi les questions classiques que je ne traite que pour accen-
tuer la méthode qui, en résolvant le probléme en question, embrasse
en méme temps aussi les cas particuliers des espaces plans (L’étude
sur les courbes quasi asymptotiques, contact de deux courbes, etc.).

Nous laisserons complétement a I'arriére-plan quelques questions
non moins intéressantes, par exemple la théorie des invariants pro-
jectifs des courbes dans les espaces « courbes », ou bien la théorie
des courbes dans les espaces non holonomes (au sens de M. Vran-
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ceanu), car leur développement exigerait beaucoup de notions préli-
minaires qui dépasseraient les limites des fascicules de cette collection.

Le Chapitre T constitue un exposé sommaire des notions fonda-
mentales, indispensables au calcul differentiel absolu, dont nous nous
servons dans les chapitres qui suivent. Le Chapitre Il éludie les
invariants scalaires des courbes situées dans un espace a n dimen-
sions, doue d’une connexion plus ou moins genérale. Le Chapitre I11
a pour but de montrer les relations qui existent entre la courbure de
I'espace ct les courbures des courbes. Le Chapitre IV est consacre a
I'étude des courbes, situées sur un espace a m dimensions dans
I'espace ambiant, n fois étendu. Le Chapitre V traite les questions
qui concernent la déformation infinitésimale.

Dans le chapitre suivant est résolu completement le sysiéme diffé-
rentiel qui définit le parallélisme le long d’un rayon de lumiere donné
dans 'espace-temps général de la velativité. Enfin le dernier Cha-
pitre VII porte sur la question de I'equation intrinséque des courbes
sur une surface générale dans 'espace ambiant de Riemann a trois
dimensions.

CHAPITRE 1 ().

NOTIONS PRELIMINATRES.

I. Imaginons un espace X, n fois étendu aux coordonnees zVv (2).
o] )
Nous dirons que 'ensemble des fonctions ¢;: j1(z) est un affineur

( p fois covariant et ¢ fois contrevariant) si dans un autre systéme des
coordonnées

(1) oV ="x¥(x),
cet ensemble devient

,p\,‘ 'y 9’0" d9'xVq d‘z-ﬁ, d‘l/‘{jp o«
= ——— e e e ¥, .
ooty or* 0r%s 9'upis d'xtp B 3/'

(') Pour ce chapine ¢f [1], [G], [10], [1L], (137, [14], (19], [20], [2Ll], [22],
[25], [35], [47], [51], [33], [99], [64], [66]. [71], [72], [T7], [79]

(2) Les indices grecs parcourent les n symboles I, 11, .... Nous supprimons le
symbole de sommation d’aprés un indrce (grec ou latin) muet.
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Parmi les affineurs il y en a un privilégié, a savoir

AY =)o pour v#ZA,

! I pour v=A.

Les affineurs « a un indice » sont les vecteurs, covariants, ou con-
trevariants, par cxemple ¢;, «¥. Une fonction w(z) qui devient w’('z)
dans le systéme 'x,

‘W= A—kw <A =le déterminant-d—w> ’
dz

est dite « densité du poids k ». Si k = o, on appelle les densités res-
pectives « les scalaires ». Les fonctions ¢} 71, e ¥, W sont les com-
posantes des grandeurs énumeérées.

2. Etant donné un aftincur pY--¥, nous désignerons par q!

pVi¥ la somme de toutes les composantes aux indices permutés,
par exemple,

1 - - . N -
p(p/\-;) = 3 (PV‘}"'+P"""'+PV*'“"+PW' -+ p'ML—+ p! p.v).

Si pYi - Vy=pW:- ¥, nous dirons que p¥r-Vs est un tenseur. Etant
donné un affineur Ve, on peut le décomposer en vecteurs
« idéaux »,

whe Yg== w1, W,
1 q

Cela étant, on en peut construire les expressions telles que

Wl Mg=wh,, wY,
! T
g'wl’e Yql=le déterminant l whowh L Yy l
1 2 q

Si wtivyl = @¥+%, on dit que w¥i+Y est un g-vecteur. Les opéra-
tions algébriques () et [ | peuvent étre appliquées aussi aux
indices covariants.

3. Etant donné un tenseur g¥* du rang 7 (c’est-d-dire le tenseur
au déterminant g** >£0) on en peut construire le tenseur cova-
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riant 25, du méme rang d’aprés
&Husgv=A, (V).

Cela nous permet de construire les symboles de Christoffel,

3 Vi Igw(dg“) + 98 au — dg)‘l‘).
paTs 2 ozi Jdu? dz%

Supposons donnés encore deux affineurs
v o v I v v
S/p. - S[W-'I - E(S)p. —Sp,, )7

1
Qupr = Quipn = 3 (Quw + Quiy)-
et posons

(2) F\;(‘L:{):’HE'—éé’av(Qpa)+Qlap—Qap))

-+ S*Ip\f —g"ﬁ(g)\a S[j: -+ Lua Ss'a)

L’ensemble des fonctions I}, () qui pendant la transformation (1) se
transforment d’apres

3 T4 _d'ﬂ<dxf~ oz 1y O )
( ) (0% S o’ \d'zw d'z™ )p_ __—d’xw()'.t“

est dit « la connexion » de I'espace. Cetle notion donne naissance a

une autre notion, celle de la dérivée covariante d’un affineur ¢! ]

9
vV d v Vi Vi qQV v
D V‘ 9 — ()‘ q +? l\l,‘ v\l u 1 u+1 q
(4) B0 T gl M T ey, T 1y

1
P
A v,
_ T o Vg .
Zu TS VI M TSR
1

D, est le symbole de la dérivée covariante de la connexion; c’est un
vecteur covariant symbolique. On a en particulier

Dy &u2 = Quuis Dy, A; =0,

(1) Nous distinguons laffineur Af el le symbole, dit « delta de Kronecker »

\
!

<

v v#Dnh,
= 1 POUT = A

qui est I'ensemble des scalaires.


file:///dxV
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tandis que laffineur S,;, dit « l'affineur de torsion » de la con-
nexion est

- v_ v 1 v Y]
(3) S‘Auf“‘l]r\p.]— ;(rlp._lp.r\)‘

Si Quu #Z o aussi bien que S, sont des affineurs généraux, nous
désignerons la connexion corvespondante (2) par L, (Lie), en pré-
servant les dénominations V,,, S,,, W,, A, pour les cas particuliers
suivants :

Vi (variété),  Quui= S, =o,
Su (spazio), Qo)p.)\ =0, Sp,x # 0,
(6) L W, (Weyh), Quur=—Qw &w, Sp,{=0
(Qe n’est pas un vecteur gradient),

A, (affine), Quypy # 0 général, S,/

p'=0.

L’espace X,,, doué d’'une de ces connexions, sera dit « la variété »
et désigné par la méme lettre que la connexion correspondante.

3. Les varietés V, et S, sont « métriques », ce qui signifie que le
tenscur « métrique » g3, a sa dérivée covariante nulle
(7 Dy, gun=o0.

Dans ce cas, chaque affineur (a deux indices au moins) a trois
sortes de composantes, a savoir, les composantes covariantes, con-
trevarianires et mixtes par exemple

o 3
Pru=p°B gar8p=p" ap=p" gar (1)

Chaque vecteur donne naissance a un scalaire : « le module » ou
« la longueur »

P = ‘/gxp' p‘A U= V'glxp. ) VP-= v'v'\ .

Dans ce qui suit, nous supposerons, sauf avis contraire, que la
forme quadratique (¢)? est définie positive pour n’importe quel
vecteur. Le vecteur au module =1 sera dit « le verseur ». Nous dési-
gnerons les verseurs par &, j¥, IV, .... L’angle ¢ de deux vecteurs ¢

(') Or pour éviter toute ambiguité, il faut accentucr la place des indices. C'est ce
que nous faisons partout en affectant les points en bas, ou en haut.
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et ¥ est’défini par
&y v Wi

(8) COS P = e
Vot oy /B wg

Quant a la variété W,, la métrique n’y est définie qu'a un facteur
multiplicatif prés. En effet on a tout d’abord

(9) Dy & =—Qu 8w
et en posant
- = J
(10) Pu=row  Q=Q—5=logp,
on trouve

D[L Evw=— Qp- 258

4. L’affineur aux composantes

) W
R ) ()I‘)w_dl/p.+ vl 1Y or*
) Py Ay rw aw T

est « 'affineur de courbure » de la varieté. On a pour n’importe
quel vecteur ¢V, ¢,

(1)

{ 2Dy Dyj 0¥ =—Ryy," ¢ + 25,,* Do v,

2Dy Dyjw) = me\" w,+ 2Sw‘&°‘ Dy w,.

Conformément a I'usage, nous désignerons par K .’ I'affincur de

Wy}
courbure d’une variété métrique (V, ou S,). 1l donne naissance a
« la courbure » de la variété qui est le scalaire

I -
(12) K:"—n(n_l)nggp"\KmyJu

L’affineur de courbure nous permet de distinguer encore parmi les
variétés déja mentionnées des cas spéciaux, a savoir

Vo=V, avec h = const, Z o,

L R, (Raum) =V, avec K =y,
(67 E,(Euchdé)= A, avec R

v
opr =0
5. Etant donné un espace a m dimensions X\, dans L,, nous choi-

sirons, le long de X,,, n champs vectoriels linéairement indépen~
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dants ¢’ (j =1, . ., 1) (de telle maniere que les champs ¢¥, ..., &

. J ] . ! . m

soient tangents a X,,, tandis que les champs ¥, ..., ¢¥ ne le soient
m+1 n

. J
pas) et nous en construirons 7 champs vectoriels covariants ¢, d’apres

. ]
(13) o;:' e)= A‘;
Cela ctant, nous posons

S
B;:\"-—c}'e; (f=m+1, ,n),

(a3)
Bl =BLBLLBY

et définissons « la X, — composante » ¢;' 4 d’'un affinenr ¢} 1
p
de L, aI'aide de
Mty 3 ‘i’, N g B By
n e BA, Ip ez,,v,’i. 8p
Sila X, — composante d’un affineur est egale a cet affineur, nous

dirons que celui-ci se trouve dans X,. La connexion L, induit
dans X, une autre connexion du méme genre, ainsi que nous obte-
nons une variete L,,. La X,, — composante de la derivee covariante
d’un affineur, situé dans L,,, est la dérivee covariante de cet affi-
neur. En designant par D, le vecteur symbolique de la derivée cova-

riante dans L,, on a donc pour n'importe quel affineur ¢} &
dans L,,

Nty Y4 /,,3, ’3,, ® o
(14) Dp_v,I /,,"‘Bu.a, i, A,,D"’(i. 50

L’affincur de torsion de L,, étant S5,,’', on trouve qu'il est la X,
composante de l'affineur S,;,

’ [
(15) S Ap'v = B%P-'\Y' SaﬁY'
L’affineur
8
(16) HM'= B:j. D, B‘é

sera dit « I'affineur fondamental » de L,,. En posant

f S
(I’;) hp‘) = B;g Da g, f.p.' = B;E’Da ?ﬁ’
on a

S
(17" Hp.):' ='—hu./;' (f=m+1, . ,n)
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et
(18) BIP S =8 —H
ou bien
, s
(19) BiP So = hyay ().

Si ¢¥ () ).est un vecteur dans L,,, on trouve a cause de (13) et (14)

e Vo LN AV
(14") By Do v =D, oV~ oh Hy3",
Bj Doy ;DQLWA +w, Ly,

Il s’ensuit pour n'importe quel vecteur w(¢,) dans Ly,

wi Dy v = WP'D/ oY = it ph H““,

(14")

ol Dy, wy = ot D, w L+ v!*w\,L“ e

Soit R,;" I'affineur de courbure de Ly,. On trouve 'équation de
Gauss genéralisée

aByv
(21) Bmﬁa R '3'{ =R —2B; Himw ’
avec
! g e s
& ’ 7
(22) wa = Bu)?u ﬁs (D“’ ILE‘-7\> ; —fl."’v Ppd Py, fv B3 ip De g
(e, f=m=+1,...,n).

S’il s'agit d’une variété métrique (*), I'équation (21) peut s’écrire

(1) Ici

En général, Ta supposition faite sur les indices grecs nous permet d'adjoindre #
chaque afﬁneur v )\‘7 les scalaires

a, s ; vy
hp ot
b =ey, .. ev{,et...epv, 9,

(20) o
by, by b e hp

1.

(?) Danc ce cas les-vecteurs e”, ..., €’ sont considérés comme verseurs orthogo-
1 m

naux, tangents a la variété m fois étendue, et e, ..., ¢ peuscm étre considéréds
m-+1 n
comme verseurs orthogonaux et normaux i cette variété.
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aussi
, 3
(21) BetXs Kagys= K, — 2B3 H .. gar.
Le scalaire K’
I3 W
(23) K'=— W_r) Bar‘;ya &% gBY Ky

est « la courbure moyenne absolue » de la variété & m dimensions,
tandis que le scalaire

B oAV

1
Kp=— m(T—T) aBTB &« 5’97 Kmp.)(v

est sa « courbure forcée ».

CHAPITRE II.

INVARIANTS D'UNE COURBE.

1. Supposons un espace n fois étendu, doué d’une connexion
métrique avec torsion,

W g 0gap. dg)pu
(1) Ty= gV“(dx: + Py, Dz +S»\p. — & S(g)as "‘gv.a.spp,a),

et imaginons dans cette variété une courbe C aux équations para-
métriques,
) zv = zV(t).

Le parametre s, défini moyennant
L
3) s = f V& dot dzk,
)

. . dxv
sera dit « I'arc » de C. 1l s’ensuit que d_xs =’ est un verseur (tan-

gent a G). On peut s’en servir pour introduire le symbole D de la
dérivée covariante le long de C,

€3] D = Dy,
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ainsi que I'on a pour n’importe quel vecteur ¢¥, défini le long de C,

do 1 y
(5) Dev = % -+ l‘;u oA Doy, = % — l‘,'# oy Ik,

Sij¥ est un champ versoriel le long de G, on a
(6) J*Dju=o

f . . .
et par ¢conséquent ;¥ est orthogonal a Dj".

2. Supposons maintenant un champ versoriel J¥ paralléle a lui-
méme le long de G,
L DI
(7) DJ/:—JS—+I,'HJ'NL=O.
Il s’ensuit que 'on a au voisinage suffisamment petit du point régn-
lier P(s = o),

(8) I(s)=I(o)— s(I‘;p(Jl ),

rY
S 'y, Voopr% Jh oo o — Y ).d_ﬁ
-+ < T Jr+ l‘wllw.l @ —17 ] s o+

Imaginons d’autre part un champ versoriel ;¥ le long de G,

. . dajy so [d2 Y
(9) J'(s)—J"(O)+s<—d?)0+ " ( T )0+

et désignons par a(s) I'angle des verseurs JV(s) et j¥(s),
cosa(s) = I(s) 7 (s)-
On a donc d’aprés (8) et (9),
(10) cosa(s) = cosa(0) + s(IAD Yo+ Sy (} D2 )y + .

=31 (@)| )+ s(Dsn+ 5 D2 .

Ce développement, que nous utiliserons bientdt, est formellement
le méme que dans un espace euclidien, o le symbole de la dérivée
covariante égale le symbole de la dérivée ordinaire.

3. Posons maintenant.

(11) v(s)=j¥(s) (o) =jY(0)=J¥(o).
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Dans ce cas a(s) = a, est I'angle du verseur que 'on obtient, en
deplagant parallelement le verseur tangent 1/(o) en P(o) de P(0)
en P(s), et du verseur tangent i(s) en P(s). [l mesure dans un cer-
tain sens « la déviation » de la direction tangente de C. Parce qu’on

a, d’apres (6),
(b") A Dy =o,
on en dednit

(6" (D) (D) =—12D2 g,

et par conséquent I'équation (10) nous donne
2
(12) cosa(s)=1— ; (DAY (D) o+ s
1

d’oa I'on deduit, en supprimant I'indice o,

da

(13) == =\(D") (D)

D’autre part, en designant par 1¥ le verseur dans la direction du
2
vecteur D#¥ et par & la longueur de DY on a
1

(14) Div= ko,

2
En comparant (13) et (14), on parvient a

da

(13) z =k

Nous appellerons « premiére courbure » de C le scalaire & et
1

« premier verseur normal » de C le verseur ¥ qui en raison de (6)
2
est orthogonal a /. S1 &k = o0, on a Di=o0 et C résulte autoparalléle.
1
Supposons & +£ o et n > 2. Dans ce cas, le vecteur Di, qui est
] >

orthogonal a 1¥ [d’aprés (6)] définitavec 1Y et ¥ un trivecteur i (* Devl.

2 ;o2 2

Nous désignerons par ¢” le verseur, situé dans ce trivecteur, et ortho-
3

gonal a ¢ et 1. Cest « le deuxieme yerseur normal » de C.On a done
2
(16) Div=>bv"+ b1v+ b,
2 1 22 i3
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avec

(16') b= D =—dDi=—k, b=
1 2 2 2

ADiy=o0, b =irDi=—iADij.
1 3 2 3

13
2 2 2

w o~

9

Le coefficient b est étroitement lié a ’angle, compris entre ¥ et ¥,
1
Construisons le champ paralléle en partant du vecteur J¥(o) = i*(0)
2

et désignons par a(s) 'angle des verseurs J¥ et i¥. La relation
Q 3

da

(12) ==k

définit « la deuxiéme courbure » de C. Pour 'exprimer en fonction
de b, posons en raison de (10) et (16')

(18) cosz:(s) = ;7(0) [.{)\(o)+ s(Dt;)\)o+. . .]= cosr:(o)+ s(g)\ D'z;)‘)+. .-
= cos::(o)—s(l:) e
0

En supprimant 'indice o, on en déduit en toute rigueur a cause

de (17) g
a

2 — —
(19) s —/;.'—b‘,

de sorte que 'on peut écrire pour (16)

DiV=—k v+ k.
2 1 23

En poursuivant ce procédé plus loin, on obtient les formules de
Frenet (1),

(20) Div=— k o +k » (a=1,...,n),
a a—1 a—1 a a+l
ou

M=, k=k=o.
1 o n

On appelle ¢, ¢, ..., i le premier, ..., le (n —1)"*™® verseur nor-

2 8 n -

mal de C et les scalaires £, ..., & la premiére, ..., la (n — 1)ieme
1 n—1

courbure de C.

(') Voir [8], [71] pour V,. Aussi [60] et [75].
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Si toutes les courbures sont 7= 0, nous dirons que la courbe C est
générale.

Dansce cas, tous les vecteurseY, ..., i, mutuellement orthogonaux
[} n

et par conséquent linéairement indépendants, sont bien définis. Pour
le cas £k = o (m<n —1) voir plus loin.

m

4. Retournons au systéme (20) en l'envisageant comme systéme
des formules de Frenet pour le champ versoricl i“. Dans ce cas,

on ne tient pas compte du fait que ¥ soit le verscur tangent de C
1

et par conséquent, étant donné un champ versoriel IV le long de C,
1

qui n’est pas tangent a G, on peut déduire aussitét le systéme
correspondant des formules de Frenet, a savoir

(20") Dl"——l\ v+ K I (a:l,...,n;l}:l\:o).

a—1 a—\ a a+1\ n

Par analogie, on appelle « courbures du champ IV » les sca-

laires K, ..., K. D’autre part, les champs versoriels I", ..., IV étant
n—1 n

orlhogonaux a I, on les désigne comme « verseurs normaux » du
1
champ I'. Si par hasard K (m<n—1) est la premiére des cour-

bures Kl, ..., K qui Sannule le long de G, le systéme (20') se
1

m

réduit a

(20") DIv=— K IP+K I (a:[,,,,,,n;K:K—_—o).
a

a—1 a—1 a a+1

Dans ce cas, n'importe quel champ versoriel [V, orthogonal au m vec-
1+m

teur Iv...IM, donne naissance a un autre systéme de formules de
1 m

Frenet,

" =— v = e g = = .
(20") Dl" Iizbl—:+lb{bl.:1 (b m+1, ...,n; 5 l: 0)

Cette remarque nous permet d’envisager le cas, ou k, soit la pre-
q p 8 ) )

m
miére courbure de C, est égale a zéro. Dans ce cas, les formules de
Frenet se réduisent a (20) poura =1, ..., m el k k=o,etlon
m

peut construire un champ /¥ orthogonal au m-vecteur vy, L“ et
m-+1 1
les formules correspondantes (20")].

MEMORIAL DLCS SC. MATH. — N° 63, 9



14 VACLAV HLAVATY.

Le systéme (20)’ (pour I"il“) nous permet de simplifier le sys-
1 1

téme différentiel qui définit le parallelisme lc long de C. En effet,
étant donné un champ ¢v, parallele a lui-méme le long de C
Do

’ |
21 DoV = —— 41 o W= o,
ds Ak

en introduisant les scalaires

ve =17 vy (v“: va [vY,
a a
on a

dve
Vo e [V a )=
Dy IS l “+ v D‘ll 0,

c’est-a-dire

dve N
22 —— =—vye-l K 4 ypetK,
(22) ds a—1 a
Ce systeme ne contient que n — 1 coefficients K, ..., K, tandis

1 n—1
que le systéme (21) en a n?, savoir (I}, %) (').

La théoric des systemes differentiels linéaires nous apprend, en
raison de (22) :

St U'on connatt un champ versorwel le long de C aux cour-
bure constantes #o, lintégration du parallélisme le long
de G n’exige que des opérations algébriques.

Nous nous seivirons de (22) pour résoudre le probléme suivant :
Etant donné un systéme de »—1 fonctions analytiques, holo-
morphes K(s)(w=1, ..., n—1) on a a trouver le long d’une

W

courbe donnée G un champ I¥ ayant ces fonctions pour eourbures.
1
Construisons a cet effet avant tout n champs vectoriels J¥(s), mutuel-
a

lement orthogonaux ct paralleles a eux-mmémes le long de C ainsi

¥ n
que n intégrales particuliéres lineairement mdépendantes ¢, .... ¢
a a
du systeme
di
a=—HKk 1 +K 1.
z‘ a—1 a—1 a a+1

(1) Vour | 38], [57].
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On peut choisir ces mlegrales de maniére que

n

a «d
det e|=, Z te=238qy
b aaa

1
et par conséquent ausst

n
3 a a
e =3‘.,/
g d
1

Ccla etant, posons

»

b
Iv=1Jvq,
a b a

11 s’ensuit non seulement

Dv=—h I+ I’ K,

a a—1 a—1 a+l a
mais aussi
ML, = 8,43
a b

Or, la solution du probleme c¢n question est fournie par le champ

a
|'=J’L,
1 a 1

tandis que IY, ..., I¥ sont ses « verseurs normaux ».
2 n

3. Les courbures d’une courbe génerale forment I'analogie a ce
qu’on appelle dans la théorie elassique « un systéme complet » de
invariants de C Pour le demontrer, il suffit manifestement de faire
voir que ce systéme définit (a la position prés) une courbe, dont

k, ..., k sont les courbures (').
! n—1

Quant aux courbes qui ont les mémes courbures, sans avoir une
tangente commune, on ne peut les comparer en géneral, le paralle-
lisme n’etant pas absolu dans notre variete.

Or, on ne peut pas dire au sens precis du mot que les cour-
bures (23) forment un syst¢éme complet des invariants de C, car
c’cst encore la courbure de la variété le long de C, qui peut jouer
un réle important dans la théorie des invariants de la courbe exa-
minee.

(') Vour plus loin la demonstration du probleme analogue.



16 VACLAV HLAVATY.

En résumé, nous pouvons énoncer le théoreme suivant :

Etant donné un systéme (23) de fonctions holomorphes dans Sp,
ce systeme définit une courbe qui :

a. Passe par un point P choist asrbitrairement;
b. En avant un repére orthogonal (o). prescrit d’avance
a
en P;
c. Et les fonctions (23) pour courbures le long d’elle.

Pour la démonstration de ce théoreme. voir la fin du n° 11.

6. Etant donnee une congruence des courbes, au verseur tan-
?
genl Y= (x), on peut manifestement construire la derivée cova-
1

riante de &*(.x) le long d’une direction arbitraire. Or, si 'on choisit
un verseur arbitraire j¥(z). on parvient aux formules de Frenet pour
la congruence dans la direction j¥(.x), savoir

(24) jlleL;"'=—k V+kvy (a=1,...,n,

a—t a— aa+t N

° >

=k=0))
n

en oblenant ainsi les courbures et les verseurs normaux de la con-

gruence pour la direction j¥(). On peut toujours trouver une telle

direction j*, pour laquelle £ = o. En effet, le systéme des equations
I

J*Dyv=o0
1

. . . )
a toujours une solution j¥7%£o, parce que l'affineur D,i¥ est du
rang < n & cause de

(Dp )5 =o.

Une telle direction s’appelle « direction principale » de la con-
gruence (').

Remarque. — Les formules de Frenet donnent naissance aux
formules
(25) (jeDpy v=k...k +Pv  (pSn—I),
1 1 p p+ p -

(') Vour [22], [31] et [70). Cf aussi [18].
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. 7 .
valables pour jY=1", toutes les fois que les courbures sont >£o.

Le vecteur P est situé dans le p vecteur osculateur . . .M
P 1 P

1L

7. Nous nous proposons maintenant de trouver les invariants
d’une courbe dans l'espace n fois étendu, doué¢ d’une connexion de
M. Weyl. Dans une telle variété, la métrique est donnée a un fac-
teur multiplicatif prés

(26) Ern=pP&p.

Etant donnée une courbe G, #¥=2"(t), nous trouverons avant
tout un tenseur Gy,, du rang »n, dont la dérivée covariante s’annule

le long de G
86y, = o (e = i’“"’—”np)

et qui est invariant par rapport a la transformation (26). Dans ce qui
suit, nous restreindrons notre recherche sur les courbes, dont les
vecteurs
(27) v"=£‘f—v v =0, W= 8Y, RN oV = BoY,

1 dt 2 1 3 2 n n—1
sont linéairement indépendants, de sorle que le déterminant de leurs
composantes est %0, et nous désignerons sa valeur réciproque
par w. Cest unc densité, du poids 1. D’autre part, on peul cons-
truire une autre densité, ayant le méme poids 1, mais indépendante
de la connexion, la racine carrée du determinant du tenseur g;,, qui
par hypothése est du rang n

vE =g
Cela étant, on constatelfacilement q_ue le tenseu:' ’ SEVICE DE
A al ' 3 n Y
(26") G = &0p. 3;2"‘/’1: <l " %i) ” <l>n M MATHE!1QUES
\‘/:g 1=l

jouit des propriétés mentionnées plus haut.

(1) Voir [45].
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courbe donnée qui jouc le méme role que le tenseur métrique dans
une connexion métrique.

Or, il est bien naturel de le prendre pour le tenseur métrique le
long de C dans notre connexion. Cela etant, on peut definir avant
tout « I'arc » de G

L
£= f VGap dat da,
lo

dxv . .
le verseur tangent '= —- de C et l'on parvient ensuite aux for-
mules de Frenet
(D) =—k v+ vk (a=1,...,n),
a a—1 a—1 a+1 a

avec

=1, k=k=o.
1 o n

Toutes les notions qui y interviennent sont invariantes par rap-
por t & la transformation (26) ().

Les courbures & (w =1, ..., n—1) ne s’annulent pas le long

W

de C. Pour le faire voir remarquons que l'on a

o= 25w
1 t

et par conséquent, en raison des formules, analogues a (25)

w=(‘is)”kk. K owQ  (p=>, . ,n)
P dtf 12" paip  pa

ou Qv est situé dans le (p—1)-vecteur V... M. Il s’ensuit
1

p—! _ p—1
immédiatement
n(n+1] .
2
v["...v\1=(€l—s) - kn—tkn—2, . k iv....N,
1 n dt 1 2 n-t1 n

Le n-vecteur a gauche est par hypothése 2 o, d’ou il suit
kk .. k #o.

12 n—1

(') Pour un autre systeme des formule de Frenet vour [481],[49], [66].
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Une courbe génerale située dans la variéié a n dimensions de
M. Weyl posséde n—1 wnvariants scalaires, 7 o, invariants
aussi parrapport @ (26).

IIL.

9. Supposons maintenant la courbe C dans L,, dont la connexion
est la plus genérale. La métrique n’étant pas donnée dans cette
variété, nous ne pouvons pas introduire la notion des verseurs, en
particulier du verseur langent. Mais il y a quand méme un para-
metre priviligie, « Parc affine » de G que nous voulons definir avant
tout. Remarquons a cet effet que chaque systeme des coordonnées x*
donne naissance 4 une densité 9 du poids — 1, a savoir le détermi-
nant des composantes des vecteurs tangents aux lignes paramé-
triques. On a dans le systeme choist I =1, et par conséquent (')

———D TN = — + 1

dt dr I

dxi dat dab
= ( e

Y dxl’-) .

Chaque densité U du méme poids peut étre « jaugee » par I a
I'aide d’un scalaire M correspondant )1l = MIT (=M dans le sys-
teme actuel) et V'on a

dap

i ( d long’L —r dzt

dt dt T

Or, si I'on désigne par I I'intégrale du systeme

dlogdit v dab
dit g

c’est-a-dire
_frl dz*
M =ce he dt (¢ = comst. arb.),
on a

(8) dzt

SEDit=o

el cette équation sera notre point de départ.

10. Introduisons les vecteurs

N —1
(29) o= Cfi—‘tll—’ V' (d;;y. DP') oY, LR vv-— (d-”"' D(“)n W,
1

(Y) Vour [341, [80].
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ainsi que les vecteurs

-1
(30) uv___._uv_-:M uv=<ﬂDp,>u", uv = (ﬂ‘ Dp_)n uv,
1 1

~

ds’ 2 ds

adjoinls a un autre parametre s=s(¢). On constate facilement la
relation
ds\»
(31) oV = (zT) w+ Uv (p=1,...,n),
r ¢/

p—1

p—i 1

Dans ce qui suit nous restreindrons notre recherche sur les courbes,

ayant les vectcurs ¢¥, ..., ¢¥ linéairemenl indépendants. 1l s’ensuit
1 n

le vecteur UY étant situe dansle (p — 1) vecteur UV... UM (et Uv=o).
p—i 0

d’aprés (31) que cette propriété ne dépend pas du choix particulier
du paramétre. En désignant par w et Ut les déterminants des compo-
santes des vecteurs ¢¥ et u¥ on a, d’apres (31),

a a

nn+1

(32) m=u(§1:) :

Nous choisirons le paramétre s de telle maniére que I =u (ce
qui est toujours possible, 1t étant une densité du méme poids que IN),
c’est-a-dire

(33) s=flt(%)m%mdt o,

en l’appelént, « l'arc affine » de C. Cela étant, on déduit a cause
de (30)
ut Dy ulv, . uN = (—1)n—1 (u!jL Dy uﬂ) wo..ou 9,
1 n n 1

n—\

Mais parce que I'on a d’aprés le choix du paramétre s

utDyu =o.
1

on en déduit immédiatement

(urDyul) wv ... u¥l =o.
1 n 1 n—j

(') Voir [39], [40].
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Le vecteur ut Dy u¥ est donc une combinaison linéaire des vec-
1 n

teurs u¥, ... u¥:
1 n—\

Les formules

(uP- Dp_> uw= u", ceny (uP- Dl,,)rft_‘"= ZV,
(33 (uuDu)uV=luV+l w+...+ L uw (1)

n—i 2 n—2 n—1 1

peuvent étre envisagées comme formules de Frenet pour une
courbe dans L,. Les scalaires [, ... [ sonl « les courbures affines »
1

n—1

de C. En désignant par 1, le déterminant

= | w w ... w wDyuw w ... w- (a=1,...,n—1),
1 2 a—1 1 n a+ n
ona
u
1 == (a=1,...,n—1).
n—a n

Nous ne Lraiterons que des courbes, pour lesquelles 11 3£ o, c’est-a-
dire pour lesquelles les vecteurs uY, ..., u¥ sont linéairement indé-

1 n
pendants. Le cas échéant les courbures Z, ..., ! seront dites « indé-
1 n—i

pendantes ».

11. Eiant donné un systéme des fonctions analytiques holo-
morphes [(s), ..., { (s) (« indépendantes » au sens que nous venons
1 n—1

de préciser), nous en voulons construire la courbe C qui ait ces
fonctions pour courbures. Transcrivons a cet effet la derniére des

équations (33)

(33) (?FDF)" u"_l(ullD yn—2 u"+ S+ l (uP- Dp)u"-o- l w

n-i 1

et substituons-y les expressions

dzY o 4w
_ _ _- e
(34) = lf" = 010", a5 t;)", R - ¢:L)\',
: dar? dary ar .y
. u N M
G L_ v 1 —_TV n—2
(35) EAP.— rAp. [’L‘(S)], ds = rAp.’ "“"“ds - I;)\p,; ) —ds ni:-l)‘p'

() Voir [2] pour E; Un autre systéme donne Cartan [11] dans L,.
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Les expressions (35) ne dépendent que de z¥, oV, ..., w' de sorle
1 n—1

que le systéme (33') peut étre écrit

d(v)
(36) Fl<r, (lo, ...,(’-:, 71;—', ll, .. ’”_ll>_—_0_

L’ensemble (34) et (36) est un systtme de N = n + n? équations
différenticlles du premier ordre par rapport a toutes les N inconnues

2V, WY, L, eV
n

Pour déterminer les N constantes arbitraires, dont dépend I'inté-
grale générale de ce systéme, nous prescrivons les valeurs zv,

@Yy ..., »¥ pour s =o0, ce qui exige N = n? + n constantes. Mais ce
1 n

choix des constantes est équivalent a la condition que la courbe
cherchée passe par un point donné et qu’elle y ait [a cause de (30)]
le repére (u") prescrit d’avance arbitrairement.

a 1)

Les n—1 fonctions holomorphes l(s), ..., 1 (s) indépen-
!

n—i1

dantes déterminent dans L, une courbe au moins, — qui passe
par un point chotsi arbitrairement, en y ayant le repére u”)
0

a
prescrit d'avance — dont les courbures sont I(s), ..., { (s).
1 n—t

12. Les vecteurs u” étant linéairement indépendants, on en peut
a

construire n  vecteurs covariants, linéairement indépendants

a
d’aprés u'u,= Aj. 1l s’ensuit immédiatement, en raison de {33).
a

a a-1 n 0
(37) zitp‘Dp,u)=— u,— 1 u, (a:l,. ,Il;ll,::o,{):O).
n—a

Les deux systémes de Frenet, (33) et (37) nous autorisent a sim-
plifier les équations différentielles qui définissent le parallélisme le

long de C

T odo , dwy,
V = —— X A = = b ! —
(38) z|tPL Dy ¢ 75+ D zlw o, zlm Dy, wy, s Ty oy le o.

En éffet, sil'on pose

a a
p! = vy Wy = Wq U), (p“: vh iy, W= W u7\'>,
a - a
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on trouve & cause de (33) et (3%)

dva
—— +4va=lg4pn [ =0 = =0),
ds n—a o
dw
-i—a‘—Wu—H—(Wl L +wy I+ w1\l =0; (w,H_.=l=o>
as n 1 n-2 1 .0 N
(a=1,...,n),

Il s’ensuit : L’intégration du parallélisme dans L, lelong d’une
courbe générale auzx courbures constantes n’exige que des opéra-
tions algébriques.

Remarque. — On constate facilement que les courbures [, ..., [
1 n—1

sont d’ordre resp. n+2, n3, ..., 2n, tandis que les vecteurs u,

1
w, ..., « sont d'ordre resp. n,n—+1, ..., 272 — 1 par rapport & un
2 n '

paramétre arbitraire £. Si n =23 on peut trouver un repére e, ev, e¥
1 2 3

d’ordre 4 et deux fonctions p, T d’ordre 5

{
e’ = uv, eV =n, e’ = uv— —,‘ v,
1 1 2 2 4 3 31

l
=1 t=10— @
e '-’l’ T 2 s
et 'on parvient aux formules

et Dy e'=¢ev, ebDye'=e"+peY, et Dy ev=1ev+3pev (1)
i 1 2 1 2 3 1 1 3 Ir 2

CHAPITRE 111.

LES COURBURES DE V, ET LES COURBES DANS V.

Dans ce qui suit, nous nous.proposons d’étudier I'influence de la
courbure d’une V, sur les courbes qui y sont situées.

l. Paramétres localement géodésiques (*). — Soient g, le tenseur

(') [2] pour Ej [39], [40] pour L;. Cf. aussi [50]..
(") Voir [17], [361a; [36]b, [62], [76].
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métrique d’une V, et T3, ses coefficients

v _ 1 Igna | 98pa _ 98
(1 AT ng( dzt T ozh dz®

Introduisons les coefficients

y gAY,
l‘ml’-h ,P-: ()vp,s dxp"
et

(2) A\'I‘l’u B Fz‘)‘i"t W)

Sil'on passe du systéme des coordonnées z” & un autre systéme 'z,
les coefficients T3, se transforment d'apres le Chapitre I, (3). On en
déduit facilementle mode de transformation des coefficients \. D’autre
part, on peut développer la transformation 'z — 2 au voisinage infi-
niment petit du point P(z = o)

3) .1:"—1:"+Z > ( x;” x;.z"\p> Lh Lz,
14 1

En comparant les formules pour la transformation des coefficients A
aux équations (3), on constate sans difficulté que le choix convenable

aP'xY .
nous fournit

des constantes ( Erser s A

0
v I v
4) "M, m=( My w)o=o

On parvient ainsi aux coordonnées

(5) zv=w"+—l‘w_x xP-+3,(I‘ Do T8 Br ok 20+ ...

Apow o )o

Nous dirons que le systéme ‘2" est localement géodésique d’ordre r
dans P si les équations (4) sont valables pour s =1,2, ..., r, tandis ,

que
0
4) Ay, g ®O  PoWl  p=raa, T4,

Dés lors, nous supposerons que le systéme des coordonnées x" soit
localement géodésique d’ordre 4 au moins dans P. Cela nous permet
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d’évaluer les coefficients

[0“' _._IIO(.‘.V 0\o o1 D K.v
e, B) T 3 PwaB) 2 rwa,py)—"—“;[ (o ﬁ.w]m

(6) ° 3 /2
v — 22K VK. (WY
rp(oz, BT 3 (9 K(a?ﬁ Ké.y)p. 8pw+ Dia Dg K7.B)p.>0
en P. D’autre part, en tenant compte de la définition des coeffi-
cients I}, on en peut déduire les formules analogues pour Alpap...p &
I'aide des dérivées de g;,. Cela étant, on trouve en raison de (6)
INu\ _, 025’w>_21"(
CZEN Jz% B ), T 3PN

r

* & . v
) (otim ). == AL {DaKpualn
9* & 6, T
' (W)O’: <— EA(B'D“ D Kyjppr— 15 K!L(onﬁp Ag K?Rw?)o‘.

1l s’ensuit au voisinage infiniment petit du point P(2 = o)

0 I 0 1
(8) &= &p— 7 2% B Kopgr— 37 %% 2B 21(Dy Kgp o
16

1
! 3

5 K&}LQF’ KY)@P)O—F. ‘e

Nous aurons plus tard 'occasion d’utiliser ce développement.

2. Le déplacement d’un vecteur le long d’une courbe ('). — Etant
données une courbe C(s) et la dérivée covariante le long de C(s) d'un
champ vectoriel ¢
: . dov S
(9) 11 Dp oV = DVV:.ES— +P};\P'VA i,
ces équations représentent le systéme linéaire différentiel non-homo-
géne dont nous nous proposons de trouver I'intégrale (*). D’aprés un
théoréme bien connu, P'intégrale cherchée est en général

0 0
(10) vV=vV+Zp%(%>O (s—o).

(Y) Voir [16],[36]0.
(?) Iciet dans la suite, nous supposerons que le systéme (9) admelte une intégrale
holomorphe au voisinage infiniment petit du point P(z = o),
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En supposant que le systeme des coordonnées ¥ est localement géodé-
sique en P(z = 0) on trouve d’apres () et (6) les valeurs des coeffi-
cients dans (10) ainsi que 'intégrale cherchee peut s’ecrire

(11) oV = v'+ s(DvV)0+ (D o+ Elm wp? K(,,,pL )

ka éu» i DR

wp.;
R v
-+ l\(,,P, 19 1 Dot — Loo 11k Keppy >+
2

1

Sile deplacement du vecteur ¢ est parallele (D¢¥=0) la formule (11)
devient plus simple

(12) 0= v\'+ 3—( Q,M\' o g vP')o

2

<l°’ A plt DKuuu — )k"“’ A l" Ky )
0

et ainst 'on a

[}
13 Irm ov— v ,
a3 S0 = 3 ( Koy, @ 24 vP-)o.

C’est ic1 pour la premiere fois que I'affineur de courbure intervient
dans la theorie du déplacement parallele le long d’une couibe. En
désignant par K, Paffineur l“’l” K%, on déduit d’aprés (13) et (8)

(0)._2;\)(,,)\_3)\) 0 0 [
(14) 3611;1: = = KW“ | NPPP R
3

et cette formule fait clairement voir le réle de la courbure de V,, pour
le déplacement parallele d'un vecteur.

3. Equations canoniques de C(s) ('). — L’application de la méme
méthode nous méne a l'integrale de 'équation differentielle de la
courbe

dr
L'= 124

e ds . —

¢

(1) Vour [36]a.
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qui est de la forme

(15) av(s)= sl'+ > (Dm-;- \D’ V)4 o (D’ v kk,,‘,”)
-+ % (D‘ P4k L, —3Kk2K,,, + % Ky, D2 w) +.in,
. 1 1
avec

v D v
L"’P-A = DK(DPJ ’ Ly = fm ;p- lIA LU)P-A )

l\’abc’;-: wz }\mw , Kll“"=zl'w f)\ KMM" (a,b,c=1, 2).

(Les coefficients de ce dévcloppement sont naturellement a prendre
au point P.) Les équations (13) peuvent étre cnvisagées comme équa-
tions canoniques de C(s). On voit donc qu’a partir de s* clles sont
bien différentes de celles d'une courbe dans l'espace euclidien tan-
gent. Notre systéme des coordonnées étant géodésique d’ordre 4 au
moins en P, les équations canoniques d'une géodésique, passant
par P, sont d’apreés (15)

o Se
(13 2 (8) =S+ (. Ve

Cela étant, on déduit pour la distance géodésique des points infini-
ment voisins P(z =o0) et Q[z(S)] en raison de (8)

(16) S* = g10, 27 (S) 28(S),

avec une erreur d'ordre 7 par rappoit a S. Supposons maintenant
que la géodésique (13)' soit tangente en P & C, V= /", et désignons
par Q l'autre point d’intersection (infiniment voisin a P) de ces deux
courbes. On a donc pour Q x¥(s)=2x"(S) et par conséquent,

d’apres (13) et (16),

(17) S’—s’-—— 2k2> (d/|c>
! ds 0

56 <¢l/(> = d?k
+6—!2[,,0+1,‘l‘22_8 T ——gk—-——?/z Kise n+...:

Cette formule, quilaisse clairement voirle réle de Paffincur de cour-
bure de V, pour la distance géodésﬁque (de deux points infiniment
voisins de C) exprimée en fonction de I'arc de C, nous permet aussi
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de développer les coordonnées z du point Q de C en fonction de S

2 3
(18) 2¥=Sw+ g—'(DLV)o-i- :% (D-’ v+ :;—l.’ t">

St dh
+ A D »+ k2D o+ l"k(—l—4 +AK,,,"
0

1 1 as 1

dk\*®
S’( 9 I 3 Joa |)
+m’“[rs{“—a(’f k —8((7;

d*h
—Q{fTE'T—J/l\‘;l\mn
5 dk
+ Dty kD204 5(DYEk L 4+ 2k Ly,
21 |d$ 1

- '
YK v 7 )
—3/Ic- K, + §K1)\1VD- Iz ‘n—o-.. .

4. Conctact de deux courbes. — La formule (18) nous permet
d’exprimer analytiquement les conditions pour le contact de deux
courbes. Imaginons deux courbes C et 'C ayant le point régulier
P(z =o0) en commum. Désignons par Q resp. 'Q le point infini-
ment voisin & P sur C resp. sur 'C. Choisissons Q et 'Q de telle
maniere que soit PQ = P’Q =S et désignons par ¢ le module du

—

vecteur infiniment petit Q’Q. Nous dirons que les courbes C et 'C
ont un contact d’ordre p en P si g est infiniment petit d’ordre p -+«
par rapport & S, c’est-a-dire si

(19) g';"')-s%,=0, lg%¢o7 (W_S_p;k=l’37-"):

en P. Si 'on désigne par 'z" les composantes de 'Q, on peut écrire
aussi au lieu de (19)

. ev— . T — v .
(20) :1;1“1) So =0 ;:;:;W;éo (wips k=1,2,...)

D’autre part, en écrivant pour (18)

(18") %v=2 ﬂav’
1
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On a donc pour le contact d’ordre p en P

(21) av="a, ‘ak = av (wips k=1,2,...).
w "w pn P

? 1t J—
11 s’ensuit : pour p =1,

av="av, c’est-a-dire V="
] 1 . 1
pour p =2,
av="av, av="aY, c'est-d-dire =", Di='D';
1 1 2 2 i 1 .l 1
pour p =3,
a’="a, a'="aY, av="qV, c'est-a-dire v="1, D& ='D" v
1 1 2 2 3 J4 1 1 1 1
et

D2iv | ivkr="D2'iv Liivik,
) 41 1 1 1 1

En tenant compte des équations de Frenet [Chap. I (20)] on en
déduit pour le contact d’ordre 2

v="¢, V=", k="k
1

et pour le contact d’ordre 3

dk _ d'k
(22) B="», ="0v, =",  k='k k='k L=,
) 1 1 2 g’ 3 3’ 1 1 2 2’ ds d's

Il s’ensuit (toujours en P) ponr p =3

w2 K

V='lw'iP~'
a b c o

y v
wpr =1 14 Kwp.«'\ (a,b,c=1, 2,/3)

c

et par conséquent les deux courbes ont le contact d'ordre 4 si,
avec (22), sont satisfaites aussi les équations

D% v ='D3 ">,
] 1

En poursuivant ce procédé plusloin, on vérifie le théoréme général :

Si deux courbes dans V, ont le contact d’ordre p en P, elles y
possédent le vecteur tangent, les premiers p —1 vecteurs nor-
mauz, les premiéres p—1 courbures et les premiéres u dériva-
tions des premiéres p —u—1 courbures d’aprés l'arc en com- -

MEMORIAL DP'S SC. MATH — N° (3. 3
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mun .
r="r, =", ceey v="v, k ="k, veey h ="k,
! 2 14 1 1 p=t p
du de
= =% _ _ <
ds"p_l,(‘_,_ d’su [)——Il(;—l (=1, .., p—2), tp<n).

Nos moyens ne nous permettent de démontrer ce théoréme que
pour p<5. Mais on peut facilement vérifier qu’il est juste aussi
pour p25. Or, l'affineur de courbure de V, ne joue aucun role dans
la théorie du contact de deux courbes. Un théoreme analogue est vrai
aussi pour p>n (').

5. Courbures relatives de Lipka (2). — Lipka a défini la courbure
relative de deux courbes moyennant la formule

Si les courbes en question ont le contact d’ordre 2 la courbure rela-
tive K est nulle. Le cas échéant, on pourrait définir la deuxiéme
1

courbure relative K
2

Si les courbes en question ont le contact d’ordre 3, on a K =o et
2
ainsi de suite. On a en genéral pour le contact d’ordre p

!
0
6. Une seule courbe dans deux connexions V, et R, ('). — Nous

avons toujours accentué le role de I'affineur de courbure K% par-
tout ou celui-ci intervient dans la théorie des courbes, car 1'étude
des formules de Frenet peut conduire a une conclusion fausse, a
savoir, que la théorie des courbes dans V, ne différe point de celle
dans I'espace euclidien (R, sans courbure). En effet, sil’on introduit
les coordonnéeslocales d’ordre 1,ladérivee covariantelelongde Cen P

(*) Vour [26], [28] dans R, [37] dans V,.
(*) Vour [30], [58], [4].
(®) Vour [36]0.
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égale la dérivée ordinaire en P de maniere que I'on peut remplacer
. d

dans le Chapitre I, (20), le symbole D par rrh Nous avons vu tout de

méme (ue la conclusion, mentionnée plus haut n’est pas juste et nous
voulons encore approfondir I’étude de l'influence de la courbure
de V, sur C en étudiant une seule courbe dans deux connexions
différentes.

Supposons que C soit située dans un cspace n fois étendu, doué
d’une connexion riemannienne, déduite de g;,. Introduisons dans un
de ses points réguliers, par exemple dans P (2 = o), les coordonnées
géodésiques d’ordre 4 au moins. Ce systéme de coordonnées est en
méme temps un systéme cartésien pour la connexion euclidienne a la

0 0
métrique g,,= (£, )o que nous désignerons par R,. Nous nous pro-
posons d’étudier les invariants de C par rapport a ces deux con-
nexions. Pour plus de clarté, nous affectons I'accent cn haut a gauche

0
aux expressions qui concernent notre courbe dans R, (ainsi par
[
exemple ‘G est notre courbe examinée dans R,, etc.). En tenant

0 0
compte de ce que la métrique de R, est fixée par g,, on obtient

——>
pour les modules S et ‘'S du vecteur infiniment petit PQ en raison

de (16)

(16") S =5,

avec une errcur de l'ordre 6 par rapport a S. I s’ensuit qu’on peut
remplacer dans les premiers 5 membres du développement de 'C

e
Sm
&= —'av,
m M m
1

'

I'argument ‘'S par S. Cela étant, on obtient en raison de (18)

> Sm ,
(23) ’x'—x':o:E — a"—(t“)+...,
1

mm!\ m

les membres omis étant d’ordre plus élevé que S®. Il s’ensuit

d’abord
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c’est-a-dire, d’apreés (18) et Chapitre I, (25), que pour 223
dk
!
' ods

2 '7 lv’ lv, k’
1o 3 1

© A~

sont invariants par rapport a ces deux connexions. Les premiéres
deux courbures, la premiére dérivée de la premiére courbure
d’apres Uarc, le vecteur tangent et les premiers deux vecteurs

0
normaux de la courbe considérée comme courbe de V,, ou de R,
sont identiques.
Mais (23) nous donne encore plus, c’est-a-dire

La premiére relation nous apprend, en raison de (18) et du théo-

réme enoncé plus haut
dd v

D k=

et cette relation peut étre aussi décrite en raison du Chapitre I, (25),
pour 12 4

drk dk k
1 12 v
(24) Y\aw) o \E) Rk Rk

='1.V<d2 ]f> +’t"<dl|{]_f> “+'k'k 'k,
2 d2’s? o d's 12 3

I1 s’ensuit en général pour n > 4

<

(25) WY
& 4
et de plus
A’k dk
‘° T = g Kk
(26) d’'k dk
20 Ez— =i+ K1a13,
3o k= Lo (o) KTl LE K
k - % N
heos(nm)

2

s

Or, les expressions a gauche dans (23) et (26) ne sont plus des

0
notions invariantes par rapport a V, et R,, car c'est l'affineur de
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courbure de V, qui y intervient : Les troisiémes courbures et les
troisiemes verseurs normaux de la courbe examinée dans V,

et ﬁ,, ne sont pas identiques en général.

Exception faitle cas, si V,, est a courbure constante. Le cas échéant
les composantes orthogonales de K, a trois indices inégaux sont
nulles et par conséquent I’équation (24) donne

="
4 4

et (26) se réduisent a (26), et

d’l‘zc d/zr
m-@d (Y

Nous ne poursuivrons pas plus loin notre méthode, car nous
croyons avoir suffisamment démontré le role de I'affineur de cour-
bure dans notre probleme.

Remarque. — Le méme procédé nous fournit aussi les invariants
de C par rapport & deux connexions riemanniennes V, et 'V,. Lelec-
teur intéressé en trouvera la démonstration dans un de mes tra-
vaux (').

7. Interprétation géométrique de la courbure de la variété. — Nous
finirons ce chapitre en donnant une interprétation géométrique a la
courbure de V,, dans une bidirection. Etant donnés deux vecteurs,
aux directions différentes, i¥ et j¥ la courbure de V, dans leur bidi-

rection est .
(K) — Kﬁ)p.}»" t())jll lLJ-J'

Cela étant, supposons une courbe infiniment voisine a G, construite
a laide d’un vecteur VY, déplacé parallélement le long de C. Les
équations paramétriques de cette courbe “C sont donc

V= ¥+ eV’ (¢ = const.—0).

Choisissons maintenant deux points infiniment voisins P et Q sur G
et désignons par P et “Q lcs points ggrrespondants sur *C. Le module

-
du vecteur PQ étant S, nous voulons calculer le module *S du vec-

(') Voir [37].
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———>
teur *P*Q. On a pour lui avant tout

‘S*=gm(*$‘—*§“)(‘xl*—'fl*) (1),

ou bien, d'aprés (8), (13) et (18),

g2

"Sr— (m— T Ropn Vo Vi)

2 2
><(Sz'+§—|{c;'~+ +%K1‘31}1“VF‘31Y+ )

2 2
solsma Drwe + K FavBit
25 31 Taly
Il s’ensuit

*S2 = Sﬂ(l—— -e;h(,,u),vw 1w Va IV) + 83 Y+

Si 'on designe par ;¥ le verseur orthogonal a ¥ dans la bidirection

L] L] 0 0
des vecteurs t¥ et VY, par ¢ I'angle des vecteurs :¥ et V¥ et par V le
module du vecteur V¥ dans P, la derniére équation nous donne

| *S2__ §2

m——a—

$>0 S2 €= B c2 €2

v = 'STKo)p.mJ“’”*j'l"=—' n [\mu)\v 1 gt Ivz—(K)j
Visin2eo

et cette relation nous fournit'imterprétation cherchée de la courbure
de V), dans une bidirection (2).

CHAPITRE 1V.

COURBES SUR LA VARIETE A /m DIMENSIONS, SITUEE DANS UNE VARIETL
A 71 DIMENSIONS

L

1. Imaginons une S,_, dans S, et sur cette S,_, une courbe

asymptotique 1;'& d’ordre p (> 1), celle-ci etant définie comme suit :
>

(1) « et z etant les coordonnées des points P et Q, nous designerons par *z et *z
(] [
les coordonnees des points *P et *Q

(*) Cr [18] [52] [61],169]
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« Le p-vecteur osculateur ... M de A est situé le long de A
1

dans S,_, ». Nous nous proposons d’appllquer le théoréme d’Enneper
sur A. D’aprés la délinition de A on peut exprimer le verseur nor-
»

»
mal n¥ de S,,_, aumoyen des verseurs normaux de A

P
o S
(1) nV:E cosac’,
. J S

P+t

d’ou il suit pour la seconde forme fondamentale de S, _,
" J s
(2) hyyp=B® BE D, ng — BY BEZ/ [;B(Dl cosa) + cosa D“}‘a] .
Pl

Or, en désignant par /A, le scalaire i*i*hy,, on obtient d'aprés
a b
le Chapitre 1I, (20),

p+i
(3) hyu=o, Iu,,-—l;cosa (u=1,. ., p—1),

d’ou il suil en particulier, en raison du Chapitre I, (19),

P,
(4) —hy =25, =219y, Swu)‘, hpy=128,"—kcos a
1 u P

D’autre part, en designant par Ky, et K'yy), les affineurs de
courbure S, et S,_,, on peut définir les courbures de S, etS,_,, dans

la bidirection ¢V N
| a

¢ ’
Kiata= 190tV Koy, Kigig= 10 0 0V Ky,
t ta a 1 1 a a

et, par conséquent, on obtient en raison du Chapitre I, (21),

(5) Klaln"‘K'mm:hlu har— Pyy haa = hig hay (a=1,...,p).

En y substituant les valeurs déduites plus haut, on trouve

P
I\ 2 P+t
(€D Z (Kiaia— Kiaia) = (fcosa ) +2S|pnkpc‘)3a ),
a

1

et cette formule nous présente la généralisation d’un théoréme bien

(") Vou [7], [42].
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connu d’Ennepper. Si la connexion est sans torsion, ona S, =o et

par conséquent
4 , p+i\2
Z (Kiata— Kigia) = (k cos a ) .
1 “ s

Si p=n—1, cest-a-dire si la courbe asymptotique est d’ordre
n — 1, le scalaire

est la mesure de courbure de S,_, dans la direction de ¢ et la for-
1
mule (5) devient

n—1

(6) 2 Kigia+ k)= k2 +2S,,_" k.
p a n—1 n—t

Sin=3,onap=n—1=a2.Le scalaireZ Kisia=K( estla
a
1
courbure « forcee » de S; dans la bidirection tangente de S, et
K’ =K, est la courbure moyenne absolue de S,. On a donc

(7) Kip— R =k>+28 "4
2 )

Si en particulier S, = o, Ky, = o, cette relation prend la forme
bien connue du théoréme d’Enneper
(7) K=—kK.

2

1.

2. Imaginons une V, dans V, (n > 3). Une courbe Q sur V, est
. . . . P .
dite quasi asymptotique d’ordre p si son p-vecteur osculateur ¢, . .3

. R . P
contient la bidirection tangente de V, dans chaque point (p > 2).
Le cas echéantles vecteurs normaux l" ce, l" sontorthogonauxa V,.

Or en completant le champ zV (g= p -+ 1, .., n) 4 une congruence

des vecteurs orthogonaux a V) 1, on peut s’en servir pour la definition

de {Itm [ Chap. I, (19)].

() o= B B D,
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En désignant par ¢ = ¢¥ le verseur tangent de Q ona donc  cause
P

du Chapitre I, (20),

(8) hyp b= (#Dy 1y = o.
7 7

Il s’ensuit immédiatement pour n>>3 qu’en genéral ¢ =n, c’est-
a-dire que parmi les verseurs normaux de Q il n’y a que ' qui est
y 14 n
orthogonal a 'V, et de plus quil y a

p=n—Ii,

ainsi qu'il n’y a en genéral que des courbes quasi asymptotiques
d’ordre n — 1 que nous designerons simplement par Q('). En écri-
vant D et D’ pour les derivees covariantes le long de ¢* dans V, et
dans V,, 'equation differentielle de Q est

(D" dlw) i (Det) (D2 e%y  (Dr20/w ) =0,
ou bien, d’apres le Chapitre I, (14"), pour ¥ =1’ =w"
(9) 1218 g (Do) (Dr—¢/n=id) =0

On en déduit qu'une courbe Q est en général déterminée par les
vecteurs

(10) v, D', L., Dy,

en un de ses points.

3. Imaginons une Q surV, dans V, et choisissons un de ses points,
désigne parP. Le (n — 1)-vecteur osculateur de Q dans P, géodési-
quement prolongé dans V, (*), donne naissance a une varieté V,_, a

P

(n—1) dimensions qui coupe V, lelong d’une courbe *Q, passant
par P. On peut facilement démontrer que *Q esttangente aQ dans P,
ainsi que I'on a pour le verseur "= "1" de "Q,

1

(11) =" dans P.

Désignons maintenant par H)‘l‘i l'affineur fondamental de V,_,.
P P

(*) Bompiani [3] [4], a donne une autre definition plus genérale que la notre.
(2) On « prolonge geodesiquement » une k direction en P (un k vecteur simple)
en tragant toutes les o ¥ ! geodésiques y contenues, passant par P
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Etant donné un champ versoriel j¥ dans V,,_;, on deduitde1'équation
r

analogue au Chapitre I, (14'),

(1)) J“D,"I:]“ll?:’-]v-.—"‘-lull;l)\y.v

et en général pour s=2, ..., n—1

(13)  (j*Dg) /= (Ja]ga)cfa_._ (s+1)p lgmv<ja]g'a s—!jy._’_siv,

2

ou le vecteur ¢¥ ne dépend que des vecteurs (j*Dg)4¥ (9=o, ...,
P

§—2
¢ — 2) et des affineurs
o v
ll;lll'u’:n ll;lI‘I,I A ;B)l Bi B)"‘Da, pr'”

-2 A
lg'u D 2 B/: B):_t: ]3“1 I:a: As +1 } S+2¢

Notre V,_, etant par hypothese formee par les géodésiques de V ,
P

on a en P pour n’importe uelle direction ;¥ de V,
ol L =0 (g=2, L n—)

et par consequent. d'aprés (12) ct (13) (toujours en P).

* _*) * * *,) 0 *TV/2 *
D= 11>) v, D2*' = P— v,

(14)

— e

*D3* =D Y+ 'IU-(S‘IP *D * 4 *10 "D’ *tP) HP' . (D= " Dg),
P P P p P

Ces équations nous apprennent a cause du Chapitre 11, (20), qu'a
partir du troisieme verseur normal et de la troisieme courbure les
notions métriques de *Q, examinee dans V,_,, sont différcntes de

r
celles de *(), examinee dans V.

Ce fait nous contraint a supposer que notre varieté a n dimensions

soit une V3. Dans ce cas notre V,_, devient V)_, et on a en chaque
)
pointde cette V), H, ;5. =o0(¢g=2,.. n—1)

Dés lors nous supposcrons — sauf avis contraite — que V, soit

situee dans V9.

%. Cela étant, I'équation (11) nous autorisc a poser

2w Hy Y=t e e HM‘PV’
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v D o) .
dans P. (H, } ainsi que H, 2, H, * . sont les affineurs qui se rat-
tachent a V dans V) En particaher H,/ g est Paffineur fondamental
de V,).

Il s’ensuit a cause de (13) pour s =2 (1)

(15) D2y'—D"2pv—31A H)\p‘” D' ="*D2*/—*D 2*/—3*A H'EL' *D' *

Notre V, étant par hypothese située dans V{, le vecteur normal *¢¥
3
est orthogonal & ¢/ (n > 3) et par conséquent I’équation (15) nous
n
donne. d’apres le Chapitre 1, (20),

(16) oy (D' —"*D ) H,, = o,

ou bien d’apreés (7) et Chapitre I, (17°), Chapitre II, (20).

MD'— *D"li’-)hm:—(D’zP——"D )y ¢y k —o,

n 1 n—t
k étant la derniére courbure de Q et ¢ son avant-dernier verseur
i

n—1 n

normal.
Nous supposerons k ;é (2)- Or parce que le verseur ¢/ n’est pas

n—i
orthogonala V,, la dermere équation nous donne

(17) D’ =*D" ",
(toujours en P). En confrontant les équations
Di/=D" V4t “M-" *D ¥t =D el 4 Tt llm',

avec (11) et (17), ontrouve en P

D./=*D*
(') Plus précisement, a cause de
(13) Dy )y = (—lP'Dp')‘lV + (s+1)e! H)\ V(19Dw)* Lk 4+ ¥
s—2
pour § = 2.

(?) En general, 1l n’y a qu'une seule courbe su1 V,, contenue dans V3_, & savoir,

la courbe d'intersection *Q Si1 k& = o, la courbe quasi asymplotique etant a son
n—1

tour sur V, et dans VJ_, 1l en resulte Q = *Q. O1, en pailant d’une quasi asymplo-
uque, nous sous-entendons toujours k o
n—1
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En désignant par & (*k) (x=1,... n —1) les courbures de Q (*Q)

etpar ¢V (") (% = 2,..., n) ses verseurs normaux, la derniére équa-
w w

tion nous autorise & poser

L’équation (17) nous permet, en raison de (13)', de construire une
relation analogue & (15) de l'ordre plus élevé, etc. On parvient
ainsi (60) jusqu’aux relations, valables en P

(a) Di'g+1y = *D'g+t *p
(18) (b) @ =% A ="k

’
q+2 g+l g+t

(gsn—4)

11
q+2

Parce que "Q est située dans V;_, qui est le prolongement géodé-
sique du (n— 1)-vecteur osculateur de Q, on a enraison de (18, )
pourg=n—4

(18) (¢) AR AN

n— n—
L’'équation qui nous méne a (18, @) étant
(19) iy DI+ pv— 1, D92 v— (g + 3) iy e/ H)\y'v D'7+1 4
n n n

= 1,* DI — 3, *D'THF2 Y — (g + 3) 1, 2 H)HV *Dig+1* e,
n n n

on en déduit pour ¢ = n — 3 a cause de (18, &) ct Chapitre 11, (25)
(20) k LKk k—="k*hN=nk (D p—="Dn—2*p)
1

n—i\n—2 n—I n—2 n—I1 n—1 n—1
tandis que (18, @) nous donne en raison de (13’
(18) (d) & Dn—2pv— {, D'n2pv—(n—1) 1,0k Hmv D'a—3
n—1 n—I\ n—i

. v o
= 1, D2 — D r2* v (n—1) tvl *u H)«l-l D'n—3 *ju.
n—! n—l Jl—

el celte équation est équivalente a cause de (18, ¢) a

(21) ~ k.. k( k—*%\= pn(Dn2p—*Dr—2*),

I n—3i\ n—2 n—2 n—l1

Mais la courbe Q étant situee dans V)_, ona "A =o et par con-

n—l

(1) Vou [32]
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séquent 'élimination du scalaire @ (D'#~2—*D'n—2*) de (20) et
n—1
(21) nous donne

k

n—2 n
(?2) 0y =—n_l.

n—2

Pour formuler les résultats obtenus, remarquons encore que les
équations (18, a) et (13)' nous autorisent & poser en P

(24) D v="Dr+1%  (g<n—4),

ce qui est la condition suffisante et nécessaire pour que les deux

courbes Q et *Q aient un contact d'ordre ¢+ 2 en P (voir Cha-
pitre III) :

Une courbe quasi asymptotique Q (d’ordre n — 1) sur V, dans
VO et la courbe d’intersection *Q de son (n — 1)-vecteur osculateur
n

— géodésiquement prolongé dans V), — ont avec V. un contact
d'ordre n — 2 en P

(A u
;‘v_:tl'v’ i":’i“, k =ik’ _d_ k = dT‘ * .
| 1 r ’ r—1 1= dst y_y - d*Stp_y_,
(r=2,...,n—2; u=1,...,n—4).

La (n— 2)*" courbure de Q et la (n — 2)*”¢ courbure de *Q
sont en relation

(22) k :*k=n.:(n—1)en P (1)

n—2

3. Ily a deux cas remarquables a signaler, asavoirn = 4 et n = 3.
Si n = 4 la premiére partie du théoréme ne concerne que la premiére
dérivée covariante, d’ou il suit, en raison de (14), que la premiére
partie du théoréme mentionné est valable aussi pour le cas d’'une
V.dans V..

Quant au cas n =3, que nous avons exclu dés le commencement,
la courbe Q devient asymptolique d’ordre 2. Notre méthode s’arréte
dans ce cas & (15), d’ot 'on déduit

(20) Kk =3k iy(D'ir—*D"*v).
12 22

(1) Pour V, dans R, voir [3], [4].
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D’autre part, (18, d) donne dans ce cas
(a1') (k="k)=i(D =D in)
1 1= 2

et, par conséquent, I’élimination du second membre dans (20) et (21)"
nous fournit

(23) ki*h=3:.
1 t

Parce quela démonstration de (23) ne concerne que les premieres
dérivées covariantes, on peut supposer d’aprés (14) que V, soit situé

dans V.

Une courbe asymptotique Q sur V, dans Vy et la courbe d’inter-
section *Q de son bivecteur osculateur (géodésiquement prolongé
dans V) ont les premiéres courbures lices par (23).

Ce théoréme est la généralisation du theoréme bien connu de Bel-
trami.

6. La méthode exposée peul s'appliquer aussi s'il s’agit d’une
courbe “Q sur V, dans V, quin’est pas une courbe d’intersection mais
qui a, au point P le verseur tangent i’ et le (n — 1) verscur normal

1
en commun avec Q. Dans ce cas on a "k %o et par conséquent les
n—i\

équations (20) et (21) nous donnent

A nk —*k

A2 nol ot
(24 kT (n+1)k
n—-2 n—I\

Une courbe quasi asymptotique Q sur V, dans 'V, et une courbe
quelconque sur V, qui a le verseur tangent et le (n — 1)*™ ver-
seur normal en commun avec Q au point P ontun contact d’ordre
n—2enP et deplus, k, k et "k, *k sont lices par (24).

n—in—-2 n I n—2

Admettons encore une troisiéme courbe **Q, soumise aux mémes
conditions que la courbe *Q, dontnous venons de parler. Le théoréme
étant valable aussi pour **Q, on en déduit immédiatement le corol-
laire suivant :

Le théoréme énoncé est valable méme si I’on substitue a Q une
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autre courbe **Q sur V, dans V,, celle-ci ayant le verseur tan-
gent et le (n — )™ verseur normal en commun avec Q.

7. La queslion sur les n — 2 premiéres courbures de Q résolue, il

nous resle maintenant a étudier la derniére courbure £ de Q. Parce
n—1\
qu’il nc s’agit plus de la courbe d'inlersection, nous supposerons V,

située dans V,,. Cela étant, complétons le champ ¢* a une congruence,
n

orthogonale a V,. Cetle congruence détermine avec V, une variété a
trois dimensions, V',. Désignons par D}, (D;') le symbole de la déri-
véc covariante de V; dans V, (de V, dans V7). L’équation analogue
au Chapitre [, (14") pour ¢¥ = ¥ nous apprend que

PA'*LDH,’,'):/’)"}" D&,

p’ étant un vecteur arbitraire dans V,. D’autre part, en désignant
par h;, les coefficicnts de la seconde forme fondamentale de V., dans
Vi ona
pDyiy = pr Dy, = hy, v ph,
n n

Supposons maintenant que pYsoit le verseur orthogonal a ¥ dans V,
ct introduisons les scalaires

{ p I’}'J.l=,l:37 P p¥ h}:-I:h;m

(23) - R . . .
} i i /Ipl: Iy, Kir, = l\sz.lv i® pt A pY,

K},u étant Paffineur de courbure de V; dans V,,. Or, 'équation de
Gauss [Chap. I, (21")] pour V, dans V; nous donne

(26) (h12)*—= A7) ke = Kipy— N,
K’ etant la courbure moyenne absolue de V,. Mais parce qu'on a en
raison du Chapitre II, (20)
hiy=o, hig= —k dp,
n—i n—1

la formule (26) nous fournit

(27) k* cos?or = K{py— N (1),

n—1

(') Pour un theoreme analogue, qui concerne une V, dans R, voir [3], [4]. Dans _
ce cas, on peut substituer la projection au prolongement.
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w étant Vangle de V, et . Clest évidemment la généralisation du
n—1

théoréme d’Enneper sur la courbe asymptotique. En effet si n =3 la
courbe Q devient asymptotique et 'on a
(28) k=R — K.
[efr. (7)]. En tenant compte de A, =o, on voit que Q est une
courbe asymptotique de V, dans V. En désignant sa deuxiéme cour-
bure dans V; par 4" on a, en raisonde (27) et (7),

2

(29) k’cos w-—(k*)

Une courbe quasi asymptotique sur V, dans V, est en méme
temps asymptotique sur V, dans V',. La deiniére courbure k de

n—1
Q dans V, donne naissance au théoréme généralisé d’Enne-

per (27). La derniére courbure k de Q dans V', est liée a k
n—i
par (28).

III.

8. Les courbes quasi asymptotiques sont caractérisées par quelques
propriétés, valables le long d’elles. Dans les lignes qui suivent, nous
voulons genéraliser le théoréme de Meusnier, en étudiant les courbes
sur V,, dans V,, caractérisées par une certaine propriété, qui n'est
valable qu’au point P. Imaginons a cet effet deux courbes C et *C sur
V. dans V,, qui ont en P le p-vecteur osculateur en commun(p > 1),
celui-ci n’ayant aucune incidence particuliére avec ’espace tan-
gent de V,,. Autrement dit, ce p-vecteur ne coupe V,, que dans la
direction tangente de Cet *Cen P, d’ou il suit, pour les verseurs tan-
gents en P,

(30) =",
Pour que cela ait lieu, il est nécessaire que soit

p+min—+1,

En désignant par Hx" P’affineur fondamental de V,, dans V,, on a
d’aprés (30) en P
VoY =i
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d’ouil suit d’aprésle Chapitre I, (14') pour v/ = ¢V =¥, w'= ¥ ="0",

(31) Di'—*D *i* = D' {*— D' *3¥,

Le vecteur a droite dans cette équation est dans V,, et par consé-
quent le vecteur a gauche doit s’y trouver a son tour. Mais ce vecteur
étant situé dans le p-vecteur osculateur qui par hypothése n’a aucune
incidence particuliére avec V,,, il doit ou s’annuler ou étre dans la
direction de ¥ = "i¥. Le deuxiémec cas ne peut pas avoir lieu, les vec-
teurs Di¥ et *D"¥ étant orthogonaux a & ="¢". Or, I'équation (31)
n’est satisfaite que par
{(a) Dir="D*w,
| (b) D'i»="*D'*en P.

(32)

L’équation (32, &) nous autorise a poser d’aprés (13)' en P
(33) D2y —*D2yv=D"2*—*D"*i".

De méme le vecteur a gauche doit ou s’annuler, ou étre situé dans
la direction de ¢V, si p>> 2, Mais parce que

D2, =— (Di*)(D4), *i*D2*5 =—(*D*)(*D*H),
il s’ensuit, en raison de (32),
i (D2j—*D2*;)=o0 en P

et par conséquent le vecteur D?;¥ — "D?*"i¥ ne peut pas étre situé dans
la direction de &. On en déduit d’aprés (33)

€34) D2ir=*D>*v,  D2ir="D2*,

En poursuivant le méme procédé et en tenant compte de ce que la
i’-composante du vecteur D*¥ est déterminée par i, Dev, D20, .. .,
Ds—1¥ (et du fait analogue pour “DS*") on parvient aux formules

S (a) D7+t {4 =*Dg+1*pv

(35) | (b) Do+t p="D'7+1*g

(g+1<p),

valables en P. Cela étant, nous appliquons la définition du contact de
deux courbes (Chap. III) a notre résultat, ce qui nous autorise a le
formuler de la maniére suivante :

Deuz courbes sur V,, dans'V, qui ont en P le p-vecteur oscula-

MEMORIAL DLS SC. VATH — N° 63 &
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teur en commun (ce p-vecteur n’'ayant aucune incidence particu-
liére avec V,:) ont en P un contact d’ordre p ces courbes étant
envisagées comme courbesde V,, ouw de V,(').

9. La méme méthode nous permet de poser d'aprés (35 b), pour
9=pP—2
(36) Dr i —*Dp*i=D'r gt —*D'r *y,

Quoique le vecteur a droite dans celte équation soit situédans V,,
on ne peut pas en conclure que le vecteur a gauche s’annule. Cette
conclusion pourrait étre en défaut, parce que le (p+ 1)-vecteur
osculateur n’est pas le méme pour C et pour "C. D’autre part, en
désignant par w, A, ") les angles des vecteurs

&, ot B, (DR E—rDrdY, e, (DR — P ),
P+ p+1 P+ p+1

on obtient de (36) pour p < n—1

A
(37) p __ €OS® COS*A — cos A
‘ *k ~ cos*A — cosw cos

P

Sip<n—1,les p'™ courbures des courbes, mentionnées plus
haut sont en relation (36).

Il ne s’agit ici, cela va sans dire, que des courbures de C et *C
dans V,. Si & (") est orthogonal & V,,. I'équation précédente se

. . L prlopd
simplifie a

k

_ P _ N
= cosw, resp. ., = cooo (p <n 1) ().

r

- ™ x>

10. Supposons maintenant que le y-vecteur ait une incidence par-
ticuliére avec V,, en P. Ce p-vecteur élant commun aux courbes C
et “C en P, on ne peut pas en conclure a priori, que C et *C aient les
r-vecteurs osculateurs (1 << 1 <Z p) encommun. Or, nous supposerons
que parmi les mulii-vecteurs osculateurs de G et *C, le p-vecteur

(1) Voir [33].
(?) Pour V, dans R, voir [5], [56].
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osculateur soit le premier qui ail une incidence particuliére avec V.
Dans ce cas la méme méthode que nous avons employée plus haut
nous méne au résultat

(38)

(a) Dv v =*D1*/
{ (g +1<p)

(b) D'apv="*D'v*
valable en P pour les courbes langentes en P.

Si le p-vecteur osculateur en commun est le premier parmi les
multivecteurs osculateurs qui a une incidence particuliére avec'V,,
en P, les deur cour bes tangentes en P onten P un contact d’ordre

p— 1.

Pour une etude plus détaillée vorr le Mémoire [ 33 ].

CHAPITRE V.

DEFORMATION INFINITESIMALE.

Etant donnés un vecteur arbitraire V¥(z) et une constante infini-
ment petite ¢ nous appellerons la transformation infinitésimale

(1) xrr=av+4eVy,

« déformation nfinitésimale ». Dans ce qui suit, nous nous propo-
sons d’etudier la déformation infinitésimale d’une courbe C(s) dans
Vespace n fois étendu, doué d’une connexion métrique avec tor-
sion (').

1. En désignant par g, le lenseur métrique de la connexion, on
obtient pour les paramétres I3, les relations [Chap. I, (2)] avec
Quie=o0. D’autre part, si on déplace le tenseur g;, d’aprés (1) on
trouve

, ]
(2) "= &+ £( ‘l“—-”“)d;aé’)p‘*‘

r \ 3
= S+ s\“(gspl?a+gA3FHa)+.. ,

(1) Vour [9], [12], [15], [23]. [43], [94], [55], [62], [67], [ 68].
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tandis que le verseur tangent 'tV de la courbe déformée 'C(’s) se cal-
cule d’aprés

A dAVv\ ds
(3) Y= = <l"+ sm—)ﬂ.

On en déduit

, ds \? . - .
1= *g)p,’l.' = (-(Tf}) [I+ 25’7(1)\'_250:9) zP-V“’)+ s’(...),]+...,

d’ou la formule approchée

d's . . )
(4) K:I—FEZ)(D\'—-OS“,H wvw)+s‘l(...)+...
Pour l'interpréter, remarquons tout d'abord qu’a coté des formules
de Frenet pour le verseur tangent de C, chaque champ versoriel
IV=1", défini le long de C, donne naissance aux formules analogues

{Chalp. 1T, (20")]

(5) DI’=K Iv— K I’ (j:[,,,,,n;K:K:O).
/ Y Ay 0

Or, en posant

") Vv= vl“', Cosay = gy L l‘l*, cos 2y = g,y Ib lll,
on trouve
R dlogv
(6) i, D\'-:v( cosa;+ K cosa, ).
ds 1

D’autre part, la connexion élant avec torsion, les extrémales de
I'équation

5 f VZye dXF dXE = o,

c’est-a-dire les géodésiques x¥=Xv(S) ne sont pas autoparalléles.
En désignant par A’ le vectear de la premiére courbure de la géodé-

sique, on obtient

d2\Y

v | dXA dXp
(7) st ’ P

as ds T

dXs dXp v dX) dXu

2SY —2 _—
¥ TS dS MFS G@s T

et cette équation nous permet d’'introduire la notion de « la courbure
géodésique » respectivement du « vecteur de courbure géodésique »
d’une courbe C(s). La courbure géodésique k, respectivement le
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vecteur de courbure géodésique k¥ d’une courbe C(s) sont les
notions qui se rattachent a la courbe géodésique qui, au point exa-
miné, posséde le méme verseur tangent avec C(s) ('). Or, en dési-
gnant par {3 'angle des vecteurs ¥ et V¥, on trouve d’aprés (7)

(8) _stp.\ i Vo = ky Vo = ko cosB

et, par conséquent, en raison de (6), (8) et (4),
d's

— —1

. ds _ dlogo
(9) ll;r:)——-T—_o(cosa, 7 +Iflcosaz+kcos$).

2. Nous dirons que I'arc s de C(s) est « fixe » pendant la trans-
formation (1) si

(10) lim 35

Or, pour que I'arc s soit fixe pendant la transformation (1) avec
VV=£ o0 qui n’est pas orthogonal a C(s) il suffit et il est nécessaire
d’aprés (9) que ¢ soit de la forme

j‘l\, cos &y +/ cosfB
v = ce 05 8y (¢ = const. Z o).

Il s’ensuit : L'arc s de C(s) est fixe pour toutes les défor-

mations (1) avec
_ [Kicosxy,+4 cos
Vv=clve « (0S 0y \

quel que soit le verseur 1V qui n'est pas orthogonal a C(s)
(cosay 2 0).

Supposons maintenant que V" soit orthogonal 4 G(s). Dans ce cas
on a cosa, = o, de mantere que la condition nécessaire et suffisante
pour que l'arc s reste fixe est d’aprés (9)

(11) K cosa,+ kcosf =o.
1
Si cette condition, qui ne dépend pas de ¢, n’est pas satisfaite, il

est en général impossible de trouver un tel scalaire v £ o pour que (10)
soit vraie.

(1) Toutes les courbes tangentes dans un point ont la méme courbure géodésique
et le méme vecteur de courbure géodésique.
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Si au contraire (11) est satisfaite pour un champ I, chaque
vecteur V’/=v¢[' méne a une déformation infinitesimale, pour
laquelle P’arc s reste fixe. Nous voulons démontrer qu’on peut
toujours choisir le champ IY, orthogonal a C, de telle maniere que (1 1)
soit satisfaite. Posons a cet effet

n
l':E L’ cosyy.
wu
)

Il s’ensuit en raison de (5) et du Chapitre 11, (20),

n n
d cos
I'h = E (k v k zV)cosy,,+2 2808 u
L AN = VR TR wu ds
2 2

et par conséquent

(12) K corz, =— k cosy,
1 1

Or, si A =0 |c’est-a-dire, si C(s) est autoparallele], il suffit de
prendre pour IY un champ versoriel orthogonal au champ A*. Dans

ce cas on a cosp = o et, par conséquent, 'équation (11) cst satisfai-
sante. Si, au contraire k£ > o, on tire de (12) et (11)
i

kcosf
A

087, =

et, par consequent, ,

n
13) Vi= v(ul‘ c,?stj +2 z'c08‘(.p>

peut étre considéré comme résolvant notre probleme pour n’importe

quelle valeur de ¢, B et yy, ..., Vn (avec kcosB < k). En défor-
1

mant C(s) d’aprés (1) o VY est défini par (13) avec des valeurs

arbitraires ¢, B, v, ..., v, Uarc s reste fize.

Remarque. — Si la connexion est sans lorsion (c’est-a-dire si
notre variété devient V,)on a A= o et par conséquent l’équation (11)
cst satisfaite par cosa,= o et le vecteur (13) devient

n
' V= M TY
(13") t<2“coe, :)

3
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On voit donc que le théoréme énoncé est la généralisation du fait
bien connu que la déformation de I'arc, suivant la binormale (dans
P’espace euclidien a trois dimensions) est nulle (').

La formule (g) est susceptible encore d’autres interprétations géo-
métriques qui se présentent sous une forme assez simple surtout dans
le cas d’une variété sans torsion V,, (2).

3. Supposons maintenant que C appartienne a une congruence des
courbes dont le verseur tangent soit /¥ = (). En déformant C on
1

obtient une courbe ‘G, aux équations (1) qui n’appartient pas en
général a la congruence. Dans ce qui suil nous trouverons les condi-
tions suffisantes et nécessaires pour que la congruence se reproduise
au second ordre prés, c'est-a-dire pour que 'C soit identique au
second ordre prés avec la courbe infiniment voisine de C dans la con-
gruence. Imaginons & cet effet le champ versoriel ©*(z) qui enve-
loppe C et déformons-le d’apres (1),

div(r)

an () =) = & 5) Vel

+ 220 ). ..

On constate facilement le caraclére intrinséque au second ordre
prés des fonctions i et de plus on a, d’aprés (2),

oy (M) =14+ 2 )+

Dés lors nous dirons que *(¢¥) est un verseur (sous-entendu : au
second ordre prés). L’ensemble des verseurs *(i¥) le long de 'C est
un champ versoriel *(C) qui en général n’enveloppe pas la courbe
infiniment voisine de C dans la congruence (*). En tenant compte
de (3) et de (14) on trouve pour la différence 's¥ — *(i¥)

v v
(15) 'l’——"(i“)—::(“%l—&—\“(-;:—a—Ll")-{-s‘l(...)-i—...,

(') Vou |2]. Cf. aussi [70].

(2) Vour [3].

(3) Voicr un exemple bien simple, pour faciliter les 1dées. Supposons que la con-
gruence consiste en dioites paralleles J I'axe z dans le plan (x, »). Prcnons, pour V

le vecteur aux composantes o, (1 -+ z? )2 Dans ce cas la combe 'C, déforméede 'axe z
est une branche de I'hyperbole a 'équation
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ou
d’s

(16) L=y (cosaq dloge + K cosa,+ k cos ,G) = lim ds
ds 1 e>0 €

—1

Si 'on introduit le symbole ® = V=D, de la dérivée covariante le
long de V¥, I’équation (14) résulte dans la forme

(17) V=) =e(DVV—8w+ 28, Vo b —Liv) +2(...)+...

et cette relation fait clairement voir le caractére intrinséque des com-
posantes
B — (V) v .
(18) L'=hm ————= =DVV—8:/+28§,,’ Vo it— L.
1 E>O 3
Nous dirons que la congruence se reproduit au second ordre prés par
la déformation infinitésimale (1), ou bien que le champ *(:¥) enve-
loppe 'C au second ordre prés, si
Ty *( g
(19) L¥=lm =) =o.
1 >0 €

Dans ce cas, on peut dire (moins précisément) que les courbes 'G

et *(C) sont identiques au second ordre prés.

Le vecteur LY est orthogonal a ¢*. En effet, on a a cause de (5)
1 1

dlogy 8 L
L'=V( lg l'—l—KI"—T—F?‘SP‘w'Ilel“—lv—;)

1 as 12

et par conséquent, en raison de (3)" et (8),

(20) va,=o(dl;l’gvcoszi+Kcosug+kcosp—£)z—:o,
11 S 1 4

pour n'importe quel vecteur LY, Nous utiliserons cette identité pour
1
le systéme (19), ou bien pour le systéme

(21) L.=Lt,=0 (!) (a=1,...,n),
1 a

équivalent a (19). La fonction L(s) n’y intervient que dans L, =o

(') Si la courbe est autoparallele, on peut prendre n’importe que! systeme des

verseurs t’, ..., ¢’ lineairement 1ndependants, pourva que z*= ¢’ soit le verseur tan-
1 n 1
gent de C.
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et cetle équation est, en raison de (20), la définition de L(s). Autre-
ment dit la fonction L(s) qui figure dans le systéme différentiel (19)
peut étre choisie arbitrairement et ce choix porte sur la position du
vecteur inconnu VY. En effet, si 'on désigne par W la projection
orthogonale de V¥ sur ¢¥, on a

dW

-K = DV/ ;=1 DV)‘+V)‘Di),

et par conséquent

L=1, (DV —a8y,t it Vo) = DY _vi Dy — 28,0 ie Vo
AW .
= W—V)‘(Dl)‘—l“;),

ce qui confirme notre assertion. (Si, par exemple, C est géodésique, en
posant L = o, on parvient au vecteur VY, dont la projection sur ¥
est constante, etc.) Nous avons ainsi le résultat : La condition suf-
fisante et nécessaire pour que la congruence se reproduise au
second ordre prés par la déformation infinitésimale (1) est que V.
soit Uintégrale du systéme (19). La fonction L(s) qui y figure
peut étre donnée arbitrairement et produit son influence non
seulement sur la position de V¥, mais définit @ son tour Uarc
de 'C au second ordre preés.

La fin de ce théoréme est vérifiée par la formule, déduite de (4)

et de (9),
d’s
— —1
Iim
YY)

=L(s)

4. Nous voulons maintenant étudier de prés les relations qui
existent entre les courbures de’C d'une part et celles de C de I'autre.
Imaginons a cet effet un champ vecloriel PY, fonction de #¥ et de ses

dérivées
. di
PV=FV(t, Z:, )

Tout ce qui concerne le champ PVle long de C est fourni par les vec-
teurs dérivés

(22) Pv=DPv, Pv=DPv,
1 2 1

Le champ P¥ étant défini en chaque point de la congruence, on en
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peut construire le champ
’ ol d't
P/= l‘v< i, ;lTS, .. .),

ainsi que les champs dérivés le long de 'C

P , ar;
Pr='DPr= %"' <l‘,p.+aV°‘ d&jg)'w'w-._sz(...)q-...,
(23) d'P o .
:E::’D’E"=Tf‘g+<l‘iu+ Ve dxlz)lwll,)k-'_ 2 )+

(r=1,2,3,..)

De Pautre c6té, on peut déformer le champ PY d’aprés (1)

(294) '(P")=P'+s\°‘3.zl;+:2( )+ e
ainsi que ses champs dérivés
apP/
(25) '(&"):l?v+e\’a$+si(...)+... (r=r1,2 ..).

En supposant que la différence 'PY— *(P¥) soit un vecteur au
second ordre prés,

PPy =M e2( L ).,
1

nous tacherons d’exprimer les différences 'P¥— *(PY) en fonction
1 1
de IYI" et de P'. En tenant comple des équations (175), (23) et (24) on

trouve, aprés un calcul assez long,

'P"— * P-,
. )

DP—XDP) At S DMV LaDg Y= My,
1 ! 2

(26); hm hm
>0

et par conséquent la méme méthode nous donne

PP
(26): him-2 2 = DM+ Le Dy P’ = My,
E>0 € 2 1 1 3
et en général
)
(26)y hm-——l 2 =DMv+ LoDy P'=MY (1 =1,92,...).
>0 £ 1] 1 1=l rl

On en déduit : La condition suffisante et nécessaire pour que
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Uon ait pour n’importe quel champ PY

T
LT},—T——=O (EV=PV,1:0,I,2,...>

est
(27) Lv= 0, M= o.
1

1

Le systéme MY est en général une fonction de Vel par conséquent
1

les deux systémes (27) sont en général incompatibles. Exception
Yy 7) g P P
fait le cas trés important, ot MV=L.". Onl’obtient, en posant Pv= .
1

L
Dans ce cas les vecteurs dérivés (22) sont

(22) /:": Dev, ];’: D2 v = D{O’,

Jappelle le « (r 1) élément de C» I'ensemble des vecteurs i,

kv, ..., k. Si r < n, cet élément nous fournit non seulement les
1 1

verseurs normaux @, ..., # de G, mais ¢n méme temps aussi ses
9

2 741
courbures A, ..., k. Cela étant. on obtient d’aprés (15) et (26)
| ’

kv —*k
=) ! (l )
o) [T T T

(1 =1,2,...).

=DLV4+LeDg kv=Lv (1)
r 1 7—1 741

Le (r—+)teme élément de 'C et le (r—1)eme élément déformé
de G sont liés par (28).

On voil donc que la condition suffisante et nécessaire pour que
le (r—+n1)ieme élément de 'G soit identique (au second ordre prés)
au (r—+1)eme élément déformé de G est (19).

Si la congruence consiste en courbes autoparalléles on a

l;l.—.*(lk">=o pour r=i1,2, ...,

et par conséquent I'élément de 'C est donné par LV et par ses vecteurs
!

dérivés
Ikv
4 __i v
llm-’—-——(—l—) = Ly, lim -~ = Lv= DLV+ L2Dgy,
Y g>0 <€ 1 e>»0 € 2 1 1

(28) -

lim X = Lv=D/—t1Lv (r=o9,...).

g>0 € 741 2

(') Nous posons k¥=1".
[
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B. Si l'on tient compte de la définition (28) du vecteur LY on peut
1+1

le transcrire de la maniére suivante :

(20) Lv=D' L7+ [L#Dg k*+ D (LeDg v} +. . +D'=t (LaDy kY ].

D’autre part, en se servant de la définition (18) du vecteur LY on
1

trouve en raison du Chapitre I, (11)

(30) LaDg kv = (DO —8D) k! —L k' + Vi k7\

1—p r—p+4-\ w P-7\ ’

ainsi que l'on a enfin
Lv =D LV+ Dr—1( DO AV—OD k'—L kv 4+ Vi kaR’
(31) r+1 Z ( —-p 7—p+1 ’ 1—p )

Do=1.
En particulier, si 7 =1, cette formule devient
(32) L/=DLY-+ (D8 —OD)c/— L'~ Vi 10 & Ry

=DV Vw2 R, w +2DS Lle‘-—DLzX—Lk\'—-Gk".
1 1

Le vecteur (32) joue un role trés important dans la théorie des
congruences des courbes autoparalléles. En cffet, dans ce cas, on a

{(":*({("):0 (r=1,2, ..),

et par conséquent, si V* est 'intégrale de LY=o, on a aussi
p q ’ g . )

c’est-a-dire
Ik )

Im = =o (r=1,2,..),
e»0 €

méme si le vecteur LY£ o. Dans ce cas, la courbe déformée 'C résulte

|
autoparallele au second ordre prés, mais elle n’est pas nécessairement
I'enveloppe du champ *(C), deformé de C. Le role des vecteurs LY

1
et LY dans ce probléme est suffisamment éclairci par le theoréme

suivant :

La condition suffisante et nécessaire pour que dans la con-
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gruence aux courbes autoparalléles la courbe 'C, déformée de G

par (1), soit autoparalléle & son tour (au second ordre prés)
est que le vecteur VY soit 'intégrale de

124'= D2Vv4- Ve g Ry, "+ zDSwp_" w Ve—(DL)e’=0 (1),
La condition suffisante et non nécessaire est que V¥ soit 'inté-
grale de
Lv=DV/—V2Dyt’+28,,’ Ve w— 'L =o.
1

Dans ce cas et seulement dans ce cas la courbe 'C (autoparal-
lele au second ordre pres) est identique, au second ordre prés,
avec Uenveloppe du champ *(C), déformé du champ C.

Nous n’avons pas besoin d’accentuer que chaque intégrale du sys-
téme L.V = o0 est en méme temps I'intégrale du systéme L¥=o.

| >

Remarquons expressément que pour trouver une déformation infi-
nitésimale (1) par laquelle C se deforme en une courbe autoparalléle
(au second ordre prés) on n’a pas besoin de recourir aw sys-
téme L'=o0 d’ordre deur, car U'intégrale du systéme linéaire

)

Lv=o, nous donne encore plus.

1
SiL¥=o et LY5£0 sonl dans la direction principale de la congruence
2 1
(c’est-a-dire si la courbure de la congruence dans la direction de LY est
1

nulle) et seulement dans ce cas le vecteur Lv paralléle a lui-méme le
1

long de Cestl'intégrale du systéme (linéaire par rapporta LV) Lv=o0.
1 2

CHAPITRE VI

INTEGRATION DU PARALLELISME DANS \W; RELATIVISTIQUE.

1. Dans W, relativistique, l'indice d’inertie du tenseur & (défini
a un facteur multiplicatif prés), est égal a 1. [l s’ensuit que I'équation
g)pcﬂ\vu: o peut étre satisfaite aussi par un vecteur réel que nous

(') Pour un théoréme analogue dans V , voir [55].
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appellerons « le vecteur fondamental » (auto-orthogonal). Tel est,
. v .

par cxemple, le vecteur tangent du rayon de lumiére I = éde » qui

est en méme lemps autoparalléle,

(1) Dh:%nuzw—%—-«hr“ I lp=o.

Nous utiliserons ce fait, pour intégrer le systéme

(2) Dev=o,

qui définit le parallélisme le long d’un rayon donné de lumiére.
Introduisons a cet effet les coefficients

/ l
ef IS.de
f
Qp= r'-'lp.Pv

2

i

qui sont invariants par rapport a la transformation g, = pg,
[Chap. 1, (10)] et deviennent, dans un autre syst¢éme de coordonnées,

[

Nous appellerons cet ensemble de coefficients «,, « le pseudo-
tenseur métrique ». Il nous servira comme tenseur métrique le long
du rayon de lumiére. Ainsi. un vecteur contrevariant ¥, pour lequel
amixi“ —=1 sera dit « verseur », deux vecteurs p¥ et ¢” seront ortho-
gonaux si a,,p'q*=o (?), etc. Cela étant, on peut facilement
démontrer les théorémes suivants (') : a. Trois vecteurs linéai-
rement indépendants (et non fondamentaux) étant orthogonaux a un
vecteur fondamental, celui-ci est la combinaison linéaire de ceux-la;
b. Ces trois vecteurs ne peuvent pas étre mutuellement orthogonaux
tous les trois; ¢. Les signes des vecteurs orthogonaux & un vecteur
fondamental sont égaux (le signe d'un vecteur est le signe du carré

de JxB

, , 9’
(39 yp= PO /dxu““'“/A“ M (.\oz[det d

e

(') Nous ne pouvons pas utiliser le tenseur G)p. déduit aillecurs (Chap. II), car le
rayon de lumiere est autoparalléle, de sorte que les vecteurs dérivés ne sont pas
linéairement indépendants.

(2) Tandis que la notion de l'orthogonalité est indépendante du choix des coor-
données, la notion du verseur ne l'est pas, la « longueur » du verseur étant dans un
autre systéme \/K; Cela ne nous empéche pas de résoudre notre probiéme.

(®) Pour la démonstration, voir [44].
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de sa « longueur »); d. La dérivee covariante de a;, le long du rayon
donné est nulle,

da
(9 Day, = T;P- l)(,,[ aa,,——lp_m I ayy = o.

2. Cela etant, nous trouverons avant tout deux intégrales particu-

li¢res du systéme (2). Construisons a cet effet un verseur ¥ ortho-
1
gonal a /. On a donc

(5) a)plt"il*:_tl, (r'“f) l=o.

1l s’ensuit, d’apres (1) et (4), que D¢ est un vecteur orthogonal a &
eta i“ [.e choix arbitraire de l“ ne nous donne pas DL" comme vec-

teur fondamenlal de maniere qu ‘en des:gnant par z" le verseur dans la

direction de DY, on a
1

ayu Do/ Doy
6 D= ko, k= R B .
(6) t |§ 1 \/ @y, LA #o
2 2
Parce qu'on a
(7) @y, ;' = o,

le vecteur Dz-’ est orthogonal non seulement a l" mais aussi a Y. Les
»

trois vecleurs v, Vet Dz" etant ¢n genéral lmeau‘ement indépendants
1

et orthogonaux a &, ce vecteur fondamental est la combinaison
linéaire de ¥, &, Dev. ( Foir a.) On trouve facilement
1 > 2

l'—p(kt"+ DLV)

et en désignant par k la valeur réciproque de p 3£ 0, on peut écrire
cette équation

(8) D' —kev+-hil
2 11

Les équations (6) et (8) forment un systéme clos. Nous entendons
par cela que chaque vecteur pY, qui est la combinaison linéaire de 2,
& et 17, jouit de la propriété que sa dérivée DpY 'esta son tour. Nous
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en tiendrons compte pour determiner les scalaires a, r, u dans

J¥=1'cosa + ¥sina +1 IY, 7] =1t'sina — ¥ cosa + ulY,
1 2 1 2

1 2
de telle maniére que les verseurs j¥, ;¥ (mutuellement orthogonaux
1 2

pour n’importe quel choix de a, r, u) résultent comme intégrales
particuliéres de (2 ). Parce qu’on a

da dr .
D‘]l’-- (dt+"]‘+dt+hsma>l_-{'(%+{c)’

da du da
(r—a—t-{- I.—Et—+hcosa>l +]V(—+If),

=
)
<

on en déduit les intégrales cherchées

V= IVcosf/.dt—l'smfkdt-l-l’fh(smfkdt)dt
jV=—zVsmflcdt——z'cosfkdt+l'fh(cos kdt)dt.
2 1 2 1

3. Ces deux integrales trouvées, nous en chercherons encore deux
autres. Choisissons deux verseurs mutuellement orthogonaux,

(9)

(10) Q. t 4= o0,
3 4
qui sont normaux aux verseurs j*, jY,
1 2
(r) apthyr=o  (f=34,a=1,2)
a
La derniére équation nous donne
a7t Dv=o,
a f
de sorte que D’ est orthogonal aux verseurs ;¥ et j¥, et par conséquent,
S 1 2
Dwv=prv+ qv
3 4

Les vecteurs J" et® étant orthogonaux a I’, 1ls doivenl avoir le méme

signe (voir le théoréme c¢). Or, cela ne restreint pas la genéralité si
I'on suppose que ¥ ait le méme signe que j et j. On a donc
1 2

g U = — @ th 1= @y gt JE= a,p J* J¥= s (= ou +1, 0u —1),
33 ] L1 2 2
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el, par conséquent,

/a)\PL D Dip @y DA D
(12) Dd=kir (1) k= L . 3 3.).
3 2y \/ @y, 1 B —s

P4

On trouve de méme
(13) Div= k.

& 23

Les équations (12) et (13) nous permetient de construire deux
latégrales particuliéres du systéme (2), & savoir

j'= ¥ Cos /cdt—i"b‘inflcdt
i 13 2

3 2
j'=—iSin f kdt + i Cos f kdt
h 3 4 2

4. Le vecteur I¥ est a son tour l'intégrale particuliére du sys-
téme (2). En tout cas, on peut écrire

(14) (Sin = sinhyp, Gos =coshyp).

(15) V=7 i+ rv.
13 2 4

En tenant compte des équations (12) et (13), on trouve facilement

les cocfficients r et 7, ¢t I'on obtient

| 2
. S —[ha Ska — [kat
(16) M=m\cieVY? 4cyeV* J+iV\—c e/ +ceV? /)
3 4

Ce vecteur étant fondamental, on doit avoir, d’aprés (16),
a; N lb=fsciey=o,
d'ou il suit que I'une ou l'autre des deux constantes c,, ¢, doit é&tre

nulle. On obtient ainsi deux vecteurs fondamentaux

[rar ) —f/cdl )
cre’? (i"—z"), ce V* (i“+ 1"),
&

3 4 3

dont I'un seulement est le vecteur tangent du rayon de lumiére connu

(1) Si k= o le verseur iv est déja une intégrale particuliére. Nous supposerons
3
k # o. Le choix du verseur iV étant plus ou moins arbitraire, le vecteur Div n’est
2 4 3

pas en général un vecteur fondamental.

MIEEMORIAL DES SC MATH. — N° 63, 5
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par hypothése. [Dans ce qui suit, nous écrirons toujours la forme
génerale (16), en supposant que l'on ait deja fait le calcul des cons-
tantes ¢y, ¢5.| En substituant les valeurs (16) dans (g), on obtient

{": 5" cosf/:dt—ly'smfllcdl
+ [u(cl e‘/‘““+ c,e “Adt)
+l'<—01 efuu_._cze fx:u)]fh(smf{rdt)dt,
{':—II’SInfllﬁ'dl-—I-)‘COS‘/ llcdt
"'['z“'(cl eff’”+ C, e_fzt >
-+ l"(— cy ef’““+ c, e—fédl)1 flz (cosfllrclt) dt.
Les integrales (14) et (17) sont linéairement indépendantes, comme

on peut s’en persuader. Il s’ensuit que l'intégrale générale de (2)
peut étre écrite en combinaison linéaire des verseurs j, j¥, ¥, j¥,
1 4 3 4

avec des coefficients constants. En les choisissant convenablement, on
obtient pour ¢,

I W= ¢ [l" cos (a +fkdl)—z\' sin (a +fkdt)J
1 1 2 1

+C[z"Cos(\+f/c(lt>—t'5m<l\ +fkdt)]

(18) ' A - — | kd -
+c[zv(c,ef’ I+c,e f’ I)

-+ :V<— ¢y e-rf’“+ ce_fé dt)]fh[sm (a +flf‘dt>] dt.

Pour obtenir I'integrale dans la direction de 1Y, on doit poser ¢ = o.
Cela étant, I'intégrale cherchée est

v Py
on hm —~ ou hm —
Arn€ A>—w €7,

L intégrale générale (18) du systéme (2), qui définit le vecteur
général contrevariant, déplacé par parallélisme le long du rayon
de lumiére donné dans lespace géneral de la relativité (dans W ,
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relativistique), s'obtient par trois quadratures. Les constantes a,

A, ¢, G sont arbitraires, tandis que l’'une des constantes c,, s est

nulle et U'autre déterminée par le fait que U'un des vecteurs

fl,.dl _fém
(L’"—l"), c,e (

cre U+

d .

. . .y dzY
est identique auvecteur tangent du rayon de lumiére ' = d—f (")-

CHAPITRE VII.

EQUATION INTRINSEQLE DES COURBES SUR Vs, DANS V.,

1. Chaque courbe réelle dans le plan peut étre caractérisée par k =o.

Celte équation peul étre envisagée comme 1’équation intrinséque des

courbes dans le plan. Dans les lignes qui suivent, nous nous pro-

posons de trouver I'équation intrinséque des courbes situées sur une

surface générale (V,)dans V,. Soit C une telle courbe et désignons

par p, ¢ ses courbures, par i”, i¥, & son repére versoriel dans V. Les
o

formules de Frenet sont dans ce cas :

(1) D= puv, Di/=—pv+ qu, DoV =—qu.
1 > ’ 1 » i 2

L.a méme courbe, examinée comme courbe de V, n’a qu’une cour-
’ 2 q

bure P, ct le repére versoriel se compose du verseur tangent Iv = ¥
1 1

et du verseur normal I dans V,. Les formules correspondantes de
Frenet sont :

(2) D*I'=PI,  D*I'=—PI.
2 2 1

Ict,D* =1#Dy et D; st le symbole de la dérivée covariante dans V.
Les symboles D et D* sont liés par 'équation

(3) Do¥= D* oV + i ot H)pv,

(') Pour une étude plus détaillée, cf. [44] Une autre méthode pour V, donne [16].
Pour Vy9, voir [29]. Cf. aussi [65]. N
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valable pour n’importe quel vecteur ¢¥ dans V, [ Chap. I, (14")]. En
désignant par n” le verseur normal a V, dans V3, on a aussi

Hy = — oy n,

et, par conséquent, I'équation (3) peut étre écrite

4) DoV = D* o¥— Jh ol Iy, 1",

2. En introduisant les scalaires /g5 = 1*1¢ Ay, on trouve, d’apreés
a b k

(4), (2) et (3),
(5) pi=PIV—h,; 2  ou bien hyy v = PIV— piv,
d’ou 'on déduit
1
(5" hyy = ¢(p2—P2)2 (:==1).

La courbe C étant réelle par hypothése, on a p*> P2 La dérivée
covariante du vecteur %, n” nous donne, d’aprés (5), (1), (2) et (3),.

Ry nV+ hy Dnv=—P2 V- P IV— P hyy n?— (—p‘l v+ p i"+pqi">.
[ 2 1 2 3

(L’accent affecté a droite remplace la dérivée d’aprés 'arc de C.)
En excluant les géodésiques de V; (c’est-a-dire en excluant le cas
p = 0, et par conséquent aussi P = 0), on peut exprimer n’ en fonc-
tion de 7 et ¢/,

3

B P2 P )
W=—zeV{1— — | +E¥— e =t .
M=) v == 0

1y

Cela nous permet de calculer 4, de 'équation précédente
(6) h,g:—qi-f—(arcsin;),s.

D’autre part, on a, d’aprés le Chapitre I, (21),
(7) K—K*= (h2)2— b1 ftas ().

En introduisant le scalaire

(8) 2/1:(3>\{P~+¥\£P~)h1w

(1) Pour &= -1, les trivecteurs VI pl et ivi*i] ont la méme orientation.

102 128 . ey 2
(2) Nous écrivons K et K* au lieu de K(r) et K’ pour éviter toute ambiguité. .
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qui est indépendant du choix de la courbe C, on tire de (7), en
raison de (5),

(9) Rys= " (h —R*—+ rehypr—P2+ Pl—p’)

S
—~
3
*
Il
—
~

L’élimination de %, de (6) et (9) nous donne
. Py - 1

(10.@) —eq+ a(arc sm;> = (h—K'+o2c¢hyp —Piy P2—p2)Z (1).
Si Pon désigne par p I'angle des verseurs n¥ et ¥, on peut écrire
pour (10, a),
) i
(10, 0) —Eg+c(p) =" (h—K*—92¢ephcosp— p2cos2p)l.

3. Il y ades cas particuliers ou I'équation (10) résout compleé-
tement notre probléme. Citons-en quelques exemples :

a. L'équation intrinséque des cercles géodésiques sur V2 est,
d’aprés (10, a),

e

)

—Tg+ s(arc sin%) = (K—K*'+ 2chypl— 2+ c2— p?)
¢ étant une constante arbitraire;

b. L’équation intrinséque des courbes sur V2, dont le bivecteur
osculateur (dans V3)est incliné a4 V, sous un angle conslant, est en
raison de (10, a),

g*= Wk —K'—2chpcosc— p’cos’c.
Cette formule généralise la formule bien connue d'Enneper

[Chap. X, (7")]. En cftet, si ¢ =m=/2, la courbe examinée devient
asymptotique, et la derniére équation devient

g*=K—K*,
c. Citons encore un exemple qui traile les courbes générales sur

une V, spéciale : .

(') Les symboles ¢ et £ ne sont pas en général indépendants, car on doit avoir

¢ [—cq +(arc sinP/p)’e] >o0 pour A, o.
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C élant uune constante arbitraire o0, et gy, le tenseur métrique
de V2.

Dans ce cas, I’équation (10) devient

(2= _r .
PP
En posant p = 1/R et g = — 1 [T, on peut écrirc aussi
. I
©'= Riwom

ce qui est I'integrale de 'équation differenticlle bien connue des

courbes « sphériques »

%—l— ( RT)’:()

4. Introduisons encore les scalaires

hape=T0 10 IV D; hp./,
a b ¢

et calculons
hl | = D* 14 1w /)y
1 1

On obtient ainsi

(11) hy,=2Phyy+ hyyy

d’ou il suit, en raison de (6) et (3'),

(12) hm=+'}:w+sﬁvlpﬂ—Pi+quE.
pVp—P p

L’élimination de P’ et &, de (6), (9) et (12), nous donne
(13) h111= E—'B, \/pz—— P2

P
il
—3e*P(K—K*+2¢hy/p?— Pe4- P2— p2)’ — ¢ P%.
De méme, on peul calculer A,

(14) Ryg=D* 1" It hyy = 2P (h — hyy) + hara.
o2
L’élimination de k,,, &, et de P’ de (%), (6) et (14) nous donne

1
(15) A (K — K+ 2¢hyp?— Piy P2—p2)?
=(h—syp?—P2) hyy, + é[(K—K*)’+9eh’\/p‘=—-P’].
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5. Les coefficients
ki, ki, (K—RW*), &,
qui figurent dans (14) et (13) dependent encore du choix de C. Nous
les exprimerons en fonction des grandeurs connues de V,. Désignons

a cet effet par u,, u, les parameétres de¢ V,, et introduisons les
coefficients

E— g, 2F o2 Fo g, 0%t ozv G = o 0% Oz¥
CT AN L duy =80 Gu; duy = MG, s’
oz Jzi ozh Jrb oz» Jrw
L=h,— —/— = hyy — — = ptadiipdutll
l'“du, dui’ M h'p'()lh dus ’ N h)”'duz duey !

Jdz® Jxb ot 02w Jdz¥ Jxt

Le= (D(*x) hp.)) M, = (D;, hp.))

du, duy duy’ du, duy ouy’
dxw Jr¥ Jdut

dug dl_lz.()Tl;

Na= (D} hys)

Cela étant, désignons par z, y les composantes du verseur 1

1
dans V,,

Iv= ‘)‘z\'z+££\-'- g
1 duy du.Z}’

et par x, ¥ les composantes du verseur I¥ dans V.,

2

Iv=— d_xr;;_._dxvv
s ou a””

On a donc, pour ces composantes,

(16) Ez:+ 2Fzy + Gyr=1, Lz2+ aMazy + Ny?r= hy = ¢y p?— P2,
(17) ErX2+2FZy+ Gyi=1, E2Z + F(zy + yZ)+ Gyy = o.

Les coefficients hy,,, hy;» peuvent étre exprimés en fonction
de z, z, y, y,
(18) Rhin=x(Liz2+2M; zy + Ny 2) + (L 22+ 2 M, zy + Ny y2),

(19) k= z[LiaT + My(27 + 2y)+ N1 yy]
4+ V[ Lo 2Z + My (27 +Tr) +No y 7 1.

En substituant dans (19) les valeurs z, y tirées de (17), on obtient

z? —zy A
(19) A= zNi+yN, zM;+yM, 2Li+ yL, :V/EG—F—ﬁ.
G F E
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Quant aux coefficients (K —K*) et 2',on a

W a Ol O
7 ouy ‘ydug'

et de méme pour (K — K*)'. Nous pouvons donc écrire pour (13)
et (15)
() @(Lyz?+2Mizy + Ny y2) + ) (Lo 22+ 2Ms 2y + No 32)
, il
= % VP —PT—3e*P(K — K+ 2chypi— P2+ P2—p?)* —¢P¥%,

z? —Zy r*
(I | aNt4+-yN, &M+ yM,, xLi+yL,
G F E

9 (K—K*+2:hyp'— P2+ P2—p2)*
VEG —F2
= (h—e/p—P2)

’ 4
x[a% Vpi—P2—3 P (K—K*+ 2¢h \/pz—P2+P2—p7)2—qPE]
1/ Jd(K—K*) (b — K*)
+ 2 <x duy +ry du,
——53 9k —— dh )

+2:2y/p -d—u;+2ey;/p‘=—P2‘)—u;

Supposons maintenant que I'on ait substitué les valeurs z, y tirées
de (16) dans ces équations. Le cas échéant, elles ne contiennent
que P quiest a éliminer. Le resultat de cetre élimination ne se réduit
pas 4 l'identité. Pour le faire voir, examinons les courbes qui corres-
pondent aux courbes de Darboux, c’est-a-dire les courbes pour les-
quelles 2, = o. Dans ce cas, l'équation (I) devient

s% VPE—Pr— 3 P(h — R+ o:hy/p>— P2+ P2—p2)? — gPe =o,

(S

tandis que (I1) ne contient plus ¢ (a cause de Ay, = 0). Il s’ensuit
que I'élimination de P ne nous méne pas a I'identité dans ce cas par-
ticulier, et par cette raison aussi dans le cas général (').

() I y a quand méme des cas particuhiers qu ne conduisent qu'a Identité (par
exemple, le cas deja cité de la surface spéciale Ay = C g ap). ’
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L'équation intrinséque des courbes génerales sur V, dans V,
s'obtient par Uélimination de P, z, y de (16). (1) et de (11) ().

6. 11 nous reste maintenant le cas, jusqu’alors exclu, des courbes
géodésiques sur V,. Le verseur normal & d’une géodésique étant
dans la direction de n“(n" = si”), on déduit de la definition de /i,
[ Chap. I, (19)],

Wy =ihDny = <o Doy = — - LY = /it 2= [yt Y2 = @g?2

1=t Dry=st ;A P (A1) (’Ll Dn)) (f D;A) q?

et, par conséquent, a cause de (q),
q*+p —2pch=K—K* (2).

Cette  équation intrinséque des géodésiques sur V, dans V,
s'obtient aussi de (10), en_y posant P = o.

Prague, janvier 1931,
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