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LES COURBES 

DE LA 

VARIÉTÉ GÉNÉRALE A n DIMENSIONS 

Par M. Vâclav HLAVATY, 
Professeur à l'Université Charles de Prague. 

INTRODUCTION. 

Le fascicule présent est consacre à la théorie des courbes dans un 
espace n fois étendu, doué d'une connexion linéaire, plus ou moins 
générale. 11 m'a paru bien inutile d'insister sur le développement 
complet de cette théorie. D u n e part, les recherches modernes 
(E. Cartan) ont montre qu'il y a beaucoup de points communs entre 
la théorie des courbes dans les espaces plans et celle des courbes 
dans les espaces « courbes ». D'autre part, le lecteur intéressé trouve 
dans le Mémoire excellent de feu M. C. Guichard (fascicule XXIX 
de cette collection) une quantité de problèmes qui concernent la 
théorie des courbes dans les espaces plans à n dimensions. Cela 
étant, j 'ai choisi de tels problèmes qui sont caractéristiques pour les 
courbes dans les espaces « courbes » à n dimensions (L'influence 
de la courbure de l'espace sur les courbes, etc.). Mais le lecteur y 
trouve aussi les questions classiques que je ne traite que pour accen­
tuer la méthode qui, en résolvant le problème en question, embrasse 
en même temps aussi les cas particuliers des espaces plans (L'étude 
sur les courbes quasi asymptotiques, contact de deux courbes, etc.). 

Nous laisserons complètement à l'arrière-plan quelques questions 
non moins intéressantes, par exemple la théorie des invariants pro-
jectifs des courbes dans les espaces « courbes », ou bien la théorie 
des courbes dans les espaces non holonomes (au sens de M. Vran-
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ceanu), car leur développement exigerait beaucoup de notions préli­
minaires qui dépasseraient les limites des fascicules de cette collection. 

Le Chapitre I constitue un exposé sommaire des notions fonda­
mentales, indispensables au calcul différentiel absolu, dont nous nous 
servons dans les chapitres qui suivent. Le Chapitre II étudie les 
invariants scalaires des courbes situées dans un espace à n dimen­
sions, doue d'une connexion plus ou moins générale. Le Chapitre III 
a pour but de montrer les relations qui existent entre la courbure de 
l'espace et les courbures des courbes. Le Chapitre IV est consacre à 
l'étude des courbes, situées sur un espace a m dimensions dans 
l'espace ambiant, /i fois étendu. Le Chapitre Y traite les questions 
qui concernent la déformation infinitésimale. 

Dans le chapitre suivant est résolu complètement le système diffé­
rentiel qui définit le parallélisme le long d'un rayon de lumière donné 
dans l'espace-temps général de la relativité. Enfin le dernier Cha­
pitre VII porte sur la question de l'équation intrinsèque des courbes 
sur une surface générale dans l'espace ambiant de Riemann à trois 
dimensions. 

CHAPITRE 1 (•). 

NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 

I. Imaginons un espace X„, n fois étendu aux coordonnées xv ( 2 ) . 
Nous dirons que l'ensemble des fonctions v',\ ^X30) e s t u n affineur 
( p fois covariant et q fois contrevariant) si dans un antre système des 
coordonnées 

( i ) 'xv='x*(x)9 

cet ensemble devient 

à'y't à'x^q àxfii dx$r 
, a i 

(''i V jo>rai " * " djc^i d'x'S ' à'œ*pÇVi %,' 

(') Pour ce chapitie c.f [1], [.0], [10], Lit], [13], [14], [19], [20], [21], [22], 
[25], [35], [47], [51], [53J, [39], [G4], [60], [71], [72], [77], [79] 

(2) Les indices grecs parcourent les n symboles I, II, ]\ous supprimons le 
symbole de sommation d'après un îndrce (grec ou latin> muet. 
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Parmi les affineurs il y en a un privilégié, à savoir 

v _ l o pour v T^ X, 
' "" | i pour v = X. 

Les affineurs « à un indice » sont les vecteurs, covanants, ou con-
trevariants, par exemple vn n,v. Une fonction tt>(#) qui devient tt)'('#) 
dans le système 'JC, 

'n) = A-*u> ( A = le déterminant-r—) j 

est dite « densité du poids k ». Si k = o, on appelle les densités res­
pectives « les scalaires ». Les fonctions v{\ >?, rA, wv, XO sont les com­
posantes des grandeurs énumérées. 

2. Etant donné un affineur pvr~y*q> nous désignerons par q\ 
(̂v,...v(jr) ia s o m m e de toutes les composantes aux indices permutés, 

par exemple, 

Si />vi • vv = jyfvi- V, nous dirons que /?vi---v
7 est un tenseur. Etant 

donné un affineur wV--^, on peut le décomposer en vecteurs 
« idéaux », 

* n 

Cela étant, on en peut construire les expressions telles que 

i r v » V 7 = i v V l . . . W>V7, 
1 7 

^rî(vlvi- V*= le déterminant [ <*>v» «PV«, . . . <*>v?-I. 

Si wlvi-"V = «»vi"-v7, on dit que w v i - \ e s t u n ^-vecteur. Les opéra­
tions algébriques ( ) et [ ] peuvent être appliquées aussi aux 
indices covariants. 

3. Étant donné un tenseur g^K du rang h (cVst-à-dire le tenseur 
au déterminant gv* 7^ o) on en peut construire le tensçur cova-
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riant g-)^ du même rang d'après 

^ ) ^ = A* (f)« 

Cela nous permet de construire les symboles de Christoflel, 

JXjx\ i 8 \dxV- ()x~> dx* I 

Supposons donnés encore deux affineurs 

et posons 

L'ensemble des fonctions 1^( J?) qui pendant la transformation (i) se 
transforment d'après 

A _â^/dx^LârVL^ _â^_\ 
{ } W 7 l ~ dr* \d'x<» â'x* ^ - 4 - à'xvd'x*) 

est dit « la connexion » de l'espace. Celle notion donne naissance à 
une autre notion, celle de la dérivée covariante d'un affineur c/j )i 

(4) «V",, v-"5ÏÉP*i V ̂ 2 , , / « ^ V 

- Y ra «^ > 
I 

D a est le symbole de la dérivée covariante de la connexion; c'est un 
vecteur covariant symbolique. On a en particulier 

Do #>x = Qŵ x, r^ Â  = o, 

(1) Nous distinguons Paffineur A* el le symbole, dit « delta de Kronecker » 

«g;= pour 
/ i v = X 

qui est l'ensemble des scalaires. 

file:///dxV
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tandis que l'affineur S,^, dit « l'affineur de torsion » de la con­
nexion est 

(5) SXu = r]AU.] = 2(r'^""1^)* 

Si Qw /̂ T2^ o aussi bien que SA^ sont des affineurs généraux, nous 
désignerons la connexion correspondante (2) par Ln (Lie), en pré­
servant les dénominations V„, S„, W„, A„ pour les cas particuliers 
suivants : 

V„ (variété), 0.^1= S ^ = o , 

S„(spazio), Qwllx=o, Sjjjéo, 

"(6) jW„(Weyh, QUVLA = - Q » ^ , V = 0 

I (Q(0 n'est pas un vecteur gradient), 
\ Xn (affine), Q^) ^ o général, 8 ^ = 0. 

L'espace X„, doué d'une de ces connexions, sera dit « la variété » 
et désigné par la même lettre que la connexion correspondante. 

3. Les variétés \ n et Su sont « métriques », ce qui signifie que le 
tenseur « métrique » g\^ a sa dérivée covariante nulle 

(7 ) D 0 ) ^ A = r O . 

Dans ce cas, chaque affineur (a deux indices au moins) a trois 
sortes de composantes, à savoir, les composantes covariantes, con-
trevarianlres et mixtes par exemple 

P\]i. = P*$ £"OCA gfo = P* g*y. = p \ g<x\ {* )• 

Chaque vecteur donne naissance à un scalaire : « le module » ou 
« la longueur » 

v = S/glp v'k ^ = V>A^ n Vy. = vV *>\-

Dans ce qui suit, nous supposerons, sauf avis contraire, que la 
forme quadratique (v)2 est définie positive pour n'importe quel 
vecteur. Le vecteur au module = 1 sera dit « le verseur ». Nous dési­
gnerons les verseurs par /v, yv, Iv, . . . . L'angle cp de deux vecteurs t>v 

(1) Or pour éviter toute ambiguïté, il faut accentuer la place des indices. C'est ce 
que nous faisons partout en affectant les points en bas, ou en haut. 
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et wv est défini par 

(8) coscp = - -

Quant à la variété W w , la métrique n'y est définie qu'à un facteur 

multiplicatif près. En effet on a tout d'abord 

(9) &\Lg\v = — Q[i£Xv 

et en posant 

-5k . — «/>* n> — n-. t 

àx^ 
(10) g\\k = pg'k\L9 Qx=Q> — X X 1 0 ^ ' 

on trouve 

4. L'affineur aux composantes 

AT* ^rv 

est « l'affineur de courbure » de la variété. On a pour n'importe 
quel vecteur t>v, iv> 

| 2 D [ a ) D a ] p v = _ R a ) i i ; P x + , s ^ a D a P ^ , 

( î D ^ D j , ] ^ ^ Ra>{jLXVtv"-f-'2Sa>ji.aDa^/. 

Conformément à l'usage, nous désignerons par r v w y / l'affineur de 

courbure d'une variété métrique (Vw ou S,|). 11 donne naissance a 

« la courbure » de la variété qui est le scalaire 

L'affineur de courbure nous permet de distinguer encore parmi les 
variétés déjà mentionnées des cas spéciaux, à savoir 

Y M — \ n avec K = const. ^ o, 

j R/t(Raum) = Vv avec K = 9, 
( 6 ^ ( E l l(Euchdè)=A l à avec R ^ / ^ ç . 

5. Etant donné un espace à m dimensions \ „ , dans L v , nous choi­
sirons, le long de X m , n champs vectoriels linéairement indépen-
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dants ev (j = i, . ., n) (de telle manière que les champs PV, . . ., fi 
J m \ m 

soient tangents a \ / ; o tandis que les champs PV, . . ., ey/ ne le soient 
m 4- l n 

pas) et nous en construirons n champs vectoriels covariants e\ d'après 

( i3 ) « ' * A = A ; 
J 

Cela étant, nous posons 

l B;= \'é-e/e> (/=»1-4-1, , n), 

' Ai / t / 1 A2 A t 

et définissons « la Xm — composante » ĉ 1 /*r d'un affineur ^* {? 
de L/è à l'aide de 

Ai / p Ai / ^ a , a ? ,¾. p F 

Si la Xm — composante d'un affineur est égale à cet affineur, nous 
dirons que celui-ci se trouve dans Xm. La connexion Ln induit 
dans X,i une autre connexion du même genre, ainsi que nous obte­
nons une variété Lm. La Xm — composante de la dérivée covariante 
d'un affineur, situé dans L,„, est la dérivée covariante de cet affi­
neur. En désignant par D^le vecteur symbolique de la dérivée cova­
riante dans Lm, on a donc pour n'importe quel affineur v\l ^ 
dans Lm 

04) D P ' 1 ' * = B V ' * ''P' ^ D , ^ 1 2f 

L'affineur de torsion de Lm étant S ^ , on trouve qu'il est la Xm 

composante de l'affineur S^, 

( l5) S V ' = B"tiïSapT-

L'affineur 

\ \ = °iiX J W Ha/=BSD«Bfl 

sera dit « l'affineur fondamental » de Lm. En posant 

(17) i > = B $ D « i , I ^ B ^ D . r f , 
on a 

v J 

(if) H^= — h^y ( /=#n-f- i , . ,/i) 
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et 

ou bien 

(«à) B#-s#=4ai V). 

Si ^v(#x) est un vecteur dans Lm, on trouve à cause de ( i3 ) ' e t ( i4 ) 

B Ï D a ^ D ' ^ p V H -
(140 

1 • B jj D a wi = D^ wi -4- wv L ^ y . 

Il s'ensuit pour n'importe quel vecteur wv(v\) dans Lm 

l w\*< DM PV = wV-D' PV -+- «>H tA H* ;v, 
•{*4") { v 

| py- D^ w>x = t^ D„ M̂X -+- ^ ^v Lu/A* 

Soit B V ^ l'affineur de courbure de Lm . On trouve l'équation de 
Gauss généralisée 

avec 

( e , / = /w-f- i , . . . , n). 

S'il s'agit d'une variété métrique (2) , l'équation (21) peut s'écrire 

0) Ici 
S . . / _ S . . v / 

En général, la supposition faite sur les indices grecs nous permet d'adjoindre à 

chaque affineur C) 1 ' "^ les scalaires 

•<•*•> :̂:::¾ = «* •• • % ^ - • - ^ ^ : : : ^ 

(2) Danc ce cas les vecteurs ev, . . . , ev sont considérés comme verseurs orlhogo^ 
1 m / 

naux, tangents à la variété m fois étendue, et ev, . . . , ev peuvent être considérés 
/n-f-l' /i 

comme verseurs orthogonaux et normaux à cette variété. 
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aussi 

Le scalaire K' 

est « la courbure moyenne absolue » de la variété à m dimensions, 
tandis que le scalaire 

^ = - ^ = 7 ) ^ ^ ^ ^ , 

est sa « courbure forcée ». 

CHAPITRE II. 

INVARIANTS D'UNE COURBE. 

I. 

1. Supposons un espace n fois étendu, doué d'une connexion 
métrique avec torsion, 

et imaginons dans cette variété une courbe C aux équations para­
métriques, 

(?) xv=xv(t). 

Le paramètre s, défini moyennant 

(3) /

t 

s/gïy.dxldxV'i 
*0 

sera dit « l'arc » de C. 11 s'ensuit que —j- = iv est un verseur (tan­

gent à C). On peut s'en servir pour introduire le symbole D de la 

dérivée covariante le long de C, 

( 4 ) V = iV-D u-, 
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ainsi que l'on a pour n'importe quel vecteur ev, défini le long de C, 

(5) ^^Ï' -^V^' D'X=$-lVv^ 

Si/V est un champ versoriel le long de G, on a 

( 6 ) jV-V^=o 

et par conséquent f* est orthogonal à Dyv. 

2. Supposons maintenant un champ versoriel Jv parallèle à lui-
même le long de C, 

(7) D J V = Ï + IV'^=0' 

Il s'ensuit que l'on a au voisinage suffisamment petit du point régu­
lier V{s = o), 

(8) j v ( , ) = jv(o)-,(r^^)0-

" ^ , , + r , / w '"• ds / o 2 ! \ ds *V-

Imaginons d'autre part un champ versoriel/7 le long de C, 

el désignons par a (s) l'angle des verseurs 3v(s) et / v ( s ) , 

c o s a ( s ) = JA(s) /> (s). 

On a donc d'après (8) et (9) , 
s2 

(10) c o s a ( ^ = c o s a ( o ) H - * ( J * D / ) ) „ - h ^ ( J * D * y \ ) o - * - -

= ^(0)^(0) + ^0700-4-^(0^)0 + . . . ] . 

Ce développement, que nous utiliserons bientôt, est formellement 
le même que dans un espace euclidien, où le symbole de la dérivée 
covariante égale le symbole de la dérivée ordinaire. 

3. Posons maintenant. 

(11) iv( , ) = / v ( , ) , i v ( 0 ) = y v ( 0 ) = Jv(o). 



LES COURBES DE LA VARtETË GÉNÉRALE A n DIMENSIONS II 

Dans ce cas a{s) = a, est l'angle du verseur que l'on obtient, >en 
déplaçant parallèlement le verseur tangent i ' ( o ) en P ( o ) de P ( o ) 
en P ( s ) , et du verseur tangent i(s) en P ( s ) . Il mesure dans un cer­
tain sens « la dé\iation » de la direction tangente de C. Parce qu'on 
a, d'apies ( 6 ) , 

(b') A D i x = o , 

on en déduit 

(6') ( D * ) ( D i X ) = - i * D » i x 

et par conséquent l'équation (10) nous donne 

(12) CoS«(s) = i - ^ [ ( D A ) ( D < X ) ] o + ., 

d'où l'on déduit, en supprimant l'indice o, 

da 
fi3) _ L = v / ( D , A ) ( D , 0 

D'autre part, en désignant par iv le verseur dans la direction du 
9 

vecteur fh v et par k la longueur de Dj v on a 
i 

(\\) D « V = A : « V . 
I 2 

En comparant ( i 3 ) et (i4)» o n parvient a 

da 

<l5> i = * 
Nous appellerons « première courbure » de C le scalaire k et 

« premier verseur normal » de C le verseui iv qui en raison de (6 ) 
2 

est orthogonal a iJ. Si k = o, on a Di= o et C résulte autoparallèle. 
i 

Supposons i ^ o e t n > 2 . Dans ce cas, le vecteur DJV , qui est 
i » 

orthogonal a iv [ d'après (6)1 définit avec V et Ï* un trivecteur «l* il D i a l . 
2 , 2 r 2 

Nous désignerons par C le verseur, situé dans ce trivecteur, et ortho-

gonal à J et /v. C'est « le deuxième \erseur normal » de C. On a donc 
2 

(îf>) D#*= £*v-f-fciv-+-/>i', 
2 I 2 2 J J 

file:///erseur
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avec 

(16') ô = ADix = —ADi\ = —rt, 6 = ADix=o, 6 = ADi\ = — A Dt\. 
1 2 2 1 2 2 2 3 3 2 2 3 

Le coefficient b est étroitement lié à l'angle, compris entre iy et i \ 
T 2 

Construisons le champ parallèle en partant du vecteur Jv(o) = tv(o) 
2 

et désignons par a (s) l'angle des verseurs Jv et iy. La relation 
2 i 

da 

définit « la deuxième courbure » de C. Pour l'exprimer en fonction 
de 6, posons en raison de (10) et (16') 

(18) cosa(s) = û (o) r*'x(o) -+- s(Dii\ -h.. .1 = cosa(o) -+- sf A Dz'x") -h. . . 

= cosa(o)— s(b\ -+-.... 
2 \ V o 

En supprimant l'indice o, on en déduit en toute rigueur à cause 
d e ( i 7 > 

da 

(.9) i = * = *> 
de sorte que l'on peut écrire pour (16) 

2 1 2 3 

En poursuivant ce procédé plus loin, on obtient les formules de 
Frenet(s), 

(20) D ^ = — k c* -4-A J> ( a = i , . . . , / 1 ) , 
A A—1 a—1 a a-j-i 

OÙ 

/v = /v? k = k = o. 
1 0 /2 

On appelle 1, 1, . . . , i le premier, . . . , le (n — ])'eme verseur nor-
2 3 H 

mal de C et les scalaires A", . . . , k la première, . . . , la (n — i) i emè 

1 « — 1 

courbure de C. 

(1) Voir [8], [71] pour V.. Aussi [60] et [75]. 



LES COURBES DE LA VARIÉTÉ GÉNÉRALE A il DIMENSIONS. l 3 

Si toutes les courbures sont y£ o, nous dirons que la courbe C est 
générale. 

Dansce cas, tous les vecteurstv, . . . , ÏV, mutuellement orthogonaux 
l n 

et par conséquent linéairement indépendants, sont bien définis. Pour 
le cas k = o (m<n — i) voir plus loin. 

m 

4. Retournons au système (20) en l'envisageant comme système 
des formules de Frenet pour le champ versoriel /v. Dans ce cas, 

1 • 

on ne tient pas compte du fait que JV soit le verseur tangent de C 

et par conséquent, étant donné un champ versoriel Iv le long de C, 
1 

qui n'est pas tangent à C, on peut déduire aussitôt le système 
correspondant des formules de Frenet, à savoir 

(20') m> = — K ]v + K P f o = i , . . . , / i ; K = K = oV 
a a—\ a—\ a rt-t-1 \ 0 n J 

Par analogie, on appelle '< courbures du champ Iv » les sca-
i 

laires K, . . . , K. D'autre part, les champs versoriels Iv, . . . , Iv étant 
l n—! ^ i n 

orthogonaux à Iv, on les désigne comme « verseurs normaux » du 
i 

champ lv. Si par hasard K (m<n — i) est la première des cour-
i «/ ~~ 

bures K, . . . , K qui s'annule le long de C, le système (207) se 
I ni 

réduit à 
(20") 01* = — K Iv + KIv (a = i, . . . , #n; K = K = oY 

a a—l a—1 a a-H \ o m ) 

Dans ce cas, n'importe quel champ versoriel Iv, orthogonal au m vec-
I -h m 

teur I [ v . . . IAl, donne naissance à un autre système de formules de 
1 m 

Frenet, 

(20") Dlv = — K P + K I ^ (b = m + i, . . . , / i ; K = K = oV 
o b—\ 6—1 b 6-+-1 \ m n J 

[Cette remarque nous permet d'envisager le cas, où A", soit la pre-
m 

mière courbure de C, est égale à zéro. Dans ce cas, les formules de 
Frenet se réduisent à ( 20) pour a = 1, . . . , m et k = k = o, et l'on 

0 m 

peut construire un champ /v orthogonal au m-vecteur i lv, . . . , P] et 
m -+- l 1 m 

les formules correspondantes (20'")]. 
MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 63. 2 
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Le système (20)' (pour I V =/ V J nous permet de simplifier le sys­

tème différentiel qui définit le parallélisme le long de C. En effet, 

étant donné un champ cv, parallèle à lui-même le long de C 

(21) ^ = ^+1^,/,11=0, 

en introduisant les scalaires 

va— J/ V ) / V ' = Va I v \ , 

on a 

c'est-à-dire 

dva 

D i > v = I v _ 4 _ p a D I ' = O, 
d,S n a 

dva 
( 2 2 ) _ - = _ _ j ; f l - l K -h*>"+>K. 

« * a—1 a 

Ce système ne contient que n — i coefficients K, . . ., K, tandis 
1 n—1 

que le système (21) en a /1-, savoir ( T , ' ^ ) ( ' ) . 
La théorie des systèmes différentiels linéaires nous apprend, en 

raison de (22) : 

Si Von connaît un champ versoriel le long de G aux cour­
bure constantes ^ o, Vintégralion du parallélisme le long 
de G n'exige que des opérations algébriques. 

Nous nous seivirons de (22) pour résoudre le problème suivant : 
Etant donné un système de n — \ fonctions analytiques, holo-
morphes K ( s ) ( w = i, ..., n — 1) on a a trouver le long d'une 

courbe donnée C un champ lv ayant ces fonctions pour courbures. 
1 

Construisons a cet effet avant tout n champs \eclorielî> Jv(s), muluel-

lement orthogonaux el parallèles a eux-mêmes le long do C ainsi 
1 n 

que n intégrales particulières linéairement indépendantes «, . . . . 1 
a a 

du système 
d t 1 ^ 

a = — Iv I -*- K I . 
ds a~l a~l a a+l 

- ^ - . . . . , t , . . . - t. ,, 

(1) FowL38], [57]. 
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On peut choisir ces intégrales de manière que 

di t \i \ = 
1 b\ 2 1 l = §cu 

an a 
l 

et par conséquent aussi 

> ^ a a 
> i i = àu/ 

*—*ai d 
J 

Cela étant, posons 

J v = J v , . 
a b a 

Il s'ensuit non seulement 

DI' = — K J' -+- I' K, 
n a—\ a—\ n+\ a 

mais aussi 
I v I v = 8 « 6 . 

Or, la solution du problème en question est fournie par Le champ 

a 
I' = J 'J , 
1 a 1 

tandis que Iv, . . . , Iv sont ses « verseurs normaux ». 

o. Les courbures d'une courbe générale forment l'analogie à ce 
qu'on appelle dans la théorie classique « un système complet » de 
invariants de C Pour le démontrer, il suffit manifestement de faire 
voir que ce système définit (a la position près) une courbe, dont 
k, . . . , k sont les courbures ( ' ). 
I n—\ 

Quant aux courbes qui ont les mêmes courbures, sans avoir une 
tangente commune, on ne peut les comparer en géneial, le parallé­
lisme n'étant pas absolu dans notre variété. 

Or, on ne peut pas dire au sens précis du mot que les cour­
bures (23) forment un système complet des invariants de C, car 
c'est encore la courbure de la variété le long de C, qui peut jouer 
un rôle important dans la théorie des invariants de la courbe exa­
minée. 

(1) Voir plus loin la démonstration du problème analogue. 
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En résumé, nous pouvons énoncer le théorème suivant : 

Etant donné un système (23) de fonctions holomorphes dans Srt, 
ce système définit une courbe qui : 

a. Passe par un point P choisi ai bitrairement ; 
6. En ayant un repère orthogonal *v(o). prescrit d'avance 

en P ; 
c. Et les fonctions (23) pour courbures le long d'elle. 

Pour la démonstration de ce théorème, voir la fin du n° 11. 

6. Etanl donnée une congruence des courbes, au verseur tan­
gent t v =i v ( j ? ) , on peut manifestement construire la dérivée cova-

i 

riante de iy(x) le long d'une direction arbitraire. Or, si l'on choisit 
un verseur arbitraire jv(#). on parvient aux formules de Frenet pour 
la congruence dans la directionyv(j?), savoir 

( 2 4 ) jYD^^= — k fr-t-ki* (a = i, . . . , n, k = k = o), 
a a—i a—i n a-\-i s 0 n 

en obtenant ainsi les courbures et les verseurs normaux de la con­
gruence pour la direction Jy(x). On peut toujours trouver une telle 
direction y>, pour laquelle k •= o. En effet, le système des équations 

i 

y> DJA ^ = o 

a toujours une solution y v ^ o , parce que l'affineur D ^ est du 
rang < n à cause de 

Une telle direction s'appelle « direction principale » de la con­
gruence ( ' ). 

Remarque. — Les formules de Frenet donnent naissance aux 
formules 

(i5) (jV-D^P iv=^k...k «v-hPv (p£n — i), 
1 1 p /î-Hl p 

(l) Voir [22], [31 ] et [70]. Cf aussi [78]. 
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valables pour y v = j v , toutes les fois que les courbures sont ?£ o. 
Le vecteur Pv est situé dans le p vecteur osculaleur j [ v . . .A1 

I I . 

7. Nous nous proposons maintenant de trouver les invariants 
d'une courbe dans l'espace n fois étendu, doue d'une connexion de 
M. Weyl. Dans une telle variété, la métrique est donnée à un fac­
teur multiplicatif près 

(26) J,\L=PgïV.-

Etant donnée une courbe C, #v— xv(t), nous trouverons avant 
tout un tenseur G v̂, du rang /*, dont la dérivée covariante s'annule 
le long de C 

et qui est invariant par rapport à la transformation (26). Dans ce qui 
suit, nous restreindrons notre recherche sur les courbes, dont les 
vecteurs 

(*7) "V=-T7T 
dx"* p = e ^ , 

3 2 
pv = epv, 

sont linéairement indépendants, de sorte que le déterminant de leurs 
composantes est ^ o, et nous désignerons sa valeur réciproque 
par tu. C'est une densité, du poids 1. D'autre part, on peut cons­
truire une autre densité, ayant le même poids 1, mais indépendante 
de la connexion, la racine carrée du déterminant du tenseur £y{JL, qui 
par hypothèse est du rang n 

1 

V;J = (I^^I) 2 . 

Gela étant, on constate facilement que le tenseur 

eHogVlA 
dxx )dxJ 

(a6') 0 ^ = ^ * ' 

jouit des propriétés mentionnées plus haut. 

(1) 

8. Nous sommes ainsi parvenus à un tenseur défini le long de 

( l) Voir [45]. 



l8 VACLAV HLAVATY. 

courbe donnée qui joue le même rôle que le tenseur métrique dans 
une connexion métrique. 

Or, il est bien naturel de le prendre pour le tenseur métrique le 
long de C dans notre connexion. Cela étant, on peut définir avant 
tout « l'arc » de G 

dx^ dxV-y 

le verseur tangent i v = -y- de G et l'on parvient ensuite aux for-
, ds 

mules de Frenet 

(iV< 0^)^ = - k iv _+. fv /f ( a = i, . . . , AI), 
a a—l a—1 a-H a 

avec 
V = *v? k = k = o. 

1 0 n 

Toutes les notions qui y interviennent sont invariantes par rap-
poi t à la transformation (26) ( ' ). 

Les courbures k (w = T , . . . , n — 1) ne s'annulent pas le long 

de G. Pour le faire voir remarquons que l'on a 

ds 
pV = jV 

1 dt, 

et par conséquent, en raison des formules, analogues à (25) 
>'=(%)" kk. k iv+Qv ( / ? = > , . ,„ ) , 
p \ai/ 12 p—\ p p—i 

où Qv est situé dans le {p — i)-vecteur i I v . . . i ^ . Il s'ensuit 
P - \ _ 1 P - \ 

immédiatement 
n[n+\] 

/ ds\ 2 

p [ v . . . V A ] = / ) - # /1 -1^ /1 -2 . . k iï* A3. 
l n. \ dt J 1 2 /1—1 1 n 

Le /i-vecteur à gauche est par hypothèse ^ o, d'où il suit 

k k . . A: 7̂  o. 
t 2 n—\ 

(1) Pour un autre système des formule de Frenet voir [48], [49], [66]. 
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Une courbe générale située dans la variété à n dimensions de 

M. Weyl possède n — i invariants scalaires, -^ o, invariants 

aussi par'rapport à ( 2 6 ) . 

III. 

9. Supposons maintenant la courbe G dans L/2, dont la connexion 
est la plus générale. La métrique n'étant pas donnée dans cette 
variété, nous ne pouvons pas introduire la notion des verseurs, en 
particulier du verse ut tangent. Mais il y a quand même un para­
mètre priviligie, « l'arc affine » de C que nous voulons définir avant 
tout. Remarquons a cet effet que chaque sv sterne des coordonnées # v 

donne naissance à une densité 5 1 du poids — 1, à savoir le détermi­
nant des composantes des vecteurs tangents aux lignes paramé­
triques. On a dans le système choisi OX, = 1, et par conséquent ( ' ) 

dxV-
dt 

Chaque densité Dît du même poids peut être « jaugée » par dt à 
l'aide d'un scalaire M correspondant J ï l = M 3 1 ( = M dans le sys­
tème actuel) et l'on a 

dxV-
dt >*»-* ( T - v ? ) ' 

Or, si l'on désigne par JTt l'intégrale du système 

d\o*dXL . dxV-
- * — + l ^ 1 5 - = °' 

c'est-à-dire 

3TI = ce J v dt (c = eoiist. arb.), 
on a 

{28) ^ 0 ^ 1 1 = 0 

et cette équation sera notre point de départ. 

10. Introduisons les vecteurs 

(') Voir [34], [80-]. 
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ainsi que les vecteurs 

w - r - ï ' r-Œ-Or r-(?»•)*>' 
adjoints à un autre paramètre s±=s(t). On constate facilement la 
relation 

( ds \P 
-r) KV-+-IJV (p = i, . . . , * ) , 

« t / y» /?—1 

le vecteur Uv étant situe dans le (/? — i) vecteur Ulv . . . UX| (et U v = o). 
p—\ l p—1 o 

Dans ce qui suit nous restreindrons notre recherche sur les courbes, 
ayant les vecteurs vv, . . ., vy linéairement indépendants. Il s'ensuit 

I n 

d'après (3i) que cette propriété ne dépend pas du choix particulier 
du paramètre. En désignant pir U) et tt les déterminants des compo­
santes des vecteurs vy et uy on a, d'après (3 i ) , 

( 3 2 ) —(Î) ' 
Nous choisirons le paramètre s de telle manière que DXi = tt (ce 

qui est toujours possible, tt étant une densité du même poids que Jïl), 
c'est-à-dire 

{ (m) dt <'>. 
en l'appelant, « l'arc affine » de C. Gela étant, on déduit à cause 
de (3o) 

i n \ n ) \ n—\ 

Mais parce que l'on a d'après le choix du paramètre s 

uV- DJJ,U = o. 

on en déduit immédiatement 

(uV-Dpub) wv . . . K*1 = 0. 

(1) Voir [39], [40]. 
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Le vecteur i ^ D „ a v est donc une combinaison linéaire des vec-
l * n 

leurs uy, . . . uv : 
1 n—\ 

Les formules 

\ \ \ r / 1 2 V ï rJn—in 
(33) 

' V l r J n 1 n—l 2 n—2 /i—l 1 
( Ï * I * D U A K V : = Z ttv -+_/ Mv - H . . . H - / MV ( 1 ) 

peuvent être envisagées comme formules de Frenet pour une 
courbe dans hn. Les scalaires /, . . . I sont « les courbures affines » 

l n — \ 

de C. En désignant par tta le déterminant 

u a = | wv u,v . . . iC* uV-D^uv W . . . u^\ (a = i, . . . , n —i) , 

on a 

1 2 a—i i n fl-t-i 

Nous ne traiterons que des courbes, pour lesquelles tt p^ o, c'est-a-
dire pour lesquelles les vecteurs u", . . . , uy sont linéairement indé-

1 n 

pendants. Le cas échéant les courbures l, . . ., / seront dites « indé-
l n — l 

pendantes ». 

I I . Etant donné un système des fonctions analytiques holo-
morphes l(s), ..., I (s) (« indépendantes » au sens que nous venons 

L n—l 

de préciser), nous en voulons construire la courbe G qui ail ces 
fonctions pour courbures. Transcrivons à cet effet la dernière des 
équations (33) 

(33') (uV D»\" u* = l(uV-Du.)"-* uy + ...-+- l ( # D M ) M V + / wv 

V 1 / l l 1 n—l l n-*-1 l 

et substituons-y les expressions 

v du* rfwv 
(34) ^ - = a v = « o v , - ^ = c o v , . . . , - ^ r - = w v , 
x ' afo i i ds 2 rf* n 

rfr)a * > u rfrXn 
(35) r A l l =r A l l [*( , ) ] , - ^ - = ^ , - ^ - = ^ , . . , —j—^T^. 

(1) Foîr [2] pour E3 Un autre système donne Cartan [11] dans Lv 
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Les expressions (35) ne dépendent que de #v, wv, . . . , wv de sorte 
J n—l 

que le système (33') peut être écrit 

/ do) \ 

(36) F ' ( r, (o, . . . , w > - £ ; / , . . , * ) = o. 
\ j « fis. | /f— i / 

L'ensQmble (34) et (36) est un système de N = n -f- n2 équations 
différentielles du premier ordre par rapport à toutes les N inconnues 
jy, co\ . . . , wv. 

n 

Pour déterminer les N constantes arbitraires, dont dépend l'inté­
grale générale de ce système, nous prescrivons les valeurs #v , 
wv, . . ., OJV pour s = o, ce qui exige N = n2 -f- n constantes. Mais ce 
l n 

choix des constantes est équivalent à la condition que la courbe 
cherchée passe par un point donné et qu'elle y ait [à cause de (3o)] 
le repère fuy\ prescrit d'avance arbitrairement. 

Les n — i fonctions holomorphes l(s), . . . , / (s) indèpen-
i / » — i 

dantes déterminent dans LAi une courbe au moins, — qui passe 
par un point choisi arbitrairement, en y ayant le repère (uv\ 

prescrit d'avance — dont les courbures sont l(s), . . ., l (s). 
l ;/ — I 

12. Les vecteurs uy étant linéairement indépendants, on en peut 
a 

construire /i vecteurs covariants, linéairement indépendants 
a 

d'après uyuh= A.J. Il s'ensuit immédiatement, en raison de ^33). 
a 

a a-\ n / o \ 
( 3 ; ) wl1 DM M) = — n, — l ?/A ( a = r, . , // ; u, = o , l = o ) . 

1 n—a \ 0 / 

Les deux systèmes de Frenet, (33) et (37) nous autorisent à sim­
plifier les équations différentielles qui définissent le parallélisme le 
long de C 

(38) ttti D^ 1* = Ç _+_ r ^ v\ ^==0j M D[x wt = ^ - T ^ ^ wii= o. 

En effet, si l 'on pose 
v> = ^ M r̂ - ^ A =rwa uh * ~( î> = p>v « ) t ' wa =wy uF), 

a \i a J 



LES COURBES DE LA VARIÉTÉ GÉNÉRALE A II DIMENSIONS '23 

on trouve à cause de (33) et (37) 

dva 

- r + ^ - ' + p " l —o (v"=l = o\, 
US n-a V "A / 

- ^ — Wa+X— fwv Z -+-«>* l -*-...-+-<VH-il\Sa = 0 \ fu>n + l = l=o\ 

( a = i, . . . , / 1 ) , 

Il s'ensuit : L'intégration du parallélisme dans Lfl le long d'une 
courbe générale aux courbures constantes n'exige que des opêra^ 
lions algébriques. 

Remarque. — On constate facilement que les courbures Z, ..., I 
1 «—-1 

sont d'ordre resp. 71 + 2, n 4 - 3 , . . . , 2n, tandis que les vecteurs MV, 
1 

«v, . . . , uy sont d'ordre resp. n, n -f- 1, . . ., 2 n — 1 par rapport à un 
2 n 

paramètre arbitraire t. Si n = 3 on peut trouver un repère ev, ev, ev 

1 2 3 

d'ordre 4 et deux fonctions p, r d'ordre 5 
li 

2 .'• 

Z 
1 1 2 2 .'. v 4 i 

i 1 ^P 
r 4 . 2 « s 

et l'on parvient aux formules 

é ? { j . D a ^ = e v , ^ D M ^ = e v + p c v , ^ D M ^ = t è ^ + 3 p ^ ( i ) . 
1 l 1 2 1 2 3 J 1 3 i> 2 

CHAPITRE III. 

LEâ COURBURES DE V„ ET LES COURBES DANS V'n. 

Dans ce qui suit^ nous nous proposons d'étudier l'influence de la 
courbure d'une V„ sur les courbes qui y sont situées. 

I. Paramètres localement géodésiques (2). — Soientg-,^ le tenseur 

(>) [ 2 ] p o u r Kj, [ 3 9 ] , [-40] pour L3. Cf. aussi [ 5 0 ] . , 

' V ) Voir [17J , [ 3 6 ] a ; [ 3 6 ] 6 , [ 6 2 ] , [761-
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métrique d'une V/? et T^ ses coefficients 

Introduisons les coefficients àr^»...dxVf 
et 

Si l'on passe du système des coordonnées xy à un autre système '#v, 
les coefficients T^ se transforment d'après le Chapitre I, (o). On en 
déduit facilement le mode de transformation des coefficients V. D'autre 
part, on peut développer la transformation fx->% au voisinage infi­
niment petit du point P(x = o) 

K J ^Pp] \àx^...àx*r/o 
i 

En comparant les formules pour la transformation des coefficients A 
aux équations (3), on constate sans difficulté que le choix convenable 

( àP ' xY \ 
-r-- r—7- ) n o u s fourn i t 
àx!i... dxlp /Q 

(4) 'AXm ^ = ( ' A ^ O o = °-

On parvient ainsi aux coordonnées 

(5) ^ = ^ + ^ ^ ^ ^ + ^ ( ^ + ^ ^ ) , ^ ^ ^ + . . . . 

Nous dirons que le système 'xy est localement géodésique d'ordre r 
dans P si les équations (4) sont valables pour 5 = 1,2, . . . , r, tandis 
que 

0 
(4 ) A ^ ^p9éo poui p = r-hi, r H- P, . . . . 

Dès lors, nous supposerons que le système des coordonnées #v soit 
localement géodésique d'ordre 4 au moins dans P. Cela nous permet 
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d'évaluer les coefficients 

/o T 0 0 ! r 

( 6 ) % _ 3 / ^ v '„ • V 

en P . D'autre part , en tenant compte de la définition des coeffi­
cients T>v on en peut déduire les formules analogues pour A^aj3 p à 
l 'aide des dérivées de g\^t. Cela étant, on trouve en raison de (6) 

(7> *' ( i * ^ ^ 

Il s'ensuit au voisinage infiniment peti t du point P ( # = o) 

0 1 ° 1 

Nous aurons plus tard l'occasion d'utiliser ce développement. 

2. Le déplacement d'un vecteur le long d'une courbe ( ' ) . — Étant 

données une courbe C ( s ) et la dérivée covariante le long de C(s) d'un 

champ vectoriel v 

(9) *> Dix "V'= D^v = ^ + Txji..^ *S 

ces équations représentent le système linéaire différentiel non4iomo-

gène dont nous nous proposons de trouver l 'intégrale ( 2 ) . D'après un 

théorème bien connu, l 'intégrale cherchée est en général 

,.• ° v^ sP f dP v^\ 
(s-yo). 

H Voir [16], [36] b. 
{*). Ici et dans la suite, nous supposerons que le système (9) admette une intégrale 

holomorphe au voisinage infiniment petit du point P(x — o), 
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En supposant que le système des cooi données xv est localement géodé­
sique en P( x = o) on trouve d'après (9) et (6) les valeurs des coeffi­
cients dans (10) ainsi que l'intégrale cherchée peut s'écrire 

(II) (**=£'-+-s(Dc>v)0-+. y} (^^-h I ^ O ^ V , ) Klùf^\ 

s° t I 
/ D^ p'-+- - V» t^v* Dl\„ 

^ 1 
l1 Ï* Kwll)

V j -

Si le déplacement du vecteur cv est paiallele (Di>v= o) la formule (11) 
devient plus simple 

(12) v* = £v-h j } ( K ^ 1« fX ^ ) 0 

et ainsi 1 on a 
0 

( i3 ; l r m ( » v - ^ 
s2 3 f ̂ («W^^V 

C'est ici pour la première fois que l'affineur de couibure intervient 
dans la théorie du déplacement parallèle le long d'une combe. En 
désignant par KWj l'affineur i0)tuK,0/^, on déduit d'après ( i3) et (8) 

1 1 

(i4) 3 0 1 . J * - ^ - * ) = V & o , . » f r 

et cette formule fait clairement voir le rôle de la courbure de V;i pour 
le déplacement parallèle d'un vecteur. 

3. Équations canoniques de C(s) { ' ). — L'application de la même 
méthode nous mène a l'intégrale de l'équation différentielle de la 
courbe 

df> 
ds i_ __ _ _ 

(1) Voir [36]a. 
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qui est de la forme 

(iô) x-(s) = si>+ ~ (D*v) -4- ^ (D^ i>) + £ (D3 , 'H- * k m
v ) 

-+- £ ( W - + - >* L121
v_ 3^K2,;-4- 1 k^v DU*} -4-..., 

avec 

« 6 c ^ l i l r 

(Les coefficients de ce développement sont naturellement à prendre 
au point P.) Les équations ( i5) peuvent être envisagées comme équa­
tions canoniques de C(s). On voit donc qu'a parlir de s'' elles sont 
bien différentes de celles d'une courbe dans l'espace euclidien tan­
gent. Notre système des coordonnées étant géodésique d'ordre 4 au 
moins en P, les équations canoniques d'une géodésique, passant 
par P, sont d'après ( i5) 

( I J ' ) *v ( S) = Slv+!-J(. )+•••• 

Cela étant, on déduit pour la distance géodésique des points infini­
ment voisins V(x = o ) et Q [ # ( S ) ] en raison de (8) 

(16) S' = ^ u . ^ ( S ) ^ ( S ) , 

avec une erreur d'ordre 7 par rappoit à S. Supposons maintenant 
que la géodésique ( i5) ' soit tangente en P à C, I v = /', et désignons 
par Q l'autre point d'interjection (infiniment voisin a P) de ces deux 
courbes. On a donc pour Q xy(s) = #V(S) et par conséquent, 
d'après ( io) et (16), 

s* , , *5 ~/dk*\ 

Cette formule, qui laisse clairement voirie rôle de l'affineur de cour­
bure de V„ pour la distance géodésique (de deux points infiniment 
voisins de C) exprimée en fonction de l'arc de C, nous permet aussi 
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de développer les coordonnées x du point Q de C en fonction de S 

(18) *v= S iv-4- | ! (D^) 0 - f - |KD^iv-f- |A*i^ 

Si / dJx 

•+- TÏ I D- iv -hA-2D£ v -HivA"-r i - t - A K , ' 
4 ' \ i i ds j m 

H_D*«VH- l A : 2 D 2 ^ + 5 ( D ^ ) A - J - -4-iA:LJ2l
v 

— 3A->K,, ; ' -4-ÏK l X l
v D^A( -4- . . . 

4. Conctact de deux courbes. — La formule (18) nous permet 
d'exprimer analytiquement les conditions pour le contact de deux 
courbes. Imaginons deux courbes C et 'C ayant le point régulier 
P (# = o) en commum. Désignons par Q resp. 'Q le point infini­
ment voisin à P sur C resp. sur 'C. Choisissons Q et 'Q de telle 
manière que soit PQ = P'Q = S et désignons par q le module du 

vecteui infiniment petit Q 'Q. Nous dirons que les courbes C et 'C 
ont un contact d'ordre p en P si q est infiniment petit d'ordre p -4- i 
par rapport à S, c'est-à-dire si 

( 1 9 ) s T o ^ " 3 0 ' 1™$%+**°' (»>ip;k = i92,...), 

en P. Si l'on désigne par 'xw les composantes de 'Q, on peut écrire 
aussi au lieu de (19) 

'# v x v '^ v xv 

( 2 0 ) ' ^ 0 S " = Q> s^o s/»-* ^ ° («^ /> ;* = i , V . - ) . 

D'autre part, en écrivant pour (18) 

^"" ni wl 1 m 
l 

on obtient le développement analogue pour rxv 

00 

V = > — r 'a
v. 
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On a donc pour le contact d'ordre p en P 

(21) a?='a*, 'al?* a* ( « ' < p ; k = i, 2, . . . ) . 
iv "' p+ii /M-/v 

11 s'ensuit : pour p = 1, 

«v _ 'rtv? c'est-à-dire tv = '«v ; 
1 1 . 1 

pour p = 2, 

av = 'a*', av = 'av, c'est-à-dire iv = V, D« = 'D'^ ; 
1 1 2 2 1 1 1 1 

pour/? = 3, 

a? = 'a*, a>> = 'a?, a? = V , c'est-à-dire ^ = ïv , D«̂  = 'D' *v 

1 1 2 2 3 . $ 1 1 1 1 

et 

DWv-4- '^A^'D^V*-*- i'f^'A:. 
41 J 1 4 1 1 

En tenant compte des équations de Frenet [Chap. I ( 2 0 ) ] on en 
déduit pour le contact d'ordre 2 

ÏV=Y', *V=V, k = 'k 
1 1 2 2 1 1 

et pour le contact d'ordre 3 

(22) ^ = V , «* = 7v, iv = 7v, A='A:} A='A:, 
1 1 2 2 $ 3 1 1 2 2 

Il s'ensuit (toujours en P) pour/) = 3 

dk d'k 
\ = L. 

3F rf's 

*W ^ «} Ko)aXV = ' 'W ' ^ V K(ou.AV ( « , 6 , C = I, 2, 3 ) 

et par conséquent les deux courbes ont le contact d'ordre 4 $h 

avec (22 ) , sont satisfaites aussi les équations 

En poursuivant ce procédé plus loin, on vérifie le théorème général : 

5 / deux courbes dans V„ ont le contact d'ordre p en P, elles y 

possèdent le vecteur tangent, les premiers p — 1 vecteurs nor­

maux, les premières p — 1 courbures et les premières u dériva­

tions des premières p — u—1 courbures d'après l'arc en com-

MCMORIAL D r S SC. MATIf — N° G3. 3 
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mun : 

/ ' = V , /> = Y', . . . , i ' = - V , k='k, . . . , A = ' A , 
1 1 2 2 p p 1 1 p — i p—\ 

d11 dH 

- T — k = - 7 7 — 'k (M = I, ...p — i), tp<n). 

Nos moyens ne nous permettent de démontrer ce théorème que 
pour /><5. Mais on peut facilement vérifier qu'il est juste aussi 
pour/>>5. Or, l'affineur de courbure de V;i ne joue aucun rôle dans 
la théorie du contact de deux courbes. L'n théorème analogue est vrai 
aussi pour/? >> n ('). 

5. Courbures relatives de Lipka (-). — Lipka a défini la courbure 
relative de deux courbes moyennant la formule 

Iv = h m-^-• 
i S>o 3 -

Si les courbes en question ont le contact d'ordre 2 la courbure rela­
tive K est nulle. Le cas échéant, on pourrait définir la deuxième 

i 

courbure relative R 

i 

2 S > 0 à"5 

Si les courbes en question ont le contact d'ordre 3, on a K == o et 
2 

ainsi de suite. On a en général pour le contact d'ordre p 

K = , , m - ^ r = ° O =2 , .. ,/?). 
il— 1 î>>0 3 1 * 

0 

6. Une seule courbe dans deux connexions V„ et R/t ( ; ) . — Nous 
avons toujours accentué le rôle de l'affineur de courbure K w ^ par­
tout où celui-ci intervient dans la théorie des courbes, car l'étude 
des formules de Frenet peut conduire à une conclusion fausse, à 
savoir, que la théorie des courbes dans V,< ne diffère point de celle 
dans l'espace euclidien (R„, sans courbure). En effet, si Ton introduit 
les coordonnées locales d'ordre i, la dérivée covariante le long de C en P 

(1) Voir [26], [28] dans R3[37] dans V„. 
<•) * W [ 3 0 ] , [58], [74]. 
(3) Voir [36]*. 
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égale la dérivée ordinaire en P de manière que l'on peut remplacer 

dans le Chapitre I, (20), le symbole 1) par -^-. Nous avons vu tout de 

même que la conclusion, mentionnée plus haut n'est pas juste et nous 
voulons encore approfondir l'étude de l'influence de la courbure 
de Vn sur C en étudiant une seule courbe dans deux connexions 
différentes. 

Supposons que C ^oit siluée dans un espace n fois étendu, doué 
d'une connexion riemannienne, déduite de g\^. Introduisons dans un 
de ses points réguliers, par exemple dans P ( # = o), les coordonnées 
géodésiques d'ordre 4 au moins. Ce système de coordonnées est en 
même temps un système cartésien pour la connexion euclidienne à la 

0 _ 0 

métrique g/u.= (g)y)o que nous désignerons par R„. Nous nous pro­
posons d'étudier les invariants de C par rapport à ces deux con­
nexions. Pour plus de clarté, nous affectons l'accent en haut à gauche 

0 

aux expressions qui concernent notre courbe dans R„ (ainsi par 
0 

exemple 'C est notre courbe examinée dans R„, etc.). En tenant 
0 0 

compte de ce que la métrique de R„ est fixée par gf[L on obtient 
—y 

pour les modules S et S du vecteur infiniment petit PQ en raison 
de(16) 

(16') S = ' > , 

avec une erreur de l'ordre 6 par rapport à S. Il s'ensuit qu'on peut 
remplacer dans les premiers 5 membres du développement de 'C 

'S'" , ' -2 
1 

l'argument 'S par S. Cela étant, on obtient en raison de (18 / 

(23) ' * ' - * ' = o = > - p / ' a v - w v w . . . , 
-«••m "' ' \ m m J 

les membres omis étant d'ordre plus élevé que Sb. Il s'ensuit 
d'abord 

av = ' a v, ay='cP, a? = 'a?, 
I 2 2 3 
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c'est-à-dire, d'après (18) et Chapitre I, (20), que pour /*^3 

dk 
i>, *v »v A, A, - ^ 
1 2 3 1 2 &* 

sont invariants par rapport à ces deux connexions. Les premières 
deux courbures, la première dérivée de la première courbure 
d'après l'arc, le vecteur tangent et les premiers deux vecteurs 

0 

normaux de la courbe considérée comme courbe de \,t ou de R/t 

sont identiques. 
Mais (23) nous donne encore plus, c'est-à-dire 

a"= cï', a* = 'a> 
+ 4 d t» 

La première relation nous apprend, en raison de (18) et du théo­
rème énoncé plus haut 

d* 'zv 

et cette relation peut être aussi décrite en raison du Chapitre I, (25), 
pour / i>4 

[d*k\ fdkk\ (24) i:\^)^i:\-^) -***r-K-v* 
2 \d*'s*J - \ d's J 1 2 ! * 

Il s'ensuit en général pour n > 4 

(25) r*y6.'c* 
4 4 

et de plus 
d*'k d*k 

(26) ] «*'* rfA 

, ,, H c o s f i / i U K p / ' f v AA:-t-KI2n 
J « = 2 J v 4 \) *_ _ __2_j 

A ~" Acos/*, 'A " 
2 2 \ 4 4 / 

Or, les expressions à gauche dans (26) et (26) ne sont plus des 
0 

notions invariantes par rapport à Vtl et R„, car c'est l'affineur de 
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courbure de V„ qui y intervient : Les troisièmes courbures et les 
troisièmes verseurs normaux de la courbe examinée dans Yn 

0 

et R„ ne sont pas identiques en général. 
Exception fait le cas, si V„ est à courbure constante. Le cas échéant 

les composantes orthogonales de Kw^> à trois indices inégaux sont 
nulles et par conséquent l'équation (24) donne 

et (26) se réduisent à (26)1 et 

d'k dk 
2 ___ _2 

et s ds Cî=î> 
Nous ne poursuivrons pas plus loin notre méthode, car nous 
croyons avoir suffisamment démontré le rôle de l'affineur de cour­
bure dans notre problème. 

Remarque. — Le même procédé nous fournit aussi les invariants 
de C par rapport à deux connexions riemanniennes V#l et 'V/t. Le lec­
teur intéressé en trouvera la démonstration dans un de mes tra­
vaux (' ). 

7. Interprétation géométrique delà courbure de la variété. — Nous 
finirons ce chapitre en donnant une interprétation géométrique à la 
courbure de V/4 dans une bidirection. Etant donnés deux vecteurs, 
aux directions différentes, tv e t / v la courbure de V„ dans leur bidi­
rection est 

( K ^ K ^ X v ^ y i ^ / ' . 

Cela étant, supposons une courbe infiniment voisine à C, construite 
à l'aide d'un vecteur Vv, déplacé parallèlement le long de C. Les 
équations paramétriques de cette courbe *C sont donc 

V = Ï V + E \ ' Ce = const. —>• o). 

Choisissons maintenant deux points infiniment voisins P et Q sur C 
et désignons par *P et *Q les points correspondants sur *C. Le module 

du vecteur PQ étant S, nous voulons calculer le module *S du vec-

(1) Voir [37]. 
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*" 
teur *P*Q. On a pour lui avant tout 

* S * = W * * * - Y ) ( * * | i - * » | i \ (t), 

ou bien, d'après (8), ( i3) et (18), 

X 

Il s'ensuit 

* S * - = S * ( i — ^ K c ^ ^ V w i i i V M v W s * ( > + 

Si l'on désigne par yv le verseur orthogonal à *v dans la bidirection 
0 0 0 0 

des vecteurs iy et Vv, par <p l'angle des vecteurs iy et Vv et par V le 
module du vecteur Vv dans P, la dernière équation nous donne 

Ïïï S* £ 2 -2 £2 

V ' s i n * © ' 

et cette relation nous fournit l'interprétation cherchée de la courbure 
de V,i dans une bidirection (2) . 

CHAPITRE IV. 

COURBES SUR LA VARIETE A m DIMEISSIONS, SITUÉE DAÎSS UNE VÀRIÉTL 

A II DIMENSIONS 

L 

1. Imaginons une Sn-i dans S„ et sur cette Sn_i une courbe 
asymptotique A d'ordre p(> i), celle-ci étant définie comme suit : 

[ * 
( 1 ) x et a? étant les coordonnées des points P et Q, nous désignerons par *x et *x 

o <> 
les coordonnées des points *P et *Q 

(2) Cf [18] [52] [61], [69] 
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« Le /^-vecteur oscillateur e[v. . . il] de A est situé le long de A 
1 P P p 

dans Srt_i ». Nous nous proposons d'appliquer le théorème d'Enneper 
sur A. D'après la définition de A on peut exprimer le verseur nor-

p P 

mal /iv de S„_, au moyen des verseurs normaux de A 

( i ) n^= 7 cosa*v , 
^J f 
P+\ 

d'où il suit pour la seconde forme fondamentale de Sn~\ 

n 

(2) A/ïl=BjBgDa/ip_Bf B^J] [ip(Daco8a)-f-cobaDaipl. 
P+\ 

Or, en désignant par hab le scalaire fiiv-h)^, on obtient d'après 
a b 

le Chapitre II, (20), 
P+\ 

(3 ) A,M = o, h\p — — A c o s a ( a = i, . . , / > — 1), 
p 

d'où il suit en particulier, en raison du Chapitre I, (19), 

COI 

p 
(4 ) — /*m - ^ 1 , / 1 •= 2 * w ^ / ^ S W u . , L , = 2 S , " - A-cos a 

1 M D 

D'autre part, en désignant par Kwu.x, et K.'waXv les affineurs de 
courbure Sn et Sw_,, on peut définir les courbures de Sn etS„_H, dans 
la bidirection i^fo 

l n 

K l a l « = l<* l* IV- C* KwlJlXv, K',a.fl = *M 'X *^ «v K'<ou)v 
l l a a I l a « r 

et, par conséquent, on obtient en raison du Chapitre f, (21), 

( 5 ) K i a i f l — K ' i a ] a = z hUl fiai—h\\ haa ~ h\a ha\ ( a = I, . . . ,_/>)• 

En y substituant les valeurs déduites plus haut, on trouve 

_£, / p+\ \ 2 /»-M 

(5 ' ) 2à(KlaXa-^n)=(kcosa J -»-2S,," *cot a (*), 
1 

et celte formule nous présente la généralisation d'un théorème bien 

( ') Vou [7] , [42]. 
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connu d'Ennepper. Si la connexion est sans torsion, on a SAJ = o et 
par conséquent 

P 

2 f l (
K i < M « — K\a\a)= (kcosPa ^ . 

1 

Si p = n — i, c'est-à-dire si la courbe asymptotique est d'ordre 
n — i, le scalaire 

n—\ 

1 

est la mesure de courbure de S,,-\ dans la direction de P et la for-

mule (5)' devient 
n — \ 

(6) y . K i « i«+ K n= ^-t-^s, ,^» k. 
^ • a «—1 n—t 

Si n = 3, on a p = n — î = 2. Le scalaire N R|rtlrt = K(/} est la 
1 

courbure « forcée » de S3 dans la bidirection tangenle de S2 et 
K' = KJ212 est la courbure moyenne absolue de S_>. On a donc 

(7) K ( / ) - K ' = ^ + ? S , ; A 

Si en particulier S,^ = o, Kw|Jl^ = o, cette relation prend la forme 
bien connue du théorème d'Enneper 

(7') k' = - * \ 
2 

II. 

2. Imaginons une V2 dans Vn (n > 3). Une courbe Q sur V2 est 
P 

dite quasi asymptotique d'ordre p si sonyo-vecteurosculateur t[v. . .û] 

contient la bidirection tangente de V2 dans chaque point(p>>2). 
Le cas échéant les vecteurs normaux «v . . . , zv sont orthogonaux à V2. 

p + 1 n 
Or en complétant le champ iv {q =p -f- 1,. . ., n) à une congruence 

q 
des vecteurs orthogonaux à V\, on peut s'en servir pour la définition 
de A^ [Chap. I, (17)]. 

(7) ^a=BÎB?D a ip . 
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En désignant par i = C le verseur tangent de Q on a donc à cause 
i p 

du Chapitre I, (20), 

(8) / ^ A ^ = * > ^ D ) ^ = o . 
n n 

Il s'ensuit immédiatement pour n>3 qu'en général q = n, c'est-
à-dire que parmi les verseurs normaux de Q il n'y a que V qui est 

p n 

orthogonal à V\ et de plus qu'il y a 

p = n — 1, 

ainsi qu'il n'y a en général que des courbes quasi asymptotiques 
d'ordre n — 1 que nous désignerons simplement par Q ( ' ) . En écri­
vant D et D' pour les dérivées covariantes le long de 1' dans V„ et 
dans V\, l'équation différentielle de Q est 

(D' i^)i^{Di^)(D" ï'*) .(D»-ai'« i]) = o, 

ou bien, d'après le Chapitre I, (i4")> P o u r *v = *v == ^ 

On en déduit qu'une courbe Q est en général déterminée par les 

vecteurs 

(10) i\ D'i\ . . , D'»-*!*, 

en un de ses points. 

3. Imaginons une Q sur V2 dans V* et choisissons un de ses points, 
désigne par P. Le (/*— i)-vecteur osculateur de Q dans P, géodési-
quement prolongé dans V„ ( J ) , donne naissance à une variété V,*-, à 
( 7 l — Ï ) dimensions qui coupe V2 lelong d'une courbe *Q, passant 
par P. On peut facilement démontrer que *Q est tangente a Q dans P, 
ainsi que l'on a pour le verseur V = V de *Q, 

1 

( n ) p=*F dans P. 

Désignons maintenant par HX{̂  l'affineur fondamental de V„_,. 

(1) Bompiani [3] [4 ] , a donne une autre définition plus générale que la nôtre. 
(2) On « prolonge geodesiquement » une k dnection en P (un A vecteur simple) 

en traçant toutes les » * l géodésique* 3 contenues, passant par P 
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Etant donné un champ versoriel yv dans Vw_<, on déduit de l'équation 
r 

analogue au Chapitre I, (i4')> 

et en général pour s = 2, . . ., /1 — 1 

(13) ( / « D a ) v < = ( 7 * D a y y v + ( , + l ) y ^ 

où le vecteur vv ne dépend que des vecteurs (yaD'a)«/'v (q=zo, . . ., 
S - 2 p 

9 — 2) et des affineurs 

H / , / , / 3 » H / l / 4 / A =. B^B^B^DaHpy/,, . . , 
p p 

1?' B? 
p " 1 "" » '» >B-H1 p " ' p 
Ç*i X» * = H*' B ?! t î P a ' ? a * *>+» } 5H-2' 

Notre \n-\ étant par hypothèse formée par les géodésiqucs de \ „ 
p 

on a en P pour n'importe quelle direction yv de V2 

et par conséquent, d'après (12) et (13) (toujours en P). 

(1 w ) ! p ' 
), f P V P r y P p/> 

Ces équations nous apprennent a cause du Chapitre II, (20), qu'à 
partir du troisième verseur normal et de la troisième courbure les 
notions métriques de *Q, examinée dans V/t_,, sont différentes de 

p 

celles de *Q, examinée dans V„. 
Ce fait nous contraint a supposer que notre variété a n dimensions 

soit une VJJ. Dans ce cas notre V„_, devient VJ_, et l'on a en chaque 
p 

point de cette VJÎ_, HA >?i_, = 0 ( ( / = 2 , . . n — 1 ) 
Dès lors nous supposerons — sauf avis contrait e — que V2 soit 

située dans V". 

4. Cela étant, l'équation (11) nous autorise a poser 
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dans P. ( H ^ ainsi que H } ^ , Hx
 V

M . sont les affineurs qui se rat­

tachent à V 2 dans V° En particulier H^' est l'affineur fondamental 

de V 2 ) . 

Il ^'ensuit a cause de ( i 3 ) pour s — 2 ( 1 ) 

( i5 ) D21>— D'2 fv__ 3 1 \ H ^ V D' «u- = *D2 V — *D * V — 3 * ^ H ' *D' *«{*. 

Notre V 2 étant par hypothèse située dans VJJ, le >ecteur normal V 

est orthogonal à i ? ' ( / i , > 3 ) et par conséquent l'équation ( i 5 ) nous 
n 

donne, d'après le Chapitre 1, ( 2 0 ) , 

(ib) *v i> (D'tV-— *D M*) H ) a ' « o, 

ou bien d'après ( 7 ) et Chapitre I, ( 1 7 ) , Chapitre II, ( 2 0 ) . 

* A ( D ' ^ — * D ' * ^ ) / ^ - = — ( D ' ^ — *D *i*) iu k - o , 
n n I /t—l 

k étant la dernière courbuie de Q et iv son avant-dernier verseur 
n — l n \ 

normal. 
Nous supposerons k ^ 0 ( 2 ) . Or parce que le verseur iJ n'est pas 

n—1 « — L 

orthogonal a V 2 , la dernière équation nous donne 

(17) D' t f = *D'M*, 

(toujours en P ) . En confrontant les équations 

D*'= D' *v + iX ftx H^', *D V = *D' V + Y* */* 11^', 

avec (11) et (17) , on trouve en P 

D„'— *D V 

(1) Plus précisément, a cause de 

( i3) (iPDp)W = ^D^yi* + {s + i)i> H^ii^Du)' l*H + ir> 

pour s = 2. 
(2) En gênerai, il n'y a qu'une seule courbe sui V2, contenue dans Vj_j à savoir, 

\d courbe d'intersection *Q Si k = 0, la courbe quasi asymptotique étant a son 
n—\ 

tour sur V3 et dans V?_ , il en resuite O = *Q. Oi, en pailant d'une quasi asympto­
tique, nous sous-entendons toujours k ^ o 

n — l 
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En désignant par k(*k)(u= i , . . . n — i) les courbures d e Q ( * Q ) 
7/ U 

et par iv ( V ) ( « = 2,. . ., n) ses verseurs normaux, la dernière équa-

tion nous autorise à poser 

k = *k, i = V en P. 
1 1 2 2 

L'équation (17) nous permet, en raison de ( i 3 ) ' , de construire une 
relation analogue à ( i 5 ) de l'ordre plus élevé, etc. On parvient 
ainsi (6 ) jusqu'aux relations, valables en P 

(a) D'7+it = *D'<7+1 V 
1 =*«, A =*k 

y-f-2 «7+2 a H 7-+-1 
< l 8 ) 1 ( » ) . = -,, A = * * ( ^ — 4) 

Parce que *Q est située dans V°_, qui est le prolongement géodé­
sique du (n— i)-vecteui osculateur de Q, on a en raison de (18, b) 
pour q = n — 4 

(18) (c) j v — v . 
«—1 «—1 

L'équation qui nous mène à (18, a) étant 

(19) h D7+2 P— ?v DV+2 iv— (^ + 3) *v 1* Hx
 v DV+i ut 

= /v *D?+2 V — iv *DV+2 v — (q + 3) 1, i> H>
 v *D'<7+i* ,̂ 

on en déduit pour q = n — 3 à cause de (18, b) et Chapitre II, ( 25 ) 

(20) A- A / A' k — *k *A \=mk i ;(D ,»- , iv—*D'«-»*^)> 

] //— \\n— 2 «—I n—2 n—lj n—l n—\ 

tandis que (18, a ) nous donne en raison de ( 13)' 

(18)(6/) * vD"-2*v_ ,-v D'«-**v—(«—1) Z v ^H V D'«-J^ 
Ai—1 rt—1 / î — l ^ 

= i v *D"-*V — iv * D " - 2 V — (n — 1) iv V Hx
 v D'"-3 *fti. 

«—1 «—1 Ji—\ ^ 

et cette équation est équivalente à cause de (18, c) a 

(21) ^ * . . k ( k —*k \ = I X ( D ' " - 2 * A - - * D ' « - 2 V ) . 
1 n— i \ n— 2 n—2 / «—1 

Mais la courbe Q étant située dans V°_,, on a *k = o et par con-

(1) Voir [32] 
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séquent l'élimination du scalaire i\ (D'" -2**— *D'"-2*£> ) de (20) et 

(21) nous donne 

(?i) 

k 
/i-2 n 
*k n — i 
n—î 

Pour formuler les résultats obtenus, remarquons encore que les 
équations (18, a) et ( i3) ' nous auloriseht à poser en P 

<24) D / + > ^ = * D 7 + i V ( ? £ * — 4 ) , 

ce qui est la condition suffisante et nécessaire pour que les deux 
courbes Q et *Q aient un contact d'ordre q-{-2 en P {voir Cha­
pitre III) : 

Une courbe quasi asymptotique Q {d'ordre n — 1) sur V> dans 
VJJ et la courbe d'intersection *Q de son {n — \)-vecteur osculateur 
— géodêsiquement prolongé dans Vf, — ont avec V2 un contact 
d'ordre n — 2 en P 

»v=V, iV=*/v, k=*k, Ç - k = - £ - *A-

(/- = 2 , . . . , / 1 . — 2 ; U = 1 , . . . , / 1 — 4 ) « 

La (n — 2)""" courbure de Q et la {n — 2)ie,"e courbure de *Q 
sont en relation 

(22 ) k : *A: = n : ( « — 1) en P (*). 
A i - 2 

o. H y a deux cas remarquables à signaler, à savoir ra == 4 et /1 = 3. 
Si « = 4 la première partie du théorème ne concerne que la première 
dérivée covariante, d'où il suit, en raison de (i4)? que la première 
partie du théorème mentionné est valable aussi pour le cas d'une 

Quant au cas n = 3, que nous avons exclu dès le commencement, 
la courbe Q devient asymptolique d'ordre 2. Notre méthode s'arrête 
dans ce cas à (15 ), d'où l'on déduit 

<2o') A A- = 3 A i v ( D ' ï'— * D ' V ) . 
1 2 2 2 

( 1) Pour V2 dans H„ voir [3 ] , [4] . 
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D'autre part, (18, d) donne dans ce cas 

( a i ' ) (k — *Ar\ = i , ( D ' i ' — * D ' * « ' ) 

et, par conséquent, l'élimination du second membre dans ( 20)' et ( 21 )r 

nous fournit 

( 2 3 ) A : * A = 3 : 2 . 
1 1 

Parce que la démonstration de (23) ne concerne que les premières, 
dérivées covariantes, on peut supposer d'après («4) que V2 soit situé 
dans V3. 

Une courbe asymptotique Q sur V_> dans V3 et la courbe d'inter­
section *Q de son bivecteur oscillateur (géodésiquement prolongé 
dans V3) ont les premières courbui%es liées par (23). 

Ce théorème est la généralisation du théorème bien connu de Bel-
trami. 

6. La méthode exposée peut s'appliquer aussi s'il s'agit d'une 
courbe *Q sur V2 dans Vn qui n'est pas une courbe d'intersection mais 
qui a, au point P le verseur tangent i* et le (n — jyo,ne verseur normal 

en commun avec Q. Dans ce cas on a *k 7^0 et par conséquent les 
A i — I 

équations (20) et (21) nous donnent 

(24) 
A n k — *k 

n—l n—l AI—I 

~*k ~ (n-hi) k 

Une courbe quasi asymptotique Q sur V2 dans V„ et une courbe 
quelconque sur V2 qui a le oerseur tangent et le (n — 1 ) t e m e ver­
seur normal en commun avec Q au point P ont un contact d'ordre-
n — 2 en P et, de plus, k, k et *k, *k sont liées par (24). 

n — l / 1 — 2 n l /i — 2 

Admettons encore une troisième courbe **Q, soumise aux mêmes 
conditions que la courbe *Q, dont nous venons de parler. Le théorème 
étant valable aussi pour **Q, on en déduit immédiatement le corol­
laire suivant : 

Le théorème énoncé est valable même si l'on substitue à Q une-
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autre courbe **Q sur V> dans V„, celle-ci ayant le verseur tan­

gent et le (n — \)lcme verseur normal en commun avec Q. 

7. La question sur les n — 2 premières courbures de Q résolue, il 
nous reste maintenant à étudier la dernière courbure k de Q. Parce 

Al — I 

qu'il ne s'agit plus de la courbe d'intersection, nous supposerons V2 

située dans Vn. Cela étant, complétons le champ /v à une congruence, 
n 

orthogonale à V2. Cette congruence détermine avec V2 une variété à 
trois dimensions, \\. Désignons par DJ, (DJ,') le symbole de la déri­
vée covariante de V3 dans \ n (de Va dans V* ). L'équation analogue 
au Chapitre ï, (i/f) pour vy = /vnous apprend que 

p* iV-D^r, = pi iv- D*rn 
n n 

p"f étant un vecteur arbitraire dans V2. D'autre part, en désignant 
par h)^ les coefficients de la seconde forme fondamentale de \ 2 dans 
V* on a 

p>i\>-D[Li\ = p>iV-D[Li, =h^tiV-pK 
3 

Supposons maintenant que py soit le verseur orthogonal à iy dans V2 

et introduisons les scalaires 

( P* ** h^ = hï» PlPV-h*v.i = hl2> 
\ 26 ) \ 

K-MpÀv étant l'affineur de courbure de V* dans Yn. Or, l'équation de 
Gauss [Chap. I, (21 ')] pour V\ dans V* nous donne 

(26) (AîaV-AÎ, Aî a=K c7,-K', 

K' étant la courbure moyenne absolue de V2. Mais parce qu'on a en 
raison du Chapitre II, (20) 

h*\ = °> Aîa= - A: A/?x, 
/j—1 n—i 

la formule (26) nous fournil 

(27) k"- c o s * w = K f / j — K' (*), 

(1) Pour un théorème analogue, qui concerne une V2 dans Rn voir [3 ] , [4 ] . Dans 
ce cas, on peut substituer la projection au prolongement. 
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w étant l'angle de V2 et P. C'est évidemment la généralisation du 
n—l 

théorème d'Enneper sur la courbe asymptotique. En effet si n = 3 la 
courbe Q devient asymptotique et l'on a 

(28) A - 2 = k ( / ) _ k ' . 

[cfr. (7) '] . En tenant compte de h*n = o, on voit que Q est une 
courbe asymptotique de V2 dans V*. En désignant sa deuxième cour­
bure dans V3 par k* on a, en raison de (27) et (7) , 

2 

(29) A:2cos2w = ( k*\-. 
n-\ (f)1 

Une courbe quasi asymptotique sur V, dans Yn est en même 
temps asymptotique sur V2 dans V*. La dernière courbure k de 

Al — 1 

Q dans V„ don fie naissance au théorème généralisé d'Enne­
per (27). La dernière courbure k* de Q dans V* es£ liée à k 

2 Ai — I 

par (28). 

III. 

8. Les courbes quasi asymptotiques sont caractérisées par quelques 
propriétés, valables le long d'elles. Dans les lignes qui suivent, nous 
voulons généraliser le théorème de Meusnier, en étudiant les courbes 
sur Vm dans V„, caractérisées par une certaine propriété, qui n'est 
valable qu'au point P. Imaginons à cet effet deux courbes C et*C sur 
Vm dans V#l qui ont en P le ^-vecteur osculateur en commun (p > 1), 
celui-ci n'ayant aucune incidence particulière avec l'espace tan­
gent de Vm . Autrement dit, cep-vecteur ne coupe Vm que dans la 
direction tangente de Cet *Cen P, d'où il suit, pour les verseurs tan­
gents e n P , 

(3o) *>=V. 

Pour que cela ait lieu, il est nécessaire que soit 

p + m £ n + 1. 

En désignant par HA|̂  l'affineur fondamental de \ m dans V„ on a 
d'après (3o) en P 
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d'où il suit d'après le Chapitre I, (i \') p o u r ( v v = vy'= iw, tvv = ^v— *i?> 

(3i) D/>— *D V = D'/>—*D'V, 

Le vecteur à droite dans cette équation est dans Vni et par consé­
quent le vecteur à gauche doit s'y trouver à son tour. Mais ce vecteur 
étant situé dans le/?-vecteur osculateur qui par hypothèse n'a aucune 
incidence particulière avec V,,,, il doit ou s'annuler ou être dans la 
direction de iy = V . Le deuxième cas ne peut pas avoir lieu, les vec­
teurs Dtv et *D*/V étant orthogonaux à JV = V . Or, l'équation (31) 
n'est satisfaite que par 

( {a) D/>=*DV>, 
( 3 2 ) v ; 
x J ((b) D ' ^ = * D ' V ' e n P . 

L'équation (32 , b) nous autorise à poser d'après ( i 3 ) ' en P 

(33) D^ i*— *D* i' = D* i*— *D'V. 

De même le vecteur à gauche doit ou s'annuler, ou être situé dans 
la direction de tv, si / > > 2, Mais parce que 

IA D^ it =— (Di» )(Dii), *0 *D^ V, = — (*D V>>)(*D *ix), 

il s'ensuit, en raison de ( 3 2 ) , 

i'(D*ix—*D***x) = o en P 

et par conséquent le vecteur D2 iv — * D 2 V ne peut pas être situé dans 
la direction de iv. On en déduit d'après (33 ) 

(34) D* t' = *D' V', D'21* = *D'2 V'. 

En poursuivant le même procédé et en tenant compte de ce que la 
^-composante du vecteur D s/V est déterminée par t*, DJV , D2 iv , . . . , 
j ) s - i ^ ( e t (Ju fait analogue pour * D S V ) on parvient aux formules 

( (a) D 7 + i i '=*Dv"+ 1 *i>' 

<35> \ ( b ) D ' r - . * = W * <« + I < ^ 

valables en P. Cela étant, nous appliquons la définition du contact de 
deux courbes (Chap. III) à notre résultat, ce qui nous autorise à le 
formuler de la manière suivante : 

Deux courbes sur V m dans \„ qui ont en P le p-vecteur oscula-

MbMORIAL DES SC. MATH — N" 63 4 
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leur en commun (ce p-vecteur n'ayant aucune incidence particu­
lière avec Vtn) ont en P un contact d'ordre p ces courbes étant 
envisagées comme courbes de Vm ou deVn(

]). 

9. La même méthode nous permet de poser d'après (35 b), pour 
q = p — 2 

(36) DP i*— *VP*i'= D7> /'—*D'/> V . 

Quoique le vecteur à droite dans celte équation soit situé dans Vm, 
on ne peut pas en conclure que le vecteur à gauche s'annule. Cette 
conclusion pourrait être en défaut, parce que le (p -+- i )-vecteur 
osculateur n'est pas le même pour C et pour *C. D'autre part, en 
désignant par w, 1. *>. les angles des vecteurs 

i \ V ; «"', (D'/' ^ — *D'P V ) ; V , ( DP i'— *\)'P V ) , 
/>-+-! /M - l />-H /A-H 

o n o b t i e n t de ( 3 6 ) poury> < n — i 

„ costocos*X — coO, 
(37) *k cos *X — cos w cos À 

p 

Sip < / i — i, les yy1emes courbures des courbes, mentionnées plus 
haut sont en relation (36). 

Il ne s'agit ici, cela va sans dire, que des courbures de C et *C 
dans V„. Si iy ( V ) est orthogonal à V,„, l'équation précédente se 

P + \ V'-t-i 
simplifie à 

k k 
£j = costo, resp. / ' = (p < n — i) ( 2 ) . 
*A: r *A~ costo J . . \ / 

p P 

10. Supposons maintenant que ley;-vecteur ait une incidence par­
ticulière avec Vm en P. Ce p-vecteur étant commun aux courbes C 
et *C en P, on ne peut pas en conclure a priori, que C et*C aient les 
y-vecteurs osculaleurs (i <C r<^p) en commun. Or, nous supposerons 
que parmi les mulli-vecteurs osculateurs de C et *C, le p-vecteur 

(1) Voir [33]. 
(2) Pour V2 dans R„ voir [ 5 ] , [561-
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osculateur soit le premier qui ail une incidence particulière avec \,n. 
Dans ce cas la même méthode que nous avons employée plus haut 
nous mène au résultat 

( 3 8 ) \(b) D V , - D V V <* + ' < / » . 

valable en P pour les courbes tangentes en P. 

Si le p-vecteur osculateur en commun est le premier parmi les 
multivecteurs oscillateurs qui a une incidence particulière avec Vm 

en P, les deux coin bes tangentes en P ont en P un contact d'ordre 

P— i-

Pour une étude plus détaillée voir le Mémoire [33] . 

CHAPITRE V. 

DEFORMATION INFINITESIMALE. 

Étant donnes un vecteur arbitraire Vv(#) et une constante infini­
ment petite £ nous appellerons la transformation infinitésimale 

( i ) ^ ' = ^ V + £ V V , 

« déformation infinitésimale ». Dans ce qui suit, nous nous propo­
sons d'étudier la déformation infinitésimale d'une courbe C(s ) dans 
l'espace n fois étendu, doué d'une connexion métrique avec tor­
sion ( ' ) . 

1. En désignant par gt^le tenseur métrique de la connexion, on 
obtient pour les paramètres Y{^ les relations [Chap. I, (2)] avec 
Q ^ a = o . D'autre part, si l'on déplace le tenseur £>a d'après (1) on 
trouve 

(2) * ^ . = £>-+-£ ('•*"-- ̂ ) 5 ^ ^ ' 

= ^xli.-+-£Va(^3li.ifa-+-^A18r^a)+.. , 

(») Voir [9], [12], [15], [23], [43], [54], [55], [62], [67], [68]. 
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tandis que le verseur tangent '*v de la courbe déformée 'C('s) se cal­
cule d'après 

On en déduit 

i = * * ) n ' * " i V = ( ^ y [ i + a .i>(DV>-2Su | l>i>V») + ««( . . . )^+. . . , 

d'où la formule approchée 

(4) £ £ = i + i o ( D V ' - ' S . l l
, # V « . ) + i ' ( . . . ) + . . . . 

Pour l'interpréter, remarquons tout d'abord qu'à côté des formules 
de Frenet pour le verseur tangent de C, chaque champ versoriel 
I v = I \ défini le long de C, donne naissance aux formules analogues 

[Chap. II, (20*)] 

(5) D l ' = k l v — K I' (j = i, . . . , / ! ; K = K = oV 
/ / /-H y - ' / - ' \ 0 n J 

Or, en posant 

(5') V v = p l v , C O S a ^ ^ ^ l ' I H , COSX2=^ /„fAÏ|l 
I 1 2 

on trouve 

(6) i, DX> = v( ' ^g Pcosat + Kcosa2y 

D'autre part, la connexion étant avec torsion, les extrémales de 
l'équation 

c'est-à-dire les géodésiques # V = X V ( S ) ne sont pas autoparallèles. 
En désignant par k4 le vecteur de la première courbure de la gèodé-

sique, on obtient 

d1 \ v j v ) dX^ dXV- v dX> dXP __ v ^ ^ dXï _ 
( 7 ) "TTŝ " "^ j x^ ^ 77s" "7ZS ^^ ^"T^s" 17s" ~~ a b ^ < f ô ~Ss* 

et cette équation nous permet d'introduire la notion de « la courbure 
géodésique » respectivement du « vecteur de courbure géodésique » 
d'une courbe C(s). La courbure géodésique k, respectivement le 
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vecteur de courbure géodésique Av d'une courbe C(s) sont les 
notions qui se rattachent à la courbe géodésique qui, au point exa­
miné, possède le même verseur tangent avec G(s) ( ' ) . Or, en dési­
gnant par (3 l'angle des vecteurs fc* et Vv, on trouve d'après (7) 

(8) — 2 S * ix (\L \(Ù = jttt>\• u> = k p cos t3 

et, par conséquent, en raison de (6), (8) et (4) , 

d's 

( 9 ) lim = v[ cosaj —=-£ h Kt cosa2H- * c o s p ) . 
s>o £ \ ds 1 / 

2. Nous dirons que l'arc s de C(s) est « fixe » pendant la trans­
formation ( 1 ) si 

t v .. ds 
(10) lim = o. 

Or, pour que l'arc s soit fixe pendant la transformation (1) avec 
V v ^ o qui n'est pas orthogonal à C(s) il suffit et il est nécessaire 
d'après (9) que v soit de la forme 

/
Kt cosa24-/ cos [3 

. — *,<, cos0ti (c = const. ^ o) . 

Il s'ensuit : L'arc s de C(s) est fixe pour toutes les défor­
mations (1) avec 

rKi cosa2-+-/l cos 3 

quel que soit le verseur Iv qui n'est pas orthogonal à C(s) 
( cosaf ^ o). 

Supposons maintenant que Vv soit orthogonal à C(s). Dans ce cas 
on a cosai = o, de manière que la condition nécessaire et suffisante 
pour que l'arc s reste fixe est d'après (9) 

( u ) Kcosou-h Â'cosp = o. 
1 

Si cette condition, qui ne dépend pas de v, n'est pas satisfaite, il 
est en général impossible de trouver un tel scalaire v^o pour que (10) 
soit vraie. 

(1) Toutes les courbes tangentes dans un point ont la même courbure géodésique 
et le même vecteur de courbure géodésique. 
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Si au contraire (11) est satisfaite pour un champ Iv, chaque 
vecteur \ y = ^ I v mène à une déformation infinitcsimale: pour 
laquelle l'arc s reste fixe. Nous voulons démontrer qu'on peut 
toujours choisir le champ Iv, orthogonal a C, de telle manière que (i i) 
soit satisfaite. Posons a cet effet 

! ' = > i* cos "j 

11 s'ensuit en raison de (5) et du Chapitre II, (20), 
n n 

P h = V (k V— k «MCOSYH-HV IV 

> l < ^ ™ w \ / * «4-1 u—\ U—lJ **^U II 

dcos^u 
ds 

1 

et par c o n s é q u e n t 

(1?) Kcos.Xj — — k cos.72 
! I 

Or, si /» = t> [c'est-à-dire, si C ( A ) e&t autoparallelej, il suffit de 
1 

prendre pour Iv un champ versoriel orthogonal au champ Av. Dans 
ce cas on a cosp = o et, par conséquent, l'équation (11) est satisfai­
sante. Si, au contraire k ^ o, on tire de (12) et (11) 

1 

k cos 3 
cos 72 — —-.—-

1 

et, par conséquent, 
/ n \ 

, , s ,7 l k cos 6 v * \ 
( i 3 ) V ' = p l i ' — F " ^ " 4 " ^ , l ' C 0 S T ^ ) 

peut être considéré comme résolvant noire problème pour n'importe 
quelle valeur de v, (3 et y,, . . . , y„ /avec Acos (3<A\ . En défor­

mant C(s) d'api es (1) ou Vv es£ défini par (i3) a^ec des valeurs 

arbitraires v, (3, yj5 . . . , y /0 / ' a rc 5 reste fixe. 

Remarque. — Si la connexion est sans torsion (c'est-à-dire si 
notre variété devient V„) on a A v = o et par conséquent l'équation (11) 
est satisfaite par c o s a 2 = o et le vecteur ( i3) devient 

03') 
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On voil donc que le théorème énoncé est la généralisation du fait 
bien connu que la déformation de l'arc, suivant la binormale (dans 
l'espace euclidien à trois dimensions) est nulle ( ' ) . 

La formule (9) est susceptible encore d'autres interprétations géo­
métriques qui se présentent sous une forme assez simple surtout dans 
le cas d'une variété sans torsion V„ ( J ) . 

3. Supposons maintenant que C appartienne à une congruence des 
courbes dont le \erseur tangent soit /v = iN{x). En déformant C on 
obtient une courbe 'C, aux équations (1) qui n'appartient pas en 
général à la congruence. Dans ce qui suit nous trouverons les condi­
tions suffisantes et nécessaires pour que la congruence se reproduise 
au second ordre près, c'est-à-dire pour que 'C soit identique au 
second ordre près avec la courbe infiniment voisine de C dans la con­
gruence. Imaginons à cet effet le champ versoriel iy(x) qui enve­
loppe C et déformons-le d'après ( 1), 

(M) dx* 

On constate facilement le caractère intrinsèque au second ordre 
près des fonctions iv et de plus on a, d'après (2), 

^ ^ ( ¢ ) ^ ^ = 1 + ^ ( . . . ) + . . . . 

Dès lors nous dirons que *('v) est un verseur (sous-entendu : au 
second ordre près). L'ensemble des verseurs *(iv) le long de 'C est 
un champ versoriel *(C) qui en général n'enveloppe pas la courbe 
infiniment voisine de C dans la congruence (*). En tenant compte 
de (3) et de ( i4) on trouve pour la différence ïv — *(/v) 

( i 5 ) - * ( i V ) : - = ( . . £ - * . £ - L . . ) * * ( . . . , * . 

(>) Vou [2]. Cf. aussi [70]. 
(») Voir [73]. 
( s) Voici un evemple bien simple, pour faciliter les idées. Supposons que la con­

gruence consiste en dioitespaialleles d l ' axe r dans le plan (x, y). Prenons, pourV 
i 

le Nccteur aux composantes 0, (i-t-tf2)-' Dans ce cas la couibe 'C, déformée de Taxe x 
est une branche de l'hyperbole a l'équation 

Elle n'est pas enveloppée par les verseuis tangents de la congruence 

file:///erseur
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OÙ 

(16) L = p f c o s a 1 — ^ — -h Kcosa2-f- AcosfiJ = 

cTs__ 
,. ds 
lim 
£>0 £ 

Si l'on introduit le symbole 0 = \ a D a de la dérivée covariante le 
long de Vv, l'équation(i4) résulte dans la forme 

(17) V — *(**) = s(DV* — e*v-h i S ^ ' \™ iV— LÏ'V) -+- £ 2( . . . ) • + - . . . 

et cette relation fait clairement voir le caractère intrinsèque des com­
posantes 

(18) L>= hm '*v—*(*v) = DVv—e^+ 2SttW
v Vw i>-Li ' . 

I £ > 0 £ ^ 

Nous dirons que la congruence se reproduit au second ordre près par 
la déformation infinitésimale (1), ou bien que le champ *(/v) enve­
loppe 'C au second ordre près, si 

(19) L v = hm - —̂l = o. 
I £ > 0 S 

Dans ce cas, on peut dire (moins précisément) que les courbes 'C 
et *(C) sont identiques au second ordre près. 

Le vecteur Lv est orthogonal à P. En effet, on a à cause de (5) 
1 1 

L ' = P ( H Î £ 1 P H - K i v - *il + a S 'i»*-*!:) 
1 \ ds t , 2 P ^ 1 1 *>/ 

et par conséquent, en raison de (5)' et (8), 

/d\ogv Tr n L\ 
( 20 ) Lv £ ; = v ( T^- cos x* -+- K cos a, -f- A: cos p ) = o, 

1 1 \ ds , " P / 

pour n'importe quel vecteur Lv, Nous utiliserons cette identité pour 
1 

le système (19), ou bien pour le système 

( 21 ) La=zL> 1,= 0 ( 1 ) ( a = i , . . . , » ) , 
1 a 

équivalent à (19). La fonction L(s) n'y intervient que dans Lj = o 

(1) Si la courbe est autoparallele, on peut prendre n'importe quel système des 
verseurs V, . . . , 1* linéairement indépendants, pourvu que 1'= 1* soit le verseur tan-

1 n I 
gent de C. 
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et cette équation est, en raison de (20), la définition de L(s ) . Autre­
ment dit la fonclion L(s) qui figure dans le système différentiel (19) 
peut être choisie arbitrairement et ce choix porte sur la position du 
vecteur inconnu Vv. En effet, si l'on désigne par W la projection 
orthogonale de Vv sur iy, on a 

r/YY 
ILJL = DV> i, = i) DV> -+- V* Dô, 

et par conséquent 

h = h( DV> - 2 S w ^ i> V» ) = ^ - V' D i X - 1 S t t | t
x ix i> V« 

ce qui confirme notre assertion. (Si, par exemple, C est géodésique, en 
posant L = o, on parvient au vecteur Vv, dont la projection sur i? 
est constante, etc.) Nous avons ainsi le résultat : La condition suf­
fisante et nécessaire pour que la congruence se reproduise au 
second ordre près par la déformation infinitésimale (1) est que Vv 

soit l'intégrale du système (19). La fonction L(s) qui y figure 
peut être donnée arbitrairement et produit son influence non 
seulement sur la position de Vv, mais définit à son tour l'arc 
de 'C au second ordre près. 

La fin de ce théorème est vérifiée par la formule, déduite de (4) 
et de (9), 

d's 
1 ds T / \ 
l im = L(s) 
c > o £ 

4. Nous voulons maintenant étudier de près les relations qui 
existent entre les courbures de 'C d'une part et celles de C de l'autre. 
Imaginons à cet effet un champ vectoriel Pv, fonction de iy et de ses 
dérivées 

"-"•(•'•S'-) 
Tout ce qui concerne le champ Pv le long de C est fourni par les vec­
teurs dérivés 

(22) pv=DPv, pv=DPv, 
1 2 J 

Le champ Pv étant défini en chaque point de la congruence, on en 



54 VÂCLAV HLAVATY. 

peut construire le champ 
„ / , . d'i \ 

P' — Fvf i * I 
1 ~ ! \l> d'sy '")' 

ainsi que les champs dérivée le long de C 

d'P' f J W'\ 

(23) { d'P> / ^v v 
'P'= 'D P' = —f- H- ( F' H- SVÛC—^ )'*a'pA-h :«( . . ) -4 - . . . 

(/ = i , > , i, . . ) 

De l'autre côté, on peut déformer le champ Pv d'après ( i ) 

(20 *(pv) = P ,+ ^ « g : + :.( . 0 + .., 

ainsi que ses champs dérivés 

(25) ^ p ^ = p v + £ Y r a - L _ + £ 2 ( . . . ) + . . . ( r = i ,9 , . . ) . 

En supposant que la différence 'P v— *(PV) soit un vecteur au 
second ordre près, 

'P'— *(P') = £W'-t-£2( • )-+-• , 
i 

nous tacherons d'exprimer les différences 'P v—*(PV ) en fonction 
i i 

de Mv et de Pv. En tenant compte des équations (17) , (a3 ) et (24 ) on 

trouve, après un calcul assez long, 

'PV_ */pv\ 
(2b)! h m — K——i=|im- ^ - ^ =DM^-+-L«naP>=:Mv, 

c > 0 £ I l 2 

et par conséquent la même méthode nous donne 

'P'—VPvY 
(26), lim-? ±±1 = DM''-h L« Da P' = M*, 

£>0 £ 2 1 1 J 

et en général 

'P— v p v \ 
(2G), h m - i - i - i = DMv + L«Da P' = Mv (# = 1 , 9 , . . . ) . 

£>0 £ / i /—l r-M 

On en déduit : La condition suffisante et nécessaire pour que 
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Von ait pour n'importe quel champ Pv 

T — v p v \ 
lim— \±-l = 0 / p v = pv7 , .= (,, i ,2 , ...\ 
£>0 £ V 0 J 

est 
(27) L v = o , M v = o . 

1 1 

Le système Mvest en général une fonction de Vvet par conséquent 
1 

les deux systèmes (27) sont en général incompatibles. Exception 
fait le cas très important, où Mv=: Lv. On l'obtient, en posant P v = tv. 

i i 

Dans ce cas les vecteurs dérivés (22) sont 

(22') kv=Dï>, À ' = n * i v = 1MV, 
i 2 1 

J'appelle le « (r-f-i) i e m o élément de C » l'ensemble des vecteurs iv, 
ky, . . ., ky. Si r <T n, cet élément nous fournit non seulement les 

1 / 

verseurs normaux iy, . . . , /v de C, mais en même temps aussi ses 
2 /4-1 

courbures A, . . ., k. Cela étant, on obtient d'après (15) et (26) 
1 # 

Hm_l L U ^ f / ' , h m - ^ - 2 = DLv-f- La D a k* = Lv (1) 
£>0 £ J £ > 0 S r 1 7—I / - H 

Le (r-f- \)te'"e élément de 'C et le (r-\-\)iemc élément déformé 
de C sont liés par (28). 

On voit donc que la condition suffisante et nécessaire pour que 
le (r-\-\)leme élément de 'G soit identique {au second ordre près) 
au (r -+• \)iemr élément déformé de C est (19). 

Si la congruence consiste en courbes autoparallèles on a 

h* = *(kv\ = o pour r = i , 2 , . . . , 

et par conséquent l'élément de 'C est donné parL vet par ses vecteurs 

dérivés 

i l i m f / ~ ~ * ( g V ) = L v , liir 

(28') 

l £ > 0 S 7-H1 

l \imï l î ! ) = Lv, lim-L = L V = DLv+ L«Daiv, 
J £ > 0 2 I £ > 0 £ 2 I J 

) 'A:v 
lim -i- = Lv = D ' - i Lv (;• = o, . . . ) . 

(1) Nous posons kv= iv. 
0 
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5. Si l'on tient compte de la définition (28 ) du vecteur Lv on peut 
/4-1 

le transcrire de la manière suivante : 

(29) Lv= D' Lv-t-rLaDa Av-4-D/L<*Da /V'W. . - f - D ' - Y L a D a k*\l. 
r-H 1 L '—I \ 1 r—2/ \ l 0 / J 

D'autre part, en se servant de la définition (18) du vecteur Lv on 
1 

trouve en raison du Chapitre I, (11) 

(30) L<*Da Av = ( D e - e D ) Â : ' — L *v + Y > ^ ^ R x
v , 

l /— p 1—p r—p+l /—p ^ 

ainsi que l'on a enfin 

i 1 

_ \ Lv = D' Lv-f-V D M / D e ^ - 0 D ^ - L k> - f - V ^ ^ ^ R - vv 
( 3 0 {r+\ 1 JUP v >-P >-P 7-p+i ,-P

 w ^ ; 

D » = i . 

En particulier, si r = 1, cette formule devient 

(32) L '= DLv-+-(De — 6D)*'— Lk*>-+- Yv-1<» iï R ^ 

= D* Yv-+- Vu i<» i> I W / - 4 - 2 D S _ V i« V\>— DL «X__ L Av—0A;v. 

Le vecteur (32 ) joue un rôle très important dans la ihéorie des 
congruences des courbes autoparallèles. En effet, dans ce cas, on a 

f=*vD=0 (/ =I'2' mm)' 
et par conséquent, si Vv est l'intégrale de L v = o, on a aussi 

2 

L v = L ' = . = 0 , 

c'est-à-dire 
lim — = o (r = i , 2 , . . ) , 
£ > 0 £ 

même si le v e c t e u r L v ^ o. Dans ce cas, lacourbe déformée 'C résulte 
1 

autoparallele au second ordre près, mais elle n'est pas nécessairement 
l'enveloppe du champ *(C), déformé de C. Le rôle des vecteurs Lv 

1 

et Lv dans ce problème est suffisamment éclairci par le théorème 
2 

suivant : 

La condition suffisante et nécessaire pour que dans la con-
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gruence aux courbes autoparallèles la courbe 'C, déformée de G 
par ( i ) , soit autoparallèle à son tour {au second ordre près) 
est que le vecteur Vv soit l'intégrale de 

L ' = D * V v + W*"*>R '-+-2DS * i » V l * - ( D L ) * ' = o ( 4 ) , 
2 

La condition suffisante et non nécessaire est que Vv soit l'inté­
grale de 

Lv = DY>— V* D a r'-t- ? SW[I
V V> i<*—t'L 

Dans ce cas et seulement dans ce cas la courbe 'C {autoparal­
lèle au second ordre près) est identique, au second ordre près, 
avec l'enveloppe du champ *(C), déformé du champ C. 

Nous n'avons pas besoin d'accentuer que chaque intégrale du sys­
tème L v = o est en même temps l'intégrale du système L v = o. 

i •-> 

Remarquons expressément que pour trouver une déformation infi­
nitésimale (i) par laquelle C se déforme en une courbe autoparallèle 
(au second ordre près) on n'a pas besoin de recourir au sys­
tème L v = o d'ordre deux, car l'intégrale du système linéaire 

L v = o , nous donne encore plus. 
i 

Si Lv = o et Lv ̂ é. o sont dans la direction principale de la congruence 
2 1 

(c'est-à-dire si la courbure de la congruence dans la direction de Lv est 
i 

nulle) et seulement dans ce cas le vecteur Lv parallèle à lui-même le 
i 

long de C est l'intégrale du système (linéaire par rapport à Lv) Lv = o. 

CHAPITRE VI. 

INTÉGRATION DU PARALLÉLISME DANS YV4 RELAT1VIST1QUE. 

1. Dans W4 relativistique, l'indice d'inertie du tenseur gy^{défini 
à un facteur multiplicatif près), est égal à i. Il s'ensuit que l'équation 
^ M ^ ^ = ° peut être satisfaite aussi par un vecteur réel que nous 

(1) Pour un théoième analogue dans V„, voir [55]. 
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appellerons « le vecteur fondamental » (auto-orthogonal). Tel est, 

par exemple, le vecteur tangent du rayon de lumière /v = -7- > qui 

est en même temps autoparallèle, 

Nous utiliserons ce fait, pour intégrer le système 

( 2 ) l > r v = o , 

qui définit le parallélisme le long d'un rayon donné de lumière. 
Introduisons à cet effet les coefficients 

/ f' ru** \ 

\ i /dé t . l^a l / \ v7det. \g)v.\ 

qui sont invariants par rapport à la transformation gi[L =pg\^ 
[Chap. 1, (10)] et deviennent, dans un autre système de coordonnées, 

Nous appellerons cet ensemble de coefficients a / a « le pseudo­
tenseur métrique ». Il nous servira comme tenseur métrique le long 
du rayon de lumière. Ainsi, un vecteur contrevariant iv, pour lequel 
^\\L^i^ -= 1 sera dit « verseur », deux vecteurs pv et qv seront ortho­
gonaux si a^p'q^= o (2) , etc. Cela étant, on peut facilement 
démontrer les théorèmes suivants ( * ) : a. Trois vecteurs linéai­
rement indépendants (et non fondamentaux) étant orthogonaux à un 
vecteur fondamental, celui-ci est la combinaison linéaire de ceux-là; 
b. Ces trois vecteurs ne peuvent pas être mutuellement orthogonaux 
tous les trois; c. Les signes des vecteurs orthogonaux à un vecteur 
fondamental sont égaux (le signe d'un vecteur est le signe du carré 

(1^ Nous ne pouvons pas utiliser le tenseur G)(j. déduit ailleurs (Chap. II), car le 
rayon de lumière est autoparallèle, de sorte que les vecteurs dérivés ne sont pas 
linéairement indépendants. 

(2) Tandis que la notion de l'orthogonalité est indépendante du choix des coor­
données, la notion du verseur ne Test pas, la « longueur » du verseur étant dans un 
autre système y/A0. Cela ne nous empêche pas de résoudre notre problème. 

(3) Pour la démonstration, voir [44]. 
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de sa « longueur »); d. La dérivée covariante dea>ule long du rayon 
donné est nulle, 

( i ) D"> y = ^ - r?«/fo «au — rJL» *M «> a = o. 

2. Cela étant, nous trouverons avant tout deux intégrales particu-
lièies du système (2). Construisons à cet effet un verseur iy ortho-

1 

gonal à /v. On a donc 

(5 ) a>u «A *"• = -+: 1, ^ n t ' / ^ o . 
1 1 r 1 

11 s'ensuit, d'après (1) et (4) , que Dtv est un vecteur orthogonal à /v 

et à i \ Le choix arbitraire de t* ne nous donne pas Djv comme vec-
1 1 1 

leur fondamental de manière qu'en désignant par P le verseur dans la 

direction de D/v, on a 

/ t t>^D*' DiV 

(6 ) D i ' = * « ' , A-= | / T - r r - ^ ° =V «>»? 
Parce qu'on a 

( 7 ) «AU, ^ ^ = 0 , 

le vecteur D/J est orthogonal non seulement à iy, mais aussi a Zv. Les 

trois vecteurs iv, /v et Div étant en général linéairement indépendants 
! > 2 

et orthogonaux à /v, ce vecteur fondamental est la combinaison 
linéaire de iv, i*, D*v. ( Voir a.) On trouve facilement 

1 > 2 

l' = p(kï'+ D«v\ 
l u % ) 

et en désignant par h la valeur réciproque de p ^ o, on peut écrire 
cette équation 

(8 ) D A ' - — ki^+hl* 
2 1 1 

Les équations (6) et (8) forment un système clos. Nous entendons 
par cela que chaque vecteur/?v, qui est la combinaison linéaire de £', 
iy et iv, jouit de la propriété que sa dérivée D/>v l'est à son tour. Nous 
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en tiendrons compte pour déterminer les scalaires a, r, u dans 

y v = zv c o s a +. jv s m a 4 - 7 /v? ^ = fv s j n a — iv cosa -+- ut*, 
1 1 2 2 1 2 

de telle manière que les verseurs yv, yv (mutuellement orthogonaux 
I 2 

pour n'importe quel choix de a, r, u) résultent comme intégrales 
particulières de (2). Parce qu'on a 

on en déduit les intégrales cherchées 

( y v = ,v c o s ikdt — i> sin f kdt -+- l* f h (un ikdndt, 

(9 ) < 

I p = — / v s m ikdl — i'co* Jkdt-h V j h (cos fkdt\dt. 

3. Ces deux intégrales trouvées, nous en chercherons encore deux 
autres. Choisissons deux verseurs mutuellement orthogonaux, 

(10) at^i'i"-=o, 
J 4 

qui sont normaux aux verseurs yv, yv, 
1 J! 

( u ) ^ ^ / = 0 ( / = 3 , 4 , a = 1,2) 

/ « 

La dernière équation nous donne 

« y a / A D « v = 0 , 
« y 

de sorte que DJV est orthogonal aux verseursyv etyv, et par conséquent, 

Les vecteurs yv etyy étant orthogonaux a /v, ils doivent avoir le même 
J > 

signe (vo/r le théorème c). Or, cela ne restreint pas la généralité si 
l'on suppose que iy ait le même signe que y et y. On a donc 

1 1 

aipi>>i\ï = —a/v.i*-i\>-=a'/u.j^jV-=a/n/>>j\>'== * ( = o u - H I , ou—1) , 
3 3 4 4 1 1 2 2 
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et, par conséquent, 

(12) D * v = / V A ( i ) k = 
3 2 4 \ 

On trouve de même 

(i3) Div=ki\ 
4 2 i 

Les équations (12) et ( i3 ) nous permettent de construire deux 
intégrales particulières du système ( 2 ) , à savoir 

( j * = Ï'V Cos fkdt — t* Sin ik dt 
( i 4 ) l' ' (Sin = sinhyp, Cos =coshyp). 

/ / ' = — *v Sin fkdt -h /v Cos /A: dt 
\ h ^ J 4 J l 

4. Le vecteur /v est à son tour l'intégrale particulière du sys­
tème ( 2 ) . En tout cas, on peut l'écrire 

(iô) / ' = /• ï'-+- r ï\ 
1 3 2 4 

En tenant compte des équations (12) et ( i 3 ) , on trouve facilement 
les coefficients /* et /-, et l'on obtient 

/ fkdl —fkill\ ( fkdl -Çkdt\ 
16) ly=i^\cle

Ji -hCoeJ* J-hi^\—CieJi -t- c2 e
 J s / . 

Ce vecteur étant fondamental, on doit avoir, d'après (16) , 

a"/ u. /^ A* = 1 S C ! C2 = O, 

d'où il suit que l'une ou l'autre des deux constantes c{, c2 doit être 
nulle. On obtient ainsi deux vecteurs fondamentaux 

fkdt -fkdt 

cxe
J* (iï—î'X c2e

Ji fi*+ i*\ 

dont l'un seulement est le vecteur tangent du rayon de lumière connu 

(1) Si k = o le verseur tv est déjà une intégrale particulière. Nous supposerons 
> 5 

k 7̂  0. Le choix du verseur t* étant plus ou moins arbitraire, le vecteur Dîv n'est 
2 't 3 

pas en général un vecteur fondamental. 

MÉMORIAL DBS SC MATH. — N° 63. 5 
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par hypothèse. [Dans ce qui suit, nous écrirons toujours la forme 
générale (16), en supposant que l'on ait déjà fait le calcul des cons­
tantes ct, c2.\ En substituant les valeurs (16) dans (9), on obtienl 

f* = c* cos / kdt — / ' sin f kdt 
1 1 J \ > J \ 

-4-T ( fktii fidi) 

^ i*\C\ eJ + c , e ^ / 

+ „(-cJ
k"'+Cie f"")]fh{tlnfkdt)dt, 

j ' = — / 's in f kdt — 1* cos / kdt 

2 1 J 1 1 J \ 
"H ï\cv eJ *' -hc>e J * ) 

-*-i\—cxeJ%' -+-c,e J* ) \ fh( cos Çkdt\dt. 

Les intégrales ( i4) et (I«J) s»ont linéairement indépendantes, comme 
on peut s'en persuader. Il s'ensuit que l'intégrale générale de (2) 
peut être écrite en combinaison linéaire des verseurs yv, yv, jy,Jv, 

1 » '*! 4 

avec des coefficients constants. En les choisissant convenablement, on 
obtient pour vy, 

' = c / v c o s ( f l + I Arrf/J — C* sin ( a -h fkdt) 

-4- C |^Cos( V -h fkdt\ — i'Sm(\ -f- A : d A l 

1 / A,// -fkd/\ 

iv\Ci eJ s -t- c> e -7 s / 

- h / v \ — c , é?-'2' H - c e ^ *' j T/i sin/rt-4- f kdt) \dt. 

Pour obtenir l'intégrale dans la direction de /v, on doit poser c = o. 
Cela étant, l'intégrale cherchée est 

ou lim — ou lim 

(18) 

\^*>e v A > - « e .— A 

L'intégrale génèi ale{\%) du système (2) , ^WÏ définit le vecteur 
général contre variant, déplacé par parallélisme le long du rayon 
de lumière donné dans l'espace général de la relativité {dans W 4 
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relativistique), s'obtient par trois quadratures. Les constantes a, 
A, c, C sont arbitraires, tandis que l'une des constantes c,, r2 est 
nulle et Vautre déterminée par le fait que l'un des vecteurs 

~ k dl , k d/ 

cxe^ (ï>—i>), c{e •* (« '-+-/ , ' ) 

est identique au vecteur tangent du rayon de lumière /v = -TT {' )• 

CHAPITRE VIL 

EQUATION INTKINSEQLE DES COURBES SI II V2 DANS V , , 

1. Chaque courbe réelle dans le plan peu t être caractérisée par k = o. 

Cette équation peut être envisagée comme l'équation intrinsèque des 
courbes dans le plan. Dans les lignes qui suivent, nous nous pro­
posons de trouver l'équation intrinsèque des courbes situées sur une 
surface générale ( Y2)dans V v Soit C une telle courbe et désignons 
par p, q ses courbures, par iv, /v, ù* son repère versoriel dans V3. Les 

i > 

formules de Frenet sont dans ce cas : 

( i ) Di'=pC, Di' = —pC-+- qC>, Df' = —qi>. 
i --> ' i \ i 

La même courbe, examinée comme courbe de V2 n'a qu'une cour­
bure P, et le repère versoriel se compose du verseur tangent Iv = iv 

J i 

et du verseur normal lv dans V2. Les formules correspondantes de 

Frenet sont : 

(2) D*|v=Pr', D*r' = — Plv. 
1 2 2 1 

Ici,D* = I^DJ,et D^ est le symbole delà dérivée covariante dans V2. 
Les symboles D et D* sont liés par l'équation 

(3 ) DPV = D* PV-+- i1 vV- Ht t\L 

(1) Pour une étude plus détaillée, cf. [44] Une autre méthode pour V„ donne [16]. 
Pour V^), voir [29]. Cf. aussi [65]. 
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valable pour n'importe quel vecteur vv dans V2 [Chap. I, ( i ^ ) ] . En 
désignant par /iv le verseur normal à V2 dans V;3, on a aussi 

et, par conséquent, l'équation (3) peut être écrite 

(4 ) Dv> = D* ^— fr v\>< hip iï*. 

2. En introduisant les scalaires / ^ = 1 ^ 7 ^ , on trouve, d'après 

(4), (a) et (3), 

(5) piy= PIV— An nv ou bien hu rï* = PI*—pp, 
2 2 2 2 

d'où l'on déduit 

(5') A u = e ( / > i — P * ) ^ ( s = ± i ) . 

La courbe C étant réelle par hypothèse, on a jp 'OP2 . La dérivée 
covariante du vecteur h], ny nous donne, d'après (5), (i), {'A) et (3), 

h\ , rcv -h An Dn* = — P9- £v H- p' r v _ p / ^ 71v.__ / „pi p +. p' /v _+_ ̂ v \ # 
i x 2 V i 2 ; ) . / 

(L'accent affecté à droite remplace la dérivée d'après l'arc de C.) 
En excluant les géodésiques de V3- (c'est-à-dire en excluant le cas 
p == o, et par conséquent aussi P = o), on peut exprimer ny en fonc­
tion de i et i, 

• / P 2 \ - 7 - • P / • • N 
!ï> — ZÏ*[I - + - £ / v - ( f c = = t = l ) 

î \ P" I • • * P 

± 1 ) (i). 

Cela nous permet de calculer Ai2 de l'équation précédente 

( 6 ) A|2 = — ^ ? - 4 - f a r cs i n — j s. 

D'autre part, on a, d'après le Chapitre Y, (21 ' ) , 

(7) K-K*=(A 1 Î )
Î -A 1 1 A« (2). 

En introduisant le scalaire 

(8) 2/i = rAi>-4-iViH-Ux^ 
\ 1 1 2 2 / 

(1) Pour s = -+-ï, les trivecteurs ifl^/iM et UvAi'W ont la même orientation. 
1 2 1 2 -3 

(2) Nous écrivons K et K* au lieu de K(/j et K' pour éviter toute ambiguïté. 
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qui est indépendant du choix de la courbe C, on tire de ( 7 ) , en 
raison de ( 5 ) , 

(9) A„=s*(K — K*-h >£/iV7>-— Pt-hPi—p^Y (E* = ± I ) . 

L'élimination de //,2 de (6 ) et (9 ) nous donne 

a r c s i n - j = £*(k — k*-+- ?zh\ p"— P^H- P2—/>*)» (1). 

Si l'on désigne par p l'angle des verseurs J?V et iy, on peut écrire 

pour (10, a), 

(10, b) —ïçrH-:(p) '= £*(K — K*—> zphcosp— p-cos-p)2. 

3 . Il y a des cas particuliers où l'équation (10) résout complè­
tement notre problème. Citons-en quelques exemples : 

a. L'équation intrinsèque des cercles géodésiques sur V-' est, 
d'après (10, a ) , 

( x , 1 

arc s in- ) = c*(K— K*H- \ih s/p1 — c2-h c2 — /?2 ) a , 
c étant une constante arbitraire; 

b. L'équation intrinsèque des courbes sur V 2 , dont le bivecteur 
osculateur (dans V 3 ) e s t incliné à V 2 sous un angle constant, est en 
raison de (10, a), 

q2= K — K*— izhp cosc —p* cos'c. 

Cette formule généralise la formule bien connue d'Enneper 
[Chap. X , (7 ' ) ] . En effet, si c = 7:/2, la courbe examinée devient 
asymptotique, et la dernière équation devient 

qi=K-K% 

c. Citons encore un exemple qui traite les courbes générales sur 

une V> spéciale : 
hly.= Cgiy., 

(1) Les symboles e et £ ne sont pas en général indépendants, car on doit avoir 

g • [— £ g _|_ ( arc sin P//? )' s] > o pour hl2 y6 o. 
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C étant une constante arbitraire ^ o , et g^u. le tenseur métrique 
d e V 2 . 

Dans ce cas, l'équation (10) devient 

p't + p'q* 

En posant/; = i /R et q = — i / T , on peut écrire aussi 

r » - f 

ce qui est l'intégrale de l'équation différentielle bien connue des 
courbes « sphériques » 

Ç-MKT)'=o 

rt /; c 

A. Introduisons encore les scalaires 

et calculons 
AM = DM' II*- /«/UL 

i i 

On obtient ainsi 

( u ) hx , = 2PA 1 2+ /lm 

d'où il suit, en raison de ( 6 ) el (5' ) , 

( I 2 ) hui = + , : P ( P p - ^ P ) + e £ v / ^ z r p i ^ 2 p ^ è. 
p\'pl— P' ^ 

L'élimination de F et A,2 de ( 6 ) , ( 9 ) et (12) , nous donne 

(i3) hiU=z£ s/p*- P2 

— 3z*P{K—K*-*-2zhvp*—Pz+Pi—p*)2 — qPï. 

De même, on peut calculer /i, , 

(i4) /i'1B=D*I> Il*/r/[X = 2P(A — An) -h^ l t l . 

L'élimination de A,,, A,2 et de P' de ( 5 ) , (6 ) et ( i 4 ) nous donne 

1 
(i5) An2e*(K - k'-f-2EAv7?2— P̂ -+- P̂  — pi)2 

= {k — zsj]ï~—PÏ)hiU->r ~[(K — K*)'-+-?£/*V/>2 — P*]-
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5. Les coefficients 

^ 1 1 1 , / « i i 2 , ( K — K * ) , /«', 

qui figurent dans ( i4) et ( i5) dépendent encore du choix de C. Nous 
les exprimerons en fonction des grandeurs connues de V2. Désignons 
à cet effet par uy, u2 les paramètres de V>, et introduisons les 
coefficients 

17 _ r j , r A °*xV- p, _ à** àxV- _ àx* àxV-

*' ~ **'*oHT, à^' h - *^557 ài£' G " ^ ¾ àuZ ' 

Lfl = ( DM fin) ) —— -r — , Ma = ( D u % ) ) • — , 

Gela étant, désignons par x, y les composantes du verseur lv 

1 

dans V2, 
. ôx* àx* 
1 = - 3 - ^ - + - ~Ï—y* 
t àui dut 

et par x, y les composantes du verseur lv dans V2, 
2 

,„ dx^ _ dx"* _ 

On a donc, pour ces composantes, 

(16) E^2-h i¥xy-*-Gy* = i, Lx*-+-2 Wxy -+- N72 = A,4 = £ v ^ * — P 2 . 

(17) E J 2 H - 2 F Ï / + G / 2 = I , E#\z-+- ¥{xy -+-./#) -H Gyy = o. 

Les coefficients Â m , AH2 peuvent être exprimés en fonction 

de x, x, y, y, 

(18) /i111 = ^ ( L 1 ^ + 2 M 1 ^ + N 1 j 2 ) + / ( L 2 ^ + 2 M 2 a ; / + N2/2), 

(19) Aii2= ^[Lla?Z,+ Mi(jr7-4-r^)-|.Nli^7] 

•+-y[h2xx -h M,(^7 H-^)-+-^2/7] . 

En substituant dans (19) les valeurs x, y tirées de (17), on obtient 

I Xe*- —xy >2 

(19)' Aii2= I arNi-h^Ni #Mi-+-jM2 ArLi+^Lt 

G F E 

: v'EG — F2. 



68 VACLAV HLAVATY. 

Quant aux coefficients ( K — K*)' et h', on a 

à h à h 
k' = X -r h y -r— » 

du\ oui 

et de même pour (K — R*)'. Nous pouvons donc écrire pour ( i 3 ) 

et ( i 5 ) 

(I) a:(L ta?2+2M,^/ + N , / 2 ) 4 - i ; ' ( L 2 ^ + 2 M , ^ / 4 - ] N 2 7 2 ) 

= e Z ,
v

/
/ ? >_p2_.3 £ *p(K--K*-+-2£Av> 2 - -P 2 - l -P 2 - - J P 2 ) J -qPz, 

(") 

x1 — xy y'1 

a-N'-i-yNa ^ M i + / M 2 , xL^-t-yL^ 

G F E 

(K —K*H-2£Ay//?2—P2-f- P 2 — J P 2 ) 7 

S/EG - F2 

( A _ e v / J Ï = p î ) 

r s^. v / J D2_p2_3 £*p(K — K*-+-2E/*/p2— ^^.^—p^ — qPA 

2 \ aux J du* 
àh 

izxdp'1— P2 h 2 S "i?=*£ï 
Supposons maintenant que l'on ait substitué let> valeurs x, y tirées 

de (16) dans ces équations. Le cas échéant, elles ne contiennent 

que P qui est à éliminer. Le résultat de cetre élimination ne se réduit 

pas à l'identité. Pour le faire voir, examinons les courbes qui corres­

pondent aux courbes de Darboux, c'est-à-dire les courbes pour les­

quelles A, , , = o. Dans ce cas, l'équation ( I ) devient 

£ Z \ / p 2 — P 2 — 3 £ * P ( K - - - K * - 4 - 9 £ / i V / ^ 2 ~ P 2 - 4 - P 2 - - / ? 2 ) : î - - - 5 r P £ = 0 , 
p 

tandis que (II) ne contient plus q (à cause de hiU = o). Il s'ensuit 

que l'élimination de P ne nous mène pas à l'identilé dans ce cas par­

ticulier, et par cette raison aussi dans le cas général ( • ). 

( l ) I! y a quand même des cas particuliers qui ne conduisent qu'à l'identité (par 
exemple, le cas déjà cité de la surface spéciale Aty = Cg¥\y.). 
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L'équation intrinsèque des courbes générales sur V2 dans V3 

s'obtient par l'élimination de P, x, y de (16), ( l ) et de (II) ( 1 ) . 

6. 11 nous reste maintenant le cas, jusqu'alors exclu, des courbes 
géodésiques sur V2. Le verseur normal t* d'une géodésique étant 

dans la direction de W / i v — zï'\, on déduit de la définition de h\^ 

[ C h a p . I , ( i 7 ) ] , 

hiX= i*Dn\= s*> DrA = — zp, (hi2y= fO D/i>V = fij Dix \ 2 = q1, 

et, par conséquent, à cause de (9), 

q^-\-p^—2pzh = K —K* (2). 

Cette équation intrinsèque des géodésiques sur V2 dans V3 

s'obtient aussi de (10), en^y posant P = o. 

Prague, janvier 1931. 
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