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LE
PROBLEME DE MONGE

Par M. Panajiotis ZERVOS,

Piofesseur A la Faculté des sciences
de ’'Universite d’Athénes,

— O C—

INTRODUGTION,

Le probléme de Monge & une variable indépendante dans le sens
le plus large, consiste & intégrer explicitement un systéme de
k(k<n — 1) équations de Monge

(@) Fux1, &3 ooy Zui dzy,dzs, oo, depyy) =0 (i=1,2...,k)

les I étant des fonctions homogénes parrapportadz,,dz., ..., dz,.-

Par intégration explicite nous entendons celle ot I'on exprime les
variables # par des fonctions déterminées d’un paramétre, de n — k
fonctions arbitraires de ce paramétre et de leurs dérivées jusqu’a
celle d’un certain ordre, pouvant contenir aussi un nombre fini de
constantes arbitraires.

Monge a résolu le probléme pour le cas n =2, k = 1. Le résultat
de Monge a pu étre étendu a certaines équations ou A cerlains sys-
témes indéterminés de la forme () dans lesquels n > 2.

Dans le cas n > 2, k < n — 1, entrent des sy stémes d’équations de
Monge qui ont été I'objet de travaux de Serret, Darboux, MM. Hada-
mard, Goursat, Hilbert, Cartan et d’autres. Par M. Hilbert a été mis
hors de doute, un fait pressenti par plusieurs géométres relatif a
I'impossibilité de I'intégration explicite dans des cas généraux.
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Le probléme de Monge est lié avec le probléme de la réduction
d’un systéme d’équations de Pfaff a une forme canonique.

Si k= n — 1, lasolution générale dépend d’une fonction arbitraire
d’un argument et le probléme de Monge est équivalent au probléme
de I'intégration explicite des systémes de Pfaff de n equations an 42
variables d’un systéme déterminé. Cela nous raméne a des problémes
d’équivalence de deux systémes de n équations aux différentielles
totales a n +- 2 variables vis-a-vis du groupe de transformations ponc-
tuelles & n + 2 variables. C’est ainsi que M. Cartan a pu reconnaitre
si un systéme de la forme («) dans le cas k = n — 1 est intégrable
explicitement.

M. Vessiot a trouvé avec des hypothéses un peu plus générales un
théoréme équivalent a celui de M. Cartan en appliquant sa théorie
générale nouvelle des problémes d’intégration, fondée sur la considé-
ration des faisccaux de transformations infinitésimales. Cette théorie
corrélative a celle de M. Cartan ouvre un horizon vaste des recherches
pour le probléme de Monge. Pour le méme probléme a deux fonctions
nconnues a plusieurs variables indépendantes, on a des résultats trés
essenliels de M. E. Goursat.

CHAPITRE 1.

L'EQUATION DE MONGE DU PREMIER ORDRE.

1. L’équation.

} dy d.
(l) f(x,_}’, zy(—.'i:;’ TZ>=O'

courbes intégrales. Méthode de Monge. — Le probléme de I'intégra-
tion de I'équation (1) peut étre formulé en ces termes :

Determiner les courbes qui sont tangentes en chacun de leurs
points a I'une des génératrices du céne (T)

Y—y Z—z
(T 5= z'ﬁ’m)“\’

ayant ce point pour sommet.
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Cherchons d’abord la condition a laquelle doivent satisfaire p et ¢
pour que le plan

(2) L—z=pX—2)+qg(Y—y)

ait en commun avec le céne deux génératrices confondues avec une

.y . . ., . Y — N .
génératrice déterminée. Sil'on pose ——2 =1¢, on a & exprimer que
X—z

I'équation
(3) Sflz.y,z,t,p+gt)y=o

a une racine double en ¢; donc la condition cherchée sera le résultat
de I’élimination de ¢ entre 'équation (3) et sa dérivée par rapport a ¢.
On arrive évidemment a la méme condition sil’on élimine y/, 2’ entre
les équations

Sz, y,%5,y,8)=0, s=p+qy, [fr+aqfs=o.
Soit

(4) F(x).y:z'[’) 9)=0,

le résultat de ’élimination; si (S) est une surface intégrale del’équation
(4), considérée comme une équation aux derivées partielles, on a que,
en chaque point M de la surface (S).le cone (T) touche le plan tangent
a la surface suivant une genératrice. Donc, & chaque équation de
Monge (1) correspond une équation (4) qui est I’équation tangen-
tielle de (1). L’équation (4) est appelée aussi équation adjointe
de (1).

Inversement, soit une équation aux dérivées partielles non linéaire
de la forme (4) ; elle lie les coefficients angulaires p, ¢ du plan tangent
a une surface intégrale passant par un point donné de l'espace; alors
la position de ce plan dépend d’un seul paramétre arbitraire etl’on en
déduit que ce plan enveloppe, en général, un céne (T) ayantle point M
comme sommet. L’équation de ce cone est le résultat de I’élimination
des p, q entre les (2) (4) et 'équation

(Y—p) G —(X—2) 52 =o.
Il en résulte : & une équation aux dérivées partielles (4) correspond
une équation de Monge (1) qu’on trouve par l’élimination des p, q
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entre Uégquation (4), et les équations

dz=pdr—+ qdy, dy——%gdx_.—::?.

Pp

.Le cone (T) qui est enveloppe des o' plans représentés par I'équa-
tion (2) dont les coefficients p, ¢ vérifient (4) est appelé cine é/émen-
taire associé au point (z, y, z). En nous rappelant qu’un élément de
eontact dont les éléments (z, y, 2, p, q) satisfont a (4) s’appelle élé-
ment de contact intégral, on peut dire que le cone élémentaire associé
au point (z, ), z) est 'enveloppe des éléments de contact intégraux
appartenanta ce point. Soient unesurface(S)intégrale de’equation (4),
un point (z, y, z) de cette surface ct le cone (T) qui correspond. Par
ce point (z, y, z) passe, comme on sait, unc seule caracléristique
de (S) ayant comme tangente au point (z, y, z) une génératrice de
(T) qui a ce point comme sommet.

Cherchons une courbe non caractéristique située sur (S) et tan-
gente a chacun de ses points a la caractéristique de (S) passant par ce
point. On voit qu’il existe, en général, sur (S) une telle courbe,
puisqu’on peut considérer la surface (S) comme engendrée par une
famille de caractéristiques dont chacune rencontre la caractéristique
infiniment voisine et alors ces caractéristiques ont une enveloppe;
cetle courbe admet comme tangente en chaque point la génératrice
du (T) relative a ce point. Inversement, soit (I') une courbe qui satis-
fait a (1) sans étre caractéristique de (4); alors le lieu des courbes
caractéristiques tangentes a (I') est une surface intégrale de (4) et la
courbe (T') est 'enveloppe des caractéristiques.

Il existe, par conséquent, sur une surface intégrale une seule courbe
qui satisfait a (1) sans étre caractéristique et c’est enveloppe de ses
earactéristiques. Par analogie avec le cas des surfaces développables
on l'appelle aréte de rebroussement. Lie a donné a de pareilles
courbes le nom de courbes intégrales. On dit donc courbe inté-
grale toute courbe satisfaisant a (1) sans étre caractéristique.

" SiV(z, y,3,a,b)=o est une intégrale compléte de (4), une sur-
face intégrale quelconque est définie par les caractéristiques
V=o, =0 [b=¢(a)]

et 'enveloppe des caractéristiques est définie par les équations

AV A2V
"(5) v=0, A'—a'=0, Ta-?=0,
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donc toutes les courbes intégrales peuvent étre représentées par ces
équations (5) qui permettent de calculer x, y, z en fonction de para-
métre a, ¢ étant une fonction arbitraire de a.

Si une courbe intégrale est tangente a une surface intégrale de (4),
le contact est au moins du second ordre. Cette propriéte, ainsi qu'un
certain nombre d’autres des courbes intégrales ont é1é indiquees pat
Sophus Lie. ’ )

Soit comme exemple l'equation dz?®+-dy? = k>d3z?. L'équation
adjointe est k2(p? + ¢2) = 1, ct les formules (3) donnent la solution
générale ou

V=G1—a%)r+K@a+a?)s+ 2ay +4f(a)=o,
Jf(a) étant une fonction arbitraire de a.
Euler a trouvé, le premier, I'intégrale explicite de I'équation

dz*+ dy* = dze.

2. Résolution de I’équation
(6) dx? + dy? + dz® = ds!.

Formules de Serret. — L'intégrafion de I’équation (6)a été faited’abord
parSerret, parle mbyen del'interprétation géométrique de(6) en coor-
données rectangulaires. Il a cherché a exprimer z, -, 5 et s d’'une
courbe quelconque en fonction d'un paramétre 6. Selon les idées de
Monge il avait envisagé Loute courbe comme une aréte de rebrousse-
ment d’une surface developpable. Cette surface, lieu géométrique
des tangentes de la courbe, est représentée par les équalions

b=z—pr—qy+u=o, 0b=du—zdp—ydg=o,

P> ¢, v considérés comme fonctions d’un paramétre 9; alors I'aréte
de rebroussement sera représentée par le systéme d’équations

$ =o, 8P =o, 32d =o.
On en déduit, facilement par différentiation en tenant compte des

équations elles-mémes, les expressions de dx, dy, ds, en fonction de
p, dp, d*p, d*p, q, dq, d*q, d*q, du, d*u, d*u et d’ici on prend

ds=32A,d' u (1=1,2,3),


file://-/-dy
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ou les A, ne contiennent pas u. En intégrant par parties chaque terme
r

de ds et, en posant u = ~» on exprime s en fonctions de ¢,
1

P, q et de ses dérivées successives ; les W, p, ¢ sont considérés comme
des fonctions d’une variable indépendante. Nous remarquons que la
variable indépendante 0 est restée jusqu’ici indéterminée. Serret 'a
choisie de maniére qu’on prend des formules plus simples et il a ainsi
exprimé z, y, z, s en fonction d’un paramétre 0 et de deux fonclions
arbitraires ¢/(9) et ¢(6) et des dérivées successives de ces deux
fonctions [36].

De nouvelles formules pour la résolution de I'équation (3) ont été
données par Darboux par la méthode que nous allons exposer.

3. Méthode de Darboux pour ’équation
(7) Jldxy, dxy,y ....dzx,) = 0.

— Considérons d’abord I'équation de Serret (6) écrite

(6") dz} + dz3 + dz3 = dzx3,
posons
dz,—a,dr,=o0
et
(8) z,—a,z=0b; (r=1,2.3).
on aura
(9) Zai=1
et
(10) %%‘: =—x,

et le probléme de I'intégration de 'équation se raméne au suivant :

Déterminer les expressions a,, b, les plus générales satisfaisant
auz equations

(11) dby,  db, _ db,

Nous voyons qu’on a six fonctions & déterminer : comme il y a trois
relations entre elles, alors il y aura trois fonctions arbitraires; nous
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prenons pour de telles fonctions arbitraires deux des a,, par exemple
@y, a; et une autre U au choix de laquelle nous conduit la theorie de
contact. Nous remarquons, en effet, que les relations (11) expriment
que les deux courbes (A) décrite par le point (a4, a,, a,) et (B) décrite
par le point (b,, b., b,) doivent avoir pour chaque valeur de ¢ leurs
tangentes et par conséquent leurs plans osculateurs paralléles, ce qui
montre que (B) sera I'aréte de rebroussement d’une surface dévelop-
pable dont les plans tangents seront paralléles aux plans osculateurs
de (A) d’ou il suit que, si 'on pose

X Y Z
a"l a, zll& —U =. (pi
a} ay a

o

o U est une fonction quelconque de ¢, les valeurs de X, Y, Z déduites
des équations ® = o, %‘i—) =o, -‘57? = o seront précisément celles de
by, ba, bs qui, en vertu des formules (8), (10), font connaitre les z,,
x4, X3, Z; en fonction de ¢.

Darboux étend sa méthode pour l'intégration de 'équation (7) en
posant

dz,—a,dz,=o (¢e=1,92,...,n—1)
et
(12) Z,—a, xp=b,
d’ou
db,
(13) lTM =—x,.

Le probléme ainsi se raméne au suivant : Déterminer les expressions
les plus générales a,, b, d’un certain paramétre satisfaisant aux équa-
tions

db,  db,y dbn_y
(14) ddl EZ; _____ dﬂn_1 ’
(15) Sflay, az...,a@p—,1)=0.

Le nombre des fonctions a,, b, est 2(n — 1) et le nombre des rela-
tions (14) et (15) est n — 1. Nous choisirons comme n — 1 fonctions
arbitraires n — 2 des a, et une fonction U a laquelle nous conduit
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une marche analogue a la précédente. En effet, nous posons

b, b, ver by
a; Q4 A =U
an=2 ap-n . an
On peut écrire N .
U = 2\, 5,

ot les A, sont liés par les relations rencontrées a la théorie de contact

ky —
I\ al® = o,
ou

dik) a
“1A=Tkl (¢=1,2,...,n—1; k=1,2,...,n—2).

On voit aisement que les valeurs des b, se délerminent par les
équations

dU d\ dr—2U dn—2)
U=2b, =Zb‘7lel’ e ar— = b=

dou en vertu des relations (12), (13), (15), on détermine les
Z, Ly ..., Ty en fonction de @, as ..., ap_y, U et de ses dérivées
successives, U étant une fonction arbitraire [14].

11 cst manifeste que plusieurs questions géométriques trouvent leur
solution dans la méthode de G. Darboux.

4. Une classe particuliere d’équations. Méthode de M. J. Hadamard.
— M. Hadamard en étudiant un probléme de la Physique mathéma-
tique [30] a été conduit a la recherche de la solution générale d’un
systéme de n — 1 équations différentielles de la forme

ZFz{.(,}’k)=0 (k=1,2,...,n:t=1,2,...,n—1I),
k

par les F nous désignons les opérations différentielles de la forme
AgDr- Ay D14+ A,,
ot D est un symbole de dérivation et les A sont des fonctions quel-

conques de la variable indépendante. Nous remarquons d’abord qu’on
peut toujours, moyennant des introductions d’inconnues auxiliaires,



LE PROBLEME DE MONGE. 9

ramener le systéme donné & un systéme de la forme
2anyr+Zbryr=o0 (k=1,2,...,m;i=1,2,...,m—1),

ou les aux, by sont des fonctions de la variable indépendante.

Chaque premier membre peut étre considéré comme somme de
deux termes dont 'un contient des dérivées et l'autre des variables
seulement. Comme le nombre des équations est m — 1, nous avons

_m—1 termes contenant des m dérivées. Il suffit alors par un
changement des variables convenables de remplacer chacun de
ces termes par une dérivée pour obtenir un nouveau systéme &

m — 1 dérivées. Ce qui est toujours possible dans le cas qui nous
occupe, car on a

Zanyr=(Zanyr)y—Zdyyr (A=1,3,...,m)

et sil'on pose 2a,yr= 3, on prend

m—1

z"—|-ZY,p Bo+SimYm=o0,
p=t

les y,p, 0im désignant des constantes ou fonctions de ¢. Nous avons'sup-
posé les Za,xyx indépendantes entre elles de sorte qu’on peut con-
sidérer les z; indépendantes. En éliminant le y,, nous obtenons m — 2
équations & m — 1 variables de la méme forme du systéme donné. On
procéde alors sur lui de la méme maniére. En suivant ainsi on par-
viendra a une seule équation de la forme

u)+ by U+ by us = o,

qui définit la fonction u, aprés avoir choisi arbitrairement u,. Remon-
tant alorsla série des calculs précédents effectués, on arrive & exprimer
Y1y Y2 vy ¥m & laide d’une fonction arbitraire et de ses dérivées
successives jusqu’a I'ordre m — 1.

5. L’équation de Monge

- dz, dz dz
(16) . f(xiyxly‘.-,$n+l;a";f" %:f’-.., d_::-l)=o‘

— Cette équation admet une infinité de solutions dépendantes de
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n — 1 fonctions arbitraires car on peut se donner arbitrairement
zp=fr(z\) (b=2,3,...,n)

et il reste une équation pour déterminer z,., en fonction de z,.
Jappelle ici courbe intégrale toute courbe satisfaisant a I'équa-
tion (16). Si I'on introduit les variables

,_dz ,
xJ:de_': (J=12,3, ..., n+1),

I’équation est équivalente au systéme

« ! ’ ’ —
S(@1, 22, « o0y Tugr; oy &gy ooty Tpyy ) =0,
d.’l‘l dxg i d-”f'n+1
= .

I z Znt1

Je conserve les variables z)(A=1,2, ..., n+1) et fais un change-
ment des variables z, en prenant pour types de transformations les
suivants

A o

z, = -+-Z ] 5 +pPhy— =0
ne1 = P PhrZh, oz, phdx;wl s

le nouveau systéme est

(17) F (21, %3. ..., Znv1; P1, P2y -+ Pn) =0,
dml . dx,,_..l .
(18) P, = 3p.P, (i=1,2,...,n),

ou F est la transformée de la fonction f, en supposant que nous nous

mettons dans le cas général. Donc a chaque équation (16) correspond

une équation de la forme (17) qui s’appelle équation adjointe de (16).
Si je considére z,, 2, ..., £, comme r variables indépendantes,

Znys comme une fonction de ces n variables, p,, pa, ..., ps comme

des dérivées partielles, j’ai une équation aux dérivées partielles pour
les courbes caractéristiques de laquelle il faut adjoindre aux équa-
tions (18) les équations

dz —dp,

—151— - X+ pi Xnat )
Réciproquement, a chaque équation aux dérivées partielles correspond
une équation (16) qu’on obtient en éliminant p,, p,, ..., p, entre
(17) et (18). Nous pouvons aussi ici considérer le cdne élémentaire
correspondant.
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6. Conditions nécessaires et suffisantes auxquelles sont soumises
les z de toute courbe intégrale. — Soit V(&y, &2, ..., Znyi;
@y, ..., @,)=o l'intégrale compléte de I’équation (17); nous avons
démontré qu’on peut remplacer I’équation (16) parle systéme

av

_ o , d [ da, _ _
(19) V=o, zhadwx—-o, Zd_.z'—)\ v dzy =0 (A=1,2,...,0-41).

da,

Pour la démonstration [30] nous avons substitué aux variables p, les a;
définis par les relations

aVv v
(2] W, PG O
et par 'application des propriétés des déterminants, nous avons déduit
toute relation de la forme

av

J da, .

Pry -—dz’ drny=0 (i,k=1,2,...,n),
day

d’ou la proposition.

Par un procédé, qui m’avait été mdlqué par M Engel, notre propo-
sition résulte plus aisément de la maniére suivante.

Je fais encore le changement des variables x;, p, en x,, a, en prenant
comme type des transformations les (20). Les variables x;, a, étant
liées par la relation V = o peuventétre considérés comme coordonnées
de I'équation F(z,, p,) =o.

Les conditions pour que les éléments de 1'équation (17) soient unis
deviennenl a causc de l’équa!ion V=o

d )\—|-Z——da,.— o,

av
B;; d.Z‘)‘ = o,
ou encore
A I}
‘ d—;}-d )‘+Za—‘ da;—o,
(21)
? oV
—da,=o,
(7}
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nous remarquons maintenant que si 'on pose

on aura, en désignant par ' le covariant bilinéaire,

o' = 28 (%)da,—z d(gc\z’,) a,,
ou encore
V= 22 oz <‘)“z) o d"‘_zz o), (r)az) e By

or, pour avoir les équations différentielles du systéme caractéris-
tique (20), il n’y a qu’a ajouter aux équations (21) I'équation o' =0
et considérer les 8z, da, comme quantités arbilraires soumises seule-
ment aux conditions

vV S JV
YRy 8z, = o, 78a,= o,

on prend ainsi pour les d) les équations
N

J da, _
Z (m ﬂ_ dx)\ =o,
da,

qui conduisent & notre proposition.

L’¢limination des a, entre les équations (19) fournit I'équation (16).
On obtient ainsi les conditions nécessaires et suffisantes auxquelles
sont soumises les 2 de toute courbe integrale. Ces conditions peuvent

se mettre sous la forme
A

IV da,
(22) V=o, 2() lda,_o, de)‘ ' dz,=o.

dan

7. Applications diverses. — Il est facile de voir qu’on peut déduire
des équations (22) la suivante :

2V 2V .
AAag Eda dax aa k+20 =0 (Lk=1,2,...,n),

3
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ou les @ sont considérés comme des fonctions d’une variable indé-
pendante. Donc les trois conditions sont

AV A2V
(23) V=0, — =0, Ka—z

Aa =0

on remarque qu’ici il faut supposer que les a, ne sont pas des cons-
tantes, c’est-d-dire que les équations (23) appartiennent a toute courbe
intégrale mais non caractéristique; donc, si’on appelle courbe inté-
grale toute courbe satisfaisant & 'equation (16) mais non caractéris-
tique, on a que les x vérifient les équations (23) et les équations
differentielles

'\

J [ da,
Zd_x; _d\Tl dz; =0 (A=1,2 ..., n+1),

da,

c’est ainsi que pour n = 2 nous avons comme solution générale, qui
donne les z de toute courbe integrale, les equations (23).

Si I'on pose 3%:;_} =— b, on prend pour equations (22) les sui-
(3 n
vantes :
v
V=o, 9 =o,
L
(*4) N
Jav av ~d [ da, |,
dTl—l—i—blen-—-O, bIJ:—z-‘;E; —iV_ a,=o,
& da,

Botasso [3] s’appuyant sur ces équations a etabli des théorémes
donnant les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une suite 2
simplement infinie de caracteristiques de (17), admet une enveloppe
en dehors de l'integrale singuliere.

On remarque qu’on pourrait deduire des equations (1g), (22) ou
(24) des familles differentes des courbes integrales si 'on assujettit
les fonctions arbitraires a a des relations convenablement choisies.

CHAPITRE 1I.

L’EQUATION DE MONGE D'ORDRE SUPERIEUR. SYSTEMES: DE MONGE.

8. L’équation
(25) Sflz, 2,05, 7", 3")=0.

MEMORIAL DCS 8C. MATH. — N° 53 2
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Théorie de M. Ed. Goursat. — Soit une équation de la forme
(26) V(z, s, Z3; a4, @3, az) = o,

ajoutons les équations

(27) Egvidx,—o (i, k=1,2,3),

(28) d;,?; der, dzg-+ zd—d"x,_o,

on en déduit

(29) Z%d‘t‘: o, ZZd;:Xa dz,day= o,

Soit encore une équation

(30) Y(ai, as, as; day, da,, das) = o,

homogéne en da; alors en éliminant entre les équations (29), (30) les
da,, da,, das, on arrive a une équation de la forme

(31) F(alya21 ag;.z‘1,.z‘2,.’t3;dx|,d£2,d$3)=0,

homogeéne en dz ; si maintenant on élimine les a entre les équations |
(26), (27), (28), (31), on prend une équation de la forme

(32) A+ 2B, dz,=o.

les A, B, ne contenant pas des d*z,. Supposons que si I'on considére
x3 comme fonction des z,, 2, I'équation (26) soit une intégrale com-
pléte d’un systéme linéaire en involution des équations aux dérivées
partielles du second ordre représentant une famille de surfaces (Z)
dépendant de trois paramétres a,, a,, a;. Soit en outre que 'équa-
tion (30) presente la relation a laquelle doivent satisfaire a,, a,, a,
pour que 'enveloppe E des surfaces (2) soit également une intégrale
du systéme en involution. Si I'on a pris pour «, a,, @, des fonctions
d’un paramétre variable a satisfaisant a la relation (30), les caractéris-
tiques de la surface mobile (Z) ont une enveloppe (A) que nous
appelons, avec M. Goursat, 'aréte de rebroussement de la surface
intégrale (E). Toutes les courbes (A) satisfont & une méme équation
de Monge du second ordre.

En effet : considérons x,, Z,, 3 comme des fonctions d’une variable
indépendante qui définissent I'aréte de rebroussement (A) et remar-
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quons, avec M. Goursat, que la surface (2) a un contact du second
ordre avec(A) au point o la caractéristique située sur (2) touche
cette enveloppe. On aura alors les z, coordonnées de la courbe (A)
satisfaisant aux équations (26), (27), (28), (29), (30), et par consé-
quent on a I'équation (31), d’ou il résulte une équation de Monge de
la forme (32); sil’on posex, =z, ya=y, 5; =z etsil’on considére x
comme variable indépendante, ’équation (32) prend la forme

(32) 3= M(z,y. 7y, 2)y" + Nz, y, 5,2,

On voit aussi que l'intégration de I'équation (32') se raméne a l'inté-
gration de I'équation (30) qui est une équation de Monge du premier
ordre.
M. Goursat montre également comment, étant donné un systéme
linéaire en involution
(33) {r-l—)\s—l—-g.l.:o,
s+ 2it+v =o,

on peut obtenir directement l’équation correspondante sans con-
naitre I'intégrale compléte, et il indique aussi qu'une équation de la
forme (32') étant donnée on peut reconnaitre, par des opérations
algébriques et des différentiations si elle correspond a un systéme en
involution. On peut enfin former ce systéme. Une différence donc
entre I'équation de Monge du premier et celle du second ordre est
évidente : & toule équation (1) correspond, en général, une équation
aux dérivées partielles du premier ordre tandis qu’a une équation (235)
ne correspond pas, en général, un systéme en involution et cela
arrive méme lorsque I'équation (25) est lineaire en y” et 3" [28].

Beudon a utilisé des procédés relatifs aux équations de Monge du
second ordre pour exprimer sans aucun signe de quadrature x, y,
en fonction d’un argument, ayant posé

3= M@, 7,57 =Nz, 5,7} da.

Il a cherché pour cela a déterminer une fonction a(z,y,y") de
maniére que I'équation de Monge
a  da da

" ! d ! " "
M(z,y, 707 =N@ 5, y) =52+ ¥+ g+

découle d’un systéme en involution de la forme (33); il raméne la
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détermination de a & une équation aux dérivées partielles du second
ordre [2]. Ces questions ont été étudiées d’une fagon générale par_
M. E. Cartan au moyen des théories des covariants bilinéaires pour
lesquelles nous aurons plus loin & nous occaper.

9. L’équation
(34) [z, 20, 23, 245 dey,  ,dxyydizy, ..., d2z))=o0.

— On peut aussi faire correspondre a une équation aux dérivées par-
tielles du premier ordre a trois variables indépendantes une équation
du deuxiéme ordre en partant d’uneintégrale compléte de cette équa-
tion, et dans ce cas trés particulier, la solution del’équation de Monge
se donne par des formules trés simples pouvant étre considérées
comme une extension des formules de Monge.

Soit, en effet, une équation aux dérivees partielles du premier ordre

(35) F(zy, z3, 23, 24, p1, P2, p3) =0
et
(36) V(z1, 3, T3, 245 a1, @9, a3) = 0,

une intégrale compldte de cette équation. Formons les relations
suivantes :

{37) av =o, drV =o,

on en tire les équations

(38) AV =o,

(39) ZZ Ja, ().1:)‘ dadzy = o

A désigne toute différentielle par rapport aux a. Ajoutons I’équation
(40) 22()‘;’3‘1 daydaz=o (i k=1,2,3).

Silon élimine entre les équations (38), (39) et (40) les da, on obtient
une équation qui contient les z, dz, et a; entre celle-ci et les (36),
(37) éliminons les @. On arrive ainsi, en général, & une équation de
la forme (34), linéaire par rapport aux d*; on voit encore que des
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équations (36), (39), (40), on en déduirait
(41) Z% dra,= o,

par conséquent ’équation de Monge correspondante al'équation (35)
de la maniére citée plus haut aura comme solution celle qui se donne

par les équations (36), (38), (40), (41).

10. Systémes de Monge de n —1 équations a n -1 variables.
Méthode de M. Goursat. — M. Goursat a donne une méthode Lrés
élégante relative a l'integration d’un systéme de Monge [24].

Par la méthode de M. Goursat nous approfondissons les méthodes
de Monge et de Darboux et nous voyons, on peut dire, comment on
peut étendre les résultats de Monge. Soit un systéme de n — 1 equa-
tions de Monge, :

(42) fulzry .. Zpg1;d2y, oo dep)=0 {(i=1,2,.. ,n—1),

le cone (T) correspondant de sommet M(z,. . ., X441 ) st représenté

par les équations .

(43) Ju( @1y 0oy Tpga; Xy — 24, ooy Xpgp— Zpgt) = 04

Soit le plan (P)

~

(4 Xnm—zwn— JprXe—z) =0 (k=1,2,....n),

les équations (43), (44) déterminent les génératrices du cone (T)
situées dans le plan (P). Sil’on pose

Xo— zs

)

Xy—

les équations (43) définissent les rapports

Xp—%p
- X, —

p=3,4,...,n+1),

en fonction de a et 1'équation (44) prend la forme

€45) U(a)=op1(a)—p1i—p:a —Zpupou(a)=o

Cherchons maintenant a déterminer les coefficients p de fagon que
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le plan (P) ait en commun avec le céne (T) n génératrices confondues
avec une génératrice déterminée lorsque nous dirons, avec M. Goursat,
que le plan est osculateur du céne (T).

On aura comme conditions nécessaires et suffisantes pour que le
plan (P) soit osculateur du c6ne (T) des n — 1 équations de la forme

(46) Fi(zy, ..., Zpga; p1,y ooy Pa) =00
qui résultent de I’élimination de a entre les équations
~U(a)=o, U'(a)=o, eny Uln—1{a) = o,

qui expriment que l'équation (45) posséde une racine multiple
d’ordre n. Les équations (46) sont dites les équations tangentielles
du cone (T) de sommet M (z,, 22, ..., Zny)-

Sil'on considére x,, 3, ..., £, comme n variables indépendantes

. . oz
et zp,, comme une fonction de ces n variables avec p;= —d—_;:—‘,

les équations (46) forment un systéme d’équations aux dérivées
partielles que nous appelons, avec M. Goursat, systéme associé
du systéme (42).

Donc a tout systéme de Monge (42) correspond un systéme associé
de la forme (46). Supposons que ce systéme soit en involution et soit

T
Y(z1, Z9y ..oy Zptr;a,0)=0

une intégrale compléte de ce systéme; alors si b=¢(a) la fonc-
tion ¢(a) étant une fonction arbitraire de a et

AV _ 0V _ v
Aa = da—l-%qa(a). ceey

les formules
U V=o, v eV il

Aa =% Bat — % T Bar =@

forment l'intégrale générale du systéme de Monge (42).

11. Application de la méthode de M. Goursat. — Cette méthode
s’applique toutes les fois que le systéme associé est en involution.

Soit donné un systéme de Monge (a) ou { << n — 1. La méthode
de M. Goursat s'applique si 'on pouvait adjoindre a ce systéme
n — i—1 équations nouvelles de la méme forme de fagon que le
systéme associé du systéme ainsi formé soit en involution. Considé-
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rons, avec M. Goursat, 'équation de Serret traitée par ‘Darboux.
Soient i équations de la forme (7).

Joignons les n — i —1 équations
dz dzs .
(48) 271?=%<E;) (p=1.2,...,n—i—1),

les §, étant arbitraires. Les équations (), (48) forment un systéme
de n—1 équations de Monge & n + 1 variables dont le systéme
associé est en involution, et alors la méthode de M. Goursat est
applicable,

Pour I'équation (6') de Serret on trouve de cette fagon que la solu-
tion générale se donne par les formules
AV AV _ AV

V=0 5=% =% 1=z

=0’

ou
V=2z,—Iprzir—(a) (k=1,2,3),

Y(a) étant une fonction arbitraire de a et p; des fonctions de a
définies par les équations

pr+pia-+pso(a)=U(a), p,+psv(a)=U(a), p:;¢'(a)="0"(a)

avec

U(a) =TT @+ 7°(a)

et ¢(a) désignant une fontion arbitraire de a.
Nous avons cherché [46] a appliquer la méthode de M. Goursat a
'équation de la forme

(49) f( dzy dzy dxn>=dx,.+,_

L1y =59 F9 vevy T
’d.l‘] d.ti ’ d.Z'] dz1 ’

adjoignons a (49) n — 2 relations de la forme

dx dz
"gf =‘Ph(x1;7‘;€‘> (h=3,4,...,n).

On voit que le systéme associé
F.(z.p)=o,

du systéme de Monge constitué par les équations (46) prendra une
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forme telle que

OBy O OFy
dp1— ’ d.l)/,— ? dPl_
(h=23,...,n,n+1;k=2,3,...,n—1)

et l'on en conclut que pour que le systéme associé soit en involution,
il faut et il suffit qu’on ait identiquement

oF ;

dz,
ce qui arrive forcément si ’équation est de la forme

dr, dz; dz, _ dznq
fi(xi)+f2(2‘;l—’ E) ,w—;) T’bl—’

les équations adjointes sont alors de la forme
d.Z'P d.l‘-z
H=?9(C—E> (p=3,4,...,n).

Il serait intéressant de chercher des systémes de Monge pour les-
quels la méthode de M, Goursat s’applique. Une question qui résulte
dans une telle recherche est la suivante : dans quels cas I'élimination
de a entre n équations de la forme

G (L1, Zsy ooy Bt P1aPrs oo ey Pny @) =0

donne-t-elle un systéme cn involution ?

Ainsi avons-nous fait [49] quelques remarques relatives a cette
question pour l'application dela méthode de M. Goursat; ce qui nous
a fourni 'occasion de retrouver les résultats précédents pour (49)
comme des cas particuliers de résultats plus généraux.

M. Gross [29] a étudié aussi des cas ou l'on trouve, sans aucune
quadrature, des solutions de certains systémes différentiels indéter-
minés.

CHAPITRE 11I.

IMPOSSIBILITE D’UNE INTEGRATION EXPLICITE DANS LE CAS GENERAL.

12. Impossibilité de 'extension de la méthode de Monge. — Consi-
dérons I'équation de Monge a quatre variables

f(xlvxl- L3y L3 d‘th dxll d.[g, dx") =0
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et V(x,, za, 23, z4; a,, az, as) lintégrale compléte de I'équation
adjointe (Chap. I). On pourrait étre tenté de croire que d’'une maniére
analogue a celle du cas de trois variables, les équations
AV AV A

(40) V=0 =% F % T

fournissent la solution générale
Nous avons remarqué [44] qu’il n’en est rien en général.
Prenons, par exemple, I’équation (6'); on a alors comme V=0
Péquation
Zy—a 8, —a,r,—br;—a;=o, 2=1—a}—a3,

on ne peut pas dire que zj tirées des (50) fournissent la solution de
I'équation (6') les a, étant des fonctions arbitraires de la variable
indépendante, par conséquent indépendantes entre elles.

Nous avons démontré a ce propos que pour que les (50) donnent
une solution, il faut que les a,, a, ne soient pas indépendants mais
liés par la relation

ai+af=(ady—a,a,)
et nous avons également donné [45] une proposition beaucoup plus
générale qui s’énonce ainsi : il est impossible, en général, de

déduire des équations (19) ou (22) I'équation f—‘::- =o;doul’onest

conduit & se demander s'il existe ou non une fonction
v(xh L2y evny Tppry Ay Agy oesy an)

telle que les (19), (22) puissent se mettre sous la forme des n 41
autres équations dont quatre soient les suivantes :

AV, A2V, A3V,
Vi=o, ~— =0, =o,

A Aa® s O

Reprenons, par exemple, I'équation (6'). M. Goursat a trouvé une

fonction
Vi=2,—Z2p,x,—b,
[ou les p, sont des fonctions déterminées d’'un paramétre a et d’une
fonction arbitraire ¢(«) et b une seconde fonction arbitraire  (a)]
telle que les équations
v, &, _

A3V,
V1=0, —A;=O. ra? = o, K&T—O’

donnent la solution générale de I'équation (6') et plus généralement
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la méthode de M. Gohrsat montre comment on peut étendre la
méthode de Monge.

13. Théoréme de M. Hilbert. Généralisations. — Dansunarticle[31]
publié en 1912, M. Hilbert a démontré un théoréme affirmant
I'impossibilité d’exprimer la solution générale de 'équation
(51) % - (%)2,
par des formules

z =9, w,w;, Wi, ..., Wr),
(52) y=V¥t, ww, ..., w),
z=Y(lw, . .., w),

@, ¥, x désignant des fonctions déterminées de leur argument, ou ¢
est un paramétre, w une fonction arbitraire de ¢ et w,, ..., w, les
dérivées successives de w.

Pour la démonstration de M. Hilbert on part de I'identité a laquelle
conduirait ’équation (5 1) lorsqu’il existe une solution de la forme (52).
En faisant quelques remarques sur la forme de cette identité, on en
déduit d’abord que tous les deux membres de I'identité en question ne
contiennent pas (v, 4, ¥, .1 ; 0N suppose ensuite que la premiére des
équations (52) est résolue par rapport & w; et que sa valeur est intro-
duite dans les deux autres équations. Soit qu’on prenne ainsi

q" =f(l’ Wy Wiy eeey Wl—h"‘))
X= g(’; Wy, Wiy oeey W1,y .’L‘),
en s'appuyant sur certaines identités qu'on trouve facilement on en

conclut
SJw—v=0, fw,,=o0, ey Ji=o,

c’est-a-dire que f peut contenir z seulement. On en déduit aussi en
tenant compte de 'équation (51) que g»=f7, et alors g=X+W,X
étant une fonction de z seulement et W une fonction de ¢, w, wy,. ..,
wr_y; on voit finalement que W est une constante ¢’est-a-dire g une
fonction de z seulement; or, dans la solution (52) nous supposons
r21 et'impossibilité de 'intégration explicite de (51) est établie.
L’analyse de M. Hilbert s’étend d’elle-méme a toute équation

d . dy d> .
donnant (é en fonction de z, y, z, Eg' 2;% par une expression non,

homographique en dx‘};o
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Nous avons généralisé [49] le théoréme de M. Hilbert en utilisant
le méme mode de démonstration et affirmé I'impossibilité d’une inté-
gration explicite pour d’autres équations de Monge.

14. Remarques diverses. — I. M. Hilbert, dans son Mémoire cité
avant d’¢tudier I'équation (51), considére I'équation de Monge du pre-
mier ordre (1); on peut trouver une equation V telle que des équations

av

(53) zl‘ dr = o,
2V

(54) - dr=o,

résulte par I'élimination de a I'équation (1).
Si I'on pose

(55) V(.z',_y, z1a)=b1
v
(56) Ja =Y,

nous avons les équations (53), (55), (56) qui donnent a, b, y en
. dy dsz . .
fonction de z, y, 3, ,735” 753 0D Voitaussi que

db
(67) da =7

et obtenons une transformation de (1) & la forme spéciale (57).

Inversement les (55), (56) et I'équation 2V _ % qu’on déduit

Jda?
des (54), (56) donnent z, y, 5 en fonction de a, b, y, 2—%

Nous avons considéré plus généralement [49] un systéme de n —1
équations de Monge («) pour lequel nous supposons I'existence d’une
fonction V(z,, Z3, ..., Zny1; @) telle que les équations du systéme
résultent de I’élimination de @, entre les

%dx,: o,
OV ip—o
(58) dar dz, 0= %
.................. s
v
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Si’on pose

NV
(59) V=a,, ga—)=az+)‘ (1=1,2,..,~+1; A=1,2,...,n—1),
1
on a
da
(60) Zt—‘: = Gp41 (p=2,3,...,n),
; . v , . nV da .
alors les équations (59), et 'équation %ﬁ = TZ"‘—' déterminentles z;
] 1
en fonction des a,, w%*i-
a,
Inversement les valeurs des ay, s, . . ., @4 lirées en fonction des
z, dz des équations (59), et -
av -
az—d.z‘, =o,

vérifient les équations (60) si 'on tient compte des équations ().

II. D’une fagon générale, M. Hilbert a rattaché le probléme de
I'intégration explicite d’un systéme d’équations differentielles indé-
termine & un probléme beaucoup plus général d’apres lequel il s’agit,
étant donnés deux systémes différentiels, de reconnaitre si 'on peut
établir une correspondance univoque entre les solutions de 1'un et les
solutions de I’autre. M. Cartan a substitué a cet énoncé un autre
beaucoup plus precis en donnant une définition d’équivalence de deux
systémes différentiels basée sur la notion du prolongement d’un

systéme [10].

CHAPITRE 1V.

EQUIVALENCE ENTRE LE PROBLEME DE MONGE ET L'INTEGRATION
D'UN SYSTEME DE PFAFF.

Supposons le systéme («) résolu par rapport a

dx n+2—p

d‘Ti
pOSOl’lS

dz
ﬁ:u)\ (A=123,...,n+1—k);

si I'on considére les u, comme de nouvelles variables on se raméne a
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un systéme de Pfaff de 2n + 1 — £ variables
d$n+9-—
2—p
(61) _d.z—'r_‘— =fp(x1: Loy o ooy Tntl Usy Usy « o vy Unpt—k ),

dx)— u) dx,= o.

Les deux systémes () et (61) sont équivalents. On voitainsi qu'un
systéme de Monge de & équations & n + 1 variables peut étre remplacé
par un systéme de Pfaff ou le nombre d’équations et celui des variables
a augmenté de n — & unités.

Considérons le cas particulier k= n — 1, alors le systéme (o) sera
un systéme de n —1 équations de Monge & n -+ 1 variables et le
systéme (61) sera un systéme dc n équations de Pfaff a n + 2 variables.

15. Rappel de certains résultats des théories de M. E, Cartan. —
Soit S un systéme de Pfaff

(62) wtzzx,kdz‘k=o [k=1,2,...,n; i=1,2, ..., r(r<n—r1)l.
k

Le systéme S peut s'écrire d'une infinité de facons en remplagant
les variables zx par un nouveau systéme quelconque des variables qui
soient des fonctions distinctes des premiéres. 11 est essentiel de savoir
sa classe, c’est-a-dire le nombre minimum de variables que I'on puisse
laisser figurer dans les équations du systéme S par un changement des
variables. Soit y la classe de ce systéme.

Lorsque le systéme S a éLé mis sous une forme ou n’entrent que y
variables et leurs différentielles, nous dirons qu'il a été ramené a
une forme réduite. Nous déterminons la classe y et nous mettons le
systétme S sous une forme réduite en nous servant des éléments
caracteristiques que nous allons définir.

On sait qu’un élément linéaire (dzy) est élément linéaire inte-
gralsiles dz,, ..., dz, vérilient les équations (62); deux éléments
linéaires intégraux (dz;) et (dzx) sont en involution s’ils vérifient les
équations w; = o.

Un élément linéaire intégral est caractéristique s'il est en involu-
tion avec tous les autres éléments linéaires inlégraux issus du méme
point. Pour former les équations qui définissent les éléments caracté-
ristiques supposons, pour fixer les idées, qu’on a résolu le systéme S
par rapport & dz,, dx,, ..., dz, et que nous portons dans w),
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Wy « - .y, les expressions de 8z,, dx., ..., 0z, tirées des équations
w,(3) = 0; nous exprimons alors que les w, == o aprés ladite substi-
tution sont indépendants de dz,,,, 02,4, . .., 02, ; c’est-a-dire nous
égalons a zéro les coefficients de d,.4, ..., 0x,; on prendra ainsi
certaines équations

n(d)=o, ey m(d) = o,

qui définissent avec les w,(d) = o le systéme caractéristique de S.

Désignons-le par'S, ; on démontre que quel que soit le systéme S, le
systéme caractéristique S, est complétement intégrable ; pour que tout
élément intégral linéaire soit un élément caractéristique il faut et il
suffit que S soit complétement intégrable. On appelle variable
caractéristique toute intégralede S, ; et multiplicité caractéristique
toute multiplicité dont tous les éléments linéaires sont caractéris-
tiques.

Le nombre des équations linéaires indépendantes de S, est appelé
ordre de S,. On démontre quela classe de S est égale & I'ordre de S,
et que si I'on fait dans S un changement des variables en prenant pour
variables indépendantes des variables caractéristiques distinctes, on
raméne S & une forme réduite. Supposons que 'on ait obtenu p inté-
grales fi, fa, ..., f, du systéme caractéristique; si I'on fait un chan-
gement des variables de fagon que ces intégrales soient p des

nouvelles variables y,, y,, ..., ¥, par exemple, le nouvean systéme
de Pfaff ou I'on a fait

Y= ¢y, dy,=o (t=1,2,...,p),

est au plus de classe y — p; mais il peut étre de classe inférieure. Par
exemple, si ce nouveau systéme est de classe r, il sera complétement
intégrable.

Si S contient seulement r 41 variables il serait complétement
intégrable et par suite de classe r; donc S ne peut pas étre de
classe r + 1. Quant & une équation de Pfaff sa classe est toujours un
nombre impair.

16. Formes canoniques. Systémes dérivés, systémes spéciaux. —
On sait les résultats de Pfaff, Darboux, Frobenius, Webér relatifs a
la réduction d'une forme de Ptaff A une forme canonique. On sait
bien qu’une telle forme w de classe 2p peut étre ramenée a la forme



LE PROBLEME DE MONGE. a7

canonique .
zzldyl (‘=1,2;--‘,P),

%, ¥, formant un systéme de 2 p variables distinctes et une forme de
Pfaff » de classe 2p + 1 se raméne & la forme canonique

d.}'p+1 + Z3z,dy,.

Le seul invariant d’une forme de Pfaff vis-a-vis du groupe des trans-
formations ponctuelles les plus générales est la classe de cette forme.

Une équation » = o est ramenée a la forme canonique lorsqu’onl’a
mise sous la forme

2Y.dy,=o (t=1,2,...,p)

si w est de classe 2p, et sous la forme
Aypii+2z,dy,=o,

si w est de classe 2p 1.
Une équation de Pfaff de classe trois peut toujours étre ramenée

la forme canonique
dy,—ysdyi=o.

Quant aux systémes de Pfaff dont nous avons a nous servir dans la
suite, nous utiliserons la forme canonique suivante :

dy1=0, dy2=0, “eey
dyp—1= o0, dy,=o, Ay pra— Vo3 BY g1 = 0,
AYpr3— Yo+t Ayeri=0, = ..., AY ri1— Yr+a AYpr1= 0.

(63)

Ainsi par exemple nous nous servirons de la forme

dys—ysdyi=o,
(64) {}’2}’3}’10

dys—yidyi=o.

Supposons que le systéme S est ramené & la forme canonique (63),.
on prend alors I'intégrale générale représentée par les formules

Y11= ¢y, Ya= Cq, ceey _}’p= CP, yp+l= a,

65 ,
( ) { Vo= ?(a)’ Yors=2¢ (a), ceey Vi = ?(r—p)(a),

¢(a) étant une fonction arbitraire.
Soit S un systéme de r équations a r - 2 variables et soit qu'on
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ajoute aux équations du systéme S les équations

‘ d.l'r+1—w;-+5 dx,q_g =0, d.l‘r+2——xr_H dx,-.._s-—- o, PR

\( dr, 41— &) 411 A2y =0,

(66)

O Zry 3y ...y Zrys sont de nouvelles variables. Ces équations (66)
avec celles de (S) forment un systéme 2 qui a évidemment la pro-
priété suivanté : toute solution

z,=v(a) (=12 ...,r+2),
du systéme S fournira la solution

z,=o,(a), Ty 4g= Prs1 (@) = fr+:(a),

Prea(a)

. Prea(@) _
-Zr+5—‘fr'+'(a) —fr+.((}), ey

du systéme Z; et réciproquement, de toute solution
zp=fo(a) (p=1,2 ...,7r+1+1)

du systétme X on déduit une solution de S; nous dirons avec
M. Cartan que X est un prolongement de S.

Considerons maintenant le systéme S
(67 ST i=na50),
on peut en général le ramener par un changement de variables a la
forme canonique (64) comme il a été démontré pour la premiére fois
par M. Engel [17]; S. Lie [33] a démontré le méme par des consi-
dérations géométriques. Weber [43] s’appuyant sur les résultats de
M. Engel a trouvé des résultats plus généraux dont il a déduit les
précédents. Enfin M. Cartan a donné une méthode plus directe pour
ladite réduction [7].

Considérons les covariants bilinéaires

w'= Xa;(dz,dxr— dr; dx;)

L k=1,2,3 .
w'= Zb,;(dz, dxy— dzy dx,) & 1,2,3, 4)

a'. Supposons d’abord que ' devienne identiquement nul si l'on
tient compte des équations

68y w(d)=o0, w(d)=0, w(d)=o, wB)=o,
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que nous désignons pour abréger
(69) o' =o0 (modw, w)

L’équation » = o sera de classe 3 (cas général) ou de classe 1.

1° Classe 3 : on la raméne par changement des variables a la forme
canonique

(70) Q@ =dyy—ysdyi=o

et le systéme (67) peut étre remplacé par un systéme de la forme
Q=dy,—ysdy;=o0, N=H,dyi+ Hz;dy;+ H,dy,=o,

et 'on aura, en vertu de (70),

Q' = dy. By;f, —dy;8y;=0¢ (m dQ, 1),
ce qui exige

Hy=o, c'est-a-dire Il=Hydyy—H;dy,=o:

De hypothése que S n’est pas complétement intégrable il s’ensuit

20  (modQ,1l)

et que H, et H; nc peuvent pas étre nuls et I'équation Il =o peut
s'écrire .

- H1 —
dy .+ H—'ad}’l— 0.

le rapport H, :H; dépend nécessairement de y;, et cn prenant ce coef-
ficient pour y; le systéme S se meltra sous la forme (64).

2° Classe 1 : elle est alors complétement intégrable: on I’écrit donc
sous la forme

dy1=o ou J1=5 (&, 29,23, x,).

On tire z, en fonction de yy, Z1, Z3, 4 ct 'on raméne le systéme S
sous la forme

fi)ﬁ: 0, Hg d;l’z-v— H3 dx3+ll‘ d.l‘;;: o,

ou les H, contiennent y, ; donc la seconde équation peut étre regardée
comme une équation de Pfaff & trois variables non complétement inté-
grable ayant j, comme paramétre; on peut donc la meltre sous la
forme -

dy,—yidy,—Kdy,=o

MIEMORIAL DES SC. MATH. — N° 53. 3
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et le systéme S sous la forme canonique

dyl = o0, (]“V:;-—‘}’/, dVe_)_= o

Si enfin ' =0, ®'=o0. on aura le systéme S réductible a la forme

dy,=o, dy,=o.

. Supposons maintenant que ' n’est pas nul en tenant compte des
équations (68); nous allons remplacer le syst¢éme donné par un autre
équivalent de la méme forme @ = o, I = o, mais ou

Q=0 (modQ, ).

Nous remarquons d’abord qu’on peut remplacer une équation de S
par une autre de la forme
Jw+ uw = o,

A, p désignant des fonctions arbitraires des z; on sait que

(Ao Fuw) =o' +-pe' (modw, w),
donc pour avoir .
Q=(Ao+pw)=0 (modw, w),
il suffit qu’on ait

N
(71) ' +ps'=0 (modw,w),

or, il est facile de déterminer le rapport ;1‘ de sorte qu’on ait I'iden-

tité (71); ct, en effet, soit par exemple qu’on introduit dans «' les
valeurs de dz,, dx,, 0z;, 6x, en fonction de dz,, dx., dx,, 0z, tirees
des équations (68). on aura alors pour »’ et &' des expressions de la

forme
o'=A(dr, dx,—dz,3z)),

w' = B(dz,dx,— d,dx,),
lorsqu’on voit qu’il suffit de choisir A, p de fagon que AA + uB=o
pour qu’on ait I'idenlité (71); on 1emplace donc le systeme (67) par
Q=3XA,dr,=o,
= 2%B,dr,=o0 ou Q=0 (mod @, I).

L’équation & = o, qui jouit d’une propriété invariante, est appelée
par M. Cartan équation dérivée du systéme donné.
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On revient ainsi au premier cas et 'on a & réduire cettc équation &
une forme canonique.

Donc la réduction du systéme donné i sa forme canonique

dépend uniquement de la réduction de l'équation derivée & sa
Jforme canonique.

M. Cartan applique sa méthode par la recherche de I'équation
dérivée pour I'équation (1). Supposons qu’on 'a résolue par rapport
a dz ‘

dz

dz d
dz = F("”'y}’: 2, d%;)’
elle équivaut au systéme
w=dy—udz=o, w=dz—F(z,y,3 u)dz =o,
ou l'on considére ¥ comme une nouvelle variable; on a

o'= du Sxr — dz Su, o = % (du dx — dx du),

done

et 'équation dérivée est

S)::m—g—gw—.o,
‘ou bien
(72) Q=dz—pdr—gqgdy=o
avec

. JF JF
(73) p=F—uyh  g=4

etl'on a a réduire & sa forme canonique I'équation (72) odp, ¢ sont

liés par celle qui résulte en éliminant w parmi les (73); on retombe
ainsi sur la méthode classique. .

La méme méthode a été employée par M. Cartan pour I’équation

dz dyy dry dy
(TZ'_ - \(.Z’,}’, 3, %)d.l)i +B(.Z',.}’, 2, L_i;)
qui se raméne au systéme

w=dy —udz =o,
o=ds—A(z,y, 3 u)ydu—B(z, y, 2, u)dr = o,

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 53, 3.
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il Vapplique ensuite pour le calcul de z =fy"‘(—[;—}; dzou y est une

fonction arbitraire de 2 et pour le calcul aussi des quadratures

f dx f dy
U = ’ Y = )
I+.Z‘y 1+2‘_}’

z, y étanl liés par une fonction arbitraire [ ¢f. Beudon, 2].
Considérons maintenant un systéme S de r équations (62) w;=o
et soit qu'on a

(74) Zlw,=o0 (mod wy, 0, . ., w,),

l, désignant des fonctions des variables. On aura aussi

(74") (Bliw)=o0 (mod w;, wa, ..., wy)

nous dirons alors que I'équation
(75) 2lhw,=o0

apparlient au systéme dérivé de (S) que nous définissons avec
M. Cartan de la maniére suivante :

Le systéme dérivé de S est formé de toutes les équations dis-
tinctes de la forme (75) ou {y, l,, ... I, sont des fonctions quel-
conques des variables telles qu’on a U'identité (74). Nous le dési-
gnons par S'. Il est formé, comme on le voit, par 'ensemble des
équations de S telles que deux éléments linéaires intégraux quelcon-
ques de S soient en involution & chacune d’elles. Soit r' le nombre
des équations de S'; on peut évidemment écrire les équations de S de
fagon quc les r’ équations de S’ soient

w; =0, w; =0, ceey W= 0

on aura
p— A R L p—
o|=wy=...=w;'=0 (mod wy, w,, ..., W)

pour que le systéme S soit complétement intégrable il faut et il suffit
que le systéme S’ se confonde avec S.

Considérons un systéme S non complétement intégrable de r équa-
tions a 7 -+ 2 variables.

Si I'on résout ces équations par rapport a dx, . . ., dx, on obtient

(76) wp(d)=dzp—(apdwl+l+ bpdzr+2)=0 (p=1,2,..., 1),
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et les m;, s’expriment uniquement au moyen du binome

estdd (dr) 4y, dzris] (1)
¢ est-a-dire

(77) (p=1,2,..., ")‘”'p= Kp[d-b'r+l, dr,s] (mod v, ®,, .... ®.)

comme S n'est pas complétement intégrable, tous les K, ne sont pas
nuls; soit K, = o; alors on tire des relations (77)

<m,— K, wr) =0 (modwy, wy, .... ;)
IS,
et le systéme dérivé S' est
u),—R—i-_w,=o (i=1,2,..., r—1).
Si ’on prend dans S pour w, les combinaisons

K R
w— =0, (i=1,2,7..,r—I),

Kr
on aura le systéme S sous la forme
w;= 0, w,.=0 ou wl{ =o0 (mod wy, wy, ..., w,).
Cherchons S” c’est-a-dire la dérivée du systéme
(78) w, =o0.

Les w,, si l'on remplace dz,, dz., ..., dz,_,; 0z, ..., 0z,_, par
leurs expressions tirées des w;(d) = 0, », (8) = o deviennent des
combinaisons linéaires de

[der, dzps], [dzr, dxrin], [EZrar, dris]
ou encore de

(0p, dzrin], [0f, dZria], (dz i1, dzris];

or, puisque ces «, doivent étre nuls en tenant compte de I'équation
w,= 0, il reste des identités de la forme

(79) w, = L,[w,, dz, ]+ M [wp, @7rps] (mod wy, wy, ..., p_y)

() Nous désignons par [w,, w,] la forme bilinéaire w,(d)w,(8) —w, (d) w,(3);
d’aprés cela on écrit [dz, ., dz,,,] a la place de dz,, 3z, —dz, , 3z, ..



34 PANAJIOTIS ZERVOS,

ou encore
(79") w, =[wy, L, dz, 1+ M, drri;] (mod v, vy, ..., Wwp—y).

Cela posé, nous distinguons :

.
o

1° Le cas genéral ou le rapport L, : M, n’est pas le méme quel que
soit £; alors la forme (79') montre que lcs w, = o se réduisent a deux
équations distinctes; il y a donc des 1 — 3 relations distinctes de la

forme
2lw =o,

et par conséquent le systéme 5" se compose de r — 3 équations;
dans ce cas nous dirons avec M. Cartan que le systéme S est un
systéme normal.

2° Le cas ou le rapport L, : M, est indépendant de ¢, alors r— 2
équations distinctes forment le systéme 5", pour notre but le résuliat
essentiel est que le systéme S peut alors se mettre sous la forme

) Q, = d_}’l—(z\, d}‘, —+ B, d_}‘,_H) =0,
l Q =dy,—yi2dy, =0,

(n

les A,, B, étant indépendantes de y, ..

Pour le démontrer déterminons d’abord la classe de S’ ou, ce qui
estle méme, 'ordre du systéme caractéristique ; nous remarquons pour
cela que dans ce cas on peut écrire

L, de, 41+ M, dz, py=p(adr,rp+ b de, 1)

et 'on voit qu’il suffit qu’un élément linéaire intégral du systéme '
satisfasse aux relations

», =0, adzpy+bdr, s=0

pour qu'il satisfasse aux équations o, = o, donc lec nombre des équa-
tions qui définissent les éléments caractéristiques de S’ est 1+ 1 etla
classe de §' estr + 1.

Soit maintenant 94(Z1, Lay .« .y Lrya) (A =1, ..., r+1) les inté-
grales premiéres du systéme

(80) w, = o, adz,r +bdr, =0 (h=1,2,..., 7).

Posons ¢4(y, ..., &,,3) = Vs en prenantpour variables nouvelles
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les y, et une des anciennes variables z,.,, par exemple, on peut écrire
les équations »;= o de maniére a ne contenir que ¥, ¥ay -« -y ¥rp
et l'on peut alors donner aux équations w;= o du systéme S’ laforme

d'}/i— ( Ai dyr+ Bi d]/r+l) =o,

les A;, B; contenant seulement y, ¥5, . . ., ¥ri1..

‘D’autre partl’équation »,= o appartient au systéme (80) et comme
les y4 sont des intégrales premiéres de ce systéme, elle établit une
relation linéaire entre les dy, et par conséquent si I'on tient compte
des équations de S’ on peut écrire 'équation w,= o0 sous la_forme
dy,— Hdy,,,= o, ou H ne peut pas contenir seulement y,, s, ...,
¥rya sinon, en effet, le systéme S serait complétement intégrable; -
donc on peut considérer H comme une nouvelle variable y, ., c’est-
a-dire on peut écrire

Qp= d,}’r—}/m—e d}/r+1 =0,

et S serait un prolongement de S'.

3¢ Le cas, ou tous les L;, M; sont nuls.
Le systéme S’ est complétement intégrable et onle remplacerait par

dy;=o (t=1,2,...,r—1I)

ou les y; sont des fonctions de x,, s, ..., x,,» donnant les intégrales
premiéres des équations de S'. Substituons aux variables z,, z,, ...,
Zryo les yiy 2,y 2,00, Zrysettenons compte des dy,; = o, alors o, = o0
devient une équation de Pfaff & trois variables ou les y; sont consi-
dérés comme des paramétres, c¢’est-a-dire on aura pour v, une forme

Adz,+ Bdr,p+ T dzps,

oui A, B, T contiennent les y; comme des paramétres et I'équation
w,= o0 peut étre ramenée a la forme canonique

Ay, —Yris &Y rp1 =03
on a donc finalement, pour le systéme S, la forme canonique
(In dy;=o, Ayr— Yo dy ey = 0.

Soit maintenant que nous nous trouvons dans le second cas; comme
S’ sera de classe r 41 et il se compose de » — 1 équations, on peut
partir de S et procéder comme précédemment ou 1'on partait de S.
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On constate alors que S" se compose de r — 2 équations et que
trois cas sont possibles :

a'. S®) est formé de r— 4 équations et S’ est alors un systéme
normal; comme S est le prolongement de S’ on s’apercoit que S estle
; p 8 percoit q
prolongement d'un systéme normal.
B'. S® est formé de r — 3 équations et S” est de classe r.
. S est formé de rr — 2 équalions; le systéme S” est alors son
14 ! q ) Y
propre dérivé; donc le systéme S” est complétement intégrable.

D’une fagon générale désignonspar o, le nombre des équations
linéairement indépendantes dont est composé le systéme S(, et par
7. sa classe et posons 2, — a; | =p,. Supposons que y,— ;=2
alors on a d’aprés ce qui précéde p,=1 et p,,, sera ou bien 2, ou 1,
ou zéro. Sipy,, = 2 lesystéme S est par définition un systéme nor-
mal. Si p,y =0 on aaussi pyio=poy3=... =0 ct le systéme Ste+)
est son propre dérivé; il en est de méme de S(e+2) etc. Donc le systéme
S:#*+1) est complétement intégrable.

Si ,

RI=Ma=...= ¥, —p—1=1 et V)—h =2,
on a
oy=r—I, a=r—2, ceey 2,_p=nh
et
- 01 = h — 2.

Yi=r-+i, Y2= 1, Yi—n—y=h—+3,

et alors S"—%—1) est un systéme normal de A + 1 équations et de classe
h + 3; comme on a vu plus haut S”~%-2 sera un prolongement de
S(r=4-1 gt1’on peut prendre un systéme de variables tel que les équa-
tions de S"#-1) ne contiennent que les variables ¥4, ¥a, - .., ¥ays
et leurs différentielles, la derniére équation du systéme S=%=2) étant
AY hy2=Yhps A hes. Le systéme S=2-3) s'obtient en joignant aux
équations du systéme S("~#—2 une équation de plus qu’on peut écrire
sous la forme

d}'lz+;~'}’h+s d,}’h+i = 0.

En continuant de la méme maniére, on voit aisément qu’on peut

choisir les variables y, ys, ..., 3741, Yrye de lelle sorte que les
équations de S prenncnt la forme

W, = 0, Wy = 0, . W41 = O,

(81
) dye—Yer2 dygr1=0 (p=l—+ ..., 1)
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Donc S est un prolongement du systéme normal S*~%-1), Nous
dirons que S est un systtme spécial s'il 'y a pas de valeurs
dei(i=r1,2,...,r—2)pour lesquelles p, soit différent de zéro
et de un. Donc si un systéme S de r équations et de classe r+ 2
n'est pas normal, un prolongement d’un systéme normal sera
un systeme spécial [10, 20].

17. Systémes intégrables explicitement. Théoréme de M. E, Cartan.
— La questiond’cxistence d’une intégrale générale explicite d’un sys-
téme S estliée avec celle de la réduction d’un systéme S a une forme
canonique.

Soit le systéme spécial Set que

M=M= . =Y, P__.1=I, F”—p:“"l—p+\="’= Mj—1= 0.

D’aprés ce qui précéde le systéme S¢"~¢) est complétement inté-
grable et le systéme S-¢= se compose de p -+ 1 équations et il est
de classe ¢ + 3; nous pouvons donc raisonner comme dans le troi-
siéme c1s. On peut d’'apres cela mettre ce systéme sous la forme

(82) dy,=o, ey dyp=o, Ay orr— Yp+s Ay gr1 = 0.

Prenons comme noavelles variables les 31, y2,...y ypys €tr —p—1
des anciennes variables #y.4, ..., Zo par exemple; alors S(r=p—2)
est composé de p 4 2 équations dont p 4~ 1 équations sont les (82) et
I'autre équation peut éire mise sous la forme

(J.)p_'_‘l: H d‘}/r.g_l + K d}/p+'l+ ETV d.lv
(v=p~+4,p+5,..., r+2).

En exprimant maintenant que 'équation [dypi1, dypys] =0 est
une consequence des équations wp ., (d) =0, wp4.(d) =0, on’ voit
que wy s = 0 s'écrira

(83) Aygri— Vot dygr1=0
ou ¥, s est une nouvelle variable.

On conslate de méme que S¢ ¢—%) est formé des équatnons (82),
(83) el de l'équation dypss— Yp+s5d)pyr =0 et ainsi de suite; on
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arrive finalement a la forme canonique

(84) j dy\=o, dy,=o, ceey dyy= o,
l. d.}’p+2—.}’p+.x d.}’p+l=09 ceey Y1 1—Yive d}’p+1=”-

Donc :

a'. Tout systéme spécial de r équations a r -+ 2 variables se réduit
a la forme canonique (84).

b'. Le nombre des équations de la forme dy,= o dans la forme
canonique (84) comcide au nombre pour—p est le plus petit des
indices des p, égaux a o; en d’autres termes : tous les systémes de
r équations a r - 2 variables pour lesquels le nombre p a la méme
valeur peuvent étre ramenés & une méme forme canonique. La forme
canonique (84) a laquelle se raméne le systéme spécial S indique que
le systéme S est intégrable explicitement; il suflit, en effet, de poser
Yo+t =@, Ypra=9(a), ¢ désignant une fonction arbilraire de a, pour
avoir l'intégrale générale explicite du sysiéme S donnant les multi-
plicités intégrales M,

Yer=a, Jyen=209(a), ygr=¢(a), .., py=0ol0(a),
par conséquent si le changement des variables qui fait passer du sys-
téme S a la forme canonique (84) est défini par les formules

xl:fl(.yl:u7’.’>-'-7}’l+2) (i=1,>, .., n+2),
on a l'intégrale générale de S par les formules
(86) z,= fites, ¢y -y Cpy @y o'(a), ¢'(a), ..., 9ir—#(a)].

Donc : tout systeme special a une intégrale générale explicite,
inversement : st un systéme de r équations & r—+ 2 variables est
intégrable explicitement est un systéme spécial. Pour le démontrer
on remarque que si un systéme S, prolongement d’un systéme nor-
mal 2, admet unc intégrale explicite, (2) admettrait également une
intégrale générale explicite, comme cela résulte de la forme (81) a
laquelle se raméne un systéme qui est un prolongement d’un systéme
normal. Puis on démontre qu’il est impossible qu'un systéme 2 inté-
grable explicitement soit un syst¢éme normal, d’oi lc beau théoréme
de M. Cartan: La condition nécessaire et suffisante pour qu’'un
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systéme S de r équations @ r-2 variables a une solution géné-
rale explicite est qu’il soit un systéme spécial.

Aprés les sysiémes spéciaux les systémes les plus simples sont les
systémes normaux de r équations & s - 2 variables dont le second
dérivé est spécial de » — 3 équations. On voit facilement qu'un tel

s)stéme normal se raméne a la forme

dys—ysdy = o, N adyr— ¥y dyr1=o, ady;42—Fdy,=o,

F étant une fonction arbitraire de r -+ 2 variables y,; donc la solution
générale est

yi=a, Y= ¢(a), Yi=¢9'(a), SRR Y=l (a) et yr4s
est donnée par l'intégration de I'équation différentielle

dyrva="Fla, o(a), ¢¥'(a), ..., e=1(a), yriz) da.

18. Conséquences du théoréme de M. E. Cartan. — Si un systeme
de Monge se raméne & un systéme de Pfaff spécial, alors en vertu du
théoréme de Cartan il aura une solution générale explicite; donc il
serait intéressant de chercher des sysiémes de Monge qui se ramé-
nent & des systémes spéciaur.

D’aprés ce que nous avons vu, tout systétme de Pfaff de deux
équations a quatre variables est un systéme spécial.

Soit le systéme

(87) Si(@zy, dxy, .., dTppy) =0 (¢t=1,2,..., n—1),

ou les f, ne renferment pas z; on le remplace par un systéme équi-
valent de n— 1 équations a n + 1 variables de la forme

(88) e =cpk( d”‘) (k=12,3,..., n).

AL oyt dzni

En introduisant une nouvelle variable

'd$1
Ty = dz +1’
n

on arrive 4 un systéme S de n équations de Pfaff & n + 2 variables

W, = duy— Zpis AL 1 = 0, 0= dxf— 94 (Lpis) dZpi1=o0.

On voit facilement que le systéme S' qui est composé de n — 1 équa-

MEM, DES SC MATH. — N*b3 3..
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tions est de méme forme que S, a r 1 variables et si S’ n’est pas
complétement intégrable, on voit de méme que S” est de méme forme
a n variables et ainsi de suite; donc S est un systéme spécial ; il admet
par conséquent une solution générale explicite. On peut généraliser
ce résultat. Considérons un systéme de ¢ équations (¢ <<n —1)

F.(dz\, de,, ..., deyp1) =0 (t=1,2,...,9),
si l'on adjoint n — ¢ — 1 équations' de méme forme

Fll+1(dxla ey d'”n+l)= 0, Fq+2(d":'l; vony dzpqr) = o, ey
Fpoi(dzy, ..., dzyy) =0

le systéme ainsi complété est de la forme précédente et l'intégrale
générale de S aura la forme explicite avec plusieurs fonctions arbi-
traires.

On pourrait chercher des cas ot un systéme de trois équalions &
cinq variables est un systéme spécial, en particulier soit un systéme
de la forme

(89) { wy = dxy— z3 dzx1= o0, wy=dzr;— z,dx,=o,
Q
vy = drs— f( 21, 23, 3, 24, T5) dzy= 0.
Cherchons a déterminer la fonction f de maniére que S soit un sys-

téme spécial. Formons S/, on a
wi=0, w,=[dr,dr], w\=f;[de,dz] (modw,, wy, wy),
on a done
wy —f,w,=0,
et les équations de S' sont

wi=0, w3—f, wy=0
ou bien

m,=w‘=d.z:,—xddx4=o, m3=d.z'5——f.’¢.dw.,—(f—.z"f.’c)dxia—o,
d’ou
ES"| = [dx,, dx-,],
wy = fryldes, doy] + ‘”#fz‘i[dxu dz,]+ M dzy, dz;] (mod &, @,).
Pour que le systéme S” soit formé d’une équation, il faut et il suffit

qll’OD ﬂit
f": =0
x? )
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c’est-a-dire que f soit linéaire par rapporta x;. Sil'on pose

=z, Zy=Y, Trs= 3,
on a
d.z's
-l‘.s=_}", "I/';:}’”, &Es zl
dr,

et le systéme S se raméne a I'équation de Monge du second ordre
(90) Z'=f(1‘,.}’,.}";y"» z)'

inversement, toute équation (go) se raméne a un systéme de la forme
(89); donc, pour que (go) soit intégrable explicitement il faut que f
soit linéaire en y”; cette condition est d’ailleurs suffisante [12].

CHAPITRE V.

THEORIES CENERALES SUR LA CORRESPONDANCE ENTRE LES EQUATIONS
AUX DERIVEES PARTIELLES ET LES EQUATIONS DE MONGE.

19. Equations de Monge et systémes en involution de types diffé-
rents. — a'. Remarquons qu’aux théories relatives aux systémes en
involution des équations aux dérivées partielles du premier ordre, on
peut faire correspondre dans quelques cas particuliers des théories
relatives & I'intégration des systémes de Monge; on voit une telle cor-
respondance dans la méthode de M. Goursat, ot & des sysiémes de
Monge correspondent les systémes dits associés el, lorsque ces sys-
témes associés sont en involution, on a des solutions générales expli-
cites des systémes de Monge correspondants [47].

B'. Une correspondance entre des systemes en involutions linéaires
d’équations aux dérivées partielles du second ordre et d’une équation
de Monge du second ordre, nous avons déja rencontré (Chap. Il) ou
on a vu que dans le cas étudié, I'intégration de I'équation de Monge
du second ordre se raméne a l'intégration d’une équation de Monge
du premier ordre [28].

7. Soit un systéme en involution non linéaire; on peut, au moyen
d’une intégrale compléte, lui faire correspondre deux équations de
Monge de la forme

da, da; da, o (i=1,2)
? — ———-’ — = =
@i\ @1, @y @5, Q5 o T day 'a

(91)
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telles que pour obtenir I'intégrale générale du systéme en involution
il faudrait obtenir les expressions les plus générales de quatre fonctions
a,, a,, as, a,, d'une seule variable vérifiant les deux relations (91).

d'. M. Cartan a montré comment est liée a la théorie des équations
de Monge dans I'espace a cinq dimensions, I’étude de certains sysiémes
eninvolution detrois équations aax dérivées partielles du second ordre,
a une fonction inconnue de trois variables indépendantes lorsque les
trois familles de caractéristiques a deux dimensions sont confondues
et lorsque la famille unique dépend de huit paramétres. M. Cartan a
montré que I'intégration d’un tel systéme en involution se raméne a
'intégration d’un systéme de cinq équations de Pfaff, complétement
intégrable et d’'une équation de Monge

4(92) F(X],Xg,x;g,x.;,xs;i’x‘z .d}g [_lib _d_xé)=o

et réciproquement il a montré comment toute équation de Monge de
la forme (92) sous certaines conditions donne naissance a un systéme
en involution du type dit; si deux tels systémes en involutions con-
duisent 4 une méme équation de Monge non linéaire ils sont réduc-
tibles I'un a I'autre par une transformation de contact [9].

20. Faisceaux des transformations infinitésimales. Faisceaux
dérivés. Théorie de M. Vessiot. — On doit a M. Vessiot [39, 41]
une théorie nouvelle des problémes généraux d’intégration. Cette
théorie ouvre un chemin nouveau pour I'étude des systémes diffé-
rentiels indéterminés et elle est corrélative a la théorie de M. Cartan
sur le probléme de Pfaff. Cette théorie se trouve basée sur la notion
de correspondance entre un systéme d’équations différentielles et
d’un systéme d’équations linéaires aux dérivées partielles.

Soit d’abord un systéme S d’équations différentielles ordinaires ;
on peut lui faire correspondre, comme on sait, une équation linéaire
aux dérivées partielles E, de sorte que les solutions de E soient des
intégrales premiéres de S et inversement. On a ainsi entre S et E une
sorte de dualité; on peut dire que S, E sont corrélatifs. Considé-
rons ensuite avec M. Cartan un systéme S de s équations de Pfaff
a n variables complétement intégrable

(93) w,=Zar, (2, Zae...,2p)dzr=0 (i=1,2,...,5;k=1,2,...,n).

Choisissons arbitrairement n —s formes différentielles linéaires
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Wiy Wy ..., Wa_s indépendantes entre elles, et indépendantes des
formes w,, @, ...,o;; on peut évidemment exprimerdz,, dz,, ..., dz,
en fonction des wy, wg, ..., & ®y, @, ..., s d’'une maniére et
d’une seule; donc on exprimera toute différentielle totale

df— dfd.ti—l-— ()f d.L‘.)—l— +d().rid£n,
n

linéairement au ‘moyen de w,, ws, ..., w;, @, Wy, - - ., Bu_s les coef-

fictents étant linéaires et homogénes en ()i‘t, ‘;)*xf yeeey ;zji divergentes
'y 3
0f

c’est-a-dire formes linéaires indépendantes relativement aux -*- 5
l
a ainsi une identité de la forme

on

(94) df=Zion+Zyw,+...+Z,0,+ X ®,+ Xowy+...— Xy Wp_s.
Le systéme de n — s équations aux dérivées partielles
Xp=0 (p=1,2...,n—5)

admet comme solutions s intégrales premiéres indépendantes du sys-
téme complétement intégrable S et I'on sail qu’au systéme S corres-
pond un systéme complet

(95) X;=o, X, =o, cey Xp—s=o0

et réciproquement. Donc les deux systémes S, E sont corrélatifs et
I'intégration de chacun entraine celle de 'autre. On peut encore dire
qu’étant donné un systéme S de s équations de Pfaff a n variables
complétement intégrable et un systéme complet E de n — s équations
linéaires aux dérivées partielles, il existe une dualité entre S et E
telle que I'intégration de chacun d’eux entraine celle de 'autre si l'on
a une identité de la forme (94), ®,, ®,, ..., @a_s étant de nouvelles
fonctions linéaires entre dz,, Az, ..., dx; et Z,, Zay ..., Ly étant
of LA

des fonctions de nouvelles formes en ==, .
() l)-l'o d‘Tll

M. Vessiot considére un systéme de Pfaff (/uelconque et étend a ce
cas cette notion de dualité : soient w,, w,, ..., Wy Wy, Way « -+, Ba_gy
n expressions de Pfaff indépendantes en dz et f une fonction indé-
terminée. On peut écrire une identité de la forme (94); alors les
opérations linéaires X, ..., Xo—, Z, ..., Z; sont enliérement
définies; mais si 'on se donne seulement le systéme de Pfaff w, = o,
@y ==0, ..., w; =0, on peut remplacer dans I'identité (94) les w, par



44 PANAJIOTIS ZERVOS.

d’autres expressions linéaires en w,, c’est-a-dire les », ne sont définis
qu’a une substitution linéaire prés et'on peut choisirw,, ®a, . .., Ba_s
arbitrairement de sorte que si ’on a fait un premier choix, on pourra
les remplacer ensuite par d’autres expressions qui sont linéaires en
w, et w,. De tels remplacements des w, et des =, ont pour effet de rem-

placer X, X,, ..., X,_; par des combinaisons linéaircs homogénes
de la forme

(96) X =2y (%1, ..ce2n) Xinrit A @y, o.n, 2a) X (M= n—s),

et peuvent donner pour Z,, Z,, ..., Z; des formes entiérement arbi-
. J,
lraires en f, U d—f-

—E—y g ey

oz, 0x. oz,

Si 'on considére comme symboles de transformations infinitési-
males les expressions telles que X, f, on peut dire que X donne pour
une détermination des A, Ay, ..., A, une transformation infinitési-
male. Les remarques précédentes de M. Vessiot 'ont conduit a faire
correspondre & tout systéme d’équations de Pfaff, non un systéme de
transformations X, X,, ..., X, mais I'ensemble des transformations
infinitésimales données par la formule (g6), ou les 4, sont des fonc-
tions arbitraires des variables z,,z,, ...,z et les X, sont supposées
divergentes. Un tel ensemble est appelé par M. Vessiot un faisceau
de transformations infinitésimales; les X, supposées divergentes
constituent une base du faisceau; on peut évidemment prendre comme
base définissant le faisceau m autres transformations quelconques
divergentes du faisceau. Cela revient a effectuer sur X, X,, ..., X,
une substitution lineaire homogéne, dont les coefficients sont des

fonctions arbitraires des zy, &£,, ..., &,.
Soit un faisccau {X,, X,, .. , X, }; associons aux transformations
de base X,,X,,...,X,, n—m transformations arbitraires 7Z,,

Zyy...;Ly p de maniére que X, Xy, ..., Xpy Z,Zyy ooy Zy
soient dans leur ensemble divergentes. Nous aurons une identité de la
forme (94) 00 @, @y, « .+ Wy Wy, W2, « v vy Wy SEFONL 2 €XprEssIONS
de Pfaff indépendantes. 11 en résulte que les déplacements infinité-
simaux qui satisfont au systéme o, — o(¢=1,2,...,s) sont pré-
cisément ceux qui correspondent aux diverses transformations infini-
tésimales du faisceau {X, X,, ..., X,,;} et toute multiplicité intégrale
du faisceau {X,, X,, ..., X;,;,| est une multiplicité intégrale du sys-
téme de Pfaft w, = o et reciproquement.



LE PROBLEME DE MONGE. 45

Inversement, étant donné un systéme d’équations de Pfaff, on peut
lui faire correspondre un faisceau des transformations équivalent.
Nous dirons, avec M. Vessiot, qu’un faisceau {X,, X,, ..., X} et un
systéme o, =w,=...=w;=0 qui se correspondent ainsi sont
corrélatifs ou dualistiques!’'un de ’autre. C'est cette correspondance
qui fait voir qu’a la théorie des systémes d’équations de Pfaff corres-
pond par une sorte de dualité une théorie des faisceaux de transfor-
mations infinitésimales.

Une multiplicité a p dimensions est dite intégrale d'un faisceau de
transformations, si elle est invariante par p Lransformations diver-
gentes de ce faisccau. Intégrale compléte est appelée une famille
de multiplicités intégrales, telle qu’il passe par chaque point
de l'espace une multiplicité et une seule de cette famille. Toute inté-
grale compléte a p dimensions est fournie par un systéme complet de
p équations U,f=o0, U,f=o0,...,U,f=0 dont les premiers
membres sont des transformations du faisceau. Les transformations
Uy, Uy, ..., U, définissent un sous-faisceau complet du faisceau
donné. Tout probléme d'intégration équivaut a larecherche des sous-
faisceauxz complets d’un certain faisceau F. Dans la théorie de
M. Vessiot on considére au lieu des multiplicités intégrales isolées,
des intégrales complétes.

M. Cartan utilise pour le probléme de l'intégration d’un systéme
de Pfaff, les propriétes des covariants bilinéaires », = dw,(d) — dw,(3)
tandis que M. Vessiot, les crochets de Jacobi

(xlf1 X/lf) = Xl(th)—'xh(xzf) (1, h=l, 2. .. .,m)

qui sont des transformations infinitésimales covariantes aux transfor-
mations {X,, ..., X,}. Si elles appartiennent loutes au faisceau, le
faisceau sera dit complet et nous écrirons avec M. Vessio

(X, Xp)=o0 (mod Xy, X,, ..., X,n),

pour exprimer que ces crochets s’expriment en fonction linéaire
homogéne de X, ..., Xp. Lorsqu’un faiscean n’est pas complet, les
crochets (X,, X;) s’exprimeront en fonction linéaire homogéne de_
X4y Xay ..., X et d'autres transformations infinitésimales Z,,
Zs, ..., 2y, qu'on pourra choisir de maniére que X, X,, ..., X,
7\, Lyy ..., Z,., soient divergentes. Ce faisceau {X,, ..., X,
Zi, ..., Z,} est appelé par M. Vessiot le dérivé du faisceau {X,,
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Xay o+ .y X}, c'est-a-dire I'ensemble des crochets (X,f, X,f) des
transformations du faisceau F prises deux a deux constitue un
faisceau F' qui contient F : c’est le dérivé de F.

Pourles crochets (X,, X1) on a des identités-congruences dites for-
mules de structure, de la forme

(X, Xn)=Zcy,n,;L; (modF)
(hbh=1,2,...,m;j=1,2,...,m'),

la nature du faisceau au point de vue de son intégration dépend essen~
tiellement de sa structure; c’est par des comparaisons de structure
que I'on reconnait sil'on peut passer d’un faisceau a un autre par un
changement des variables. Un faisceau complet est un faisceau qui
est identique a son dérivé F'. Le I’ a de méme un dérivé et ainsi de
suite. Une propriété trés intéressante est que le degré du dernier
dérivé d’un faisceau de transformations infinitésimales est égal au
nombre minimum de variables effectives, auquel on puisse par un
changement des variables, réduire ce faisceau.

Dans la théorie de M. Cartan joue un grand réle la réduction
de certains systémes d’équations de Pfaff a des formes canoniques.
On considére aussi dans la théorie de M. Vessiot des formes ou des
types canoniques, et 'on a le probléme de la réduction d’un faisceau
a une forme canonique ou semi-canonique. Un tel probléme a été
étudié par M. Vessiot dans le cas particulier ou le dérivé. F' est de
degré m 41, m désignant le degré de F; on sait alors queles formules
de structure sont de la forme simple

(X, Xp)=c,: Z (modF ) (i, k=1,2....,m),

Z étant une transformation quelconque du dérivé (ne faisant pas
partie de F).

Comme on a considéré pour un systéme de Pfaff la forme cano-
nique (63), on considére ici la forme canonique

x= ¥ ol LY S A S o

z -+. Z e
e e  FINR ” WLl AL FARALY PN

La connaissance d'une intégrale compléte dans ce cas permet de
réduire, par un changement des variables, le faisceau donné F a une
forme canonique; sur cette forme canonique on cherche ensuite les
autres intégrales complétes. M. Vessiot aussi a introduit la notion du
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prolongement d’un faisceau qu'il utilise pour I'étude du probléme
de l'intégration des faisceaux; il a donné le théoréme qui correspond
a celui de M. Cartan pour l'intégration explicite des systémes spé-
ciaux el a édifié une théorie corrélative a celle de M. Cartan. 11 a
montré que dans le cas considéré, siles degrés des ', F’, ... croissent
d’une unité quand on passe de chacun de ces dérivées au suivant,
la solution générale du probléme de l'intégration de F (pour s = 1) se
donne par des formules explicites. On a ainsi, avec des hypothéses
un peu plus générales, 'équivalent du théoréme de M. Cartan.

21. Dualité entre les équations de Monge et les équations aux
dérivées partielles non linéaires. — Soit un systéme d’équations de
Monge; on forme le systéme équivalent de Pfaff : de ce systéme, par
la théorie de M. Vessiot, on peut pisser a un faisceau des transfor-
mations infinitésimales. On voit donc que nous pouvons étudier les
systémes de Monge au moyen de la théorie de M. Vessiot. Cetie
théorie d’aillcurs indique le chemin pour édifier une théorie du pro-
bléme de Monge en s’appuyant sur une dualité entre les équations
de Monge et les équations aux dérieées partielles non linéaires.
Nous n’avons indiqué ici que trop peu de choses de la théorie trés
infportante de M. Vessiot. Mais on distingue a premiére vue quel
vaste champ de recherches ouvre cette méthode.

CHAPITRE V1.

LE PROBLEME DE MONGE A PLUSIEURS VARIABLES INDEPENDANTES.

22. Théories de M. Goursat. — Nous allons envisager des équations
de Monge a deux fonctions inconnues d’un nombre quelconque de
variables indépendantes. M. Goursat a indiqué unc classe de telles
équations pour lesquelles nous pouvons exprimer explicitement les
deux fonctions au moyen de variables indépendantes, des fonctions
arbitraires de ces variables et dc ses dérivées partielles.

I1 considére I’équation

‘ F(I|,-Z‘2, ey Ly Lngty T2 P p:z) RS} Pn+l)--_- o,
‘l‘ 7
(97) 'Ph=d—d£;—’- (h=1,2, .., n-+1),
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el&yps =9 (&1, -+, Lnyi) une multiplicité intégrale M, 4, ainsi qu'une
maultiplicité quelconque M,

(98) W/l+1‘=.f1(ml;xz: cooy Zn), o = fo (@1, &ay ooy Tn)-

Si la muluplicité (¢8) est contenue dans une intégrale M, , on a

So(xyy 2ay ooy .r,l) =9[@, @y, .., Zp, fr(@1, sy ooy 20)]
et
_ ; P - dfs . ,
(99)  ¢i=Pi+Puyip; avec Pi:();fx%-’ qi= :7'5—1 (i=1,2,...;n)

En éliminant Py, P, ..., P, entre (97), (99) on en déduit
(IOO> F(.L‘., Ly ooy Lpta) q1“‘plpu+1a ey q”"—PuPIH—l, PIH'—l) =0

et 'on définit P,, en un point 2; de M,; toute racine holomorphe
dans le domaine (D) de ce point donne une intégrale M, , holomorphe
dans (D); la conclusion est en défaut pour.une racine qui satisfait en
méme temps i la condition
061>‘ oF o OF o

e IR S
En éliminant enfin P, entre les (100), (101), nous aurons

i
(102) P(Z1y ooy Tugty Tuga; Pry Poy o s Pus Q13 oy o+ Gn) = 0,

qui est I'équation différentielle des multiplicités singuliéres de (97).
Ces multiplicités sont analogues aux courbes intégrales pour une
équation de Monge a trois variables. On intégre explicitement de la
maniére suivante: soit V(& ..., Zypo Qyy «o., @pyy ) = O une inté-
grale compléte de (97). Les multiplicités singuliéres M, sont repré-
sentées par les équations

JaV Jav

Y =o, ‘)71:0, m:o,
2V 2V 2V
t)a?’v da,da,’ 7 daidan
H=| ...., ....... ) ey e o= o,
92V a2V 92V |
|danda,’ danda,’ ) dal

ou 'on a remplacé a,,, par une fonction arbitraire f(a,,as, ..., @x).
Inversement, soit donnée une équation de la forme(102); M. Goursat
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donne les conditions nécessaires pour que cette équation définisse les
multiplicités singuliéres d’une équation aux dérivées partielles du
premier ordre : le rapport :j—(b:dg

p."0q.
compte de I'équation elle-méme; ces conditions ne sont pas suffisantes
dans tous les cas; mais, comme le démontre M. Goursat, on peut
toujours si elles sont remplies, intégrer I'équation (102) en exprimant
explicitement les variables ct les deux fonctions inconnues au moyen
de n paramétres auxiliaires d’une fonction arbitraire de ces paramétres
et de leurs dérivées jusqu’au second ovdre. Pour sa démonstration,
M. Goursat remplace (102) par un systéme de deux équations de Pfaff
a3n <+ 1 variables

doit étre indépendant de i en tenant

v\ =depp—Ep,dr,=o0 (t=1,2,...,n),

oy=drys—fdr,—2¢q,dr, (=1, ...,n—1),
ayant supposé que (102) esl écrite sous la forme
qu=J(21, L2 ooy Buai PryPos ooy Prs 915925 ooy Int)

et il cherche des intégrales de ce systéme.

M. Goursat est parti de I'équation (97); il remarque qu’on pourrait
partir d’'un systéme en involution d’équations aux dérivées partielles
du premier ordre a une seule fonction inconnue et de généraliser les
résultats précédents [26].

On trouve cette généralisation dans un travail trés important ou
M. Goursat applique des méthodes relatives aux systémes semi-

. linéaires et il donne un certain nombre de types bien définis d’équa-
tions de Monge de la premiére classe (54).

M. Goursat a signalé aussi quelques cas particuliers ou une équa-

tion de Monge & deux variales indépendantes de la forme

A, dzdzg =0 (i, k=1.2,3,4)

admet une solution explicite (27).

Il a etudié encore le probléme de l'intégration d’un systéme formé
de deux équations dc la forme précédente (55).

On distingue facilement que les théories de M. Goursat offrent
aux recherches un champ étendu.
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