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TRANSFORMATIONS DE CONTACT

ET

PROBLEME DE PFAFF

Par M. G. CERF.

— O ——

INTRODUCTION.

Considérons une équation de Pfaff (1) & 27 4 1 variables, réduite
4 sa forme canonique

(I) w=dz-—-pld.l‘1—...—[7nd-tn=0;

et d’autre part les formules d'un changement de variables :

) {x,:fi(l«, ..... Z, 0 Pa)y ey L=ZL(z, 3, p), ...,

P, = -15;(.’1,‘, z, P)
Les fonctions X, Z, P sont des fonctions continues des arguments
qui y figurent dans un domaine (d); elles admettent en chaque point
de ce domaine des dérivées partielles premiéres et le systéme (2) y
est résoluble par rapport aux z, z, p.
Les formules (2) définissent une transformation de contact si elles
permettent de déduire de I'équation (1) I'équation (3)

(3) Q=dL—P,dX,—...—P,dX,=o,

c’est-a-dire s’il existe une fonction p des x, 3, p non identiquement
nulle, telle que la relation (4)

(4) Q =pw

soit identiquement vérifiée comme conséquence des relations (2). On
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dit aussi que les transformations de contact sont définies par la con-
dition de laisser invariante I'équation (i); rappelons-en l'interpréta-
tion géométrique.

Considérons un espace euclidien a 2 +1 dimensions rapporté a
des coordonnées cartésiennes Zy, ..., Zn, 3. L’ensemble d’un point
et d'un hyperplan & n dimensions qui passe par ce point constitue un
élément de contact du premier ordre (e) dont les coordonnées
sont 2n -1 nombres, par exemple z,, ..., Zn, 3, Piy ..., Pay
les n -1 premiers élant les coordonnées du point et les autres, les
coefficients de 'équation de I'hyperplan. La transformation (2) fait
correspondre & un élément (e) dont les coordonnées appartiennent
au domaine (d), nous dirons pour simplifier 4 un élément apparte-
nant a(d), un autre élément (E), etlorsque (¢) décrit le domaine (d),
(E) parcourt un domaine (D). Deux éléments infiniment voisins

e(ry,....pn) et €(xy+dxy, ..., pp+dp,)

sont « unis », si la relation (1) est vérifiée. On appelle « multiplicité
d’éléments unis » une infinité d’éléments telle que deux éléments
infiniment voisins en soient unis; une multiplicité d’éléments unis
est transformée par une transformation de contact en une multiplicité
d’éléments unis et deux multiplicités d’éléments unis ayant un élé-
ment commun sont transformées en deux multiplicités analogues.

Nous désignerons désormais une transformation de contact par une
lettre T. Considérons en outre de la transformation (1) : Ty, une
autre transformation T' s’appliquant aux éléments d’un domaine (d’);
st (D) et (d') ont une partie commune, le produit de T, et de T,
définit une nouvelle T qui s’applique a une certaine partie de (d).
C’est avec une restriction de celte nature, qu’on peut dire que les
transformations de contact forment un groupe G.

L'interprétation géométrique que nous venons de donner de la
définition analytique des transformations de contact conduit inver-
sement a généraliser le probléme d’analyse initialement posé : au
lieu de nous servir des coordonnées cartésiennes pour représenter les
éléments de contact, nous pouvons employer bien d’autres procédés;
par exemple, dans I'espace ordinaire, nous pouvons considérer les oo’
éléments de contact comme portés par les oo surfaces d’un complexe
de sarfaces convenablement choisies; la condition qui exprime que
deux éléments sont unis est encore une équation de Pfaffa 5 variables,
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mais qui n’est pas réduite a sa forme canonique; on serait conduit a
une généralisation analogue si 'on étudiait les transformations de
contact dans un espace quelconque.

D'ailleurs, dés le début, la théorie analytique des transformations
de contact a é1é considérée comme cas particulier du probléme de
Pfaff, c’est-a-dire de I'étude des propriétés invariantes d'une équation
de Pfaff quelconque. Or cette étude a gagné beaucoup en simplicité
grace aux méthodes nouvelles que M. Cartan [ 7] aréalisées méthodes
qui ont regu un complément important de M. Goursat [24].

Le but de ce fascicule est principalement de résumer ce qui, dans
ces méthodes, et en particulier dans la multiplication et la dérivation
extérieures ('), a un rapport direct avec les T, de retrouver les
propriétés d’invariance connues du groupe G, d’en indiquer 'exten-
sion au groupe des transformations qui conservent une expression
ou une équation de Pfaff non canonique. Les résultats obtenus (voir
en particulier § 16 a4 21) peuvent étre interpretés immédiatement du
point de vue de la théorie de 'intégration des équations aux dérivées
partielles du premier ordre, ce que nous ne ferons pas, un autre
fascicule de cette Collection devant y étre consacré.

Nous signalerons d’autre part des tentatives de généralisation des T
et comment elles ont conduit a 'étude de transformations de certaines
équations aux dérivées partielles d'ordre quelconque, ce qui rejoint
la conclusion du fascicule VI de cette Collection consacré au probléme
de Backlund. Nous signalerons enfin que la généralisation la plus
naturelle et la plus importante est constituée par la théorie des
groupes infinis de M. Cartan.

Pour le point de vue aucuel nous nous sommes placés, I’historique
se résume en quelques noms propres qui jalonnent le siécle dernier :
Pfaff [32], Hamilton [27], Jacobi {28], Grassmann [26], Clebsch
[13, 14], Darboux [13, 16, Lie [31], Frocbenius [20].

LES FORMES DWFERENTIELLES EXTERIEURES. APPLICATIONS.

1. Multiplication extérieure [9]. -— C’est une opération introduite
par Grassmann [26]; nousn’aurons & la considérer que d’un point de

(') La dérivation extérieure est liée étroitement 3 la formule de Stokes qui a été
utilisée sous une forme différente par M. M. De Donder (fasc. X1V du Mémorial),
et Buhl (fasc. XVI).
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vue purement formel. Nous indiquons le produit extéricur de deux
quantités A et B par la notation [A.B] ou plus simplement [AB].

Soient n quantités w,, wu,, ..., w, soumises a la multiplication

extérieure; nous posons
[wivr] =

—[wru;] si ¢ £k,
o

Le produit extérieur de deux formes linéaires

f(u)=i auy, f'(u)=i ajus,

i=1 i=1

ou les @ et a' sont des coefficients soumis aux régles habituelles de-
calcul, s’obtient suivant les régles ordinaires de I'algébre, a condi-
tion de respecter l'ordre dans lequel se présentent les quantités

et d’annuler les produits partiels ot la méme quantité u se présente
deux fois.

Ezemples :

[(ur—+ us— w) (uy—3uy+2uy)]
:[ugul]~[u4u1]—6[u1u3]—3[u2u3]+3[u4u3]+4[u1u4)+'2[u2u¢]’,
:——[u1u2]—6[u1u3]+5[u1u,,]—3[u2u3]+2[u2u,.]——3[u3u4].

De proche en proche, on définit des monomes de degré quel-
conque m, produits extérieurs de m quantités « dont le signe change

quand on permute deux facteurs et qui sont nuls s’ils possédent deux
facteurs identiques.

Exemples »
[wyw,usuyus | = o,

[u1u5u3u,,]:—[uiugug,u,,]:[u1 ug e, us .

Le produit extérieur de deux monomes o et B : [«B], est un
monome obtenu en écrivant les quantités « dans l'ordre ou elles se
- présentent successivement dans e, puis 3 :

[[uz wusug][u, u1]] =[vususu,ug] =—[wsuzu,u, us] =+ uqususu, us 1,
Si a et 8 sont de degré impair,

[a.8]=—[B.a].



TRANSFORMATIONS DE CONTACT ET PROBLEME DE PFAFF. 5

Une forme extérieure de degré p est une expression linéaire par
rapport & des monomes cxtérieurs de degré p et dont les coefficients
sont des quantités soumises aux régles habituelles de calcul; elle est
nulle si tous les coefficients de son expression réduite sont nuls, et
seulement dans ce cas; deux formes de méme degré sont égales si
les coefficients correspondants de leurs expressions réduites sont
égaux.

Le produit extérieur de deux formes extérieures s’obtient par la
régle qui donne le produit extérieur de deux formes linéaires; le degré
du produit est la somme des degrés des facteurs; le produit est nul si
la somme des degrés dépasse m; toute puissance d'une forme de
degré impair est nulle.

Le produit extérieur de plus de deux formes extérieures se définit
de proche en proche.

Ezxemples. — Posons
F=[wu]+[uaws]+...+[thoe—sttas],
on a
1
! 1 [F21 =[wiususu,]—+ [t tstsug] ...+ [Uss—3 Uss2 Uss—y Uss],
%[F’] =[ugususuusugl+. ..,
(%) 1
;—'[F-‘] =[ujus...usl,
__I___ Fs+1] =
\ (s+r)![ 1=o.

Pour que le produit extérieur de p formes linéaires soit nul, il
faut et il suffit que les p formes ne soient pas linéairement indépen-
dantes. Pour qu’une forme ® soit divisible par une forme linéaire f,
il faut et il suftit que le produit extérieur [®. f] soit nul. On
démontre ces propriétés en prenant comme nouvelles variables des
formes linéaires considérées.

F ayant la signification précédente, et f étant une forme linéaire,
Pégalité

[F~'fl=0

S=o,

F étant une forme extérieure quelconque et S fey <o os [ay h formes

entraine
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linéaires indépendantes, la condition nécessarre et suffisante pour
que F s’annule lorsqu’on établit entre les variables les relations

fl=0y f2=0, ey f/,=0
est donnée par I'équation

(6) [Ffife...fn]l=0.

Il suffit pour le voir de prendre f,, fi, ..., fo comme nouvelles
variables.

Les formes multilinéaires alternées, c’est-a-dire les formes linéaires
a p séries de variables ou I'échange de deux séries de variables
reproduit la forme mais changée de signe, peuvent étre représentées
symboliquement par des formes extérieures. Par exemple, si p =3 et
que les trois séries de variables soient

Uy, a0 Uy, [T O Wy, Wa oL, Wp,

la forme multilinéaire alternée est la somme de termes tels que

Uy Uy uy

Qo) 1 2 V3

Wy Wy Wy
auquel on fait correspondre le monome extérieur
[y g,

et a la forme multilinéaire alternée, on fait correspondre une forme
cubique extérieure ®. Cette forme cubique extéricure est covariante
absolue dlu forme trilinéaire alternée : si 'on effectue sur les trois
séries de variables la méme transformation linéaire, on obtient une
nouvelle forme trilinéaire alternée a laquelle correspond la forme
cubique extérieure oblenue en développant dans @ chaque produit
extérieur partiel en fonction des nouvelles variables. Cette propriété
de covariance des deux formes est fondamentale; elle est générale.

La dérivée partielle d’un monome Aluujug ... u;]| par rappest
& u; est le monome Alujuy ... w]; la dérivée par rapport a u; du
premier monome est — A[w;ui ... w;], etc. La dérivée partielte
d’une forme extérieure par rapport a u; est égale a la somme des
dérivées partielles de ses termes par rapport a «;. On définit ensuite



TRANSFORMATIONS DE CONTACT ET PROBLEME DE PFAFF. 7

les dérivées partielles secondes, ete. qui sont nécessairement prises
par rapport a des variables toutes différentes. On a, par exemple,

2P 2P

ducus  dus duy

2. Rang d’une forme extérieure [9]. — C’est le nombre minimum
de variables au moyen desquelles, par une substitution linéaire con-
venable, il est possible d’exprimer cette forme.

Soit une forme F de degré p; le systéme des équations obtenues
en annulant toutes les dérivées partielles de F d’ordre p —1 est
covariant a4 la forme I par rapport a toule substitution linéaire
effectuée sur les u. Le nombre des équations indépendantes de ce
systéme est égal au rang de la forme : le nombre p de ces équa-
tions indépendantes est au plus égal au rang r, lni-méme au plus égal
a n; par un changement convenable de variables, on peut supposer
(que ces ¢quations soient

(7) ;= o. s =0, tg=10 (esr);

alors la forme ne dépend pas de w,,, ..., U, car elle ne peut, par
exemple, contenir un terme ou figurent w,,, ct p—1 autres
variables «; par conséquent r<p, donc rr =p.

Le systéme (7) est le sy'stéme associé a F.

Remarque. — Le rang d’une forme linéaire non nulle est évidem-
ment égal a 1 et le systéme associé a la forme s’'obtient en I'égalant

a zéro.
Considérons par exemple une forme quadratique extérieure :
F=ZXa;[wu]

Son rang est nécessairement pair : cela résulte de ce qu’on peut lui

donner, par un changement de variables convenablement choisi, la
forme réduite

F=[UlUg]+[U3U;]+...+[Ug;_1l.]g,] (Ql‘éﬂ);

pour le montrer, on procéde par récurrence en s’appuyant sur ce fait
que, si a13 3% 0, la forme

1 JF JF
F<“>“a[ar, r]
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ne contient plus les variables «,, us. Le systéme associé a F se com-
pose des équations

U1=0, Ug:O, s Uys = o.

1l résulte alors d’une des relations (5) que le rang de F est le double
du plus grand exposant tel que [F*] ne soit pas nul.

Quand on établit dans F une relation linéaire entre les variables u,
son rang s’abaisse de o ou de 2 unités suivant que le premier membre
de cette relation est indépendant de Uy, U,, ..., Uy ou non. Si les
variables sont liées par les h relations linéaires distinctes

Si=o, ,/.:’.:0- fh=0-

le rang 25’ de la forme F, déduite ainsi de I est le double du plus
grand exposant tel que

[P ifee fu) ow (VA )

qui lui est égal, ne soit pas nul.
D’ailleurs 25’225 — 2/ et U'égalité a lieu sous la condition néces-
saire et suffisante que

(8) LEstrfi S i fu] =0,

De quelque fagon que l'on choisisse A'(h'<< h) fonctions parmi
Siy « oy Jay égalité précédente entraine
[F* 919200 900] = 05

en particulier
[Fsfil=0  (i=1,2....,h);

I'équation symbolique (9), ou f est une forme linéaire
(9) [F*f]=0

constitue la condition nécessaire et suffisante pour que f s'exprime
au moyen de Uy, ..., Uy,
En particulier aussi, I'égalité (8) entraine

[Fs=1fifil=o.

Nous allons montrer que si I'on suppose n =25 et que h formes
linéaires f\, ..., f4satisfont a (8), équation symbolique (10), ou f
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est une forme linéaire inconnue

(10) [Fs=tfifo...fofl=0 (h+155),
est équivalente au systéme d’équations
(11) [Fs—tfifl=0 (i=1,2,..., h).

En effet, ’équation (10) admet, avec les notations précédentes, 25 — h
solutions distinctes : f,, ..., fx et les 2(s — h) variables de réduc-
tion de I, ; le systéme d’équations linéaires par rapport aux coeffi-
cients de f, par quoi elle peut étre remplacée, comprend par consé-
quent 25— (25 — &)= /h équations distinctes. D’autre part, Iéqua-
tion (11) admet toutes les solutions de (10), d’aprés ce qui a été dit
quelques lignes plus haat; elle n’admet pas d’autres solutions, car
elle est équivalente & 2 équations lindaires distinctes : on le voit en
constalant que, dans le cas contraire, la relation

[Fs=t (0 fy =+ SV fl=o,

ol les A seraient des paramélres a déterminer, devrait éire vérifiée
quel que soit f; donc qu’on devrait avoir

[Fs=tcaa fy - oo kSl =05

ce qui exigerail que o -
mhi-Fooo+dnfr=o0

et serait en contradiction avec 'indépendance de f, ..., fa.
1 ) )

3. Les formes différentielles extérieures et la dérivation exté-
rieure. — Les expressions qui figurent sous le signe d’intégrale mul-
tiple d’ordre p a n variables peuvent étre représentées symbolique-
ment par des formes extérieures de degré p qui leur sont covariantes
par rapport a tout changement de variables, et ou les différentielles
jouent le réle des quantités © des précédents numéros (§ 1); on
obtient ainsi les formes différentielles extérieures [9] ().

L’application du théoréme de Stokes généralisé a 'intégrale p-uple

(1) On peut aussi interpréter une forme différentiellc extérieure comme repré-
sentant un champ de tenseurs antisymétriques [10']; la dérivation extérieure ct
sa propri¢té de covariance par rapport & la forme dilférentielle extérieure résullent
de la notion qui généralise celle de rotationnel.
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permet en général de déduire de la forme différentielle extérieure w
de degré p une forme différentielle extérieure w' de degré p 4+ 1;
I'opération ainsi définie a été appelée par M. Cartan dérivation exté-
rieure. Posons

w =2 Aoy o (01X .. 2p) [dra, drg,. .. dey,],

la sommation étant étendue & toules les combinaisons d'indices p
a p; il vient alors

-
o = 2 [dNa,0y... 0, dea, drs,. .. ([Iap].

Nous admettons ainsi, et nous I'admettrons par la suite, que les coef-
ficients A sont des fonctions continues qui admettent des dérivées
partielles du premier ordre, mais cela n’est pas nécessaire pour
Pexistence de la forme dérivée extérieure [9]. La formule définitive a
deux formes suivant que p est pair ou impair :

o’ 22 Qoo | gty i,

la sommation étant étendue a toutes les combinaisons d’indices p + 1
a p—+-1,etsip estpair

1}’"1.
s

Qa - ()\x,...x,, N ')\x.:‘..xl,x,, f - l)l\cx,,.,.lz....
Ay Xy Xy o g = et
1% P -t d.l'.-x,. o d-l‘z, d'l.u,‘

si p est impair,
di\a,...a,, "f\oz.,...az,.cat,,.;.l + + 0‘\“/' 1Oy Oy
- dl'ap

Aa,...2,,, = ’

0ra,., duorg,

les signes + et — alternant (¢f. Buhl [6] et De Donder [17]).
Si m est un coefficient, fonction de z,, z,, ..., z, et @ une forme
différentielle extérieure,

(mo)=[dnw]+mwo'.

Si w et © sont deux formes différenticlles extérieures quelconques,
[ow]=[ws]x[ow'],

le signe + et le signe — se rapportant respectivement aux cas ou

est de degré pair ou impair.
La forme dérivée extérieure est eovariante a la forme donnée par
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rapport & tout changement de variables effectué sur les x ; cela tient
a la signification invariante de la formule de Stokes généralisée, qui
est susceptible de recevoir une cxpression indépendante du choix des
variables.

4. Les formes extérieures différentielles exactes. — La dérivée de
la dérivée »' d'unc forme différentielle extérieure quelconque w est
identiquement nulle; réciproquement, si la dérivée d’une forme
différenticlle cxtérieure m est nulle, la forme ® peut éire regardée
comme la dérivée d'une forme m dont le degré est inférieur d’une
unité a celu de m.

Pour démontrer la premiére partic de cette proposition, il suftit de

le faire sur un monome A[dry, ..., dz,|; or si A ne dépend que
de z,xs, ....2p |dAdz,, ..., dx,]| est nul, donc sa dérivée aussi;
si A ne s'exprime pas avec x,, ..., £p seuls, par un changement de

variables on peul s’arranger pour qu'il soit égal a x4, et la vérifica-
tion est immédiate. Pour démontrer la réciproque, le procédé le plus
rapide |9] est un procédé de récurrence qui s'appuic sur le lemme
suivant :

Si la dérivée d’une forme o est nulle, et si cette forme ne con-

tient pas la différentielle dx,, ses roefficients sont tous indépen-
dants de xz,.

On peut donner aussi une démonstration directe analogue a la
démonstration classique du cas des intégrales curvilignes [24].

Cas d’une forme de Pfa/.
rentielles ou forme de Pfaff

Pour une forme linéaire de diffé

-
» = Z a;(xry...x,)ydr;,

la dérivée extérieure est la forme différentielle quadratique extérieure
qui correspond a la forme bilinéaire alternée de différentielles qu’on
appelle le covariant bilinéaire [20| 2 da;dz;— da;dz: :

n
o’ =Z [da;dr;] :2 a;i[dr;dz;]
1



12 G. CERF.

en posant
da,' da,

Ajj=5— — 3
V= 9z;  dx;

la sommation étant étendue aux combinaisons des n indices deux a
deux.

Pour les formes de Pfaff, M. Cartan [7] a introduil en outre la
notion de formes différentielles extérieures dérivées successives de la
forme donnée w; cc sont des formes covariantes & w, de degré crois-

4

sant, dont la premiére est ' et dont les suivantes : oy 0"y ..,
wm=1) em o sont définies par les relations

0 =[on]. 0" = 12 [w?2]. ceey
I I
w(2m—1) = I_ﬁ_' [w’m ] miam) = "T [(,) w'm ]’

Les coefficients de ces formes ne sont autres que les agrégats de
Pfaff [28] et I'on a, avec les notations de Jacobi,

0= (0, iydei, o= )ldeidel
w(2m—1) =2 (l',, Caevven Tam) [(I-l'l, (RN (l‘l'lxm]r

wlm = E (O, l‘], l.g_. ey iz,”+1) [([.I'[I e (l.x[_“" ' l]

avec
(0,0) = ay, (1,]) = a;j;

le signe X s’étend & toutes les combinaisons possibles des n indices ;

1
am!

(fiy +oes o) = g Py (s i) oo (amer )
=Zv (iny Bu) vt + o Bam Bae e Bum),
2
(0, &1, -y Tam) =2 @y (vt + - - fzmart B oo B}

On pourra comparer Grassmann [26].

Ezxemples :

10 = p, ([,z'1+p2(la.'-z+...+}7nd-tm
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le nombre des variables est ici 21 :
o' = [dp;y dx,]+[dpsdrs[ +. ..+ [dpn dzx],
1 .
w(2n—2) = m[ww" 1]
=pi[deydpydz, ... dpyde,] + psldp, dxydxs ... dpadzn] +.

wlEn—1) — [._‘:"_l] =[dp drydpsdr,...dp,dry],

) =9,
2° w=dz—p dz,—p,de,—...—pydrn,
w'=[dr,dp, ]+ [doydps]+...+[drudpn],
[w™]
wln—1) = T = [de,dp, ... dr,dp,],
wli2n) = [w;;)‘"] =[dzdrdp,...dr,dp,],
w(?."-l-l) = 0.
5. Classe d’une forme différentielle extérieure [7]. — Clest lc

nombre minimnum de variables au moyen desquelles on peut exprimer
cette forme. Désignons la forme par o, soient ¢ ce nombre et y,,
Yay - -+, ye un tel systéme de variables, tandis que nous appelons
Zy, gy +..y Ty, comme précédemment, les variables qui figurent
dans w. Les y sont ¢ fonctions indépendantes de z, s, ..., Zn
qu’on appelle « variables caractéristiques »; elles sont fournies par
Pintégration d’un systéme d’équations de Pfafl:le sysiéme caracté-
ristique [9, 24|. On forme celui-ci en adjoignant au systéme
associé & w le systéme associé a w': il est complétement intégrable
et la classe en est le nombre des équations indépendantes. On le
démontre ainsi : si  s'exprime au moyen de )y, ¥a, ...y ) et de
leurs différentielles, il en est de méme de o'; le systéme associé
2 w et o doit donc étre une conséquence de

dy, = o, dys=o, ceey dy.=o.

Réciproquement, si le systéme associé est conséquence de
dy,=o, ..., dy,=o0,w peut s'exprimer, quant aux différentielles,

au moyen de dyy, dya, ..., dy.; d’'autre part, ses coefficients ne
peuvent contenir des variables indépendantes de yy, ¥2, .., )
sans cela o' ne pourrait s’exprimer au moyen de dy, ..., dy . seule-

ment. Si donc le systéme associé & » et o' comprend n ou n—1
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équations indépendantes, la forme « est de ¢lasse n ou n — 1 respee-
tivement; dans le premier cas, 4, ..., , sont des variables caracté-
ristiques: dans le deuxiéme, le systéme caractéristique est un systéme
de n — 1 équations différentielles ordinaires.

Sile systéme associé comprend n — 1 — ¢ équations indépendantes,
adjoignons-lui ¢ équations de Pfaff qui forment avec lui un systéme
de n—1 équations indépendantes, dont 7,, ..., n,—, sont un
systéme d’intégrales premiéres; le systéme associé a w et «' est une
conséquence de dn,=o, ..., dn,—y = 0; w peul s’exprimer au moyen
deny, N3, ..., 0a_1 seulement en une forme w, ; et le systéme associé
a4 w et o' leur étant covariant par rapport a tout changement de
variables, le systéme associé a o, et w| posséde encore n—1—gq
équations indépendantes; on continuera jusqu’a ce qu’on obtienne
unc forme a n — ¢ variables, qui, d'aprés ce qu’on a vu plus haut,
estde classe c=n —q — 1.

Lorsque w est une dérivée cxacte, son systéme caracléristique se
confond avec son systéme associé.

Dans le cas d'une expression de Pfall, . le systéme caractéristique
comprend les ¢quations qui sont indépendantes parmi o = o et les
équations du systéme associé a o'. Si 25 cst le rang (toujours pair)
de ', on peut loujours trouver 25 formes de Pfaff’ indépendantes

telles que
' = [m,m‘a] +eee [sz‘;—lmz.\']:

le systéme associé a o' est

(12) ;= 0. W = 0. oy = 0.

Deux cas sont a distinguer suivant que w = o est distincte des.
équations (12) ou non; dans le premier la classe de w est 25—+ 1 et
dans le deuxiéme la classe de w est 2s. La classe est toujours l’ordre
de la premiére dérivée qui s’annule (¢f. Grassmann [26, n® 511]);
puisque

w(2s+1) = ;_![m’ﬁ-l 1, w(28) = s_l' [ww's]

on a
wle) = o.

Lorsque ¢ =1, w est une différentielle totale exacte, au sens habituel.
Bans tous les cas, w®~) est, & un facteur indépendant des diffé-
rentielles prés, égal au produit extérieur des premiers membres des.
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équations du systéme caractéristique, c’est-a-dire a [dy,dy,, ...,
dy]; 'équation symbolique

[wl=Ddf]= o,
ou f cst une fonction inconnue de z,, ..., Z», conduil & un sys-

téme X, de n — ¢ équations linéaires homogénes aux dérivées par-
tielles du premier ovdre pour / qui exprime que cette fonction ne

dépend que de yy, )y, .. .. )c; c’est donc un systéme complet; il est
corrélatif au systéme caractéristique dec w; 2, est le premier systéme
adjoint A w: sz =17, ..., Le= ). 2, comprend
Jd/ Jf
W/T. =0, ... )IL ~
De méme

[wle=2df]=0

conduit & un systéme X, d'équations linéaires homogenes aux déri-

vées partielles du premier ordre pour /; il contient toutes les équa-
tions de X; plus une qui correspond a l'annulation du coefficient
de [d), ....dy.]; c’est donc un systéme complet qui admet ¢ — 1
intégrales de X,.
Soient n; une de ces intégraleset w, ce¢ (que devient w quand on y
8 | | )
fait n, = const. ¢t da,=o0: w, st de classe ¢ — 2 ou ¢ —1; or la
relation
[wie=2 g ] =0
entraine
[of=2 dny] = o,

c’est-d-dire, puisque n, joue dans w, le role de paramétre, »("”%’; wq est
de classe ¢ — 2; on exprime ce fait en disant que 0, est de rang deux
par rapport & : c'est une propriété commune a toutes les intégrales

de X, qu’on appelle le deuxiéme systéme adjoint a w.

6. Groupes conjugués et semi-conjugués. — D’une fagon générale
nous dirons avec M. Goursat [24] que les ¢ fonctions distinctes
SisSay ooy fqg de zy, xay ..., 2, (q < n) forment un groupe de
rang r par rapport a la forme de Pfaff o si les relations

SJi=ay, Jo=ay, cees Jy=aq,
dfi=o, dfy=o, RN dfy,=o,
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ol les a sont des constantes (') quelconques, abaissent la classe de o
de r unités; naturellement r<2g. Soit w, la nouvelle forme; sa
classe est ¢ — r; la condition nécessaire et suffisante pour qu’il en
soit ainsi est que le produit extérieur

[w(‘f—z) (Ul s df![]
[wd dfy ... dfy],

ol (< c—r, estdifférent de zéro: cela tient & ce que o}’ —
(iSc—r) s'annule avec df,, ..., df,. Le groupe des ¢ fonctions
est conjugué par rapport a w s'il est de rang 2¢ (29 ¢); il est semi-
conjugué s'il est de rang 2¢ — 1.

soit nul, tandis que

Lorsque ¢ est égal a 2p ou 2p —+ 1, il n’existe pas de groupe con-
jugué de plus de p fonctions; la connaissance d’un groupe con-
Tugué de p fonctions permet de ramener, par un changement de
variables, » @ une forme canonique, sans quadrature si ¢ = 2p,
avec une quadrature si ¢ = o2p 1.

II suffit pour s’en rendre compte de prendre comme nouvelles
variables yy, 12, ..., )y ces fonctions £, ..., f,. les autres variables
devenant yp ¢y ...y )0

Si ¢ =2p, la nouvelle forme ne peut contenir d’autres différen-
tielles que dy, ..., d)p et, comme elle est de classe 2p, on peut
I’écrire

<1 ’,_)'I s ip ’/‘)'/l‘

By, oy Ep; Yy ..y ) p élant 2p variables indépendantes.
Sic=12p-+1, laforme s’écrit
(Bydvi—+... =B, dyp)+(Bppidypir= ...+ Budyy)

et le deuxiéme groupe de termes doit représenter une forme de
classe 1, c’est-a-dire une différentielle totale exacte, quand on y
considére f,, ..., f, comme des constantes; au moyen d’'une qua-
drature, on améne donc » a la forme

dog+ 3z dy,+...+ 3, dyp,

Ny Niy ooy Jps 31y +++y 3p €lant 2 p + 1 variables indépendantes.

(1) Il est bien entendu que nous supposons que les f sont délinies, continues et
différentiables dans un domaine (d) contenu dans celui ol les coefficients de
jouissent de cette propriété, et que d’autre part on ne donne aux a que des valeurs
que les fonctions f sont susceptibles de prendre dans (d).
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7. Equations de Pfaff et 8quations différentielles extérieures. —
Soit une forme différentielle extérieure w de degré p a n variables
Zyy ...y Zn; toute multiplicité M, & r dimensions (p<r<n) telle
que l'intégrale p-uple f » étendue a une variété quelconque faisant
partie de M, soit nulle, est dite multiplicité intégrale de 1’équation

(13) w=o0 [24].

Cette définition comprend le cas ot » est linéaire, c'est-a-dire le cas
d’une équation de Pfaff.

Les définitions de classe, variables caractéristiques, systéme carac-
téristique s’étendent sans peine a une équation (13); nous nous limi-
terons au cas d’une équation de Pfalf,

Le systéme caractéristique de U'cquation de Pfaff (13) est le
s)ystéme associé aux formes m» et [ww'] : on le voit simplement en
réduisant » 4 une forme canonique.

La classe de 'équation de Pfall est toujours un nombre impair :
si w est de classe 2p, I'équation est de classe 2p —1, si o est de
classe 2p -1, l'équation est aussi de classe 2p +1: la classe de
I’équation est donc égale au degré de la forme dérivée de w, non
nulle et d’ordre pair le plus élevé.

La connaissance d'un groupe de p fonctions <conjuguées par
rapport & = si la classe de » est 2p ou d’un groupe de p fonctions
semi-conjuguées, si la classe de » est 2p — 1 permet de ramener
Péquation (13) & une forme canonique. Dans les deux cas nous dirons
que les p fonctions forment un groupe conjugué relativement al’équa-
tion (13).

8. Détermination d’un groupe conjugué ou semi-conjugué. —
D’aprés ce qui a été dit plus haut, la condition nécessaire et suffisante
pour que ¢ fonctions distinctes fi, fa, ..., fy forment un groupe
conjugué relativement a la forme de Pfaff w de classe c est

[wle—2 dfy ... dfg]=o.

On désigne sous le nom de « fonction appartenant au groupe » toute
fonction des variables xy, . .., z, qui s'exprime au moyende f, ..., f,.

Si ¢ fonctions distinctes f,, .. .. f; forment un groupe conjugué,
il est clair que r fonctions distinctes (<¢) appartenant a ce

groupe forment un groupe conjugué; en particulier fonction
7‘"% - ﬂ
Lo
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appartenant au groupe est de rang 2 par rapport d w, ¢’est-d-dire est
une intégrale de Z,; mais la réciproque n’est pas vraie : r fonctions
distinctes de rang 2 ne forment pas nécessairement un groupe con-
jugué.

Une condition nécessaire pour que ¢ fonctions distinctes fy, . . ., fg
forment un groupe semi-conjugué est

[(')“'_27'“) df1 e dj‘q] = o,

cette condition étant remplie, le groupe est conjugué ou semi-
conjugué et r fonctions distinctes du groupe forment un groupe
conjugué ou semi-conjugué: en particulier, chaque fonction du
groupe est au moins de rang 1, c’est-d-dire est une intégrale de X,.

11 résulte de ce qui précéde que si 'on connait un groupe conjugué
de g fonctions fy, fs, ..., f;, pour déterminer un groupe de g -+ 1
fonctions dont il fasse partie, il cst nécessaire et suffisant de trouver
une fonction f distincte de fy, fa, ..., fq, telle que

ap [wle—2a=1dfy ... dradf] =o.

Cette équation exprime que f est de rang 2 par rapport & o, et que
cette fonction satisfait par conséquent au systéme complet de ¢ +1
équations, X}, deuxiéme adjoint & v,. ’

Or ’équation symbolique (14) est équivalente au systéme (15) :

(15) [we2df]=o0, [ w3 dfy df] = o, veey [wle=3) dfy df ] =o0.

En effet, d’abord (§ 6) toutes les solutions de (14) sont solutions
de (13); comme ce dernier systéme est équivalent a un systéme
de ¢ + 1 équations linéaires homogeénes aux dérivées partielles pour f
il suffit de montrer que ces équalions sont distinctes. D'ailleurs, si ¢
est pair Péquivalence de (14) et (15) résulte de I'équivalence de (10)
et (11) qui a été démontrée plus haut; en reprenant comme il faut le
raisonnement fait a cet endroit, on a une démonstration générale :
[24] les g derniéres équations (15) sont distinctes, autrement, les A
étant convenablement choisis, on aurait

[we=3(h dfi+...+ 1y dfg) df] =0,
quelle que soit f; done on aurait

[w(c-—ﬂ()‘l dfy—!— . .-r-;w] dfll)] =0;



TRANSFORMATIONS DE CONTACT ET PROBLEME DE PFAFF. 1y
8k ¢. @5t pair, on retrouverait

M dfst...+ g dfy=o,
qui est impossible par suite de I'indépendance de f,, ..., fy,; si c est

impair, il faudrait comme on s’cn assure en considérant par exemple
une forme canonique de o que

(x6) Mdfi+...+ iy dfy= Rw,
et alors w -erait de classe au plus égale a ag, ce qui est impossible
puisque ¢ > 2¢.

La premiére équatior (15.) est indépendante des suivantes, sams
quoi w2 serait égal a

[wle=31 (X, df +...+ A dfy)],

ce qui entrainerail, la relation (16) qui est impossible.
Par un procédé tout semblable, on mentrerait I'équivalence de
'équation sy mbolique

[wle—2a=0 df, ... fydf]=0

et du systéme

[we=1df]=o, [wle=3 df, df]= o, ceey [l df, df =0

lorsque fi, ..., f; forment un groupe semi-conjugué.
On déduit des considérations précédentes que pour déterminer un
groupe
conjugué ou semi conjugué,
on choisit d’abord une fonction f, intégrale de %, ou %, :
(Xp) [wle2df]l=0 ou (%) [wl=df]=o,
puis une intégrale f, distincte de f, du systéme

[w(c_g) dj’] =o, [(u(c—- 3) df'l df] =0

[wie—1) df]= o, [owte=® df! df] = 0.

otr

puis une intégrale f, distincte de £, et de f; du systeme
[wedf]=0, [wl3dfidf]=0, [w=3df,df]=0
[we=Ndf]=o, [wle=D df, df]=o, [we=3idfsdf|=09

et ainsi de saite.

ou
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Sile nombre des variables est égal a la classe, on peut supprimer
partout, pour la détermination d’un groupe semi-conjugué, 'équation

[ df]=o

et prendre pour f; une fonction arbitraire des variables.

Comme la réduction d’une expression ou d’une équation de Pfaff a
une forme canonique revient a la détermination d’un groupe con-
jugué ou d’un groupe semi-conjugué par rapport & une expression
de Pfaff, il en résulte que le théoréme précédent donne une méthode
de réduction. Cette méthode est duc dans toute sa généralité a
M. Cartan [7]. Elle avait été indiquée par Clebsch [13] dans le cas
d’une forme ou le nombre des variables est égal a la classe, celle-ci
étant un nombre pair.

Observons que si 'on appelle opération d’ordre r 'opération qui
consiste & trouver une intégrale premiére d’un systéme de r équations

a

différentielles & r 41 variables, la recherche d’un groupe conjugué

de ¢ fonctions relativement & unc forme a n variables nécessite
q opérations respectivement d’ordre

n—i, n—3, ..., n—2g9+1.

La détermination d’un groupe semi-conjugué dans les mémes condi-
tiuns nécessite ¢ opérations respectivement d’ordre

n, on—a, ..., n—oag-+2y

dans le cas ou la classe de la forme est n, la premiére opération,
d’ordre n, peut étre supprimée puisqu’on peut choisir arbitrairement
la fonction f;.

On démontre relativement & la détermination d’un groupe conjugué
par rapport a I'équation o = o la proposition suivante [24] :

« La forme w étant de classe 2p ou 20 — 1 et ses coefficients étant
holomorphes dans le voisinage d'un point (2!, ..., #%), on peut
trouver un groupe conjugué par rapport & ® = o comprenant p fonc-
tions qui sont holomorphes dans le voisinage du point (z?, ..., z?)
et qui se réduisent & z,, ..., z, respectivement lorsqu’on y fait

Zpi) = TPy, Zp=xh. »

9. Nous allons maintenant donner le développement des équations
symboliques considérées, en supposant que les fonctions f sonmt
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exprimées au moyen d’un systéme de variables caractéristiques de w.
Lorsque c est pair et égal a2y, et par conséquent
2 [ —
wle= = ‘__,-)g[‘”"” '],

(v
on pose

tlwor=tdf]=)f|[wT]
Lorsque c est impair et que ¢ =2y -+ 1 et par conséquent

wle—t) = :;—![u)"f],

on pose

[wYdf]=]|f|[0wT]

La condition nécessaire ct suffisante pour que f soit de rang 2 est
donc {f} =o et I'on a respectivement dans les deux cas

. ‘7Y .
s 3y A,
1

A ()-l'i-z]
\ I,
lf’ - 2V
Blay+ of
A] d-l'i-)\".g_l,
1
avec
aigy=Z(O, l'|‘ PR iz.{__!),
3i2~;+l =Z(i,, cenyday)
et

A;(ij,ig,...,igy) (e=2y) et Ay=(0,if,....0y4+1) (c=27+1) (§4).

Si a;x sont les coefficients de o', A est le déterminant total 'des ay;
A, est ce déterminant bordé des cocfficients de w; ces deux détermi-
nants sont différents de o dans I'hypothése o nous nous sommes
placés.

Lorsque ¢ = 2y, on pose

1[wY=tdfjdf 1= (f}, f)[w7], -
et lorsque c =2y +1
Tlow T df; df1=(f}, f) [0wT].

Dans les deux cas, les parenthéses sont des formes bilinéaires
alternées par rapport aux dérivées partielles des fonctions f et f;.
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Ona respect'ivement dans ces deux cas :

Uy fr=3 Ngete (O AL 9,

0xy,_, 0Ly, dr,, ori,_,

cmm=29%?%ﬂL_ﬂ;_qn ﬂ_)

d‘l"w dri., dr,-n 4y Oy

avec

Aity——:J:y:Z (l.l- i’? sy 1;27—-’2)7

N\ . .
Bil'{ril‘(‘t—l:Z (07 Livoeny l!Y—-l )-

Les A, et By, sont, au signe prés, égaux aux mineurs de oy, dans A
et A,.

De la définition méme des symboles { }et( ), il résulte qu’ils
sont covariants de la forme o et des fonctions qu’ils impliquent par
rapport a tout changement de variables.

Cas d’une forme réduite :

1° w =2z, dy,~+...+ 3y dyy,

{f"=—<z‘g +...+zyg;>,
(fo)—Z L)

C’est la parenthése de Poisson. On vérifie sans peine les relations
Ve =)+ (If] &)+ (£ 8))
((fs &) &)+ (8 1), f) -+ ((h f), 8) =0,
ou f, g, A sont trois fonctions de u, ..., 3,; démontrées sur une
forme réduite, elles s’appliquent a une forme quelconque de classe
paire;

2° w=dn—z dy,—...— 3y dyy,
af
gfg = é‘.;l'

Le symbole correspondant a la parenthése du cas général est ici de
crochet de Jacobi, au signe prés

(fi’f)=_[.fhf]_+2 (df‘ dy/ 34}) :Zf; (:r)f"l, - ziz_{;i))'
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Il faut remarquer que, pour distinguer du symbole du produit exté-
rieur, nous mettons une virgule entre f; et f.

On démonire sur la forme réduite les formules suivantes, qui sont
vraies pour une forme de Pfaff quelconque de classe impaire :

((fs &) k) +((g, 1), f) + (A 1), &)
=(f, &) ki (& ) [+ (h f))5\

Toutes les identités que nous venons de signaler relativement aux
accolades et parenthéses relatives a trois fonctions sont connues de
longue date pour les formes réduites (Poisson, Jacobi, Mayer).

TRANSFORMATIONS D’'UNE EXPRESSION OU D'UNE EQUATION DE PFARF.

Lorsque deux expressions de Pfafl sont de la méme classe et sont
exprimées chacune au moyen de variables caractéristiques, on peut
toujours définir un changement de variables qui permette de passer
de P'une a l'autre : il suffit pour ccla de passer par une forme cano-
nique commune; il en est de méme pour deux équations de Pfaff.
Lorsque les deux expressions ou les deux équations ne différent que
par le nom des variables, de lels changements de variables définissent
une transformation d’une expression ou d’une équation de Pfaff en
elle-méme; nous retrouvons ainsi le point de vue développé dans
P'introduction ct 'objet essentiel de cet exposé. Nous commencerons
par nous occuper du cas ou l'expression ou I'équation de Pfaff sont
réduites & une forme canonique, ce qui nous conduit a la théorie
classique des transformations de contact.

10. Transformations de contact. Cas général. — Posons
w=ds —p, dry—...— ppdxy,,
Q=d.L —P,dX,—...—P,dX,.

Une transformation de contact est définie par un changement des
variables z, z, p en X, Z, P tel que, p étant une fonction non ident-
quement nulle de ees variables, on ait

(17) Q = pw.



24 G. CERF.

Par dérivation extérieure on déduit de (17)

Q'=pw'+[dp.w],
pleeEr—=[0r]=pr[w?]+ ppp—iwr—idp.w]
= pPplowtr——p(p—1)!pp~t[wir=2 dp|
ou
Q(22—1) = pP w(2p— — op—1[wizr—2 dp].

De méme

p+1
Qi) = pl! [er.Q]= 9—[)!_ [P, 0¥ = pP+iwies),

quel que soit p<n.

Par conséquent,
Qln—2) — pn w(:n—:),

Q(2n) — Pn+1 wl2n),

Cette derniére relation est de degré (n +1); elle donne (deuxiéme
exemple du paragraphe 4)

[dZ dX, dP, ...dX, dP,] = pn+[dzdz, dp, ...dz, dps]

ou
D(Z,X,,..., P,)

— ph+1 0.
Dz, 7, p) 7

L’existence de la relation (17) entraine donc I'indépendance des '
fonctions X, Z, P par rapport a r, z, p.

Soient F et ® denx fonctions quelconques de X, Z, P, et f et ¢ ce
qu’elles deviennent quand on y remplace les grandes lettres par leurs
expressions au moyen des petites; on a

[Q(zn—z) dF dcb] = pn [w(:n—:) dfd?]

et, d’aprés les notations précédentes,
(18) p[F, lx=[/, ¢l

L’indice X rappelle que le premier crochet est pris, F ct ® étant
fonctions des grandes lettres.

Considérons maintenant deux formes de Pfaff, Q,, Q,, aux
variables X, Z, P, et ,, w, ce qu’clles deviennent quand on”y rem-
place les grandes lettres par leurs expressions au moyen des petites.
On définit les parenthéses (2, 3) et (0, wa) par les relations

n[Q7=10,00] = (2,0,)[Q7],  A[w"wiwy]= (01, 02)[w'n]



TRANSFORMATIONS DE CONTACT ET PROBLEME DE PFAFF. 25
et 'on a encore
(18") p(Q4, ;) = (wy, wy).
Si [f, ¢]= o, nous dirons que les deux fonctions f et ¢ sont en
involution: si (w,, w;)=o0, nous dirons que les deux formes de

Pfaff sont conjuguées (cf. [19]), ces propriétés se conservent
d’apres (18) et (18') par une transformation de contact quelconque. Si

wy= A dey+...+ M de,+ N ds + p) dpy ...+ @k dpn,

wy=2}dr,+... - 2de,+ N dz +p2dp,+...+ p} dpn,
o1a

n
(@100) = X (B2 (M pA) — ] OF + ).
1

En appliquant la relation (18) aux fonctions X, Z, P on obtient les
relations fondamentales des transformations de contact

(lg) [Z, X,-]:[X,, X/\]=[X1, Pk]=[Pi, Pk]zo (i#k),
(20) [Z, P)] =—2Py, [P Xi]=p,

ou les grandes lettres sont a considérer comme fonctions des petites,
les crochets étant relatifs a o.
De plus, de la relation

Qn—1) = gn len—1) — on—1 [ w(zn— dp ],
on déduit, quelle que soit la fonction F,
[Qen=1) dF | = pn[ wzn—1 df |+ pr—![witn=2 df dp ]
et, en développant,

oF _ 4
9’gz—=9£+[9~ﬂ-

En y remplagant F successivement par Z, X;, P;, on a
/A . X JaP
s 2]+ 5, —o*=[p, Xi]+ Po—; =[p, Pt]+P'd—; =o.

On peut énoncer diverses réciproques :

1° Etant données (n + 1) fonctions indépendantes Z, X, ..., X,,
des 2n -1 variables x, 3, p, satisfaisant aux relations

(a1) [Z,X.]=0, [X.Xi¢]=o0 (i,k=1,2,...,n),
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il existe n -+ 1 autres fonctions p, Py, ..., P, des mémes variables,
telles que 'on ait identiquement

(17) dZ—P,dX,—...—P,dX,=p(dz—p,des—...—pn dry).

Cela résulte de ce que les relations (21) signalent cn général un
groupe semi-conjugué relalivement & o ;

2° Siles 2n + 2 fonctions Z, X, ..., X, Py, ..., Py,pdes2n 41
variables %, Z,, ..., Za, Piy - .., Pn, dont aucune n’est identique-

ment nulle, satisfont aux relations (19) et (20), elles donnent liea a
la relation (17);

3° Si p est une fonction arbitrairement choisie, non identiquement
nulle, des 2n -1 variables z, ,, 3, ..., Zun, P1, ..., Pn, 0D peut
toujours déterminer 2n + 1 fonctions Z;, X4, ..., Xy Pyy ooy P
des mémes variables qui vérifient la relation (17).

Il résulte également des considérations précédentes que, les fone-
tions Z, X, ..., X, vérifiant la relation (17), le systéme d’équations
aux dérivées partielles linéaires en f (22)

(22) [Z,f1=0, [Xifl=0, ..., [Xw[fl=0 (mgn)
est un systéme complet dont 2n — m intégrales indépendantes sont

Ppy2 P P
. -+2 m—+3 n
Z, X, ..., X, e

’
Plll+l Plll+| Pm+l

Drailleurs, le systéme (32) est un systéme complet si les fonctions Z,

Xy, ..., X, vérifient les relations (19) qui les concernent.
11. Transformations en z, p. — Clest le cas ou les 2 n fonctions
Xy ovv, Xp, Py, ..., P, forment a elles seules un groupe conjugué

par rapport & »; cela exige, en outre des relations précédentes,
[Xij=o0. |Pif=o,
c’est-a-dire, d’aprés un calcul fait plus haut (§ 9),

X _ P,
dz 4z

et les 2 n fonctions X, P sont indépendantes de z.
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Des relations (20) on déduit

do _ 9p % _ ..
‘E—E—!—Pid—é =0,

par conséquent, p est égal & une constante que nous désignons par A
et
oZ
— = A.
Jz
Réciproquement, si p est une constante (différente de zéro) les X et
les P sont indépendants de z : cela résulte des relations fondamen-
tales.
En remplacant les variables Z, X; par AZ, AX,, ce qui constitue
une transformation en x, p particuliére, le probléme de la détermi-
nation des transformations en z, p est ramené au suivant :

1° Trouver les T qui conservent w, c’est-a-dire telle que

Q=w
ou encore :

2° Etant donnée I'expression de Pfaff w, a un mnombre pair de

variables
wy=pdr,+...~+ p, dzr,,

trouver les changements de variables effectués sur les 2 n quantités z,
p qui reproduisent », a une différentielle exacte prés

(23) Q=w,+dU,

U étant une fonction des z, p, avec Z=3z + U.
Ce dernier énoncé est équivalent a

3¢ Trouver les transformations qui laissent invariante la dérivée
extérieure o', de w, :

. w) =[dp dz,]+...+{dpndz,]
La relation
Q1 = @@n—1)

donne alors
[dX,...dP,]=[dr,...dps],

qui exprime l'indépendangce des X, P par rapport aux z, p.
L’équation
[w@r-vdfl=0
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est vérifiée quelle que soit la fonction f des z, p, et I'identité
[Q27—3) dF d®] = [w@"—3 df de],

ou f et ¢ sont ce que deviennent ces fonctions F et ® des X, P quand
on les exprime en z, p, donne

(F, ®) = (f, ®)
T N0 /OF db JF o®
. @) =3 (3, ox, ~ 5%, 1)
1
ct Vexpression analogue pour (£, o), ce qui conslitue un cas parti-
p gue p ? 1 P

culier d’un résultat précédemment indiqué. On obtient immédiate-
ment les relations

avee

(((Xy X2)=(P, Px)=(Xi Pr)=0 pour # k;
CONE

(P, X,))=1.

Les relations de la premiére ligne ne sont pas modifiées par la
transformation particuliére que nous avons effectuée, elles sont donc
générales. On a de plus les relations

n n
[l — U ‘dxi T . . '()P[ .
(U,;x,)_;lp,%, (b.P,)_—P,+Z,p,5E (i=1,2,..., n).

Réciproquement, étant données n fonctions X, des z, p satisfaisant
aux relations (X;, X;)=o, on peut toujours trouver n + 1 fonc-
tions U, P; des x, p donnant lieu a I'identité (23), car ces relations
expriment, en général, que les X forment un groupe semi-conjugué
par rapport & w;; U est déterminé par une quadrature. On compléte
la transformation au moyen de Z — z = U.

Il résulte de la détermination géncrale d’un groupe semi-conjugué
que si 'on donne arbitrairement la fonction U des x, p, on peut
trouver 2 n fonctions X, P des mémes variables donnant lieu a I'iden-
tité (23).

Les transformations en x, p forment un sous-groupe du groupe G.

12. Transformations de contact homogénes. — Lcs considérations
précédentes supposent que les X ne satisfont pas a I'équation

[wer—2df]=0
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ou encore
] _zp,— —o

quand cela a lieu, les X forment un groupe conjugué et non pas
seulement semi-conjugué par rapport a w,; on est ainsi conduit a
rechercher les transformations pour lesquelles

(25) Q = w,.

Tout d’abord, 2n fonctions X, P des z, p donnant lieu a cette iden-
tité sont indépendantes, car on en déduit
9(42”_” — w(‘-zn—n’
c’est-a-dire
[dP;dX,...dP,dX,] =[dp; dz, ... dp,dza].

D’autre part, si F est une fonction guelconque des X, P, et f ce
qu’elle était avantla transformation
[Qpn—2 dF | =[ w22 df ]

ou
n

Z‘P‘ :P —2’1" ap.

)

Z, C Sup e,
Piy dP: JPj dPi ]
1

ce qui montre que les X sont des fonctions homogeénes de degré o
des p etles P des fonctions homogeénes de degré 1 des mémes quan-
tités.

Les autres relations (24) subsistent.

Réciproquement, si les X,, ..., X, sont n fonctions distinctes
des z, p homogeénes de degré o par rapport aux p, satisfaisant aux
relations (X;, Xx)= o, il existe n fonctions Py, ..., P, des z, p,
homogénes et degré 1 par rapport aux p et donnant lieu a l'iden-
tité (25).

Cela résulte de ce que les X forment un groupe conjugué par
rapport 4 ,. On constate que le systéme d’équations linéaires aux
dérivées partielles pour f

(X4, f)=o, IR (Xm; f)=0

MEMORIAL DES SC. MATH. — N¢ 37, 2

dlou
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est complet et admet le systéme d’intégrales

X4, ceey Xps P, coey Py

et que de'méme le systéme

9J
Yoo Kufr=or  w  Kemfr=o
Pj
est complet, admettant les intégrales

P P
X, eery Xp o220 .., TR

P172+l

Les transformations de contact homogénes forment un groupe.

13. Autre démonstration des résultats précédents. — M. Gour-
sat {23] a donné de I’établissement des formules fondamentales des T
une démonstration qui repose sur un lemme de caractére algébrique;
par ailleurs, S. Kantor [29] avait déja donné des indications sur une
démonstration de cette nature. Voici comment on peut rattacher une
démonstration analogue a celle de M. Goursat aux méthodes que nous
avons employées jusqu’ici.

Occupons-nous d’abord des transformations €Nz, p; nous venons
de voir que leur détermination revient en somme a celles des irans-

formations qui laissent invarantes la forme différentielle extérieure
q
quadrauque

{(@l dxlﬂ-f—. . [Qq’u d&'ngl.,
ou, ce quirevient au méme, la forme bilinéaire alternée
(dpy 32y —dx 8py) +.. .+ (dpn3zp,— dx, 5py).

La question est ainsi rattachge a celle de la rechenche des trausforms-
tions homographiques qui conseérvent un complexe linéaire ; mais on
peut la traiter directement.

On montre d’abord quessiles 2 n expressions de Pfaff : w,, wy, ..., &
aux an variables z,, ..., P~ satisfont a la velation

[G1®2]+. vt [T wan ] = [dp, dry]+.. +Ia!pn dxzy],

eHes sont linéairement indépendantes.
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On pose ensuite :

g k Xz dzp +2k ik AP,
(26) ¢

( dP.:Zk Gik dc/@-i.-Zk':w dpy.
] 1

Substituons dans la relation (25) & dX; et & dP; les expressions (26)
et identifions les deux membres, nous obtenons les relations
2 Nik Tik— ik ik = Ekh

o sik#h
(27) 2 Ak Gn— hip Tx =0 (s""z 3 1 osi k= h>‘

Z RikTih— HiR Tik= 0O

Grace a la remarque préliminaire, on peut procéder a P'inversion
.des relations (26), et du reste le calcul donne

s zfihd’{j—x Wi dPi=Z ckdrr= dzg
( Zcmgd\i—z hik ([Pizz-— Enk dpk=LdP‘,

(28)

"oy I'nn déduit le systéme (29) équivalent & (27) :

' Z}’-zh Gih— Tk Njh = &,
(597 ' Efih Cih— Tih Tjh =0,
2 winkii— pinkja== G,
c’est-a-dive
(3a) X, Ppy=ay, (X Xp)=(Py Fj) =00
Réciproquement, on constate sans peine, en remontant les ealculs,
que si les 2n fonctions- X, P des z, p satisfont aux relations (30),

clles vérifient identiquement (25).
Oua déduit aussi de ces calculs Vexpression suivanie, qui est utile,
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de la différentielle d’une fonction ¢ des z, p :

dy =2(9, Xy) dPy— (9, Py) dXy.

Pour passer au cas d’une transformation de contact quelconque, il
suffit d’observer qu’en tenant compte de la relation w = o, on doit
avoir

2 [dX;dP;] = 92 [dx; dp,].

Dans les formules (26), on considérera alors les hik, oix comme les
dérivées totales des X, P; par rapport aux dzy, par exemple

s e 0Ky
"Il_d.z‘/;—'—l)kﬁ

Dans les formules (27) et’(28). ¢4 est a remplacer par pezs, de sorte

que les relations (30) se modifient en remplagant la parenthése par le
crochet et &;; par pe;;.
On a ensuite

2 d? =2[<P, xv](le— |?, Pv]dxv;

qui fournit les formules relatives a Z.

14. Transformations d’une expression ou d’une équation de Pfaff
en elle-méme. — Les identités symboliques dont nous nous sommes
servis pour élablir les formules fondamentales des T ne supposent pas
que les variables qui figurent dans les différentes formes de Pfaff et
fonctions qui interviennent soient des variables canoniques; elles
subsistent donc quand nous supposons simplement que les variables
sont caractéristiques, sans plus, et que par conséquent les formes »
et Q ne sont pas réduites & une forme canonique; c’est ce qui aura
liéu dans ce paragraphe.

Correspondant aux diverses catégories de T, nous envisagerons
successivement les transformations qui conservent l'expression o,
celles qui conservent P'expression w, celles qui conscrvent I'équa-
tion ' = o.

(Gomparez Chapitres XII, XIII et X1V de [9].

Transformations conservant w'. — Le cas le plus intéressant est
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celui o0 w est de classe paire; il a été Uobjet d’une étude directe de
S. Kantor [29] mise au point par M. Engel [19]. Nous supposerons
que le nombre des variables est 2n'. La propriété fondamentale des
transformations envisagées est l'invariance de la parenthése relative a
deux fonctions.

Avec les notations précédemment employées

o= (L B AL

or, dry — dxy dxy,
on en déduit les conditions nécessaires pour que la transformation

Xl=§‘—i(‘z'h“'yx2"') (i=l72:"-;2nl)

conserve o'
AM(X], ceey Xon')

AKX, .., Xan)

(Xis Xk) =

ces conditions entrainent l'indépendance des X considérés comme
fohctions des z et sont suffisantes pour que la transformation jouisse
de la propriété indiquée.

"La forme  différe de sa transformée @ par une fonction U des z
que I'on obtient par une quadrature; on peut d’ailleurs ajouter a U,
par exemple, — Z + z et en adjoignant aux formules de la transfor-
mation sur les z la relation Z = 3 + U, on définit une transformation
qui conserve ® + dz & une différentielle exacte prés.

Transformations qui conservent ». — En outre de la parenthése
relative a deux fonctions, nous avons a envisager 'accolade relative a
une seule fonction qui nous fournissent des expressions covariantes
absolues aux fonctions considérées. Rappelons que (§ 9)

an' on'+1

Lo df ?_ B 9f
=2 o o W= 2%, in
1 1

suivant que o est de classe pair ou impaire.
Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une transforma-
tion conserve w sont :

Ay (X)
AX)

=22 X0 =
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om

{Xl_ B’(’X') (X(, X)) = HX’P*(X)

3 — ’lv -
il wesy Xy GE=L e,
v . . . R d.
Zraﬂs‘/ol mations qut conservent w = 0, — NOuS conservons des

notations analogues a celes dont nousnous sommes servis pour les T

et nous supposerons que p est différent d’une constante. On a la
relation

9(F7 d))xz(xf, ) v

Les relations entre les 2 + 2 fonelions D. SN S o sont alows

B (X)

X4y Xi) = X))

On a de plus I’identité
e Fl=plf ! +(p.0),
d’ott les relations

o ﬁ/. . - ) ‘N
g =ef{ % (e, Fa

Remarques. — a. Toutes les expressions { 1, () que nous

avons considérées peuvent étre définies eu remplagant df, ou df etde
par des expressions de Pfaff quelconques.

b. Lamolion de transformation infinitésimale de contact [34] dons
nous n’aurons pas a nous servir par la suite, s'étend aux transforma—
tions généralisées que nous venons de définir [19].

THEORIE DES GROUPES DE FONCTIONS.

Un probléme fondamental de la théorie des T est de reconnaftre
I'équivalence de deux systémes de fonctions ou d’équations relative-
ment au groupe G, c’est-a-dir¢ de reconnaitre s'il existe une T qui
permette de passer d’un systéme a 'autre. Nous ne nous occuperons
que de cas trés particuliers de ce probléme qui se rattachent a la
théorie des groupes de fonctions, théarie d’un grand intérét pour
Uintégration du systéme caractéristique d’une équation de Pfaff et
par 1a méme pour I'intégration des systémes d’équations aux dérivées
partielles du premier ordre. Le probléme général offre cncore un trés

vaste champ de rechorches. Nous ferons d’abord ume digression
d’algébre extérieure.
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15. Formes extérieures adjointes. — Soient u,, Uz, ..., #a
n variables et f=Alu,, ..., 4y,] une forme extérieure monpme
de degré p; nous définissons son monome complémentaire par
Alug,,s -y U], @iy @y oovy @p, @pyy, ..., ap constituant une
permutation d’ordre pair des indices 1, 2, ..., 2. On peut I'obtenir
avec d’autres notations de la maniére suivante : considérons n — P
formes linéaires aux indéterminées £§' :

=i+ Elw,  (i=p—+1,...,n)

et formons le produit extérieur Alug, ..., ug kP, ..., EM] que
nous mettons sous la forme A¢[u,, ..., u,]: ona
62T L. gy
PI=§ cern- P
By ... ER

¢ est donc une forme multilinéaire alternée a laquelle on peut faire
correspondre un monome extérieur et nous appellerons « monome
adjoint & f », le monome extérieur A[Ea e ++ s Ea, |- La propriété est
évidemment réc1proque.

Si V'on effectuc sur les variables u et £ deux substitutions linéaires
contragrédientes, c’est-a-dire telles que &,u,~...4¢,u, demeure
invariant, ¢ se reproduit multipliée par le déterminant de la substi-
tution effectuée sur les wu. )

On définit ensuite la forme adjointe d’une forme extérieure quel-
conque F de degré p par la condition d’étre la forme extérieure ®(£)
qui correspond a la forme multilinéaire alternée @, telle que

[FEe+n) ., £ ] = ®,[u... tn]

Il résulte de cette définition que @ est la somme des formes adjointes
aux monomes qui constituent F; donc ® est un covariant relatif de la
forme F par rapport a toutes les substitutions linéaires effectuées
d’une fagon contragrédiente sur les u et les £.

Nous aurons a utiliser souvent les résultats suivants relatifs aux
formes quadratiques. Soit F une forme quadratique de rang 2s; on
peut la réduire a la forme (§ 2)

F=[UUy]+...+ Uy~ Us],

o les Uy, ..., Us somt indépendants (2s<n); soit @ la forme
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adjointe & un facteur prés de {Fs—] et dont la forme multilinéaire
correspondante est définie par la relation

S[FS—I(E; U +Ehun) (B u —+. ..+ Elun)] = o, (&, E:)[Fs]

® est ici covariante absolue de F par rapport aux substitutions

linéaires que nous envisageons; elle est égale avec les variables
actuelles a

D=[tt]+.. -+[Ezs—15:.\-],

Remarque. — On voit immédiatement que la forme adjointe
de [ Fs=P] est, a un facteur numérique prés, |®r].

Tutorime [9]. — Considérons les formes linéaires indépendantes

de wyy oouyttgg: fuy oo, fo: los 2082T) uantités a;; définies-par los
] ’ 9 PRFLE 2 q J p

égalités .
e/ | = a5
=] = 5]

et la forme quadratique extérieure a g variables
1o
D = 2 a;| k8]
ij

Si cette forme @ est de rang 20, le rang de la forme F'se réduit
de 29 — 20 unités quand on y suppose les variables liées par les

q relations : f,=o, ..., fy=o0. De plus, si on effectue sur les
g formes linéaires données une substitution linéaire telle que @ se
réduise a la forme canonique

P ={£E]+. ..+ [Erom1bag).

la forme F se réduit a la forme canonique

F=[fifel +[fsfil+...+ [fao—1/20] + [ faosrSgra ] +. .,
+ [ feS2q—20]+ [f"q—-za+1f:q—w+2] vt [ fas—1 fos ks

en désignant par fy.4, ..., f5; de nouvelles formes linéaires convena-
blement choisies, indépendantes entre ciles et indépendantes des

formes données (cela suppose, bien entendu, 29 — 20<25).
Pour le démontrer on suppose qu’on a pris comme ‘nouvelles

variables f, ..., f, ct Ion-remarque qu’on peut effectuer sur les .
variables une substitution linéaire quelconque, sous la seule condi-
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tion que les ¢ premiéres variables soient échangées entre elles; il en
résulte qu’on peut effectuer sur les £ une substitution linéaire quel-
conque sous la seule condition que les 25 — g derniéres variables
soient échangées entre elles.

Si tous les a;; sont nuls, on retrouve un théoréme précédemment
démontré :

g=o0 et [f{f:---qus_q—"l]‘:O'

Corollaire. — Supposons que F, de rang 25, dépende de 25 -1
variables : ¢y, ..., 050, ; soient Uy, ..., Uy des variables de réduc-
tion de F; ce sont 25 fonctions linéaires des o, indépendantes entre
elles; soit uyey, une fonction linéaire des ¢ indépendante des précé-

dentes. Les f sont des fonctions linéaires des ¢; désignons par . ce
) g
que devient f; quand on y fait us,, = o, ce que nous écrivons

fi=/f, (mod ugsyy).

Définissons a;; par la relation

[t s ] = [ 225

s—1)!

) - [2)

Si=Bittasy, +f_‘t;

il est clair que

Posons

on-a

. [Fs fi] = Bi[ uasa Fs ]

En raisonnant comme précédemment, on montre qu’on peut mettre ¥
: sous la forme

F= (i Butos) (o Beutgr) ] ..
-+ [(feo—1— Beo—1 Us1) (f2o—Poo Us )] + [(f20-+1— Bagri o) fart] .
-+ [(fq"“ 8¢ us+l)f2q—20‘] -+ [fzq—zo'+1f2q——20'+:] +enn
Nous allons avoir a appliquer constamment les résultats de ce
paragraphe.

16. Systémes involutifs. — Dans toute T, si f et ¢ sont ce que
deviennent deux fonctions I et @ des grandes lettres quand on rem-
place celles-ci au moyen de leur expression c¢n fonction des petites;
et si f et ¢ sont en involution, F et ® le sont aussi et réciproquement.

Considérons ¢ fonctions distinctes fi, ..., f, de z, z, p et telles
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qu’elles soiemt deux & deux en involution; nous dirons qu’elles consii-
tuen} un groupe involatif; deux fonctions de =, z, p qui s’expriment
au moyen de f,, ..., f, sont dites appartenir au groupe et somk en
involution; les ¢ fonctions données forment une base du grouwpe,
¢ est Pordre du groupe. Si ¢ << n + 1, on peut adjoindre a f,, ..., fy
n +1— g autres fonctions qui forment avee celles-1a un groupe inve-
lutif d’ordre n +1 (§ 10). On peut donc donner & un groupe invo-
lutif Ja forme canonique

Z, X-L' ceey X,,_,t

et un groupe involutif contient au plus n 4 1 fonctions; deux groupes
invelutifs de méme ordre sont équivalents par rapport au groupe G.

De méme deux groupes involutifs de méme ordre dont les fonctions
ne dépendent pas de z sont équivalents par rapport au groupe des
transformations en z, p.

Si les fonctions fi, ..., fq sont homogénes c¢n p, il peut se pré-
senter deux cas : ou bien toutes les fonctions f sont d’ordre nul, et
I'on peut donner au groupe la base canonique X,, ..., X4, ou bien
toutes ces fonctions ne sont pas d’ordre nul et I'on peut donner au
groupe la base canonique Py, P;, ..., P;. On a donc deux classes de
groupes homogénes; dans chacune d’clles, deux groupes du méme
ordre sont équivalents par rapport au groupe des transformations
homogenes:

17. Propriétés d'invariance des transformations en xz, p. — Il
nous suffira de considérer le groupe des transformations pour les-
quelles p =1, les propriétés que nous obtiendrons n’étant pas trow-
blées par une homothétie.

I. Nous allons en premier lieu nous occuper d'un systéme de fonc-
tions ne dépendant que des x, p. On dit que ¢ fonctions distinctes.
Jis -+ .y fq des z, p forment uu groupe d’ordre ¢ (¢ < 2n) si toutes
les parenthéses (fi, fx) s’expriment au moyen de f, ..., fy) seule-
ment :

(fufk) =f“'t/-(f1: ---:fq)~

Toute fomction telle que F(f,, ..., f;) est dite apparienir au
groupe et deux fonctions quelconques du groupe jounissent de la pro-
priété précédente.
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Toute transformation cn z, p conserve la propriété d’un systéme
de fonctions de constituer un groupe. Nous nous proposons de déter-
miner les conditions nécessaires ct suffisantes d’équivalence de deux
groupes par rapport au groupe des transformations en x, p. Nous
emploierons pour cela une méthode qui nous servira encore par la
suite : en utilisant des covariants aux fonctions considérées relative-
ment au groupe des transformations en &, p, nous déterminerons un
systéme de différentes bases canoniques possibles pour un groupe
en z, p; deux groupes sont équivalents si I’on peut leur donner la
méme basc canonique et seulement dans ce cas, les différentes bases
canoniques envisagées n’étant pas rvéductibles entre elles par une
transformation en z, p.

Considérons la forme quadratique extérieure

® =2 aultbi] (L hk=12,...,q);

la forme bilinéaire qui lui correspond permet d’scrire la parenthése
de deux fonctions quelconques g et ¢ de fy, ..., fy, en y remplagant
les deux systémes de variables § par les dérivées partielles de ¢ et §
par rapport & f1, ..., f,. La forme ® est covariante absolue de v et
par rapport & toute transformation en z, p pour laquelle p =1 et qui
échange entre elles les fonctions f, a fortiori est-elle covariante par
rapport i tout échange des f, les z, p n’étant pas modifiés, étant bien
entendu que les £ subissent une substitution linéaire contragrédiente.
de celle qui résulte du changement de variables pour dfy, ..., dfy.

Pour une substitution linéaire sur les £ a coefficients fonctions
de fi, ..., fq, on peut véduire @ a la forme

® =& Elz]‘{‘ . '+[E-'m—-|elra];

la transformation contragrédiente sur les df (a coefficients fonetions
des f conduit a g formes de Pfaff indépendantes, m,, ..., w,, telles

que
B o+ .+ Egwy =6 dfi+. ..+ E,df,.

En introduisant 2n — p formes linéaires nouvelles a,, ..., W2 p
indépendantes entre elles et indépendantes des @, on peut donner 4 la
forme o' I'expression

w=[18] +...+ D1 ®25] + [@rg41 0, ] +. ..
+[Bgwi—26] + [©Wg—20+1Wg—20+5] +. ..+ l,“’m—q——q Wyp—g v
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Posons
T=[w W] +. ..+ [Br—1Bys];

T est construite uniquement avec f, ..., f, et leurs différentielles,
de méme que chacune des m. Prenons la dérivée extérieure de la rela-
tion précédente

Fot (W 01] . [0y 0g—a6 ]+ [ Bag 0]+ o+ [By0)_g5 ] =0
(mod Oy 2641 -+« Wan—gq)-

Les termes écrits ne peuvent se réduire avec ceux qui ne le sont pas,
Quand on suppose

(31) Wag+1 = O, ey ©;= 0,
la relation précédente montre que
m_;gq_l: o, ceey m;1= oy

il'en résulte que le systéme (31) est complétement intégrable (1};

SOit ¥agy1; ..., Yg un systéme d’intégrales premiéres de ces équa-
tions; ce sont des fonctions des f. Quand on supposec maintenant
que ¥sgyi, ...y ¥q sont conslants, ' est nul; w est donc une diffé-

rentielle exacte d’une forme de Pfaff; si 'on supposé cette forme
ramenée a
y1dys—+...+ Yag—1 dyag,
on peut écrire
©=[dy,dys]+...+ [dy—1 d¥yaq]

en supposant yagiqy - .., Yq Cconslantes.
Finalement, en remplagant’les f par g autres.fonclions distinctes
de leur groupe, on peut mettre o’ sous la forme

o'=[dyidys]l+...+ [dyro—1 dyse) + [dysoii 0] +.. .+ [dyiosse] +...,

® a la forme

=[]+ ..+ [EgiBrol.
On peut donc trouver 20 fonctions distinctes du groupe telles que
(32) uye)=(rsy)=...=(yo=1, Y2e) =1,

toutes les autres parenthéses étant nulles.

(') Voir par exemple § 23.
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Les fonctions yagyq, ..., ), sont en involution avec toutes les
fonctions du groupe : ce sont les fonctions distinguées du groupe.
D’ailleurs, e¢n se rappelant que les fonctions ¥y, ¥gy -+ -5 Yaosty
Yao+2s -3 Vg forment un groupe conjugué par rapport 4w, on peut
trouver des différentielles exactes pour remplacer les w; et par consé-
quent trouver 2n — ¢ fonctions yg.1, .., Yan, indépendantes entre
elles et de yy, ..., yq, telles que

(Vo015 Yg+1) =1, cery (Vgy Vrg—1) =1,
(Yag+1; Yoqea) = .= (Y2a—1; Yan) =1,

outes les autres parenthéses étant nulles.

Par une transformation de contact en z, p on peut dong transformer
es fonctions de base du groupe en

L1, ey Xgy Tag1y ey g

Py, -y Po

on aura un systéme des différentes bases canoniques que I'on peut
donner a un groupe d’ordre ¢ en donnant & ¢ les différentes valeurs
possibles. On voit donc qu’en dehors de I'ordre, un groupe de fonc-
tions en z, p n'a, par rapport aux transformations en z, p, qu'un
invariant : le nombre de ses fonctions distinguées.

Mais on peut tirer d’autres conséquences de ce qui précéde : les
fonclions ¥ag41, - - -, ¥2n forment elles-mémes un groupe; c’est le
groupe polaire du groupe donné qui comprend toutes les fonctions
en involution avec toutes les siennes. Le systéme

(3’3) (fouf)=o0 (i=1,2,...,9)

est complet; la réciproque est immédiate et donne le moyen de
reconnaitre si ¢ fonctions forment un groupe. Mais ce moyen.exige
que l'on connaisse ces fonctions; il peut arriver que l'on sache seule-
ment de ces fonctions qu’elles sont les intégrales d’un systéme com-
plet, ou les intégrales premiérés d’un systéme d’équations aux diffé-
rentielles totales.

Voici comment on reconnaftra que les fonctions ainsi définies

forment un groupe. Soit
T =0, sy Tg=0

ie systéme complétement intégrable qui les détermine; on forme les
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parenthdses

, (mi, df )= Asf
et Yon pose )
dfi= Nzt +Mr, ((=1,2,..., ¢),

le déterminant des 1 étant différent de o; par conséquent
(fo £)=NAf+...+2AfA 1<

et le systéme (33) est équivalent au systéme (34)

(34) Af=o (i=1,2 ..., —q)

1l suffit donc de reconnaitre que le systéme (34) est complet (une
autre démonstration est donnée par Kantor et M. Engel {30, 19}).
Si I'on pose

T =2 @ridzi~+ Bradp;

et que l'on suppose ce systéme complétement intégrable, les fonc-
tions qu'il définit satisfont au sysléme complet

d
2 P/t +\°11 '; 0,

elles forment un groupe si 1e systéme

Zpk'dx uki()l =e

est complet, ce qui est équivalent a ce que

2 Gji d.l‘i—-— Pji dpg:: 9

soit complétement intégrable.
En particulier, les fonctions distinguées d’un"groupeé donné forment ..
un sous-groupe involutif qui est défini par les équations

Wag-+1 — 9, ceey Wy== 0
et auquel s’appliquent les considérations précédentes.

18. II. Occupons-nous maintenant de systémes de fenctions con-
tenant z. Nous aurons a considérer non plus seulement 'invariance

of

de «', mais-celle de w et a faize intervemir I'expression {f} = 3= qui
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dans le cas précédent était toujours nulle; cette expressiom esk un
covariant de f par rapport aux transformations en z, p; d’autre part,
la parenthése devient ici le crochet; nous dirons que les ¢ fonctions
distinctes fy, ..., f; de z, 5, p délinissent un groupe d’ordre g si

toutes fes expressions { £;}, [ f;, f;] s’expriment au moyen de f, ..., fq
seulement. Posons

fil=an  [fufil=ay

les a; et a;; étant certaines fonctions des f. Considérons les deux
formes.

o= alEl_‘:---"_ aqEq:
& =¥ aylLk]

A toute substitution linéaire, a coefficients des f seulement, effec-
taée sur les £, nous faisons correspondre la substitution contragré-
diente effectuée sur les df. On peut ramener @ a la forme réduite

P =[E £y ]+ .+ [ Bis] (252¢9);

introduire des fonctions w comme précédemment et distinguer trois
cas suivant que ¢ peul s’écrire

a. 9o=o0; b. o=E\; . 9=~E80g

a. Cest le cas précédemment étudié, toutes les accolades étant
nulles.

b. Ona

[0 (®—w)]=[wrm:]=...= 0B, ]| =0
toutes les parenthéses (@, w;) sont nulles, sauf
(B, T2) =...= (Bag—1 Wag) =1
etiw est réductible a la forme

w'=[(m1—w)w,]+[waw ] +...
+‘[mg@._1'm'w] —+ [E,IG—F! Q}]‘—F. e [qut_m}
+ [Wg—2g+1Wg—agta] . vt [ Wan—g1 02a g}
Posons
T=[o,®]+...+ [B—1Bas]

et prenons la dérivée extérieure de o"

' —[w@1 ]+ wwh+,..=0,
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On peut poser

=1,

Ya

@ Bag+1 = d¥ 2041, . By =dyg;

on constate que la dérivée de — est nulle quand on suppose
2
Yag+1y --+y Yg constants, et 'on peut écrire

r = y:([dy, dy2] +[dys dys] ...+ [dyae—s dyas])
et

- d
' = [_yz w] + ! [dy1 dys] +y,([dy3 dyi]+. ..+ [dYae—1 dy,,])
Ja Je -

-+ [d]’gq—i ;1] +. ..+ [dyq;q_zg'] ...+ [Gzn—-q—d;ln—q],

et les fonctions yy, ..., y4 du groupe sont telles que
1
(35) ;Jﬁi:r, [}/1,_}/2]=—;;, [7s sl =...=[Y20—1, V2o ]=—Ys,
en se souvenant que
[ys) Yil=—(ys, i)

tous les autres crochets et accolades sont nuls.
Comme base canonique, on peut prendre

Z, Xl, LR Xc—1§
P, .+, Pooiy Po ...y Pyg

Il y a ¢ — 20 fonctions distinguées qui sont, par exemple, les
rapports mutuels des Ps, ..., P,_g.

On en déduit immédiatement que le systéme

[
[/, f1=0, Ti =0
est complet.
c. Dans ce cas, toutes les accolades et parenthéses de @ sont nulles,
sauf | ®agy1} et (@, W), «. ., (B2ge1; ®ag). La forme o’ est réduc-
tible a

o'=[m1 @] ...+ [ B—1 Bag] + [ (Tagr1— )0, ] + [®aorawe ] +...
+[@gwy—20] + [0Wg—20+1 Wg—2g4a[ +...+ [®2n—g—102n—g]

ou encore &

w'=[dy, dj’»z] +. oo+ [dyse—i dyss]
+ (D 2o+ Y1 AYat+. ..~ Yag—y dyse—w)uw, ]
+Japrorewr] +. ..+ [dygwess]+....
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Les fonctions yy, ..., y4 du groupe satisfont aux relations

(36) g.}’za+1‘=l, [y r2l=...= V-1, y2s]l =1,
[V1; Voot =— 1, ey [V20—15 YVoo+1] =— Y2e—1,

tous les autres {y;} et [y}, ;] étant nuls. Par une transformation de
contact en z, p, on peut donner au groupe la base canonique

Z, X, Xoy ..., X, Xowt, .., Xgogo,
Pl7 P27 LR PO‘;

il y a ¢ — 20 — 1 fonctions distinguées.

En résumé, un groupe de fonctions en z, z, p d’ordre ¢ a relative~
ment au groupe des transformations en z, p en dehors de son ordre,
un seul invariant : le nombre de ses fonctions distinguées; il est sus-
ceptible de recevoir une base canonique d’un type ou d’un autre,
suivant qu’on obtient le nombre de ses fonctions distinguées en
retranchant de g un nombre pair ou un nombre impair.

19. Transformations homogénes. — Nous supposerons z invariant
et ne considérerons que des fonctions en z, p. Nous considérerons
les covariants qu’on forme au moyen des symboles

', o
(F1=2pigs e ()
Pour ne pas compliquer les notations, nous désignerons encore par &
la forme invariante qui est ici
P1AZxi ...+ ppdzp.

Nous dirons que g fonctions en z, p: fi, . .., f,, fornient un groupe
si toutes les expressions {fi} et (fi, f;) s'expriment au moyen
de fi, ..., fq seulement; nous introduirons encore les formes ¢ et ®
et nous aurons encore trois cas & considérer :

a. 9 =o0; toutes les fonctions sont homogenes et de degré o; le
groupe est nécessairement involutif.

b. ' est réductible a

w'=[dy,dy,]+...+ [dyse—s dysq]
+[(0+dys)o ]+ [dysgriwe] +. w+[dygwgsos] +....

On peut donc choisir dansle groupe ¢ fonctions distinctes y4, .. ., ¥q,
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telles que
() { [rif ==y | ==,

s ye) = (¥ ) =1..= (Y1, ¥ic) =T,

toutes’les autres accolades et parenthéses étant nulles.
Par une transformation de contact homogéne, on peut donner au .
groupe la base canonique

P“ ceey Pq;
Xi, ceey X.,, ch_H, caey XH;

il y a ¢ — 20 fonctions distinguées.
e. o est réductible &

w'=[dy,dy:]+...+ [dyss— dyac]
+[(1) d’]"m+1]+ [dy;a+ow,]—l4. . .+[d‘yq@q—20‘+i]+' o

On peut done choisir dans le groupe g fonetions distinetes ¥y, -+, ¥gx.,
telles que
(38) { {‘.}’2a+1 ! = ¥ao+1)

(Fa ¥2) = .. = (V20—1), Y7o) = Voor,

toutes les autres accolades et parenthéses étant nulles. Par une trans-
formation homogéne; on donne au groupe la base canonique

Ly .oy Fgy Eg4o.. o nLygy

P, vy Poy Po+i, +-+y Pg—o;

il y a ¢ — 20 fonctions distinguées.

Dans les trois cas, on peut choisir au groupe une base o toutes les
fonctions sont homogénes et de degré o ou 1.

Ce qui distingue fes cas b et ¢, c’est que, dans le premier, toutes
les fonctions distinguées sont d’ordre nul et que cela n’a pas-liew dans
le deuxiéme. Un groupe de fonctions x, p a donc vis-a-vis du groupe
des transformations homogénes, en dehors de son ordre, deux inva-
riants : le nombre de ses fonctioms distinguées est celui de ses
fonctions distinguées d’ordre nul. Deux groupes sont équivalents
s'ils ont les mémes invariants.

20. La théerie des groupes de forctions et les transformations qui
conservent une forme de Pfaff. — Adoptons vis-3-vis d’une expression
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de Pfafl non réduite & sa forme canonique el que nous supposerons
d’abord exprimée au moyem de variables earactéristiques, les défi-
nifions qui nous ont servi pour les groupes relatifs aux formes cano-
niques. Il résulte, sans plus, des ealculs que nous avons exposes,
que :

I. Sil’on considére une forme de classe paire w, de zy, ..., 2, et

un groupe de fonctions fi, ..., f;, d’ordre g, relatif anx transfor-
mations, qui reproduisent w, a une différentielle exacte prés, on peut
choisir parmi les fonctions du groupe g fonctions indépendantes
Y1y« vy ¥ qui satisfont aux relations (32 ); ou bien le systéme (3g),

(39) Si=rey, vy fq=cqa

olt €4, ..., Gg sont des constamtes arbitraires, esl en involution
(relativement & o').

I1. Si 'on considére une forme w, de classe impaire, des variables
Zyy +evy Togyy, un groupe d’ordre g, relatif aux transformations qui
conservent w, posséde une base dont les éléments satisfont soit aux
relations (35), soit aux relations (36); ou bien le systéme (39) est en
involution.

HI. 51 I'on considére une forme w de classe paire des variables
Xy, «+vy oy, un groupe de fonctions de z,, ..., x,,, dordre g,
relatif aux transformations qui conservent w, posséde une base dont
les éléments satisfont aux relations (37) ou (38); ou bien le sys-
téeme (39) est en involulion.

Il est possible, comme précédemment, d’associer au groupe un
systéme complet; la considération des fonctions distinguées, qui sont
données par un systéme complétement intégrable, permet, grace aux
résultats que nous avons acquis sur les T, d’énoncer les conditions
d’équivalence de deux groupes de fonctions vis-a-vis du groupe de
transformations auquel ils sont tous deux relatifs.

On voit qu’au fond la théorie précédente a pour but de déterminer
dans un groupe de fonctions, relatif & une forme w, le plus grand
groupe conjugué ou semi-conjugué relativement a celte forme qui y
est contenu; cette détermination a une grande importance pour les
problémes d'intégration.

On peut, du reste, donner a tout ce qui vient d'étre dit une plus -
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grande portée, en ne supposant plus que « soit exprimée an moyen de
variables caractéristiques et en supposant que fy, ..., fg sont des
intégrales premiéres connues du systéme caractéristique de w. Tous
les calculs faits subsistent et s’appliquent, par conséquent, au pro-
bléme général de l'utilisation d’intégrales premiéres connues pour
I'intégration du systéme caractéristique d’une expression de Pfaff(*).

21. Groupes de fonctions vis-i-vis du groupe des transformations
de contact générales. — Cherchons d’abord la définition a donner du

groupe. Soient f, ..., fy, ¢ fonctions distinctes de xz, z, p. Une
transformation de contact est définie par la relation

(17) Q@=pw  (p#o0)

Supposons que f, et f, soient deux fonctions du groupe qui ne
soient pas en involution (si toutes les fonctions f étaient en invo-
lution, le groupe serait involutif et c’est un cas traité), et soient F,
et I, leurs transformées; on sait que

e[Fy, Fa)x=Lf1, felx;
[Fy, Felx@ =[f1, falew;

on peut donc écrire

autrement dit, la forme |f,, f2]zw est invariante. Calculons pour
cette forme les expressions { } et ( ); posons
U fl= o
|/ =Ifw,f]—-w3{;
(f, &)=wl/f, gl

Nous dirons que les fonctions /4, ..., f; forment un groupe si toutes
les expressions

i) =twsa—edl o wifg]

s'expriment au moyen de fi, ..., f; seulement; la derniére condition
exprime simplement que les rapports des crochets des fonctions du
groupe prises deux a deux s’expriment au moyen des fi, .. ., fq.

(') Voir le fascicule a paraitre sur ce sujet dans le Mémorial des Sciences mathe-
matiques.
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Remarque. — Ce que nous venons de dire prouve que si fy, ..., fq
sont ¢ intégrales premiéres du systéme caractéristique d’un systéme
d’équations du premier ordre en involution, si les expressions { |

et () ne s’expriment pas en fy, ..., fq, elles fournissent de nou-
velles intégrales premiéres (33).

D’autre part, par une T, on peut s’arranger pour que w==1; il
suffit de choisir cette T pour que p =[f\, fa]. alors [F,, Fo]=1, et
I'on est ramené au cas précédemment étudié. Par conséquent, par
une transformation de contact, on peut toujours amener un groupe
en z, z, p, non involutif a 'un des deux types suivants :

Z, Xl, ey ‘g—], \ra', even \q—o‘;
Pl) ey Pg-_i
ou
Z; Xh (R ‘c‘—l;
P], ceea Pq—l, PO‘) .oy P(]——O"

On peut se proposer de reconnaitre si les intégrales du systéme
complétement intégrable

W, =0, ey Weg=10

forment un groupe. On s’appuie pour cela sur la propriété suivante
le systéme

o)  [fufl=o ... LfSfl=0o, [w,f]-%:o

est complet si fi, ..., f; forment un groupe et réciproquement, Or,
on obtient un systéme équivalent a (40) dans le suivant :

(@1, df)=0, ..., (wg df)=o, [v,f—--j{:o,

od v =(wi, @), par exemple, et, comme toujours, (@, df) est
Jéfini par . '
[ww'r e, df = (@, df ) [ww'?].

Si les fonctions f1, ..., f; étaient données comme intégrales d’un
systéme complet, on formerait le systéme complétement intégrable
correspondant. D’ailleurs, tous ces calculs sont bien simplifiés si 'on
élimine dz au moyen de la relation

dz = w-+p dri+...+ ppdry,.

Remarque. — Nous avons étudié les propriétés d’invariance, par
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rapport au groupe G, de systémes tout & fait spéciaux de Yonetions,
systémes auxquels on est conduit par la théorie des équations aux
dérivées partielles du premier ordre. On peut signaler des systimes
un peu plus généraux qui se présentent dans la théorie des transfor-
mations des équations aux dérivées partielles du deuxiéme ordre 2 un
nombre quelconque de variables indépendantes. Il s'agit de systémes
de g fonctions fi, ..., fyde z, 3, p, tels que les rapports des cro-
chets de ces fonctions prises deux A deux s’expriment au moyen
de fi, ..., fy seulement sans que la premiére condition qui sert a
caractériser les groupes soit remplie. Celle propriété du systéme de
g fonctions est évidemment invariante par rapport au groupe G [121.

GENERALISATIONS DIVERSES.

22. Transformations de contact prolongées. — Soient

('2) { X,-:E(.Z‘l,...,z, Pfl)) Z=2(.Z‘, %, P)’

Pi:ﬁ(x’ 3, p) (i=17"'ap)

les formules qui définissent une transformation de contact, Sup-
posons que z y représente une fonction de Xy eoeyZny Poy«eeyPr
ses dérivées partielles du premier ordre; on en déduitalors pourZ, en
général, une fonction de X, ..., X, dont les dérivées partielles dw
premier ordre se calculent au moyen des expressions des P;. Un calcul
classique permetde trouverles dérivées secondesP;;(i, /=1, 2,...,n)
de Z par rapport a X; et X; en fonction des z, de z et de ses dérivées
premiéres et secondes. Les formules obtenues ne sont pas valables
pour les fonctions z solutions d’une certaine équation de Monge-
Ampére (¢); inversement, elles permettent d’exprimer les z, z, p;, pij
au moyen des X, z, P,, P,;, sauf lorsque z est solution d’une certaine
autre équation de Monge-Ampére (&).

On a ainsi prolongé la transformation de contact jusqu’au second
ordre : deux surfaces ayant, en ua point, un contact du deuxiéme
ordre sont transformées en deux surfaces jouissant de la mémex
propriéié.

On peut prolonger la transformation jusqu’a un ordre quelconque ¢
et la transformation prolongée est encore reversible et jouit de la
propriété de conserver le contact d’ordre ¢ entre deux surfaces en
général.
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Lie posa le probléme de trouver les transformations reversibles
d’éléments d’ordre ¢, gui, 4 une surface, fassent correspondre em
général une autre surface; il pensait que les T prolongées jouissaient
seules de cette propriété; Backlund prouva'que cette vue était juste [1].
Pour nous limiter au second ordre, ee fait peut se formuler de la
fagon suivante : le systéme de Pfaff

dz —pdr—qdy =o,
(41) dp — rdr— sdy =o,
dg— sdr—tdy=o

n’est transformé en lui-méme que par des transformations qui cen-
servent sa premiére équation.

L’insucceés de cetle tentative de généralisition tient essentiellement
a la différence profonde qui existe entre les propriétés d’une équation
de Pfaff et celles d'un systéme d’équations de Pfaff. Toutefois, le
systéme (41), ainsi que les systémes analogues correspondant & un
ordre quelconque, et quel que soit le nombre des variables indépen-
dantes, sont des systémes de Pfaff qui jouissent de propriétés particu-
liéres. Pour les mettre en évidence, nous nous appuierons sur quel-
ques considérations générales relatives aux systémes de Dfaff que
nous allons rapidement esquisser; nous aurons acquis en méme temps
le moyen d’indiquer une voie ou I'on s’est engagé en tentant de géné-
raliser les T.

23. Classe et systdme caractéristique d’un systéme de Pfaff. —
Soit un systéme de k équations de Pfaff en 2y, ..., 25 :

wy = ay, dr,+ apdry+...+ ay, drp=o,

(42) ......................................... ,

La classe de ce systéme est égale au nombre minimum de variahles
au moyen desquelles il peut étre exprimé, soit c.

Le systéme caractéristique de (42) est le systéme associé¢ des
tormes

Wi ..oy Wiy lovg, ooy @, wII]; ceed [(1)‘, cony Wp,y “;l}'

On le démontre par une méthode analogue & celle qui nous a servi
pour le théoréme ¢ ,
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On retrduve comme application les conditions de compléte inté-
grabilité de (42), dont nous nous sommes servis (§ 17) :

, /
w| =o0, . 0, =0 (mod vy, ..., w,).

Systéme dérivé. — Nous disons qu’une équation de Pfaff Q appar-
tient au systéme (42) si

Q=)o +...-hpwp,
et qu’elle appartient au systéme dérivé de (42) si, en plus,

Q'=o (mod wy, ..., wz).

Le systéme dérivé est donc défini par toutes les équations de (42)
indépendantes entre elles quijouissent de cette propriété. Par exemple,
le systéme (41) admet un systéme dérivé composé de sa premiére
équation.

Le systéme dérivé d’un systéme est covariant de ce systéme par
rapport a tout changement de variable.

On définit les dérivés successifs qui jouissent de la méme propriété
de covariance.

.24. Impossibilité de transformations de contact du deuxidme
ordre. — Toute transformation qui laisse (41) invariant doit laisser
invariant son systéme dérivé, ¢’est-a-dire dz—p dr—q dy=o, c’est
donc une T prolongée.

Supposons que nous établissions une relation entre x, y, 3, p, g,
r, s, t; le systéme (41) devient de classe 7, mais admet encore comme
systéme dérivé sa premiére équation seulement. On démontre aisé-
ment que, réciproquement, tout systéme de trois équations de Pfaff a
sept variables et de classe 7, admettant un systéme dérivé composé
d’une équation de classe 5, peut étre associé a une équation aux déri-
vées partielles du second ordre a deux variables indépendantes [24].
On en déduit que les seules transformations réversibles entre surfaces
intégrales de deux équations du second ordre qui conservent le con-
tact du second ordre sont les T prolongées.

Ces résultats s’étendent sans difficulté aux transformations d’ordre
quelconque quel que soit le nombre des variables.

25. Transformations de surfaces par abaissement de l'ordre du
contact [1,"2, 10]. — Pour préciser, proposons-nous de trouver des
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fonctions X, Y, Z, P, Qde x, y, 5, p, q, 1, s, t, telles que

dZ —PdX —QdY
=p(ds—pdz—qdy)+\Ndp—rdr—sdy) +p(dg—sdr—tdy);

nous sommes conduits & des transformations qui changent en général
deux surfaces ayant un contact du deuxiéme ordre en deux surfaces
ayantun contict du premier ordre ; mais ces transformations ne se font
que dans un sens; elles se prolongent en permettant d’exprimer les
dérivées d’ordre n de z au moyen des coordonnées d’élément d’ordre
2+ 1de z. Elles ont des applications & la théorie des transformations
des équations aux dérivées partielles du deuxiéme ordre, mais surtout
I'étude de leurs singularités est intéressante. Cela s’applique, quel que
soit le nombre des variables dont dépend z et aussi quel que soit
Pordre de ses dérivées qu’on fait intervenir. L’étude des transfor-
malions que nous envisageons met en évidence certaines catégories
d’équations aux dérivées partielles qui jouissent de propriétés parti-
culiéres quant a la structure de leurs intégrales et quant a la possi-
bilité de les transformer e¢n une autre équation. D’ailleurs, ce ne sont
pas seulement des équations uniques qui sont mises en relief, mais
aussi des systémes d’équations cn involution de types particuliers et
qui se présentent ainsi tout naturellemént comme sujet d’étude.

26. Probléme de Bicklund généralisé [voir fascicule VI du Méme-
rial (')]. — On est donc conduit a des transformations qui concernent,
non plus toutes les multiplicités de Pespace, mais seulement les multi-
plicités intégrales de cerlaines équations ou certains systémes d’équa~
tions aux dérivées particlles. Bicklund, le premicr, s’est posé un
probléme de cette nature [3], en se donnant a priori quatre relations
entre les coordonnées de deux éléments du premier ordre de I’espace
ordinaire ; on peut remplacer ce systéme de quatre relations par
d’autres systémes plus compliqués [10], mais il faudra bien toujours
€tre guidé par quelque idée pour leur choix, et c’est, en général, des
considérations géométriques qui dictent la fagon de choisir. A de tels
systémes, on peut faire correspondre des systémes d’équations de
Pfaff, et c’est en somme, a I'élude de ces deraiers systémes qu’on se

(') Nous signalons que page 50 de ce fascicule, ligne 12, il faut lire entre paren-
théses 12 au lieu de 11,
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trouve ramené, mais la encore, ces sysiémes ne soul pas pris au
hasard : ce sont des systémes de Pfaff qui se présentent dans la théorie
des éqnations aux dérivées partielles qui interviennent,

Par exemple, a toute équation du second ordre, on fait corres-
pondre un systéme particulier de trois équations de Pfaff, de classe
et réciproquement; mais si I'équation admet des caractéristiques du
premier ordre, ce systéme comprend deux équations qui forment un
systéme de classe 6. De méme, a toute équation du troisiéme ordre,
on peut faire correspondre un systéme particulicr de six équations de
classe 11; pour des équations particuliéres, ce sysltéme comprend un
systéme particulier de trois équations de classe 8 ou de quatre équa-
tions de classe g [11, 12, 22].

On peut aussi considérer, selon les idées de M. Vessiot, les sys-
témes d’équations linéaires aux dérivées partielles corrélatifs des

systémes Pfaff [34].

27. Tandis que 'étude des transformations de eontact se confond
avec celle des transformations d’'une équation ou d’une expression de
Pfaff quelconque, celle des transformations auxquelles nous sommes
conduits ont rapport a des systemes de Pfaff, de structure partica-
liére.

Mais il y a une maniére plus catégorique de concevoir la générali-
sation des T : c’est d’envisager les transformations qui laissent inva-
riant un systéme d’équations ou d’expressions de Pfaff; on est amené
ainsi & un probléme difficile que, grace a ses méthodes, M. Cartan a
pu traiter, édifiant ainsi la théorie de la structure des groupes infinis
de transformations [7']: ce point de vue englobe, en un cerlain sens,
le précédent comme cas singulier.

Enfin, il convient de signaler que Kantor [30] avait congu I'tdée
d’étudier les transformations qui laissent invariante une forme bili-
néaire alternée de dilférentielles, c’est-a-dire, en somme, une forme
différentielle extérieure quadratique, en établissant un paralléle entre
cce probléeme et celui de la recherche des propriétés invariantes d’une
forme quadratique ordinaire de différentielles, c’est-a-dire un ds?; il
s'est d’ailleurs borné au cas d'une forme différentielle extérieure
quadratique dérivée exacle, qui est de beaucoup plus simple que le
cas général traité ici.
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