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TRANSFORMATIONS DE CONTACT 
ET 

PROBLEME DE PFAFF 

P a r M . G. C E R F . 

INTRODUCTION. 

Considérons une équation de Pfaff( i) à 2 n H- 1 variables, rédui te 

à sa forme canonique 

(1) a> = dz—pi dxx—...—pndxn — o\ 

et d 'autre par t les formules d 'un changement de variables : 

X ! = X , ( . r , 2, pn), . . . , Z = Z O , z, p), . . . , 

H « = Pu(* , *, p) 

Les fonctions X , Z, P sont des fonctions continues des arguments 
qui y figurent dans un domaine (d) ; elles admettent en chaque point 
de ce domaine des dérivées partielles premières et le système ( 2 ) y 
est résoluble par rappor t aux x, z, p. 

Les formules (2 ) définissent une transformation de contact si elles 
permet tent de déduire de l 'équation (1) l 'équation ( 3 ) 

(3) Q =dZ — Pt dX{—...— PndXn=o, 

c'est-à-dire s'il existe une fonction p des x, z, p non ident iquement 

nulle, telle que la relation ( 4 ) 

( 4 ) Q = Pu> 

soit ident iquement vérifiée comme conséquence des relations ( 2 ) . O n 
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dit aussi que les transformations de contact sont définies par la con­
dition délaisser invariante l'équation ( i ) ; rappelons-en l'interpréta­
tion géométrique. 

Considérons un espace euclidien à n - j - i dimensions rapporté à 
des coordonnées cartésiennes xly . . . , xnj z. L'ensemble d'un point 
et d'un hyperplan à n dimensions qui passe par ce point constitue un 
élément de contact du premier ordre (e) dont les coordonnées 
sont 2 / 1 + 1 nombres, par exemple x{J . . . , # „ , z, />,, . . . , pn, 
les n-\-\ premiers étant les coordonnées du point et les autres, les 
coefficients de l'équation de l'hyperplan. La transformation (2) fait 
correspondre à un élément (e) dont les coordonnées appartiennent 
au domaine (d)r nous dirons pour simplifier à un élément apparte­
nant à (d), un autre élément (E) , et lorsque (e) décrit le domaine (d), 
(E) parcourt un domaine (D) . Deux éléments infiniment voisins 

e(jru . . . . />„) et é\xï^rdxu . . . , pn-^ dpn) 

sont « unis », si la relation (1) est vérifiée. On appelle « multiplicité 
d'éléments unis » une infinité d'éléments telle que deux éléments 
infiniment voisins en soient unis; une multiplicité d'éléments unis 
est transformée par une transformation de contact en une multiplicité 
d'éléments unis et deux multiplicités d'éléments unis ayant un élé­
ment commun sont transformées en deux multiplicités analogues. 

Nous désignerons désormais une transformation de contact par une 
lettre T. Considérons en outre de la transformation (1) : T<, une 
autre transformation T, s'appliquant aux éléments d'un domaine (df); 
si (D) et (d') ont une partie commune, le produit de T, et de T', 
définit une nouvelle T qui s'applique à une certaine partie de (d). 
C'est avec une restriction de cette nature, qu'on peut dire que les 
transformations de contact forment un groupe G. 

L'interprétation géométrique que nous venons de donner de la 
définition analytique des transformations de contact conduit inver­
sement à généraliser le problème d'analyse initialement posé : au 
lieu de nous servir des coordonnées cartésiennes pour représenter les 
éléments de contact, nous pouvons employer bien d'autres procédés; 
par exemple, dans l'espace ordinaire, nous pouvons considérer lesoo^ 
éléments de contact comme portés par les oo1 surfaces d'un complexe 
de sjrfaces convenablement choisies; la condition qui exprime que 
deux éléments sont unis est encore une équation de Pfaffà 5 variables, 
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mais qui n'est pas réduite à sa forme canonique; on serait conduit à 
une généralisation analogue si l'on étudiait les transformations de 
contact dans un espace quelconque. 

D'ailleurs, dès le début, la théorie analytique des transformations 
de contact a été considérée comme cas particulier du problème de 
PfaflT, c'est-à-dire de l'étude des propriétés invariantes d'une équation 
de Pfaflf quelconque. Or cette étude a gagné beaucoup en simplicité 
grâce aux méthodes nouvelles que M. Cartan [7] a réalisées méthodes 
qui ont reçu un complément important de M. Goursat [24]. 

Le but de ce fascicule est principalement de résumer ce qui, dans 
ces méthodes, et en particulier dans la multiplication et la dérivation 
extérieures (1), a un rapport direct avec les T, de retrouver les 
propriétés d'invariance connues du groupe G, d'en indiquer l'exten­
sion au groupe des transformations qui conservent une expression 
ou une équation de Pfaflf non canonique. Les résultats obtenus (voir 
en particulier § 1(3 à 21) peuvent être interprétés immédiatement du 
point de vue de la théorie de l'intégration des équations aux dérivées 
partielles du premier ordre, ce que nous ne ferons pas, un autre 
fascicule de cette Collection devant y être consacré. 

Nous signalerons d'autre part des tentatives de généralisation des T 
et comment elles ont conduit à l'étude de transformations de certaines 
équations aux dérivées partielles d'ordre quelconque, ce qui rejoint 
la conclusion du fascicule VI de cette Collection consacré au problème 
de Backlund. Nous signalerons enfin que la généralisation la plus 
naturelle et la plus importante est constituée par la théorie des 
groupes infinis de M. Cartan. 

Pour le point de vue auquel nous nous sommes placés, l'historique 
se résume en quelques noms propres qui jalonnent le siècle dernier : 
Pfaflf [32], Hamilton [27], Jacobi [28], Grassmann [20], Clebsch 
[13, 14], Darboux [ lo , 10[, Lie [31], Frœbenius [20]. 

LES FOR>fES DIFFÉRENTIELLES EXTERIEURES. APPLICAT101NS. 

1. Multiplication extérieure [9]. — C'est une opération introduite 
par Grassmann [20] ; nous n'aurons à la considérer que d'un point de 

(1) La dérivation exténeuie est liée étroitement à la formule de Stokes qui a été 
utilisée sous une forme différente par M. M. De Donder (fasc. XIV du Mémorial)^ 
et Buhl (fasc. XVI). 
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vue purement formel. Nous indiquons le produit extérieur de deux 
quantités A et B par la notation [A.B] ou plus simplement [AB]. 

Soient n quantités w1, u2, . . . , un soumises à la multiplication 
extérieure; nous posons 

[ o si i = k. 

Le produit extérieur de deux formes linéaires 

i = i i = n 

* = 1 z = i 

où les a et a' sont des coefficients soumis aux règles habituelles de-
calcul, s'obtient suivant les règles ordinaires de l'algèbre, à condi­
tion de respecter Vordre dans lequel se présentent les quantités u 
et d'annuler les produits partiels où la même quantité u se présente 
deux fois. 

Exemples : 

= [ "2 wi ] — [ u, Ul] — 6[ u, uz] — 3[ u2 u,] -+- 3[ w4 w3] -+- 4[ Ml w4) + 2 [ a , w j 

= — [Wl^2] — ef^wal - f -ô f^^] — 3[w2w3]-+2[>2w4] — 3|>3w4]. 

De proche en proche, on définit des monômes de degré quel­
conque m, produits extérieurs de m quantités u dont le signe change 
quand on permute deux facteurs et qui sont nuls s'ils possèdent deux 
facteurs identiques. 

Exemples : 
[ U± U/, w5 ut u3 J = o, 

[ U± U6 UZ Uf, ] = — [ Ul UZ U$ tt4] = [ UL UZ M4 W5 ]. 

Le produit extérieur de deux monômes a et (3 : [a(3jf, est un 
monôme obtenu en écrivant les quantités a dans l'ordre où elles se 
présentent successivement dans a, puis (3 : 

[ |>2 U6 K3] [il, M l ] ] = [ W2 W5 W3 M 4 Ul] = — [ M 2 ^ 3 W4 M l Mg ] = n_ [ M l ^ ^ M 4 ^ 

Si a et (3 sont de degré impair, 
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Une forme extérieure de degré p est une expression linéaire par 
rapport à des monômes extérieurs de degré p et dont les coefficients 
sont des quantités soumises aux règles habituelles de calcul; elle est 
nulle si tous les coefficients de son expression réduite sont nuls, et 
seulement dans ce cas; deux formes de même degré sont égales si 
les coefficients correspondants de leurs expressions réduites sont 
égaux. 

Le produit extérieur de deux formes extérieures s'obtient par la 
règle qui donne le produit extérieur de deux formes linéaires ; le degré 
du produit est la somme des degrés des facteurs; le produit est nul si 
la somme des degrés dépasse m\ toute puissance d'une forme de 
degré impair est nulle. 

Le produit extérieur de plus de deux formes extérieures se définit 
de proche en proche. 

Exemples, — Posons 

F = [ if1w2] + [ « 3 ? ^ ] + . . . + [ iH$-\ u*s ], 

on a 

(5) 

JL [ F2] = [Mi U-2 W3 «4 ] -+- O l Ul Uh ll6] -K . .H- |>^_3 U2s-Z W2*-l U^s], 

L [ F»] = [ Ui U2 U3 Ut U5 W6 ] -+ - . . . , 

I £ F J H - 1 ] = o. 
\ ( 5 + T ) ! 1 

Pour que le produit extérieur de p formes linéaires soit nul, îï 
faut et il suffit que les p formes ne soient pas linéairement indépen­
dantes. Pour qu'une forme <£ soit divisible par une forme l inéaire/ , 
il faut et il suffit que le produit extérieur [O. / ] soit nul. On 
démontre ces propriétés en prenant comme nouvelles variables des 
formes linéaires considérées. 

F ayant la signification précédente, et / étant une forme linéaire, 

l'égalité 
[ F ' - i / ] = o 

entraîne 
/ - o , 

F étant une forme extérieure quelconque e t / , , /"s, . . . , /*, h formes 



linéaires indépendantes, la condition nécessaire et suffisante pour 
que F s'annule lorsqu'on établit entre les variables les relations 

/ 1 = 0, / 2 = 0 , . . . , //, = 0 

est donnée par l'équation 

(«) L F / I / I - . . / A ] = O. 

Il suffit pour le voir de prendre / , , / 2 , . . ., fh comme nouvelles 
variables. 

Les formes multilinéaires alternées, c'est-à-dire les formes linéaires 
à p séries de variables où l'échange de deux séries de variables 
reproduit la forme mais changée de signe, peuvent être représentées 
symboliquement par des formes extérieures. Par exemple, û p = 3 et 
que les trois séries de variables soient 

"«> " 2 " " < »' i- «'••! *'/, ; H ' n " ' , , . . . . , W / I , 

la forme multilinéaire alternée est la somme de termes tels que 

«12:« 

" 1 " 2 ":-. 

r, c2 ^3 

«V, Wo w>3 

auquel on fait correspondre le monôme extérieur 

et à la forme multilinéaire alternée, on fait correspondre une forme 
cubique extérieure $ . Cette forme cubique extérieure est covariaute 
absolue à la forme trilinèaire alternée : si l'on effectue sur les trois; 
séries de variables la même transformation linéaire, on obtient uae 
nouvelle forme trilinèaire alternée à laquelle correspond la forme 
cubique extérieure obtenue en développant dans 0 chaque produit 
extérieur partiel en fonction des nouvelles variables. Cette propriété 
de covariance des deux formes est fondamentale; elle est générale. 

La dérivée partielle d'un monôme A[utUjUk . . . ut] par rapport 
à Ui est le monôme A[ujuk . . . W/] ; la dérivée par rapport à uj du 
premier monôme est — A[tyuk . . . «,], etc. La dérivée partielle 
d'une forme extérieure par rapport à m est égale à la somme des 
dérivées partielles de ses termes par rapport à «,-. On définit ensuit© 
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les dérivées partielles secondes, ete. qui sont nécessairement prises 

par rapport à des variables toutes différentes. On a, par exemple, 

<?s<I> _ _ _ d*& 
diix lu àu2 dux 

2. Rang d'une forme extérieure [9]. — C'est le nombre minimum 

de variables au moyen desquelles, par une substitution linéaire con­

venable, il est possible d'exprimer cette forme. 

Soit une forme F de degré p\ le système des équations obtenues 

en annulant toutes les dérivées partielles de F d'ordre p — i est 

covariant à la forme F par rapport à toute substitution linéaire 

effectuée sur les u. Le nombre des équations indépendantes de ce 

système est égal au rang de la forme : le nombre p de ces équa­

tions indépendantes est au plus égal au rang /', lui-même au plus égal 

à AI; par un changement convenable de variables, on peut supposer 

que ces équations soient 

(7) M, — o. / / 2 = o iip=o ( p < / - ) ; 

alors la forme ne dépend pas de wp+i, • . . , u,n car elle ne peut, par 

exemple, contenir un terme où figurent //p + , et p — 1 autres 

variables u; par conséquent /'<p, donc r = p. 

Le système (7) est le système associé à F. 

Remarque. — Le rang d'une forme linéaire non nulle est évidem­

ment égal à 1 et le système associé à la forme s'obtient en l'égalant 

à zéro. 

Considérons par exemple une forme quadratique extérieure : 

F = ZciijliiiUj]. 

Son rang est nécessairement pair : cela résulte de ce qu'on peut lui 

donner, par un changement de variables convenablement choisi, la 

forme réduite 

F = [ U 1 U 1 ] H - [ U » U 4 ] - h . . . H - [ U M - 1 U w ] ( 2 ^ / 1 ) ; 

pour le montrer, on procède par récurrence en s'appuyant sur ce fait 

que, si ai2 ^ o, la forme 
_ , N 1 ràF ^Fi 
F ( w ) — -T— 

«12 L^'i àUij 
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ne contient plus les variables ui} u2* Le système associé à F se com* 

pose des équations 

Ui = o, U 2 = o , UJJ — o. 

Il résulte alors d'une des relations ( 5 ) que le rang de F est le double 
du plus grand exposant tel que [F5] ne soit pas nul. 

Quand on établit dans F une relation linéaire entre les variables a, 
son rang s'abaisse de o ou de 2 unités suivant que le premier membre 
de cette relation est indépendant de U | , L)2, . . . , U2S ou non. Si les 
variables sont liées par les h relations linéaires distinctes 

/1 = o. / 2 = o fh = o, 

le rang 2s' de la forme F, déduite ainsi de F est le double du plus 
grand exposant tel que 

[Frf7i.A---./^1 »H [l 'f / i • • . / / . ] • . 

qui lui est égal, ne soit pas nul. 
D'ailleurs 2s'>2s — 2/1 et l'égalité a lieu sous la condition néces­

saire et suffisante que 

(8) L F * - / ' + ' / , / 2 . . . , / / l ] = o. 

De quelque façon que l'on choisisse h'(h!<i h) fonctions parmi 
/ , , . . . , jht l'égalité précédente entraîne 

[F"-/''+«?iç2...?/^] = 0 ; 
en particulier 

[F*/ .] = o (« = 1, 2 , . . : , A); 

l'équation symbolique ( 9 ) , o ù / e s t une forme linéaire 

(9) [F* / ] = o 

constitue la condition nécessaire et suffisante pour que / s'exprime 
au moyen de U | , . . . , Ua<J. 

En particulier aussi, l'égalité (8) entraîne 

[ F * - ! / i / / ] = o. 

Nous allons montrer que si l'on suppose n = 2S et que h formes 
l i n é a i r e s / , . . . , / ^ satisfont à ( 8 ) , l'équation symbolique (10), où / 
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est une forme linéaire inconnue 

(10) [ F ^ V i / t • • - / * / ] = o (A + i < 0 . 

est équivalente au système d'équations 

(n ) [ F ' - » / , / ] = o (.- = 1 , 2 , . . . , A). 

En effet, l'équation (10) admet, avec les notations précédentes, 2s — h 
solutions distinctes : / , . . . , / A et les 2(s — h) variables de réduc­
tion de F , ; le système d'équations linéaires par rapport aux coeffi­
cients d e / , par quoi elle peut être remplacée, comprend par consé­
quent 2s — (2s — /1)=/1 équations distinctes. D'autre part, l'équa­
tion (11) admet toutes les solutions de (10), d'après ce qui a été dit 
quelques lignes plus haut; elle n'admet pas d'autres solutions, car 
elle est équivalente à h équations linéaires distinctes : on le voit en 
constatant que, dans Je cas contraire, la relation 

[ F ' - i a , / , ' - . . . + À A / A V ] = O. 

où les 1 seraient des paramètres à déterminer, devrait être vérifiée 

quel que s o i t / ; donc qu'on devrait avoir 

[ F * - ' ! / . , / , • . . . ' À/I// , .»1 = O; 

ce qui exigerait que 
À, / l -H . . .-+ \hfh= O 

et serait en contradiction avec l'indépendance d e / , . . . , /¾. 

3. Les formes différentielles extérieures et la dérivation exté­
rieure. — Les expressions qui figurent sous le signe d'intégrale mul­
tiple d'ordre p à /1 variables peuvent être représentées symbolique­
ment par des formes extérieures de degré p qui leur sont covariantes 
par rapport à tout changement de variables, et où les différentielles 
jouent le rôle des quantités u des précédents numéros (§ 1); on 
obtient ainsi les formes différentielles extérieures [9] ('). 

L'application du théorème de Stokes généralisé à l'intégrale/?-uple 

(1) On peut aussi interpréter une forme différentielle extérieure comme repré­
sentant un champ de tenseurs antisymétriques [10']; la dérivation extérieure et 
sa propriété de covariance par rapport à la forme différentielle extérieure résultent 
de la notion qui généralise celle de rotationnel. 
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permet en général de déduire de la forme différentielle extérieure w 
de degré p une forme différentielle extérieure &>' de degré p -4- i ; 
l'opération ainsi définie a été appelée par M. Cartan dérivation exté­
rieure. Posons 

(o = 2 Aa1a1...a|l(-n ^2 rn) [dx^dx^ . . . dx%p\, 

la sommation étant étendue à toutes les combinaisons d'indices p 
à p ; il vient alors 

w' = ^ [^A a ia a . . . a,, '/-/-a, '/•'•"a, • . • dx^]. 

Nous admettons ainsi, et nous l'admettrons par la suite, que les coef­
ficients A sont des fonctions continues qui admettent des dérivées 
partielles du premier ordre, mais cela n'est pas nécessaire pour 
l'existence de la forme dérivée extérieure [9]. La formule définitive a 
deux formes suivant que/? est pair ou impair : 

C\a a,, a,, ,| d.rXi d.rX: . . . dx^ , ] , 

la sommation étant étendue à toutes les combinaisons d'indices y; 
à p 4- 1 , et si p est pair 

^ a , . . . a „ 0 \ a , . . . a,, a,, , ^Aa / ,+1a, ... ap_t 

si jo est impair, 
_ ^ « i - * , . ^ ^ . . . ^ ^ + , ^A a / ) , 0 ^ . . . 0 ^ 

CXc 11 ' ^ 1 àxaLp+x àx^ ' " âxa.p 

les signes -f- et — alternant (c / . Buhl [6] et De Donder [17]). 
Si m est un coefficient, fonction de xx, x>2, . . ., xn et w une forme 

différentielle extérieure, 

( »1 OJ )' = [ dm (o J -|- «t co'. 

Si w et BJ sont deux formes différentielles extérieures quelconques, 

[ 0JT3 ] ' = [ (•/ 7TT ] ± [ COTÏî' ] , 

le signe -+- et le signe — se rapportant respectivement aux cas où w 
est de degré pair ou impair. 

La forme dérivée extérieure est covariante à la forme donnée par 
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rapport à tout changement de variables effectué sur les x\ cela tient 
à la signification invariante de la formule de Stokes généralisée, qui 
est susceptible de recevoir une expression indépendante du choix des 
variables. 

4. Les formes extérieures différentielles exactes. — La dérivée de 
la dérivée M' d'une forme différentielle extérieure quelconque w est 
identiquement nulle; réciproquement, si la dérivée d'une forme 
différentielle extérieure xs est nulle, la forme xn peut être regardée 
comme la dérivée d'une forme '.) dont le degré est inférieur d'une 
unité à celui de cr. 

Pour démontrer la première partie de cette proposition, il suffit de 
le faire sur un monôme \\dx^ . . ., dx p\\ or si A ne dépend que 
de #, , i ' j , . . . . x/f, \dAdx\, . . ., dxp ] est nul, donc sa dérivée aussi; 
si A ne s'exprime pas avec .r,, . . ., xp seuls, par un changement de 
variables on peut s'arranger pour qu'il soit égal à xp+\ et la vérifica­
tion est immédiate. Pour démontrer la réciproque, le procédé le plus 
rapide | 9 | est un procédé de récurrence qui s'appuie sur le lemme 
suivant : 

Si la dérivée (Tune forme o> est nulle, et si cette forme ne con­
tient pas la différentielle dxn, ses coefficients sont tous indépen­
dants de xn. 

On peut donner aussi une démonstration directe analogue à la 
démonstration classique du cas des intégrales curvilignes [24]. 

Cas d'une forme de Pfaff. — Pour une forme linéaire de diffé 
rentielles ou forme de Pfaff 

w = % « , - ( . / • , . . . xn)dxi, 

la dérivée extérieure est la forme différentielle quadratique extérieure 
qui correspond à la forme bilinéaire alternée de différentielles qu'on 
appelle le covariant bilinéaire [20] lidaidxi— da{dxi : 

./ = V [ da -, dxi 1 = 2 aU t clxi dxi 1 
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en posant 
_ dctj dat 

lf ~ âxi dxj ' 

la sommation étant étendue aux combinaisons des n indices deux à 

deux. 

Pour les formes de Pfaff, M. Cartan [7] a introduit en outre la 
notion de formes différentielles extérieures dérivées successives de la 
forme donnée co; ce sont des formes covariantes à w, de degré crois­
sant, dont la première est d et dont les suivantes : w", o/", . . . , 
co ( - m -° , w(2,w), . . . , sont définies par les relations 

w" = [ tôt./ ]. t./" — 7 [ w's J- • • •, 

o(ïin-l) = --, [ o/"'1, co< = '"> = —. [ou/ '" ] , 

Les coefficients de ces formes ne sont autres que les agrégats de 

Pfaff [-28] et l'on a, avec les notations de Jacobi, 

o)(2/") = V ( o , «i, i>. . . . , «s/w+i ) [ <'•'"/, • • • dxLm , t} 

avec 
(o, £) = ah (i,j) = « / / ; 

le signe 2 s'étend à toutes les combinaisons possibles des n indices ; 

( i l , . . . , «S m ) = : ^ 1 ^ J — (*'•: **) • • • ( * « i n - l ' « # n ) 

•lui 

= 7 , V ( ï ' i , *v)-(«V-Hl • • • l2W «i • • • ' v - 1 )> 

2 

(O, l'i, . . •, l'ï/n) =2J a / v ( , v + ' * * * '2m-H «1 • • • *'v-l)" 

On pourra comparer Grassmann [ 2 6 ] . 

Exemples : 

\0 U) =pi dx^p^dx*-*-. ..-+- pndXn, 
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le nombre des variables est ici 2 n : 

u/ = [ dpi dxx ] H- f dpi dx2 [-+-... -4- [ dpn dxn ] , 

<o(2"-2)= ^ [ w w ' ' 2 - 1 ] 
(n — i ) ! L 

= Pi[dxi dp2dx2 . . . dpndxn] -h p^[dpï dxx dx2 . . . dpndxn] - h . , 

,10(21-1) — Lïi_J = [dpx dxt dpz dxz... dpn dxn], 

*,)(**) = o. 

2° m = dz—pidxi—p»_dx> — . . . — pftdxn, 

u/ = [dxi dp^-hldxtdp*] -+-.. .-^[dxndpn], 

0,(2/1-1)= 1^-11 = [dxi dpx . . . dxn dpn], 
/ i ! 

w(2/0 = 1t0°^ 1 == [,/z ,/./-, •//?, . . . dxn dpn], 

0)(2/1 + 1) — 0 # 

5. Classe d'une forme différentielle extérieure [ 7 ] . — C'est le 
nombre minimum de variables au moyen desquelles on peut exprimer 
•cette forme. Désignons la forme par co, soient c ce nombre et >',, 
y±, ...,ye un tel système de variable*, tandis que nous appelons 
. # , , # 2 , . . . , # „ , comme précédemment, le* variables qui figurent 
dans co. Les y sont c fonctions indépendantes de a?,, x2l . . . , # / * 
qu'on appelle « variables caractéristiques » ; elles sont fournies par 
l'intégration d'un système d'équations de Pfaff: le système caracté­
ristique [9, 24] . On forme celui-ci en adjoignant au système 
associé à w le système associé à w': il est complètement intègrable 
et la classe en est le nombre des équations indépendantes. On le 
démontre ainsi : si co s'exprime au moyen de n , j 2 , • • • > J'c et de 
leurs différentielles, il en est de même de a>' ; le système associé 
à w et (ùr doit donc être une conséquence de 

dyx = o, dy2 = o, . . . , dyc = o. 

Réciproquement, si le système associé est conséquence de 
£yK _ 0 j mmm(f ayi=0^ w peut s'exprimer, quant aux différentielles, 
au moyen de dyx, dy2, . . . , dyL,\ d'autre part, ses coefficients ne 
peuvent contenir des variables indépendantes de / n y 2 , . . . , yc>} 

sans cela &>' ne pourrait s'exprimer au moyen de dyt, . . . , dyd seule­
ment. Si donc le système associé à u et u' comprend n ou n — 1 
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équations indépendantes , la forme &> est de classe n on n — i respec­

t ivement; dans le premier cas, # 4 , . . . , xn sont des variables caracté­

r is t iques; dans le deuxième, le système caractérist ique est un système 

de n — i équations différentielles ordinaires . 

Si le système associé comprend n — i — q équations indépendantes , 

adjoignons-lui q équat ions de Pfaff qui forment avec lui un système 

de n — î équations indépendantes , dont r;,, . . . , v\n-\ s o n t u n 

système d'intégrales premières ; le système associé à w et &/ est une 

conséquence de drii = o , . . . , dr\n-\ = o ; co peut s 'exprimer au moyen 

de Ot, "fl2i • • • •> rin-i seulement en une forme oj| ; et le système associé 

à co et o/ leur étant covarianl par rapport à tout changement de 

variable*, le système associé à coi et o/, possède encore n — i — q 

équations indépendantes ; on continuera jusqu 'à ce qu 'on obtienne 

une forme à n — q variables, qui , d 'après ce qu 'on a vu plus haut, 

est de classe c= n — q — i. 

Lorsque OJ est une dérivée exacte, son système caractérist ique se 

confond avec son système associé. 

Dans le cas d u n e expression de Pfaff, OJ, le système caractérist ique 

comprend les équations qui sont indépendante* parmi w - o et les 

équations du système associé à o/. Si 2s est le rang (toujours pair) 

de &>', on peut toujours trouver 25 formes de PfafT indépendantes 

telles que 
0/ = [ 73T | m* ] - + - . . . — [ TO2J._ 1 mm ] ; 

le système associé à 0/ est-

O s ) n i l = o . m.> = o , . . . . TV->S = o . 

Deux cas sont à dist inguer suivant que w = o est distincte des. 

équations (12) ou n o n ; dans le premier la classe de w est 2s-\- 1 et 

dans le deuxième la classe de co est 2s . La classe est toujours l'ordre 

de la première dérivée qui s'annule (cf. Grassmann [26, n° 511] ) ; 
puisque 

0)(25+1)= 2 _ [ o / * + l ] , C)tS*)= - i [WO/* ] 

on a 
tt)(c) = o . 

Lorsque c = 1, w est une différentielle totale exacte, au sens habituel . 

Bans tous les cas, co(<?_i) est, à un facteur indépendant des diffé­

rentielles près, égal au produit extérieur des premiers membres des> 
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équations du système caractérist ique, c 'est-à-dire à [dyidy^, . . . , 
dyc] ; l 'équation symbolique 

[to<— )df] = o, 

où / est une fonction inconnue de # , , . . . , xn, conduit à un sys­

tème 2 , de n — c équations linéaires homogènes aux dérivées par­

tielles du premier ordre pour / qui exprime que cette fonction ne 

dépend que de yx , ,)':>? • • < yc) c'est donc un système complet ; il est 

corrélatif au système caractérist ique de co; 2 , est le premier système 

adjoint à OJ ; si X\ = r , , . . . , xc = yc. 1 | comprend 

t)xc+i ' ()x 

De même 
[eut*-—a» df] =. o 

condui t à un système 2L.> d 'équations linéaires homogènes aux dér i ­

vées partielles du premier ordre p o u r / ; il contient toutes les équa­

tions de —, plus une qui correspond à l 'annulation du coefficient 

de [rfr, • • •< r 0 ^ ] ^ c tkst donc un système complet qui admet c — i 

intégrale* de i , . 

Soient -f]\ une de ces intégrale*et OJ, ce que devient w quand on y 

fait f\K = const. et do\ = o\ w, est de classe r — 2 ou c — 1; or la 

relation 
[ to^-2i</rh ] =_ o 

entraîne 
[ < " 2 ^ , 1 = 0, 

c'est-à-dire, puisque 0, joue dans w, le rôle de paramètre , w^o ' î Wl e s t 

de classe c — 2 ; on exprime ce fait en disant que 771 est de rang deux 

par rappor t à w ; c'est une propriété commune à toutes les intégrales 

de 2 2 qu 'on appelle le deuxième système adjoint à co. 

6. Groupes conjugués et semi-conjugués. — D 'une façon générale 

nous dirons avec M. Goursat [24] que les q fonctions distinctes 

/ M /2? " "tfq de # 1 , #2? . . • •, x„ (q < n) forment un groupe de 

rang /' par rappor t à la forme de Pfaff w si les relations 

/ l = « l , / « = « « , •••< f/=aq> 
df = o, r//2 = 0 , . . . , rf/y = o, 
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où les a sont des constantes (1 ) quelconques, abaissent la classe de o> 
de r unités; naturellement r<2q. Soit w, la nouvelle forme; sa 
classe est c — r ; la condition nécessaire et suffisante pour qu'il en 
soit ainsi est que le produit extérieur 

[^-*df...dfq] 
soit nul, tandis que 

[to<<> , / / • . . . , / / ; , ] , 

où i<^c — r, est différent de zéro: cela tient à ce que w^ — &)(l> 

( Ï < C — /•) s'annule avec dfit . . ., dfr Le groupe des q fonctions 
est conjugué par rapport à w s'il est de rang 2q(2q^c); il est semi-
coiijuguè s'il est de rang 2q — i. 

Lorsque c est égal à ip ou 2p + i, il n'existe pas de groupe con­
jugué de plus de p fonctions; la connaissance d*un groupe con­
jugué de p fonctions permet de ramener, par un changement de 
variables, « à une forme canonique, sans quadrature si c = 2p, 
avec une quadrature si c = ?.p -\- i. 

Il suffit pour *'en rendre compte de prendre comme nouvellts-
variablesyx, r2, . . ., yP ces fonct ions/ , . . ., fp. le^ autres variables 
devenantyP+K, . . . , . ) „ . 

Si c = 2/>, la nouvelle forme ne peut contenir d'autres différen­
tielles que dy\, . . ., dyp et, comme elle est de classe 2p, on peut 
l'écrire 

- i dyx . . . zpdyp. 

Z\, . . >,zp] y{, . . ., yp étant 2/> variables indépendantes. 
Si c = 2p H- 1, la forme s'écrit 

(B, dyl-i-... \-B/,dyp) + (Bp+ldyp+l-î . . . + B „ ^ „ ) 

et le deuxième groupe de termes doit représenter une forme de 
classe i, c'est-à-dire une différentielle totale exacte, quand on y 
considère / , . . . , / / > comme des constantes; au moyen d'une qua­
drature, on amène donc w à la forme 

dr{ -h zi dyv -+- . . . -+- zp dyp, 

y}, Y},, . . . , yp; zx, . . ., zp étant 2p -+-1 variables indépendantes. 

(1) Il est bien entendu que nous supposons que l e s / sont définies, continues et 
différentiables dans un domaine (d) contenu dans celui où les coefficients de o> 
jouissent de cette propriété, et que d'autre part on ne donne aux a que des valeurs-
que les fonctions/ sont susceptibles de prendre dans (d). 
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7. Équations de Pfaff et équations différentielles extérieures. — 

Soit une forme différentielle extérieure w de degré p à n variables 

#1 , . • . , %n\ toute multiplicité Mr à r dimensions (p^r<^n) telle 

que l'intégrale />-uple / « étendue à une variété quelconque faisant 

partie de M,- soit nulle, est dite multiplicité intégrale de l'équation 

(i3) to = o [24]. 

Cette définition comprend le cas où OJ est linéaire, c'est-à-dire le cas 
d'une équation de Pfaff. 

Les définitions de classe, variables caractéristiques, système carac­
téristique s'étendent sans peine à une équation ( i 3 ) ; nous nous limi­
terons au cas d'une équation de Pfaff, 

Le système caractéristique de Véquation de Pfaff ( i 3) est le 

système associé aux formes r,> et [ W ] : on le voit s implement en 

réduisant co à une forme canonique. 
La classe de l'équation de Pfaff est toujours un nombre impair : 

si w est de classe a/>, l'équation est de classe 2p — i, si co est de 
classe 2/) + 1, l'équation est aussi de classe ?./> + i ; la classe de 
l'équation est donc égale au degré de la forme dérivée de Û), non 
nulle et d'ordre pair le plus élevé. 

La connaissance d'un groupe de p fonctions -conjuguées par 
rapport à y si la classe de o> est 2p ou d'un groupe de p fonctions 
semi-conjuguées, si la classe de o> est 2p — i permet de ramener 
l'équation ( i 3 ) à une forme canonique. Dans les deux cas nous dirons 
que les p fonctions forment un groupe conjugué relativement à l'équa­
tion ( i 3 ) . 

8. Détermination d'un groupe conjugué ou semi-conjugué. — 
D'après ce qui a été dit plus haut, la condition nécessaire et suffisante 
pour que q fonctions distinctes / , , / a , . . . , / ? forment un groupe 
conjugué relativement à la forme de Pfaff co de classe c est 

[^-*<Ddf...dfq] = o. 

On désigne sous le nom de « fonction appartenant au groupe » toute 
fonction des variables xx, . . . , # , , qui s'exprime au moyen d e / , . . . , / ^ . 

Si q fonctions d i s t i n c t e s / fq forment un groupe conjugué, 
il est clair que /• fonctions distinctes (r^q) appartenant à ce 
groupe forment un groupe conjugué; en particulier^cJiAcnjLfifonction 
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appartenant au groupe est de rang 2 pa"r rapport à w, c'esi-ô-dire est 
une intégrale de 2 2 ; mais la réciproque n'est pas vraie : /* fonctions 
distinctes de rang 2 ne forment pas nécessairement un groupe con-

J U g U é * 
Une condition nécessaire pour que q fonctions d i s t inc tes / , . . *,/? 

forment un groupe semi-conjugué est 

[*>ir-**+"df1...tlfq] = o, 

cette condition étant remplie, le groupe est conjugué ou semi-
conjugué et r fonctions distinctes du groupe forment un groupe 
conjugué ou semi-conjugué; en particulier, chaque fonction du 
groupe est au moins de rang 1, c'est-à-dire est une intégrale de 2 | . 

Il résulte de ce qui précède que si l'on connaît un groupe conjugué 
de q fonc t ions / , / 2 , . . ., fq, pour déterminer un groupe de q + 1 
fonctions dont il fasse partie, il est nécessaire et suffisant de trouver 
une fonction / distincte de / , / 2 , . . ., / ¥ , telle que 

(1 \ ) [CD(<--Ï'/-*) dj\ . . . djq df] -= o. 

Cette équation exprime q u e / e s t de rang 2 par rapport à w, et que 
cette fonction satisfait par conséquent au système complet de q + 1 
équations, 2*, deuxième adjoint à co,. 

Or l'équation symbolique (i^)est équivalente au système ( i5) : 

(i5) [«oMid/] = o, [«(*-») £//,rf/] = o, . . . , [w(<^)rf/frf/] = o. 

En effet, d'abord ( § 6 ) toutes les solutions de (i4) sont solutions 
de ( i5) ; comme ce dernier système est équivalent à un systènie 
de q + 1 équations linéaires homogènes aux dérivées partielles p o u r / 
il suffit de montrer que ces équations sont distinctes. D'ailleurs, si c 
est pair l'équivalence de ( i4) et ( i5) résulte de l'équivalence de (10) 
et (11) qui a été démontrée plus haut; en reprenant comme il faut le 
raisonnement fait à cet endroit, on a une démonstration générale : 
[24] les q dernières équations (i5) sont distinctes, autrement, les A 
étant convenablement choisis, on aurait 

[ U)«>-3I ( X , df + . . . -+- \q dfq ) df] = O, 

quelle que s o i t / ; donc on aurait 

[col*-»)^! rf/in-.. .-r-X7 df,)] = o; 



TRANSFORMATIONS DE CONTACT ET PROBLÈME DE PFAFF. !=$ 

si € est pair, on retrouverait 

qui est impossible par suite de l'indépendance d e / , , . . ., fq; si c est 
impair, il faudrait comme on s'en assure en considérant pax exemple 
une forme canonique de o> que 

(r6) X! df H- . . . -4- \q rf/^ = £to, 

et ak>rs w serait de classe au plus égale à 2q, ce- qui est impossible 
puisque c > 2 ç . 

La première équations (i5) est indépendante des survantes, saas 
quoi u>{c~2) serait égal à 

w-valdf+...+\qdfq)i 

ce qui entraînerait la relation (16) qui est impossible. 
Par un procédé tout semblable, on montrerait l'équivalence de 

l'équation s) mbolique 

[o>^-Vdf...fqdf] = o 
et du système 

[ w<'-' )df] = o, [ to -̂3) dfdf] = o, ..., [ to^-3) dfq df] = o 

l o r s q u e / , . . . ,fq forment un groupe semi-conjugué. 
On déduit des considérations précédentes que pour déterminer un 

groupe 

conjugué ou semi conjugué, 

on choisit d'abord une fonction/, intégrale de ^ 2 o u S , : 

( 2 , ) [w(*-s)tf/] = o ou ( S t ) [u(c-Ddf] = o, 

puis une intégrale/2 distincte d e / du système 
[«>ic-2) df] = 0 j [l0(c- » rfyf df] = o 

Otî 
[to^-0 df] = o, [ w M rf/t df] = o. 

puis une intégrale f3 distincte d e / t et d e / 2 du système: 

[COI—) df] = O, [0)(-3) rf/, rf/] = O, [tO^-3) df df] = 0 
OU 

[u>"-'> <//] = o, [«(*-•» r// rf/] = o, [to«-3, df df] = 9 

et ainsi de suite. 
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Si le nombre des variables est égal à la classe, on peut supprimer 
partout, pour la détermination d'un groupe semi-conjugué, l'équation 

[<>>'<•—Udj] = o 

et prendre p o u r / une fonction arbitraire des variables. 
Comme la réduction d'une expression ou d'une équation de Pfaff à 

une forme canonique revient à la détermination d'un groupe con­
jugué ou d'un groupe semi-conjugué par rapport à une expression 
de Pfaff, il en résulte que le théorème précédent donne une méthode 
de réduction. Cette méthode est due dans toute sa généralité à 
M. Cartan [7], Elle avait été indiquée par Clebsch [13] dans le cas 
d'une forme où le nombre des variables est égal à la classe, celle-ci 
étant un nombre pair. 

Observons que si l'on appelle opération d'ordre r l'opération qui 
consiste à trouver une intégrale première d'un système de /* équations 
différentielles à r + i variables, la recherche d'un groupe conjugué 
de q fonctions relativement à une forme à n variables nécessite 
q opérations respectivement d'ordre 

n — i , n — 3, . . . , n — 2 ^ - t - i . 

La détermination d'un groupe semi-conjugué dans les mêmes condi­
tions nécessite q opérations respectivement d'ordre 

n, n — 2 iV— 2 q -+- 2 ;-

dans le cas où la classe de la forme est n, la première opération, 
d'ordre /?, peut être supprimée puisqu'on peut choisir arbitrairement 
la fonction / . 

On démontre relativement à la détermination d'un groupe conjugué 
par rapport à l'équation w = o la proposition suivante [24] : 

« La forme w étant de classe 2p ou 20 — 1 et ses coefficients étant 
holomorphes dans le voisinage d'un point (a?J, . . . , # " ) , on peut 
trouver un groupe conjugué par rapport à w = o comprenant/? fonc­
tions qui sont holomorphes dans le voisinage du point (#J, . . ., x„) 
et qui se réduisent à xx, . . ., xp respectivement lorsqu'on y fait 

9. Nous allons maintenant donner le développement des équations 
•symboliques considérées, en supposant que les fonctions / sont 
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exprimées au moyen d'un système de variables caractéristiques de co. 
Lorsque c est pair et égal à 2y, et par conséquent 

to(—=) = , L_^ [co w' ï - i ], 

on pose 

ï [o )o /T- i , / / ]= | / j [o ) ' ï ] . 

Lorsque c est impair et que c = 2y + 1 et par conséquent 
0)(-3)= ^ K ï ] , 

on pose 
[coTrf/]=|/}[coto'T]. 

La condition nécessaire et suffisante pour que / s o i t de rang 2 est 
donc {/} = o et l'on a respectivement dans les deux cas 

I y aùj _ôf_ 
I ^d A àxi.^ 

» f I _ . * 

^ J A i ^ l ' o v+ l 

a«2y = ^ j ( o , « «2T-i), 

| 3 i r ; + i = 2 ( * M •••, *2y) 

et 

A = ( t i , i , , . . . , t j y ) (c — ay) et \ , = ( o , ï , , . . . . t . y + 1 ) (c = 2y-f-i) (§4). 

Si a^ sont les coefficients de co'? A est le déterminant total'des <%; 
A, est ce déterminant bordé des coefficients de &>; ces deux détermi­
nants sont différents de o dans l'hypothèse où nous nous sommes 
placés. 

Lorsque c = 2 y, on pose 

YEcoY-trf/yrf/] = ( / / , / ) [w'ï], ' 

et lorsque c = 2 y + 1 

7 1 0 1 ^ - ^ / / ^ / 1 = ( / , , / ) 1 0 1 ^ ] . 

Dans les deux cas, les parenthèses sont des formes bilinéaires 
alternées par rapport aux dérivées partielles des fonc t ions /e t / / . 

avec 
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On a respectivement da«ns ces deux cas : 

avec 

(f. f ) - \ k ^ - ^ ( àf df àf,- àf \ 

(f. n = V hihtn(ilL df âf/ EL \ 

KJnJ, ^ A . y ^ ÔXi^ dxky+idxt ) 

^ ^ - , , / ^ = ^ ( ' H *>, . - . j ^27--2), B ,hvh^l=£à(°, i\< •••> «2y—1 )• 

Les Aip et Bx^ sont, au signe près, égaux aux mineurs de « ^ dans A 
et A,. 

De la définition même des symboles { } et ( ), il résulte qu'ils 
sont covariants de la forme co et des fonctions qu'ils impliquent par 
rapport à tout changement de variables. 

Cas d'une forme réduite : 

i° o) = zy dyx - h . . . -h £y dyy, 

(f. / > _ V / / < d/ dft 'df\ 

C'est la parenthèse de Poisson. On vérifie sans peine les relations 

((/, g), h) H- ((g. h), f) + ((A,/), g) = o, 

o à / > #> ^ s o n t , r ° i s fondions de YJ, . . . , zp; démontrées sur une 
forme réduite, elles s'appliquent à une forme quelconque de classe 
paire ; 

' f = 

Le symbole correspondant à la parenthèse du cas générai est ici te 
crochet de Jacobi, au signe près 

^,,-,,.,,1-.2,(¾^...¾).¾^..^)). 
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Il faut remarquer que, pour distinguer du symbole du produit exté­
rieur, nous mettons une virgule e n t r e / e t / . 

On démontre sur la forme réduite les formules suivantes, qui sont 
vraies pour une forme de Pfaff quelconque de classe impaire : 

t(/i^)i==(i/!^)+(/i j^i), 
((/, g), *)+((*, *>,/)+((*,/), *o 

= ( / ,^ ) {AJ+(^ , A;J /JH-(A, / ) i^ | . 

Toutes les identités que nous venons de signaler relativement aux 
accolades et parenthèses relatives à trois fonctions sont connues de 
longue date pour les formes réduites (Poisson, Jacobi, Mayer). 

TRANSFORMATIONS D UNE EXPRESSION OU D UNE EQUATION DE PFAFF. 

Lorsque deux expressions de Pfaff sont de la même classe et sont 
exprimées chacune au moyen de variables caractéristiques, on peut 
toujours définir un changement de variables qui permette de passer 
de l'une à l'autre : il suffit pour cela de passer par une forme cano­
nique commune; il en est de même pour deux équations de Pfaff. 
Lorsque les deux expressions ou les deux équations ne diffèrent que 
par le nom des variables, de tels changements de variables définissent 
une transformation d'une expression ou d'une équation de Pfaff en 
elle-même; nous retrouvons ainsi le point de vue développé dans 
l'introduction et l'objet essentiel de cet exposé. Nous commencerons 
par nous occuper du cas où l'expression ou l'équation de Pfaff sont 
réduites à une forme canonique, ce qui nous conduit à la théorie 
classique des transformations de contact. 

10. Transformations de contact. Cas général. — Posons 

co = dz — /?, dxi — . . . — pn dxn, 

Q = </Z — P , rf\t — . . . — P„ dXn. 

Une transformation de contact est définie par un changement des 
variables #, z, p en X, Z, P tel que, p étant une fonction non identi­
quement nulle de ces variables, on ait 

(17) Q = pw. 
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Par dérivation extérieure on déduit de (17) 

Q' = pco'-h [dp.là], 

pi Q(*P-D — [Q'P] = pP\t»'P]-t-ppP'-i[u'P-s dp.u] 

= pPp\ co(V>-i)— p(p — 1)! p^-i[a)(»/'-»)rfp| 

OU 
Q(2/>-l) = p/> u)(V-l) — pP-l [ 0)(2/̂ -2) (ip ] . 

De même 
Qdp) = —IQ'P.Q] = ^-r-[o)7\o>»l = p^+1o)(2/'), 

p ! L J pi L 

quel que soit/><ra. 
Par conséquent, 

Q(2/l-2) = p/l 0,(371-^ 

Q(2«) = p"+lt0(2"). 

Cette dernière relation est de degré (/1-I-1); elle donne (deuxième 
exemple du paragraphe 4) 

\dl dXi dPi... dXn dPn] = p»+l[dz dxx dp, . . . r/.zn û[pB] 

o u 
D ( Z > X l 1 . . . > P < , ) = 

D ( « , jr„ . . . , ^ ) * 

L'existence de la relation (17) entraîne donc l'indépendance des 
fonctions X, Z, P par rapport à #*, 3, p . 

Soient F et ^ deux fonctions quelconques de X, Z, P, e t / et 9 ce 
qu'elles deviennent quand on y remplace les grandes lettres par leurs 
expressions au moyen des petites ; on a 

[ U ( Î » - S Ï d¥ d$] = p"[o)(2"-2) dfdy] 

et, d'après les notations précédentes, 

(18) p [F ,* ]x= [/ ,*]*. 

L'indice X rappelle que le premier crochet est pris, F et d) étant 
fonctions des grandes lettres. 

Considérons maintenant deux formes de Pfaff, &<, Œ2, aux 
variables X, Z, P, et w,, co2 ce qu'elles deviennent quand on'y rem­
place les grandes lettres par leurs expressions au moyen des petites. 
On définit les parenthèses (&,, &2) et (w,, CÔ2) par les relations 

Aifû'^^ÛjÛ,] = (Û 1 Û, ) [Û , ' Ï ] , n[0)^-10)^8 1 = (to,, o)2)[o)'"] 
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et l'on a encore 

(18') p(Û1, 0 , ) = (0),, co2). 

Si [/, <p] = o, nous dirons que les deux fonctions / et <p sont en 
involution; si (&>,, w2) = o, nous dirons que les deux formes de 
Pfaff sont conjuguées ( c / . [19]), ces propriétés se conservent 
d'après (18) et ( i8 ; ) par une transformation de contact quelconque. Si 

o)i = X j dxi -+-... H- X,1, dxn -h X', dz -+- \i ] d ^ -t-... H- jij, d/>n, 

to* = X'f dxx - H . . . H XJ{ ûfo„ -f- X2 6/s -+- JJL? c//?! - + - . . . 4 - ^ ¾ oÇP/i» 
0 1 a 

n 

1 

En appliquant la relation (18) aux fonctions X, Z, P on obtient les 
relations fondamentales des transformations de contact 

(19) [Z, X,] = [X„ X/J = [X/, P*] = [P,, P*] = 0 ( i V *), 
(20) [Z, P / l ^ - p P , , [P I ,X, ] = p, 

où les grandes lettres sont à considérer comme fonctions des petites, 
les crochets étant relatifs à w. 

De plus, de la relation 

Q(VI-1) = p« C0(2"-' ) — p""1 [ 0)(2"-2) ^p ] , 

on déduit, quelle que soit la fonction F , 

[Q(2"-DdF] = p«[to(2/'-l)^/]_hp/ï-l[co(2«-2)^^p] 

et, en développant, 

En y remplaçant F successivement par Z, X/, P/, on a 

[P, 2 ] - + - ^ ^ —p« = [p, X,]-4- p-^î = [ p , P ^ - h p — ' = 0 . 

On peut énoncer diverses réciproques : 

i° Etant données (71 -f- 1) fonctions indépendantes Z, X , , . . . , X n | 

des 2/1 + 1 variables x, z, p, satisfaisant aux relations 

(ai) [Z,X/] = o, [X„ X*] = o (*\ £ = 1 , 2 , . . . , #i), 
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il existe n + i autres fonctions p, P , , . . . , P„ des mêmes variables, 

telles que l'on ait identiquement 

(17) dZ — PÎ dXi —.. .— P„ dXn = p(dz — pi dx^ — .. :—pn &*n). 

Cela résulte de ce que les relations (21) signalent en général un 

groupe semi-conjugué relativement à co ; 

20 Si les 2 rt + 2 fonctions Z , X , , . . . , X „ , P , , . . . , P„, p des 2/1-h 1 

variables z, xx, . . . , xn, />i, . . . , /^«, dont aucune n'est identique­

ment nulle, satisfont aux relations (19) et (20) , elles donnent lieu à 

la relation (17) ; 

3° Si p est une fonction arbitrairement choisie, non identiquement 
nulle, des 2 ^ + 1 variables 3, # , , x2, . . •, Xn, P\, • • ? Pn, on peut 
toujours déterminer 2n -\-i fonctions Z,, X1 ? . . . , Xw, P t , . . . , P« 
des mêmes variables qui vérifient la relation (17). 

Il résulte également des considérations précédentes que, les fonc­

tions Z, X , , . . . , X/£ vérifiant la relation (17) , le système d'équations 

aux dérivées partielles linéaires e n / ( 2 2 ) 

(22) [ Z , / ] = o, [ X „ / ] = o, . . . , [ X m , / ] = o ( « < « ) 

est un système complet dont 211 — m intégrales indépendantes sont 

Z v v Pm-l-2 P/rt+3 P/l 
, A1? . . . , Aw, ^ j 5 > •••) 5 

D'ailleurs, le système (22) est un système complet si les fonctions Z, 
X , , . . . , \ m vérifient les relations (19) qui les concernent. 

I I . Transformations en # , p. — C'est le cas où les 2AI fonctions 
X 1, . . . , Xra, P f , . . . , P// forment à elles seules un groupe conjugué 
par rapport à w; cela exige, en outre des relations précédentes, 

JX,J=0, ( P * ( = 0 , 

c'est-à-dire, d'après un calcul fait plus haut (§ 9 ) , 

àXt _ âPk _ 
âz ~~ àz 

et les 2/i fonctions X , P sont indépendantes de z. 
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Des relations (2©) on dédiait 

dp àp dp 
api dxt

 r àz 

par conséquent , p est égal à une constante que nous désignons par A 
et 

Oz 

Réciproquement , si p est une constante (différente de zéro) les X et 
les P sont indépendants de z : cela résulte des relations fondamen-
4 aies. 

E n remplaçant les variables Z, X ; par A Z , A X „ ce qui consti tue 

une transformation en x, p part iculière, le problème de la détermi­

nation des transformations en x, p est ramené au suivant : 

•i° Trouver les T qui conservent <o, c'est-à-dire telle que 

Q = o) 
ou encore : 

20 Etant donnée l 'expression de Pfaff u , à un nombre pair de 

variables 
co1= jp1 dXi-h...-i-pHdxni 

t rouver les changements de variables effectués sur les 2/1 quanti tés x, 

p qu i reproduisent co, à une différentielle exacte près 

(23) Qt = o)!-hciL), 

U étant une fonction des x, p, avec Z = z + U . 

Ce dernier énoncé est équivalent à 

3° Trouver les transformations qui laissent invariante la dérivée 

extérieure (Ù\ de w, : 

o)!, = [dp{ dx?! ]-+-... 4- [dpn dxn\ 
La relation 

donne alors 
[dXi . . . dPn] = [dxt . . . dpn], 

qui exprime l ' indépendance des X , P par rappor t aux x9 p. 

L'équat ion 
[ 0 ) ^ - ^ / 1 = 0 
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est vérifiée quelle que soit la fonction/des x, p , et L'identité 

[Q<2"-3> d¥ d$] = [oy,2"-3> dfdy], 

o ù / e t cp sont ce que deviennent ces fonctions F et <ï> des X, P quand 
on les exprime en x, />, donne 

(F, *) = ( / , ? ) 
avec 

(F * ) = ? ( — — - - !*\ 

et l'expression analogue pour ( / <p), ce qui constitue un cas parti­
culier d'un résultat précédemment indiqué. On obtient immédiate­
ment les relations 

( (X,, XA) = (P/ , P*) = (X,, PA) = O p o u r i V * ; 
( 2 4 ) i ( P . X ^ i . 

Les relations de la première ligne ne sont pas modifiées par la 
transformation particulière que nous avons effectuée, elles sont donc 
générales. On a de plus les relations 

n n 

1 1 

Réciproquement, étant données n fonctions X/ des x, p satisfaisant 
aux relations (X/, X*) = o, on peut toujours trouver n -\- i fonc­
tions U, P; des x, p donnant lieu à l'identité (23), car ces relations 
expriment, en général, que les X forment un groupe semi-conjugué 
par rapport à w,; U est déterminé par une quadrature. On complète 
la transformation au moyen de Z — z = U. 

Il résulte de la détermination générale d'un groupe semi-conjugué 
que si l'on donne arbitrairement la fonction U des x, p , on peut 
trouver 211 fonctions X, P des mêmes variables donnant lieu à l'iden­
tité (23). 

Les transformations en x, p forment un sous-groupe du groupe G. 

12. Transformations de contact homogènes. — Les considérations 
précédentes supposent que les X ne satisfont pas à l'équation 

[<" -"< / / • ] = 0 
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ou encore 

à/ /i-2«£-« 
quand cela a lieu, les X forment un groupe conjugué et non pas 
seulement semi-conjugué par rapport â u , ; on est ainsi conduit à 
rechercher les transformations pour lesquelles 

( 25 ) Û t = (» ) ! . 

Tout d'abord, 2/i fonctions X, P des x, p donnant lieu à cette iden­
tité sont indépendantes, car on en déduit 

Q('2/l-1)= a )(2Al-i)? 

c'est-à-dire 
[dPx dXx... dPn dXn] = [dpi dxt... dpn dx^\. 

D'autre part, si F est une fonction quelconque des X, P, et / t?e 
qu'elle était avant la transformation 

{ 01,2 »-2 ) d¥ ] =.[ o)V2 ,l~21 df ] 
OU 

n n 

d'où 
n n 

V» àXt ^ . àPt 

1 1 

ce qui montre que les X sont des fonctions homogènes de degré o 
des p et les P des fonctions homogènes de degré i des mêmes quan­
tités. 

Les autres relations (24) subsistent. 
Réciproquement, si les Xf> . . . , X„ sont n fonctions distinctes 

des #, p homogènes de degré o par rapport aux /?, satisfaisant aux 
relations (X/, X*) = o, il existe n fonctions P , , . . ., P„ des x, p , 
homogènes et degré 1 par rapport aux p et donnant lieu à l'iden­
tité (25). 

Gela résulte de ce que les X forment un groupe conjugué par 
rapport à w,. On constate que le système d'équations linéaires aux 
dérivées partielles p o u r / 

( ^ , / ) = 0, . . . , (X,„, / ) = o 

MÉMORIAL DBS SC. MATH. — N* 3 7 . * 
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est complet et admet le système d'intégrales 

A 1 ? . . . ? A n ; P.m+1» . . . j . P n r 

et que de même le système 

S ^ ^ = 0 ' (W)~<V .... (X^,/) = o 

est complet, admettant les intégrales 

l j • • • j A-n 
* / i M - I ^ / r t - M 

Les transformations de contact homogènes forment un groupe. 

13. Autre démonstration des résultats précédents. — M. Goùr-
sat |23] a donné de rétablissement des formules fondamentales des T 
une démonstration qui repose sur un lemme de caractère algébrique; 
par ailleurs, S. Kantor [29] avait déjà donné des indications sur une 
démonstration de cette nature. Voici comment on peut rattacher une 
démonstration analogue à celle de M. Goursat aux méthodes que nous 
avons employées jusqu'ici. 

Occupons-nous d'abord des transformations eii-x,p; nous venons 
de voir que leur détermination revient en somme à celles des trans­
formations qui laissent invariantes la forme différentielle extérieure 
quadratique 

{dpv «kj j| -+-. . .4- [dpn dxnl 

ou, ce qui revient au même, la forme bilinéaire alternée 

fdpx hxx—dxx 8/?i) - H . . .-h(dpn %xn— dxn hPn). 

La question est ainsi rattachée à celle de la recherche des transforma­
tions komographiques quai conserverait un complexe linéaire; maison 
•pewt la traiter directement. 

On montre d'abord que si les 2 n expressions de Pfaff : GT, , m2,.,., « ^ 
aux 2*1 variables *?,, . . . , pn satisfont à la relation 

[Wl TS2] 4 - . . . 4 - [Wia-tOT,, , ] = [dpi dxi] 4 - . . . 4 - 1 ^ dxn]% 

elles sont linéairement indépendantes. 
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On pose ensuite : 

Ca6> < * ' 

I dPà=^k(jtk rf**-*^*'** dp*. 
\ J i 

Substituons dans la relation (aâ) à rfX/ et à rfPjles expressions (26) 
et identifions les deux membres, nous obtenons les relations 

i Z_j ^iL'ttH'— Giki*-ik= Zkh 

^ / i o, si k ^ h\ 

Grâce à la remarque préliminaire, on peut procéder a l'inversion 
des relations (26), et du reste le calcul donne 

l 2 ) TM dXj— 2 V-ih dPj = ^ £/,* ^ * = . <***> 
(a*) ] 

d*oï| f^n déduit le système (29) équivalent à (27) : 

S ^L^ih vpi— tih^jh— 6//, 

c'est-à-dire' 

Réciproquement, on constate sans peine, en remontant les- calculs», 
que si les 2n fonctions»-X, P des x, p satisfont aux relations (3o), 
elles vérifient identiquement (25). 

Oa déduit aussi, de ce» calculs l'expression suivante, qui es* utile, 



. 3 a G. GERF. 

de la différentielle d'une fonction 9 des x, p : 

<ftp =2(<P» Xv)dPv—(<P, PV)^XV. 

Pour passer au cas d'une transformation de contact quelconque, il 
suffit d'observer qu'en tenant compte de la relation co = o, ori doit 
avoir 

2à[dXidPi]=?2à[dxidpi]. 

Dans les formules (26), on considérera alors les lih <jik comme les 
dérivées totales des X,, P, par rapport aux dx^ par exemple 

, d\t dXt 

Dans les formules (27) e f (a8) . s ^ est à remplacer par psAA, de sorte 
que les relations (3o) se modifient en remplaçant la parenthèse par le 
crochet et £iy- par pg/y. 

On a ensuite 

p r f p = 2 [ 9 , Xv]rfPv-|q>, Pv]^Xv, 

qui fournit les formules relatives à Z. 

14. Transformations d'une expression ou d'une équation de Pfaff 
en elle-même. — Les identités symboliques dont nous nous sommes 
servis pour établir les formules fondamentales des T ne supposent pas 
que les variables qui figurent dans les différentes formes de Pfaff et 
fonctions qui interviennent soient des variables canoniques; elles 
subsistent donc quand nous supposons simplement que les variables 
sont caractéristiques, sans plus, et que par conséquent les formes co 
et & ne sont pas réduites à une forme canonique; c'est ce qui aura 
lieu dans? ce paragraphe. 

Correspondant aux diverses catégories de T, nous envisagerons 
successivement les transformations qui conservent l'expression co7, 
celles qui conservent l'expression co, celles qui conservent l'équa­
tion co''== o. 

(Comparez Chapitres XII, XIII et XIV de [9]. 

Transformations conservant co'. — Le cas le plus intéressant est 
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celui où co est de classe paire; il a été l'objet d'une étude directe de 
S. Kantor [29] mise au point par M. Engel [19]. Nous supposerons 
que le nombre des variables est 2n'. La propriété fondamentale des 
transformations envisagées est l'invariance de la parenthèse relative à 
deux fonctions. 

Avec les notations précédemment employées 

r _V^Wi£^ df d* \ • 
UiD—J^ A \dx\ dx^ dx^dxij' 

on en déduit les conditions nécessaires pour que la transformation 

X , = 5 ^ ( ^ , . . . , xtn') (* = i, 2, . . . , 2/i') 

conserve co' 
/ v v A f * ( X i , . . . , X 2 w Q. 
(X/> Xk) ~ A(Xl5 . . . ,X 2„0 > 

ces conditions entraînent l'indépendance des X considérés comme 
fonctions des x et sont suffisantes pour que la transformation jouisse 
de la propriété indiquée. 

La forme co diffère de sa transformée ft par une fonction U des x 
que l'on obtient par une quadrature; on peut d'ailleurs ajouter à U, 
par exemple, — Z + z et en adjoignant aux formules de la transfor­
mation sur les x la relation Z = z + U, on définit une transformation 
qui conserve co + dz à une différentielle exacte près. 

Transformations qui conservent co. — En outre de la parenthèse 
relative à deux fonctions, nous avons à envisager l'accolade relative à 
une seule fonction qui nous fournissent des expressions covariantes 
absolues aux fonctions considérées. Rappelons que (§ 9) 

' J I ' - M 

« t\ V a > V an > / T - V Ê AL 
A, dx\ 

suivant que co est de classe pair ou impaire. 
Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une transforma­

tion conserve co sont : 

«x(X) 
A(«) 

x,| = a g , (x„x , ) - A ^ «*-.....,..•> 
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an 

Transformations qui conservent co = o. — Nous conservons, des 
notations analogues à celles dont nxDu&Euoms- sommes servis pour les T 
et nous supposerons que p est différent d'une constante. On a la 
relation 

p ( F , * ) X = r < / , ? ) e . 

Les relations entre les 2/¾ + 2 fonctions X+ r . . . r X , ^ l r p. sont alorc 

/ Y V \ BiX(X) 

On a de plus l'identité 

d ou les relations 

Remarques. — a. Toutes les expressions { j , ( ) que nous 
avons considérées peuvent être définies eu .remplaçant dfy ou dfetdy 
par des^expressions de Pfaff quelconques. 

h. La motion de transformation infinitésimale de contact [(34] dont 
nous n'aurons pas à nous servir par la suite, s'étend aux transfeicna-
tions généralisées que nous venons de définir [19]. 

THÉORIE DES GROUPES DE FONCTIONS. 

Un problème fondamental de la théorie des T est de reconnaître 
l'équivalence de deux systèmes de fonctions ou d'équations- relative­
ment au groupe G, c'est-à-dire de reconnaître s'il existe une T qui 
permette de passer d'un système à l'autre. Nous ne nous occuperons 
que de cas très particuliers de ce problème qui se rattachent à la 
théorie des groupes de fonctions, théorie d'un grand intérêt pour 
l'intégration du système caractéristique d'une équation de Pfaff et 
par là même pour l'intégration des systèmes d'équations aux dérivées 
partielles du premier ordre. Le problème général offre encore un très 
vaste champ de recherches. Nous ferons d'abord unre digression 
d'algèbre extérieure. 
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15, Formes extérieures adjointes. — Soient ut} a2, . . . , u.m 

n variables e t / = A [ a a i , . . • , u% ] une forme extérieure monf*n*e 
de degré p; nous définissons son monôme complémentaire par 
A-[ttap+1i •••> Ma„]? a i î «a, - . - , «/>, «/»+ii • • - , a» constituant une 
permutation d'ordre pair des indices 1,2, . . . , /1. On peut l'obtenir 
avec d'autres notations de la manière suivante : considérons n—p 
formes linéaires aux indéterminées £Ç' : 

Çt'i= ( - / - ^ 4 - . . . - H (•;/'«„ ( i = 7 ? - M , . . . r AI) 

et formons le produit extérieur A[u^ . . . , UaJïp+l\ . . . , £(n)] que 
nous mettons sous la forme A 9 [ u%, . . . , ww] ; on a 

Cl») K/l 
Ç ^ / J + I • • • Ç/i 

cp est donc une forme multilinéaire alternée à laquelle on peut faire 
correspondre un monôme extérieur et nous appellerons « monôme 
adjoint à / », le monôme extérieur A[£a +t, . . . , £ a J . La propriété est 
évidemment réciproque. 

Si l'on effectue sur les variables u et £ deux substitutions linéaires 
contragrédientes, c'est-à-dire telles que £1 M i + . . . + £« Mu demeure 
invariant, cp se reproduit multipliée par le déterminant de la substi­
tution effectuée sur les u. 

On définit ensuite la forme adjointe d'une forme extérieure quel-
conquç F de degré/? par la condition d'être la forme extérieure ¢(£) 
qui correspond à la forme multilinéaire alternée Q\ telle que 

Il résulte de cette définition que <I> est la somme des formes adjointes 
aux monômes qui constituent F ; donc O est un covariant relatif de la 
forme F par rapport à toutes les substitutions linéaires effectuées 
d'une façon contragrédiente sur les u et les £. 

Nous aurons à utiliser souvent les résultats suivants relatifs aux 
formes quadratiques. Soit F une forme quadratique *de rang 2s; on 
peut la réduire à la forme (§2) 

F = [ U. Lï2] - - . . .-H [U,^-! U„], 

où les Ut, .- . ,{/*« sotiat inriépemlante ( £ f < / t ) ; soit 4> la forme 
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adjointe à un facteur près de fF*-<] et dont la forme multilinéaire 
correspondante est définie par la relation 

' [ F ' " 1 » ! «in-...H-ÇAK»)(eï W l4-. . .4-63^)1 = ^(61 , $2)[F*]. 

O est ici covariante absolue de F par rapport aux substitutions 
linéaires que nous envisageons; elle est égale avec les variables 
actuelles à 

^ = [5i5»]-+-..--i-[6«*-lÇ*,], 

Remarque. — On voit immédiatement que la forme adjointe 
de [F*'P] est, à un facteur numérique près, [«/>]. 

THÉORÈME [ 9 ] . — Considérons les formes linéaires indépendantes 
de uK, . . . , u2s : / , , . . . ? fi{; lo s 7 ^ - 0 quantités a,7 définies^par les 
égalités 

et la forme quadratique extérieure à q variables 

1,....7 

Si cette forme O est de rang a*, le rang de la forme F se rédtiit 
de 2q — 2<j unités quand on y suppose les variables liées par les 
q relations : / , = o, . . . xfq= o. De plus, si l'on effectue sur les 
q formes linéaires données une substitution linéaire telle que O se 
réduise à la forme canonique 

* = [&?»]+•••+ [&*-! for]. 

la forme F se réduit à la forme canonique 

F = [ / 1 / 2 ] "+- [ / 3 / 4 ] -K . . 4 - [ftv-ifi*] -+-[/2(7+1/9+1] H-. . . . 
•+- [AAq-2(j] + [/^-2(7+1/27-2(1+2] + . . . + [ / 2 ^ - 1 / 2 ^ , 

en désignant par /74.,, . . . , f2s de nouvelles formes linéaires convena­
blement choisies, indépendantes entre elles et indépendantes des 
formes données (cela suppose, bien entendu, 2q — 2<r<2s). 

Pour le démontrer on suppose qu'on a pris comme nouvelles 
variables / , , ...,fq et l'on-remarque qu'on peut effectuer sur les 
variables une substitution linéaire quelconque, sous la seule condi-
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tion que les q premières variables soient échangées entre elles; il en 
résulte qu'on peut effectuer sur les £ une substitution linéaire quel­
conque sous la seule condition que les 2 s — q dernières variables 
soient échangées entre elles. 

Si tous les aij sont nuls, on retrouve un théorème précédemment 
démontré : 

* = ° et [fif...fqF*-v+i] = o. 

Corollaire. — Supposons que F, de rang 25, dépende de 2s-\-i 
variables : *>,, . . . , v2s+i ; soient u{, . . ., u2s des variables de réduc­
tion de F ; ce sont 2s fonctions linéaires des e, indépendantes entre 
elles; soit u2s+\ une fonction linéaire des v indépendante des précé­
dentes. Les / sont des fonctions linéaires des v\ désignons par / I Ce 
que devient// quand on y fait u2s+s = o, ce que nous écrivons 

f=fi (mod M ! ( + J ) . • 

Définissons afy par la relation 

il est clair que 

Posons 

on a 
[F'/f] = Pf[«î*+iF']. 

En raisonnant comme précédemment, on montre qu'on peut mettre F 
sous la forme 

F"= [ ( / 1 - Pi » , + i ) ( / . - Pi w*+r)] •+-... 
•+" [ ( / ï f f - l — P»<X—1 M*+l) (/«(T—Plff Mj+l)] H" [ ( / 2 f f + l — p2<T+l M * + l ) / y + | ] 4 - . . . 

"*" [ ( A — ?7 ^+1)/27-2(7] -H [/27-2(7+1/27-2(7+2] -+-

Nous allons avoir à appliquer constamment les résultats de ce 
paragraphe. 

16. Systèmes involutifs. — Dans toute T, si / et cp sont ce que 
deviennent deux fonctions F et <D des grandes lettres quand on rem r 

place celles-ci au moyen de leur expression en fonction des petites; 
et s i / e t 9 sont en involution, F et $ le sont aussi et réciproquement. 

Considérons q fonctions, dist inctes/ , , . . ., fq de x, z, p et telles 
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qu'elles soient deux à deux en involulion; nous dirons qu'elles consti­
tuent un gronape involatif ; deux fonctions de ar, z, p qui s'expriment 
au moyen de / , , . . . , fq sont dîtes appartenir an groupe et souk en 
involution; les q fonctions données forment une base du groupe, 
q est l'ordre du groupe. Si q < /i - f-1, on peut adjoindre à / r , - . - , / ^ 
n + i — q autres fonctions qui forment avec celles-là un groupe invq-
lutif d'ordre n -f-1 (§ 10). On peut donc donner à un groupe invo-
lutif la forme canonique 

Lj Xj.. .. , r Xy_A 

et un groupe involutif contient au jplus n -f- i fonctions; deux groupes 
involutifs de même ordre sont équivalents par rapport au groupe G. 

De même deux groupes involutifs de même ordre dont les fonctions 
ne dépendent pas de z sont équivalents par rapport au groupe des 
transformations en X, p. 

Si les fonctions / , , . . . , / ^ s o n t homogènes en />, il peut se pré­
senter deux cas : ou bien toutes les fonctions / sont d'ordre nul, et 
l'on peut donner au groupe la base canonique X, , . . ., X^, ou bien 
toutes ces fonctions ne sont pas d'ordre nul et l'on peut donner au 
groupe la base canonique I \ , P2 , . . . , P7. On a donc deux classes de 
groupes homogènes; dans chacune d'elles, deux groupes du même 
ordre sont équivalents par rapport au groupe des transformations 
homogènes. 

17. Propriétés d'invariance des transformations en #, p. —« Il 
nous suffira de considérer le groupe des transformations pour }$&-
quelles p = 1, les propriétés que nous obtiendrons n'étant pas trou­
blées par une homothétie. 

I. Nous allons en premier lieu nous occuper d'un système de fonc­
tions ne dépendant que des #, p. On dit que q fonctions distinctes,, 
fs, . . ., fq des x, p forment uu groupe d'ordre q {q < 2 /î) si toutes 
les parenthèses (/*, /* ) s'expriment au moyen de / M . . . , fq) éreuîe*-
ment : 

( / i , / f c ) = ^ « f i A ( / i , . - 5 / 7 ) -

Toute fonction telle que F ( / M *..rfq) est dite appartenir an 
groupe et deux fonctions quelconques du groupe jouissent delà pro­
priété précédente. 
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Toute transformation en x, p conserve la propriété d'un système 
de fonctions de constituer un groupe. Nous nous proposons de déter­
miner les conditions nécessaires et suffisantes d'équivalence de deux 
groupes par rapport au groupe des transformations en x, p. Nous 
emploierons pour cela une méthode qui nous servira encore par la 
suite : en utilisant des covariants aux fonctions considérées relative­
ment au groupe des transformations <?n x, p, nous déterminerons un 
système de différentes bases canoniques possibles pour un groupe 
en x, p; deux groupes sont équivalents si Ton peut leur donner la 
même base canonique et seulement dans ce cas, les différentes bases 
canoniques envisagées n'étant pas réductibles entre elles par une 
transformatron en x, p. 

Considérons la forme quadratique extérieure 

la forme bilinéaire qui lui correspond permet d'écrire la parenthèse 
de deux fonctions quelconques 9 et ^ d e / , , . . ., fq, en y remplaçant 
les deux systèmes de variables £ par les dérivées partielles de -cp et ^ 
car rapport à / , , . . ., fq. La forme # est eovariante absolue de tp -et4* 
par rapport à toute transformation en x, p pour laquelle p = 1 et qui 
échange entre elles les fonctions/, a fortiori est-elle eovariante par 
rapport à tout échange d e s / , les x, p n'étant pas modifiés, étant bien 
entendu que les £ subissent une substitution linéaire contragrédiente 
de celle qui résulte du changement de variables pour dfK, . . . , dfq + 

Pour une substitution linéaire sur les £ à coefficients fonctions, 
d e / , , . . . , fq, on peut réduire <D à la forme 

* = tç'ift]H--..+rK«T-,s;ff]; 

la transformation contragrédiente sur les df (k coefficients fonctions-
des / condu i t à q formes de Pfaff indépendantes,.si,, . . . , cj f, telles 
que 

(•', rarL - h . . . 4 - ^mt/ = ( - , ^ 4 - . . . 4 - \qdfq. 

En introduisant 2n—p formes linéaires nouvelles Mif . . ., &>2/i_a. 
indépendantes entre elles et indépendantes des sy, on peut donner à la 
forme co' l'expression 

4*)'= [5*1^2] 4 - . . . 4 - [ C 7 2 C T - 1 ^ 2 C T ] + [ w i f f + i W i ] - h . . . 

4 - [T3q Mq-2<j] 4 - [10^-2(^0)^-2(7+2] 4 - . . . 4" [ 1*>tn-q--l < 0 2 « - r J* 
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Posons 
7T^= [ J Ï J , T3 g] 4 - , . . 4 - [ t ï ^ - , TST2(y] ; 

7r est construite uniquement a v e c / , , . . ., fq et leurs différentielles, 
de même que chacune des m. Prenons la dérivée extérieure de la rela­
tion précédente 

*'•-*" [TO2<7+iwi] "+-. • •-+- [<s>yi0y_2(T}4- TTïJoff+i w',] 4 - . . . 4 - [mqo)q_te]=s-
(mod w ^ _ 2 ( y + l . . . co2 n_7). 

Les termes écrits ne peuvent se réduire avec ceux qui ne le sont pas» 
Quand on suppose 

( 3 1 ) d 2 < 7 + l = 0 , . . . , 7 5 ^ = 0 , 

la relation précédente montre que 

™10+l = O, . . . , XS'q = O ,' 

i l en résulte que le système (3i) est complètement intégrable ( 1 ) ; 
s o i t y 2 a + i , ...,yg un système d'intégrales premières de ces équa­
tions; ce sont des fonctions des / . Quand on suppose maintenant 
que y2<j+\, . • ., yq sont constants, nf est nul; 7r est donc une diffé­
rentielle exacte d'une forme de Pfaff; si l'on supposé cette forme 
ramenée à 

7 i dy% H- . . . + 72<7-i dyta, 
on peut écrire 

TU = [dyr dy2] 4 - . . . 4 - [dyta-x dy2a] 

en supposant j ^ 2 0 . + l , . . . , yq constantes. 
Finalement, en remplaçant* les / par q autres, fonctions distinctes 

de leur groupe, on peut mettre co; sous la forme 

«o'= [dyx dyt]-h.. .4- [dyw-\ dy2a] 4- [dy.^^^ 4-.. .4- [dyq^q-2^ -4-..., 

<f> a la forme 

On peut donc trouver 20- fonctions distinctes du groupe telles que 

(32) (yx, y2) = (73, y,) = ...= ( 7 ^ , , yl(J) = i", 

toutes les autres parenthèses étant nulles. 

( l ) Voir par exemple § 23. 
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Les fonctions yo^+i, • • • ? .» sont en involution avec toutes les 
fonctions du groupe : ce sont les fonctions distinguées du groupe. 
D'ailleurs, en se rappelant que les fonctions y , , 73, . . . ,72(7+0 
.̂ 2(7+2 x • • • » y g forment un groupe conjugué par rapport à co, on peut 
trouver des différentielles exactes pour remplacer les co; et par consé­
quent trouver 2/1 — q fonctions 77+1, . .*., y<m, indépendantes entre 
elles et de 7 , , . . ., 77, telles que 

(7"T+1> 7 7 + 1 ) = \> • • •> (^7> ^ 2 7 - 1 ) = Ï ? 

(727+15 727^¾) = • • • = ( 7 2 t t - l , 7 2 « ) = If 

ou tes lesr autres parenthèses étant nulles. 
Par une transformation de contact en x, p on peut donc transformer 

es fonctions de base du groupe en 

pu . . . , pa, 

on aura un système des différentes bases canoniques que l'on peut 
donner à un groupe d'ordre q en donnant à <7 les différentes valeurs 
possibles. On voit donc qu'en dehors de l'ordre, un groupe de fonc­
tions en x, p n'a, par rapport aux transformations en #, p , qu'un 
invariant : le nombre de ses fonctions distinguées. 

Mais on peut tirer d'autres conséquences de ce qui précède : les 
fonctions 720+1, •••? y<m forment elles-mêmes un groupe; c'est le 
groupe polaire du groupe donné qui comprend toutes les fonctions 
en involution avec toutes les siennes. Le système 

( 3 3 ) ( / / , / ) = 0 («' = 1 , 2 , . . . , ? ) 

est complet; la réciproque est immédiate et donne le moyen de 
reconnaître si q fonctions forment un groupe. Mais ce moyen.exige 
que l'on connaisse ces fonctions; il peut arriver que l'on sache seule­
ment de ces fonctions qu'elles sont les intégrales d'un système com­
plet, ou les intégrales premières d'un système d'équations aux diffé­
rentielles totales. 

Voici comment on reconnaîtra que les fonctions ainsi définies 
forment un groupe. Soit 

7U4 = O , . . . , 7 ^ 7 = O 

ie système complètement intégrable qui les détermine; on forme les 
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parenthèses 

et 1 on pose 
df= X1, ̂ ^ - . . . H - ^ w ^ (i = 1 , 2, . . . , (f\ 

le déterminant *des X étant différent de o ; par oonséqîaefcit 

( / i , / ) = ^iAi/H-. . . + ^ÎA g /^ 

et le système (33) est équivalent au système (34) 

(34) A i / = o (i = i, 2, . . . , — y ) . 

11 suffit donc de reconnaître que le système (34) est complet (une 
autre démonstration est donnée par Kantor et M. Engel {30, 19f). 
Si l'on pose 

** = ]V «** dxt 4- P^ ûÇp/ 

et que l'on suppose ce système complètement intégrable, les fonc­
tions qu'il définit satisfont au système complet 

2 
elles forment un groupe si le système 

est complet, ce qui est équivalent à ce <|u« 

2 <*jt dxt— pji dpi = s 

sait complètement intégrable. 
En particulier, les fonctions distinguées d'mTgroupé donné forment, 

un sou^-groupe involutif qui est défini par les équations 

et auquel s'appliquent les considérations précédentes. 

18. IL Occupons-nous maintenant de systèmes de fonctions con­
tenant z. Nous aurons à considérer non plus seulement l'invariance* 

de «o', mai*--celle d^ co et à faune intervenir l'expression {/ } = -~i qui 
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dans le cas précédent était toujours nulle; cette expressi®^ es*, un 
covarjant d e / p a r rapport aux transformations en x, p; d'autre part, 
la parenthèse devient ici le crochet; nous dïrons que les q fonctions 
dist inctes/ , , . . ., fq de #, z, p définissent un groupe d'ordre q si 
toutes les expressions {/t- j , [/*,//} s'expriment au moyen d e / , , . . . , /7 
seulement. Posons 

! A ! = M =ai> Ui>fj\=aH> 

les ai et aij étant certaines fonctions des / . Considérons les deux 
formes. 

*=2«z/[?/e/]-

A toute substitution linéaire, à coefficients d e s / seulement, effec­
tuée sur les £, nous faisons correspondre la substitution contragrê-
diente effectuée sur les df. On peut ramener O à la forme réduite 

introduire des fonctions m comme précédemment et distinguer trois 
cas suivant que <p peut s'écrire 

a. 9 = 0; b. 9 = ?',; c. ? = £',„+,. 

a. C'est le cas précédemment étudié, toutes les accolades étan^ 
nulles. 

b. On a 
[(ji'n(mi—w)] =_ [ixi'nm2] = . . . = [u>'nmq] = o 

tontes les parenthèses (eu/, coy) sont nulles, s,auf 

(T3l5 W2)=. . . = ( % - i % ) = I 

et G*' est réductible à lai forme 

O)' = [(73! W)7B2] 4- [W3W4J "H. • • 

-+-1^20^-1^2^] + [^2(S+i ^ 1 4 - . . ^^[^0)^^^5¾ 
-+ [ (0^2(7+1 w7-2(7+2 ] •+• • •• «H*- liÛM-q-± M%R—i?\ 

Posons 
7T = [117^2] 4 - . . . 4 - [w2(7-^iW2^] 

et prenons la dérivée extérieure de wff 

n' [îWÏTâ,]^ WTÏJg 4 - , . -SES Q, 
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On peut poser 

W 2 = — » ^2(7-1-! = û?72(7+lj ^ . • } Bfy = d ^ J 

on constate que la dérivée de — est nulle quand on suppose 

Xaa+iî • • • ? 77 constants, et l'on peut écrire 

^=yt{[dy,dy2]-h[dyzdyK]-^...4-[^72(J-i dyia]) 

'= \y^ WJ + ^ [dyx dy%] -t-y^dy* dyh] 4-. ..-+,[dy2a-x dyt(T]) 

4- [¢/72(7-1 <*>i] 4-\ . . 4 - [rf7^w7_ î ( T] 4 - . . . 4 - [ w j ^ ^ W j i ^ ] , 

et les fonctions7,, . . . , yq du groupe sont telles que 

(35) J 7 i | = i , [?*,?*]=—^r> [73, 74] = . . . = [7*<7-i, r*c7-H---72T 
/ 2 

en se souvenant que 
[ 7 3 , 7 4 ] = — ( 7 3 , 7 * ) ; 

tous les autres crochets et accolades sont nuls. 
Comme base canonique, on peut prendre 

Z, X,, . . . , X(J_1 ; 

" I J • *• • i " (7—1 , *CT, • • • , P7—«V* 

Il y a y — 2 0- fonctions distinguées qui sont, par exemple, les 
rapports mutuels des P a , . . . , P9_o.. 

On en déduit immédiatement que le système 

[A/ ] = o, g = o 
est complet. 

c. Dans ce cas, toutes les accolades et parenthèses de rn sont nulles, 
sauf j 5T2(7+i} et (BJ, , BT2), . . ., (GT2<7-.I, 5J2<J). La forme co' est réduc­
tible à 

w ' = [ TÏT! Tsr2 ] -+-• • .+[^2(7-1^2(7 ]-+-[( ^2(7+1 — w) (o, ] 4-[ny2f f+2 w2 ] 4 - . . . 
4- [ w ^ t o ^ - ^ ] 4- [•Wgr-aor+i t»q-2(J+2 [ 4 - . . . 4- [0),,1-7-1 w î n _ g ] 

ou encore à 

w'=[dyx dy^] 4-.. .4-[â?72(T_1 ^72(T] 
-+- [(^72cr+i-+-7i ^72 + - . .-+-72(7-1 ^72(7—4^)^ ], 
+ 1^2 (7+2^214- . . . 4 -1^ (0^20-14-
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Les fonctions 7 , , . . ., yq du groupe satisfont aux relations 

(36) | 1-^+1 | = I > [fu ?*]=••-= [7*2(7-1, 72(7] = 1, 
1 [7U 72(7+1 ] = — 7 l , . . . , [72(7-1, ^ 2 ( 7 + 1 1 = - / 2 ( 7 - 1 , 

tous les autres {yt} et [7/, yj\ étant nuls. Par une transformation de 
contact en x, /?, on peut donner au groupe la base canonique 

Z , X , , X.-), . . . , X ( j , X f f + 1 , . . . , Xgr—ff—,, 

P, , P2, . . . , P(7Î 

il y a gr — 2(7— 1 fonctions distinguées. 
En résumé, un groupe de fonctions en x, z, p d'ordre q a relative­

ment au groupe des transformations en x, p en dehors de son ordre, 
un seul invariant : le nombre de ses fonctions distinguées; il est sus­
ceptible de recevoir une base canonique d'un type ou d'un autre, 
suivant qu'on obtient le nombre de ses fonctions distinguées en 
retranchant de q un nombre pair ou un nombre impair. 

19. Transformations homogènes. — Nous supposerons z invariant 
et ne considérerons que des fonctions en x, p. Nous considérerons 
les covariants qu'on forme au moyen des symboles 

f / i=2 
àf , „ 

Pour ne pas compliquer les notations, nous désignerons encore parto 
la forme invariante qui est ici 

pL dxY-\-.. .-\-pndxn. 

Nous dirons que y fonctions en x,p:fn . . . , /^, fornient un groupe 
si toutes les expressions {f} et (/,, fj) s'expriment au moyen 
d e / , , - . . ) / 7 seulement; nous introduirons encore les formes cp et O 
et nous aurons encore trois cas à considérer : 

a. cp = o; toutes les fonctions sont homogènes et de degré o; le 
groupe est nécessairement invôlutif. 

b. co' est réductible à 

id'=[dy1 dy2] -+.. .4- [dy2a^ dy2<7] 
-+- [ ( w -+- ^ 7 Î ) C ° I ] + [^72Œ+i w2] -4-. «.-b [^77^7-20-+1] - r - i . .< 

On peut donc choisir dans le groupe q fonctions distinctes71, .\ ., yq, 
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telles que? 

(27) { K M — - " - i j 7 l j = — / i " - ( / 2 a - l j =—72(7 -1 , 

0 ^ 7 2 ) = ( 7 3 , 74 ) = ' • • = (72CT-U 72(T> = T , 

toutesles autres accolades et parenthèses étant nulles. 
Par une transformation de contact homogène, on peut donner au * 

groupe la base canonique 

P i , • • • , P(7Î 

X i , . . . , X f f , Xg<7+i> . , . , X^—Q-; 

il y a q — 2 or fonctions distinguées. 

e. eo' est rédaclibie à 

w ' = [ ^ 7 1 dy>] -+•• • • + L^72a-i <^72a] 
4- [w dy2a+x] 4- [^/72(7+0wj J -H . . . 4 - [ ^ / w ^ a f f + i ] - b . . . . 

On peut donc choisir dfcms le gro««peçioHeiionsic^stinetest^ty -«.rjrçx, 
telles que 

720+1 ( = 72<T+1 > 

(720—1, y*v) = 7 2 t r + r , i(,,„)=f7.= 
toutes les autres accolades et parenthèses étant nulles. Par une trans­
formation homogène/ on donne au groupe la base canonique 

«*lj •••> •Xor #(7+2,. • « # 7 , 

Pli •••> P<Si P<T+l9 •••» Pqt-Gr 

il y a </ — 2ci fonctions distinguées. 
Dans les trois cas, on peut choisir au groupe une base où toutes les 

fonctions sont homogènes et de degré o ou 1. 
Ce qui distingue les cas b et c, c'est que, dans le premier, toutes 

les fonctions distinguées sont d'ordre nuï et que cela n'a pasiiew dans' 
le deuxième. Un groupe de fonctions x,p a donc vis-à-vis du groupe 
des transformations homogènes, en dehors de son ordre, deux inva­
riants : le nombre de ses fonctions distinguées est celui de ses 
fonctions distinguées d'ordre nul. Deux groupes sont équivalents 
s'ils ont les mêmes invariants. 

20. La théorie des groupes de fonctions et les transformations qui 
conservent une forme de Pfaff. — Adoptons vis-à-vis d'urne expression 
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de Pfaff non réduite â sa fornve canonique ett que nous supposerons 
d'abord exprimée au moyeti de variables caractéristiques, les défi-
nifions qui nous ont servi pour les groupes relatifs aux formes •csm®-
niqwes. Il résulte, sans plus, des «calculs «ope nous avons «xposés-, 
qwe : 

1. Si l'on considère une forme de classe paire co, de # , , . . . , x->n, et 
un groupe de fonctions / H . , . , fqi d'ordre q, i\elatif aux transfor­
mations, qui reproduisent ro, à une différentielle exacte près, on peut 
choisir parmi les fonctions du groupe q fonctions indépendantes 
7 , , . . . , yq qui satisfont aux relations (32 ); ou bien le système (3g), 

(%) / l = ^V . . . , fq=Cq, 

où cu . . . , Cq -sont des constantes arbitraires, est en inyolulion 
(relativement à co'). 

IL Si l'on considère une forme co, de classe impaire, des variables 
# , , . . ., # v + ] , un groupe d'ordre 7, relatif aux transformations qui 
conservent co, possède une base dont les éléments satisfont soit aux 
relations (35), soit aux relations (36); ou bien le système {39) est^en 
involution. 

III. Si Ton considère une forme w de classe paire des variables 
Xi, . . . , x?n>, un groupe de fonctions de rr,, . . . , #,„., d'ordre qy 

relatif aux transformations qui conservent co, possède une base dont 
les éléments satisfont aux relations (3^) ou (38); ou bien le sys­
tème (3g) est en involution. 

Il est possible, comme précédemment, d'associer au groupe un 
système complet; la considération des fonctions distinguées, qui sont 
données par un système complètement intégrable, permet, grâce aux 
résultats que nous avons acquis sur le* T, d'énoncer les conditions 
d'équivalence de deux groupes de fonctions vis-à-vis du groupe de 
transformations auquel ils sont tous deux relatifs. 

On voit qu'au fond la théorie précédente a pour but de déterminer 
dans un groupe de fonctions, relatif à une forme co, le plus grand 
groupe conjugué ou semi-conjugué relativement à celte forme qui y 
est contenu; cette détermination a une grande importance pour les 
problèmes d'intégration. 

On peut, du reste, donner à tout ce qui vient d'être dit une*plus -
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grande portée, en ne supposant plus que co soit exprimée au moyen de 
variables caractéristiques et en supposant q u e / , , . . . , fq sont des 
intégrales premières connues du système caractéristique de co. Tous 
les calculs faits subsistent et s'appliquent, par conséquent, au pro­
blème général de l'utilisation d'intégrales premières connues pour 
l'intégration du système caractéristique d'une expression de Pfaff(*). 

21. Groupes de fonctions vis-à-vis du groupe des transformations 
de contact générales. — Cherchons d'abord la définition à donner du 
groupe. So ient / , , . . . , / ^ , q fonctions distinctes de #, s, p. Une 
transformation de contact est définie par la relation 

(17) Q = pco (p ^ o) . 

Supposons que / , et f% soient deux fonctions du groupe qui ne 
soient pas en involution (si toutes les fonctions / étaient en invo­
lution, le groupe serait involutif et c'est un cas traité), et soient F, 
et F2 leurs transformées; on sait que 

P[F|, Fl)x=L/l,/t]rî 
on peut donc écrire 

[ F „ F 1 ] x Û = [ / i , / î ] J ï a>; 

autrement dit, la forme [/,, /2]*« est invariante. Calculons pour 
cette forme les expressions { } et ( ) ; posons 

_ [ /15 /2 ] = — ; 

dz |/HO,/]-»gi 

Nous dirons que les fonctions/,, . . . , / ^ forment un groupe si toutes 
les expressions 

|/.j =["*/*]-«>JJ «t *[/,./,] 

s'expriment au moyen d e / , , . . . , / ^ seulement; la dernière condition 
exprime simplement que les rapports des crochets des fonctions du 
groupe prises deux à deux s'expriment au moyen d e s / , , " . . . , / 7 . 

(1) Voir le fascicule à paraître sur ce sujet dans le Mémorial des Sciences mathé­
matiques. 
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Remarque. — Ce que nous venons dédire prouve que s i / , , . . . , / ? 

spnt q intégrales premières du système caractéristique d'un système 
d'équations du premier ordre en involution, si les expressions { } 
et ( ) ne s'expriment pas e n / , , . . ., fq, elles fournissent de nou­
velles intégrales premières (33). 

D'autre part, par une T, on peut s'arranger pour que t v = i ; il 
suffit de choisir cette T pour que p = [/i, / a ] , alors [F , , F a] = i, et 
l'on est ramené au cas précédemment étudié. Par conséquent, par 
une transformation de contact, on peut toujours amener un groupe 
en x, z, />, non involutif à l'un des deux types suivants : 

Z , X , , . . . , ^ (7—i , *cr, • • • •• V/—o-î 

P i , • • • , Pff—i 
OU 

z , X j , « . . , *<7— i ; 

P i , . . . , Pff—l, Pff, • • • , P<7-ff-

On peut se proposer de reconnaître si les intégrales du système 
•complètement intégrable 

T3, = O, . . . , 1Bq= O 

forment un groupe. On s'appuie pour cela sur la propriété suivante ; 
le système 

«4°) [/t»/] = <>, ..., [/*,/] = o, K n-% = ° 

•est complet s i / , , . . . , fq forment un groupe et réciproquement. Orj 
on obtient un système équivalent à (4<>) dans le suivant : 

( ro„r f / ) = o, . . . , (w7, <//) = o, | > , / ] - dz o, 

où P = (GJI, Bja), par exemple, et, comme toujours, (GJ„ df) efet 

défini par 

Si les fonctions/i, . . ., fq étaient données comme intégrales d'un 
système complet, on formerait le système complètement intégrable 
correspondant. D'ailleurs, tous ces calculs sont bien simplifiés si Ton 
élimine dz au moyen de la relation 

dz = w4- /? i dxx-\-.. .-\-pndxn. 

Remarque. — Nous avons étudié les propriétés d'invariance, par 
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rapport au groupe G, de systèmes tout à fait spéciaux de fonctions, 
systèmes auxquels on est conduit par la théorie des équations aux 
dérivées partielles du premier ordre. On peut signaler des systèmes: 
un peu plus généraux qui se présentent dans la théorie des transfor­
mations des équations aux dérivées partielles du deuxième ordre à un 
nombre quelconque de variables indépendantes. Il s'agit de systèmes 
de q fonctions / , , . . ., fq de x, z, p, tels que les rapports des cro­
chets de ces fonctions prises deux à deux s'expriment au moyen 
de / , , . . . , / y seulement sans que la première condition qui sert à 
caractériser les groupes soit remplie. Celle propriété du système de 
q fonctions est évidemment invariante par rapport au groupe G [12^. 

GÉNÉRALISATIONS DIVERSES. 

22. Transformations de contact prolongées. — Soient 

X/=X/(ar1, . . . , z,pn), Z = Z(x, z, /?), 
(a) . __ 

P / = P l ( j ? , z, p) (i= i , . . . , / ? ) 

les formules qui définissent une transformation de contact. Sup ­
posons que z y représente une fonction de x , , . . . , # „ ; / ? , , ...,pn 

ses dérivées partielles du premier ordre ; on en déduit alors pourZ, en 
général, une fonction de X, , . . ., X„ dont les dérivées partielles dit 
premier ordre se calculent au moyen des expressions des P/. Un calcul 
classique permet de trouver les dérivées secondesP//(i", /= i, 2 , . . . , n) 
"de Z par rapport à X/ et Xy en fonction des x, de z et de ses dérivées 
premières et secondes. Les formules obtenues ne sont pas valables 
pour les fonctions z solutions d'une certaine équation de Monge-
Ampère (e); inversement, elles permettent d'exprimer les#, £,/?/,/?/y 
au moyen des X, z, P,, P,y, sauf lorsque z est solution d'une certaine 
autre équation de Monge-Ampère (&). 

On a ainsi prolongé la transformation de contact jusqu'au second 
ordre : deux surfaces ayant, en un point, un contact du deuxième 
ordre sont transformées en deux surfaces jouissant de la mêmes 
propriété. 

On peut prolonger la transformation jusqu'à un ordre quelconque y 
et la transformation prolongée est encore réversible et jouit de la 
propriété de conserver le contact d'ordre q entré deuxv surfaces en 
général. 
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l i e posa le problème de trouver les transformations "reversiWes 
d'éléments d'ordre y, qui, à une surface, fassent correspondre en 
général une autre surface; il pensait que les T prolongées jouissaient 
seules de cette propriété; Bàcklund prouva'que cette vue était juste [1], 
Pour nous limiter au second ordre, ce fait peut se formuler de la 
façon suivante : le système de Pfaff 

!

dz —p dx — q dy = o, 
dp — r dx — s dy = o, 

dq — s dx — t dy = o 

n'est transformé en lui-même que par des transformations qui con­
servent sa première équation. 

L'insuccès de cette tentative de généralisation tient essentiellement 
à la différence profonde qui existe entre les propriétés d'une équation 
de Pfaff et celles d'un système d'équations de Pfaff. Toutefois,, le 
système (40> ainsi que les systèmes analogues correspondant à un 
ordre quelconque, et quel que soit le nombre des variables indépen­
dantes, sont des systèmes de Pfaff qui jouissent de propriétés particu­
lières. Pour les mettre en évidence, nous nous appuierons sur quel­
ques considérations générales relatives aux systèmes de Pfaff que 
nous allons rapidement esquisser; nous aurons acquis en même temps 
le moyen d'indiquer une voie où l'on s'est engagé en tentant de géné­
raliser les T. 

23. Classe et système caractéristique d'un système de Pfaff. — 
Soit un système de h équations de Pfaff en a?f, . . . , xn : 

!

u)jf = alx dxx 4- ax2klx2'-]-... 4- aXn dxn = o7 

; ' 
wh= ahfdxt-h -)-anndxn= a. 

La classe de ce système est égale au nombre minimum de variables 
au moyen desquelles il peut être exprimé, soit c. 

Le système caractéristique de (4») est le système associé des 
tonnes 

<i>i. ou; L»I, . . . , *>A, «'il; •••; [wi, . . . , to/i, w^}. 

On le démontre par une méthode analogue à celle qui nous a servi 
pour le tkéorème correspondant relatif à une expression 
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On retrouve comme application les conditions de complète inté-

grabilité de (4 2 ) , dont nous nous sommes servis (§ 17) : 

OJ', = o, . . . , w ; t = o (mod co,, . . . , o>n). 

Système dérivé. — Nous disons qu'une équation de Pfaff Q appar­
tient au système (4a) si 

Q = ) ^ 0 ^ 4 - . . . 4 - ) , / , ( 0 / 1 , 

et qu'elle appartient au système dérivé de (4 2 ) si, ^ n plus, 

Q'==o ( m o d w i , . . . , w/,). 

Le système dérivé est donc défini par toutes les équations de ( 4 2 ) 
indépendantes entre elles qui jouissent de cette propriété. Par exemple, 
le système ( 4 0 admet un système dérivé composé de sa première 
équation. 

Le système dérivé d'un système est covariant de ce système par 
rapport à tout changement de variable. 

On définit les dérivés successifs qui jouissent de la même propriété 
de covariance. 

,24. Impossibilité de transformations de contact du deuxième 
ordre. —Toute transformation qui laisse ( 4 0 invariant doit laisser 
invariant son système dérivé, c'est-à-dire dz — p dx — qdy = o, c'est 
donc une T prolongée. 

Supposons que nous établissions une relation entre x, y, z, /?, y, 
7', s, t] le système ( 4 0 devient de classe 7, mais admet encore comme 
système dérivé sa première équation seulement. On démontre aisé­
ment que, réciproquement, tout système de trois équations de Pfaff à 
sept variables et de classe 7, admettant un système dérivé composé 
d'une équation de classe S, peut être associé à une équation aux déri­
vées partielles du second ordre à deux variables indépendantes [24]. 
On en déduit que les seules transformations réversibles entre surfaces 
intégrales de deux équations du second ordre qui conservent le con­
tact du second ordre sont les T prolongées. 

Ces résultats s'étendent sans difficulté aux transformations d'ordre 
quelconque quel que soit le nombre des variables. 

25. Transformations de surfaces par abaissement de l'ordre du 
contact [1,^2, 10]. — Pour préciser, proposons-nous de trouver des 
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fonctions X, Y, Z, P, Q de x, y, z, p, q, r, s, t, telles que 

dZ — P dX — Q dY 
= p(dz —p dx — q dy) 4- X(dp — r dx — s dy) 4- \i(dq — s dx — t dy) ; 

nous sommes conduits à des transformations qui changent en général 
deux surfaces ayant un contact du deuxième ordre en deux surfaces 
ayant un contict du premier ordre ; mais ces transformations ne se font 
que dans un sens; elles se prolongent en permettant d'exprimer les 
dérivées d'ordre n de z au moyen des coordonnées d'élément d'ordre 
n + 1 de z. Elles ont des applications à la théorie des transformations 
des équations aux dérivées partielles du deuxième ordre, mais surtout 
l'étude de leurs singularités est intéressante. Cela s'applique, quelque 
soit le nombre des variables dont dépend z et aussi quel que soit 
l'ordre de ses dérivées qu'on fait intervenir. L'étude des transfor­
mations que nous envisageons met en évidence certaines catégories 
d'équations aux dérivées partielles qui jouissent de propriétés parti­
culières quant à la structure de leurs intégrales et quant à la possi­
bilité de les transformer en une autre équation. D'ailleurs, ce ne sont 
pas seulement des équations uniques qui sont mises en relief, mais 
aussi des systèmes d'équations en involution de types particuliers e,t 
qui se présentent ainsi tout naturellement comme sujet d'étude. 

26. Problème de Bàcklund généralisé [voir fascicule VI du Mémo­
rial ( ')]. — On est donc conduit à des transformations qui concernent, 
non plus toutes les multiplicités de l'espace, mais seulement les multi­
plicités intégrales de certaines équations ou certains systèmes d'équa­
tions aux dérivées partielles. Bàcklund, le premier, s'est posé un 
problème de celte nature [3], en se donnant a priori quatre relations 
entre les coordonnées de deux éléments du premier ordre de l'espace 
ordinaire ; on peut remplacer ce système de quatre relations par 
d'autres systèmes plus compliqués [101, mais il faudra bien toujours 
être guidé par quelque idée pour leur choix, et c'est, en général, des 
considérations géométriques qui dictent la façon de choisir. A de tels 
systèmes, on peut faire correspondre des systèmes d'équations, de 
Pfaff, et c'est en somme, à l'étude de ces derniers systèmes qu'on se 

Q) Nous signalons que page 5o de ce fascicule, ligne 12, il faut lire entre paren­
thèses 12 au lieu de n . 
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trouve ramené, mais là encore, ces systèmes ne sont pas pris au 
hasard : ce sont des systèmes de Pfaff qui se présentent dans la théorie 
des équations aux dérivées partielles qui interviennent. 

Par exemple, à toute équation du second ordre, on fait corres­
pondre un système particulier de trois équations de Pfaff, de classe 7 
et réciproquement; mais si l'équation admet des caractéristiques du 
premier ordre, ce système comprend deux équations qui forment un 
système de classe 6. De même, à toute équation du troisième ordre, 
on peut faire correspondre un système particulier de six équations de 
classe 11 ; pour des équations particulières, ce système comprend un 
système particulier de trois équations de classe 8 ou de quatre équa­
tions de classe 9 [11, 12, 22]. 

On peut aussi considérer, selon les idées de M. Vessiot, les sys­
tèmes d'équations linéaires aux dérivées partielles corrélatifs des 
systèmes Pfaff [34]. 

27. Tandis que l'étude des transformations de contact se confond 
avec celle des transformations d'une équation ou d'une expression de 
Pfaff quelconque, celle des transformations auxquelles nous sommes 
conduits ont rapport à des systèmes de Pfaflf, de structure particu­
lière. 

Mais il y a une manière plus catégorique de concevoir la générali­
sation des T : c'est d'envisager les transformations qui laissent inva­
riant un système d'équations ou d'expressions de Pfaff; on est amené 
ainsi à un problème difficile que, grâce à ses méthodes, M. Cartan .a 
pu traiter, édifiant ainsi la théorie de la structure des groupes infinis 
de transformations [7'] ; ce point de vue englobe, en un certain sens, 
le précédent comme cas singulier. 

Enfin, il convient de signaler que Kantor [30) avait conçu l'idée 
d'étudier les transformations qui laissent invariante une forme bili­
néaire alternée de différentielles, c'est-à-dire, en somme, une forme 
différentielle extérieure quadratique, en établissant un parallèle entre 
•ce problème et celui de la recherche des propriétés invariantes d'une 
fornie quadratique ordinaire de différentielles, c'est-à-dire un rfs2;il' 
s'est d'ailleurs borné au cas d'une forme différentielle extérieure 
quadratique dérivée exacte, qui est de beaucoup plus simple que le 
cas général traité ici. 
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