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SUR LA DECOMPOSITION 

D'UNE 

FONCTION MÉROMORPHE 

EN ÉLÉMENTS SIMPLES 

P a r M. Pau l A P P E L L 

INTRODUCTION. 

La formule de décomposition d'une fraction ou fonction rationr 
nelle R ( # ) , en fractions ou éléments simples, a un double intérêt : 
d'une part, elle met en évidence les pôles de la fonction avec leurs 
parties principales; d'autre part, elle permet l'intégration de la fonc
tion en la ramenant à l'intégration des éléments simples. 

Ce double point de vue a été étendu par le génie d'Hermite [1] , 
[1*], [2] à la plupart des fonctions connues de son temps, par 
exemple aux fonctions elliptiques, aux fonctions doublement pério
diques de seconde espèce et à leurs dégénérescences, aux fonctions 
rationnelles de sin# et cos#, R(sin#, . cos#) , aux fonctions de la 
forme eM'vR(x), e^'R^inx, cosoc), où w est une constante. 

Dans ses recherches Hermite a pris généralement pour élément 
simple une fonction d'une variable/( x) devenant infinie au point x = o, 
en y remplaçant x par x — a, comme il arrive pour les fonctions 

rationnelles R ( # ) où l'élément simple se déduit de - en y rempla

çant x par x — a. 
Mais dans certains cas, comme on le verra dans l'exemple des 

fonctions doublement périodiques de troisième espèce, il faut avoir 
recours, pour l'élément simple, à des fonctions de deux variables 
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dont l 'une est la variable qui figure dans la fonction à décomposer et 

dont l 'autre coïncide avec les pôles successifs. 

L'idée géniale d 'Hermite est d 'une fécondité telle que chaque 

au teur , en étudiant des fonctions nouvelles, s'efforce de trouver un 

élément simple correspondant . C'est ce que Poincaré a fait pour les 

fonctions fuchsiennes en créant les fonctions zêtafuchsiennes [8] 

comme il avait créé les fonctions thêtafuchsiennes. 

E n faisant l 'exposé général de la théorie de la décomposit ion en 

éléments simples, j e prendrai d 'abord les fonctions rationnelles et 

celles qui s'y rattachent, puis , d 'après Hermite , les fonctions double

ment périodiques et la fonction zêta, les fonctions doublement pér io

diques de seconde et troisième espèce, puis les fonctions d 'un point 

analyt ique, puis les fonctions automorphes d 'Henr i Poincaré , puis 

enfin les fonctions / dites t r iplement périodiques de trois variables 
à1 T (Y*- T à** T 

réelles x, y, z vérifiant l 'équation de Laplace -r—2 + -T-Ï ~+~ y r =: °m 

Je consacrerai un numéro spécial à la définition d 'un nombre fonda
mental dans le problème, d 'après Poincaré. 

CHAPITRE 1. 

FRACTIONS RATIONNELLES ET FONCTIONS ANALOGUES. 

\ . Décomposition des fractions rationnelles en éléments simples. — 

Une fraction rationnelle R ( # ) est le quot ient de deux polynômes. 

Supposons que le dénomina teur admette la racine a, de l 'ordre a, la 

racine b de l 'ordre (3, . . . , supposons enfin, pour nous placer dans le 

cas le plus général, que la fraction devienne infinie à l'infini et que 

dans le voisinage de x = oo elle soit développable en une série 

ordonnée suivant les puissances décroissantes de x de la forme 

asx*-t- fl,-!^-1 - t- . . . -+- ai x -+• a{)-t- -~~- H "* + 
X X* 

Dans le voisinage de x = a, la fonction sera de la forme 

A Ï A 2 A a 

7—a \x— ay (x — a) fonction finie pour x = af 
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dans le voisinage du pôle x = 6, elle sera de même de la forme 

Bt B2 Bp . 
j- -+- . 7—- -+-. . .H 4 - 0 -+- fonction finie pour x = b. 

x — b (x — by (ay—ft)P 

On sait que Cauchy appelle résidus relatifs aux pôles <7, 6, . . . 
les coefficients A,, R,, . . . . En généralisant cette dénomination, nous 
appellerons les coefficients 

— «i, Ai, Bi, . . . , Lj, 

l e s rés idus relatifs aux pô le s 

x = oo, 57 = a, x = d, . . . . 

On a alors le théorème suivant [12] facile à démontrer d'une façon 
élémentaire qui résulte aussi de la considération de l'intégrale de 
Cauchy 

fï\(x)dx, 

prise sur un contour fermé entourant les pôles. 
La somme des résidus d'une fraction rationnelle est égale à 

zéro. 
La formule de décomposition bien connue, que je rappellerai sous 

une forme spéciale, peut alors s'obtenir en appliquant le théorème 
précédent à la fonction rationnelle en / 

Le résidu relatif au point t = x est R(a?); le résidu relatif au 
point t = oo est le suivant; on a pour t suffisamment grand 

i i x x° 
t — x t t1 t3 " ' 

R ( 0 = tf^+tfj-i'*"1+ . . . + <*!* + «<>-+- y -+- ̂  •+-

Le coefficient de - dans le produit est 

asx*•{- a^-tx*-1 -\-. ..-\-axx-±-as\ 

le résidu est ce coefficient changé de signe; au pôle t = a, le résidu 
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se calcule de même ; on a en un point t voisin de a 

i __ i t— a 

t — x ~" x — a (x — a) 2 ' " ' 
Ai A 2 A a R ( 0 = 

t — a ( * _ a ) 9 (f — a ) * 

Le résidu correspondant de <p(f) est 

[ A i , A2 , , Aa 1 , 
[x — a (x — ay "' (x—<3)aJ 

On a un résultat analogue pour les autres pôles fe, c, . . . , / ; finale
ment en écrivant que la somme des résidus de <p(£) est nulle, on 
obtient la formule connue 

R(x) = asx
s-\- aA_i x--x -H... 

-+- ax x -+- x0 -h V ! h , 2—rz 4 - . . . + * — • . 
^ L#— a (î — a)2 (x — a) aJ 

2. Fonctions rationnelles de s in# et eos# . — On désigne ordinai
rement ces fonctions par R (sin.r, c o s # ) . Hermite [ 1 ] part d'abord de 
la transformation en une fonction rationnelle de la quantité trans
cendante R ( s i n x , c o s # ) qu'on obtient en posant 

^ / ^ = z. 
De là résulte en effet 

sina7= T = > cosa? = , R(sina?, cosa?) = -^---, 
ï z y— Ï

 2 z *{z) 

F | et F étant des polynômes. 

Il déduit alors de la décomposition en fractions simples de la frac
tion rationnelle en z une décomposition de R ( s i n # , c o s # ) en 
éléments simples qui en donne semblablement et d'une manière 
immédiate l'intégration. 

En mettant en évidence les racines nulles du dénominateur F ( s ) , 
Hermite arrive à la forme suivante, analogue à la décomposition 
d'une fraction rationnelle en fractions simples : 

R(sin.r, cos.r) = U(x) -+- 4*(a?), 
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où n ( . r ) est la partie entière 

U(x) = Zla/^coskx -h i s in##)] , 

et où ¢ ( # ) est la partie devenant infinie 

dcol-(x—a) dn c o t - ( # —a) 
<*<» = ^ ool - ! (* —aJ-hCl, ^ h...-4-ÛL» î 

2 dx dxtl 

rfcot-(jc—,3) £f/*coti(r — P) 
-f- < 8 i c o t - U — 3) + CB> ï-j. K . . - + - <B„ ^ 

dcoi-(x-X) d* c o t - ( # — X) 
i ? i C o t i ( a r — À ) + ^ 2 % h . . . 4 - £s % 

où l'élément simple est cot- .r . 

L'intégration est alors immédiate, la seule intégrale nouvelle étant 

/ cot ~(x — t) dx = 9 1-og s i n - ( # — î). 

3. Fonctions de la forme etûXR(x). — D'après Hermite [ 1 ] , on 
décompose d'abord la fraction rationnelle R(x) en fractions simples, 
puis a) désignant une constante, on déduit de là 

etùx 
e">x R O ) = e<** E(a?) -h V t\1 

^^ tf a? x — a 

x — a 

d e<*x 

^çi dn e<*x 

- ^ " ^ dx"n ^ T ^ ' 

où l'on voit que l'élément simple est — qui remplace l'élément - cor-
et*>x 

x 
respondant aux fractions rationnelles. 

L'intégration I e°^R(x) dx e^t alors immédiate. H s'y introduit 

une transcendante nouvelle 

J ~x~dx^ 
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qui, par la substitution e™x = :?, devient 

expression que l'on appelle log intégral de z. 

4. Fonctions de la forme e w r R ( s i n # , c o s # ) , où w est différent 
de i ou de ni, n entier. — Toujours d'après Hermite [ 1 ] , la fonc
tion R ( s i n # , cos^c) étant décomposée suivant la formule précédente, 
on peut mettre la fonction proposée sous la forme 

e<a.r R(sin.r3 cos#) = e^xT\(x)^-\ j 5V e<*x col^-(x — a) 

* d r ï x i 
H- 3U -7- e™-* cot - ( x — a) 

K"7^[eU,*C0ll(*-a)\> 
où I I (# ) désigne la fonction entière du N"2. 

On voit que l'élément simple est 
1 

e^x cot - x. 
2 

L'intégration est aisée. Elle conduit à la seule transcendante 

nouvelle 

cp(#) = / eMX cot -x dx. 

CHAPITRE 11. 

FONCTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES. 

5. Fonctions doublement périodiques des trois espèces. — On 
doit à Hermite ( ' ) [2 ] la définition des trois espèces de fonctions 
doublement périodiques. Les fonctions de première espèce sont celles 
qui vérifient des relations telles que 

f(X 4- 2(0 ) = / ( * ) , f(x -t- ><i>') = / ( 0 7 ) , 

(1) Œuvres, t. III, p. 329. 



DÉCOMPOSITION D'UNE FONCTION MÉROMORPHE EN ÉLÉMENTS SIMPLES. 7 

les périodes étant désignées par 2co et 20)'. Les fonctions de deuxième 
espèce vérifient des relations telles que 

/(ar + aw)= nf(x), / ( » + 20/) = \i.'f(x), 

/JL et / / désignant des multiplicateurs constants qui ne peuvent pas 
être ramenés à 1 en multipliant f(x) par une exponentielle de la 
forme eajc, où a est constant. 

Enfin les fonctions de troisième espèce vérifient des relations telles 
que 

f(x -T- 2w) = eA*+B/(.r), f(x-h 2(D') = e**+vf(x), 

A et A' désignant des constantes qu'on ne peut pas annuler toutes 
deux en multipliant/(a?) par une exponentielle de la forme eax, où a 
est une constante. 

6. Fonctions de première espèce. — L'élément simple a été donné 
par Hermite [3] qui employait les notations deJacobi où les périodes 
sont désignées par 2K et 2/K/. Prenant la fonction H ( # ) de Jacobi, 
Hermite pose 

Cette fonction zêta est alors l'élément simple. Soit une fonction 
méromorphe f(x) aux périodes 2K et liVJ ayant dans un parallé
logramme des périodes les infinis a, 6, . . ., / d'ordres respectifs 
a, (3, . . ., A, 011a 

d d*-* 
/ ( X) = G + A 1 Z ( ^ - a ) + A 2 ^ Z ( ^ - « ) + . . . + A a ^ r r - 1 Z ( a ? - a ) 

d d$-i 
H B! Z(x - b) + B2 ^ Z(a? — b) + . . . + Bp ^ - ^ Z(x - 6) 

-4-

H-LiZOr- l)+U-^Z(x-l) 4-.. .+ 1 ^ ^ ^ ( ^ - - / ) , 

C désignant une constante. La fonction Z admet la période 2K; elle 

croît,de la constante — ^- quand l'argument de Z croît de 21K/. 
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Mais alors f{x) ne change pas, car la somme de résidus 

est nulle. L'intégration j f{x) dx est alors immédiate. 

Le fait que cette somme est nulle est bien connu. H résulte du fait 
évident que l'intégrale de Cauch\ 

S' 
prise sur le contour d'un parallélogramme des périodes (parallélo
gramme dont les sommets ont pour affixes z0, zQ-\- 2 w, s0 + 2W + 2&/, 
£0 -h 2&>') est nulle, caria fonction doublement périodique f(z) prend 
les mêmes valeurs aux points correspondants des côtés opposés du 
parallélogramme. 

La formule de décomposition peut être obtenue en écrivant que 
pour la fonction elliptique de t 

l(t) = [Z(t — x)-Z(t-x0)\f(t) 

la somme des résidus relatifs aux pôles situés dans un parallélo
gramme des périodes est nulle. On voit l'analogie avec la fonc
tion de t 

1 R(t) 
t — x 

considérée dans le cas d'une fraction rationnelle. 
La formule d'Hermite est donnée, avec d'autres notations, dans le 

Traite des fonctions elliptiques de Rriot et Bouquet. Elle permet 
l'intégration de toute fonction elliptique. 

7. Notations de Weierstrass. — Cette formule prend un autre 
aspect avec les notations introduites par Weierstrass [o] employées 
par Halphen [6]. Soient, d'après les notations de Weierstrass, f(x) 
une fonction doublement périodique de première espèce; 2co et 2G»/ 
ses périodes; «, b, . . ., / ses infinis dans un parallélogramme des 
périodes. L'élément simple sera la fonction 

Ç(*) = ^ = ^ (* )=-^ . |og ,(*•), 
v ' a(x) <rA ' dx & v " 
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et l'on aura 

/ ( * ) = G + Ai Ç(* - a) + Ao ^ ¾ 1 ^ +• • .+ Aa g r ^ t ( * - «) 

+ B , g ( g - 6 ) + B 2 ^dx >+...+ ^——Ux-b) 

-t-
r v / ,K T dt(x Z ) T Û ? X - 1 

Quand x croît de 2 w ou 20/, Ç croît d'une constante, /(a?) ne change 
pas parce que la somme des résidus 

Ai-t- B] + . . . -̂ Li 

est nulle. La formule de décomposition peut être obtenue en consi
dérant la fonction doublement périodique de t 

[Ç{t — v)-Z(t-x0)]f(l) 

et écrivant que la somme des résidus relatifs aux pôles situés dans 
un parallélogramme des périodes est nulle. Dans cette fonction de t, 
comme dans ©(/), x0 désigne une constante quelconque. 

Une fois la fonction f(x) décomposée, l'intégration est immédiate 
car 

^(x — ot)dx = log <s(x — a) -+- const. / < 

Dégénérescences. — On sait que <r( w), £(«), p(u) dégénèrent en 
fonctions rationnelles quand les deux périodes 2w et 203' deviennent 
infinies et en fonctions circulaires quand l'une des périodes devient 
infinie. Dans les cas correspondants, la formule de décomposition 
devient la formule de décomposition des fractions rationnelles en 
éléments simples et la formule analogue pour les fonctions de la 
forme R(sin.r, cos#). 

Exemple. — Soit la fonction 

/ Y , / Ï - _ J L i i i L _ 
• ^ - p u i - p ^ ) ' 

cette fonction admet les trois pôles simples u = c, u= — e, u ="0 
et leurs homologues avec les résidus respectifs 1, 1, — 2. On a donc 

f(u) = G -h Ç(u - v) -f- l(u -H v) — 2 Ç(a). 
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E n remarquant q u e / ( w ) s 'annule pour u = w, que 

ÇO) = TJ, Ç(W — V)-h Ç ( 0 > H - P ) = 2 Y), 

on voit que la constante C est nulle et l 'on obtient la formule connue 

pw — p p 

Si l 'on suppose w et co; infinis 

et l 'on a 

p ( u ) = - , Ç M = - , 

2 

M9 2 P 2 I 1 2 

+ T-T-:. > I i u(u2— P2) M — V u-+-V u 
W 2 "~~ ^2 

formule qui donne la décomposit ion de la fraction rat ionnelle de u, 

, a TTJ en éléments simples. 

8. Définition par Poincaré d'un nombre fondamental pour la 
décomposition en éléments simples. — Poincaré a défini un nombre 

fondamental pour la formule de décomposit ion [9] (§ 6) en éléments 

simples, voici comment. Je cite textuellement Poincaré : 

« Dans toute décomposit ion en éléments simples, il y a un nombre 

que l 'on peut appeler fondamental et qui joue un rôle très impor

tant. Supposons qu'il s'agisse de décomposer en éléments simples les 

fonctions qui appar t iennent à une certaine catégorie C. On doit Sup

poser que la somme de deux fonctions appartenant à cette catégorie C 

appart ient également à C; ce n'est que dans ces conditions qu 'on 

peut être conduit à chercher une décomposit ion en éléments simples. 

Il peut arriver que les éléments simples fassent eux-mêmes partie 

de C : c'est ainsi que, dans la décomposit ion des fractions rationnelles, 
cft 

on est conduit à des éléments de la forme qui sont eux-mêmes 
x — a v 

des fractions rationnelles. Dans ce cas nous dirons que le nombre 

fondamental est égal à zéro. Mais le contraire peut arriver également. 

Ainsi , dans la décomposition des fonctions doublement pér iodiques, 

les éléments simples sont de la forme A-7 - log# (x — a) et ne sont 

pas des fonctions doublement périodiques. Mais il existe des fonctions 
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doublement périodiques ( ' ) qui sont des sommes de deux éléments 

simples seulement, et à l'aide desquelles toutes les autres s 'expriment 

linéairement. Dans ce cas, Je nombre fondamental sera égal à un. En 

général, s'il existe des fonctions de la catégorie C, décomposables 

en m - f - i éléments simples seulement et à l'aide desquelles toutes les 

autres fonctions de la catégorie C peuvent s 'exprimer linéairement, le 

nombre fondamental sera alors égal à wi, pourvu que m soit le plus petit 

nombre jouissant de cette propriété. Ainsi, dans la décomposit ion des 

fonctions rationnelles de x et de y [y étant lié à x par une relation 

algébrique (x, y) = o], décomposit ion découverte par M. Roch, 

le nombre fondamental est égal au genre de la relation F = o. » 

Poincaré envisage de même la décomposit ion de la fonction A(,s) 

considérée dans le Mémoire [9 ] en éléments simples de la forme 

A/L <!>(*, z) 

et, dans ce Mémoire, détermine le nombre fondamental relatif à cette 

décomposit ion; dans le cas du genre zéro et de la deuxième famille, 

on trouve pour ce nombre 
n(rn — i) — m. 

Dans ce qui suit, nous désignerons par 91 le nombre fondamental 

de Poincaré. 

9. Fonct ions doublement périodiques de seconde espèce. — Une 

fonction doublement périodique de seconde espèce F(x) admet deux 

multiplicateurs donnés p et / / . Si elle est méromorphe , elle peut , 

d 'après Hermite [ 2 ] , être décomposée en une somme d'éléments 

simples relatifs aux pôles a , P , situés dans un parallélogramme des 

périodes. 

Cette formule eM donnée dans le paragraphe 1 du Mémoire d 'Her-

mite : Sur quelques applications des fonctions elliptiques [ 2 j . On 

sait qu 'Hermite , adoptant les notations de Jacobi , désigne les périodes 

par 2 R et oiKr; il considère des fonctions méromorphes F(x) véri

fiant deux relations de la foi me 

F U + a k ) ' = [* F(a?), 
V(x-h9iK') = j i . 'F(a?), 

( l ) De première espèce. 
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/^ et yJ étant des constantes données. Il remarque que , en posant 

H\o)H(.r-4-fa))gÀg 
/ W - H(to)H(.*) ' 

/ ( x ) a son résidu pour x = o égal à i et qu 'on peut déterminer A 
et w de façon que f(x) admette les multiplicateurs /JL et \JJ. Alors la 
fonction de z 

$>(z) = F(z)f(x — z) 

sera, quel que soit x, une fonction doublement périodique de s , aux 
périodes 2 K et 2 / K ' , car si l 'on ajoute à 3 une période F(-s) est 
multiplié par une constante et f(x — z) par la constante inverse. 
O n obtient alors d 'après Hermite la formule de décomposition pour 
F(x) en écrivant que la somme des résidus de la fonction ®(z) rela
tive aux pôles situés dans un parallélogramme des périodes est nulle. 

Le résidu de ¢ ( 3 ) correspondant au pôle z = x est — F(x). Ceux 
qui proviennent des pôles de F(z) s 'obtiennent comme il suit. Soit 
z = a un de ces pôles : en posant 

z — a •=. % 
(s infiniment pet i t ) , on a 

F(a-H£) = Ae-1 -+- A,D£ s-i-f- \2D?e-i -4-... 

+ AaD££-1 + rt0 + fl1£ + fl2£' + . . 1 ; 

f(x~.a — z)=f(x—a) — | D , , / ( a 7 - f l ) + i - D 3 / ( * - r t ) + . . . 

: D £ / ( * - a ) - + - . . . . 
( - 0 a s a

n a 

Le résidu cherché est le coefficient du terme en - dans le produi t 

des seconds membres. Ce coefficient est, en remarquant que 

kf(x — a) -f- Ai Dxf(x - a) H- A2 DJ f(x - a) -H .. .-+- Aa D*f(x - a). 

En écrivant que la somme des résidus de ¢ ( 5 ) est nulle, on obtient 
la formule cherchée 

F(x) = Z[A/(ar - a ) H- A j D r / ( ^ _ « ) - + . . . . + A aD*/( . r - a ) ] , 

où le signe 1 se rappor te à tous les pôles de F(r) situés dans un 
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parallélogramme des périodes. En supposant jx = f / = i , Hermite 
montre qu 'un obtient comme cas limite la formule de décomposit ion 
relative aux fonctions doublement périodiques de première espèce. Il 
applique ensuite sa formule aux fonctions 

e p - w Q eo- f -6 ) . . . e(a?-w)gte 
~ e»(x) " ' 

U(x-ha) H(x-hb)... H(x+ Z) g U 
G»{x) ~ ' 

n étant le nombre des constantes a, 6, . . . , L 
Si l 'on cherche l 'intégrale 

F(x)dx f< 
on est conduit à un seul élément nouveau 

ff(u)du. 

Les formules précédentes sont écrites dans la notation de Jacobi . 
Actuellement 5 1 = o car l 'élément simple est lui-même une des 

fonctions à décomposer. 

10. Notations de Weierstrass. — Si l 'on emploie les notations d e 
Weiers t rass , l 'élément simple d 'Hermite est la fonction 

, , rs(x H- A) 

z(\)*(x) 

dont le seul pôle est x = o et ses homologues et dont le résidu est i 
pour le pôle x = o. On peut déterminer \ et p de façon que ¢ ( # ) 
admette deux multiplicateur* donnés y et /x' 

JNous écartons le cas où ). serait une période 

2mo> + im'u)' : 

ce cas aurait lieu si 

Iog;ji — irrii-K et logtx'-f-s/mrc 

étaient proport ionnels à w et w\ 
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On a alors 

F(*) = 2 [Ai *(* ~a)^k,-^ <b(x - «). + ...+ Aa j gl *(*-«)]., 

A l 5 R4 , . . . , L , étant les résidus relatifs aux pôles a , è, . . . , / . La 

différence entre les deux membres est une fonction par tout finie, aux 

multiplicateurs /x et JX', c'est-à-dire zéro. On peut encore appl iquer le 

procédé par lequel Hermite obtient la formule de décomposit ion ( 2 ) . 

Soit <P(#) l 'élément simple défini plus haut, si l 'on ajoute 203 ou 20/ 

à l 'argument , l 'élément simple est multiplié par JX OU JX'; mais si on 

les re t ranche, il est multiplié par - 0 1 1 - 7 - Dès lors, le produi t 

f(t) = Q(x-t)F(t) 

est une fonction doublement périodique de t aux périodes 2co et 20 / , 

car le premier facteur admet les multiplicateurs - et — > le second les 

multiplicateurs JX et /x'. Il suffit d 'écrire que la somme des résidus de 

la fonction de £ , / ( * ) , relatifs aux pôles situés dans un parallélo

gramme des périodes ou pour leurs homologues, est nulle pour 

obtenir la formule de décomposit ion. 

1 1 . Cas singulier des fonctions de deuxième espèce, — Le cas sin

gulier où la fonction est égale au produi t d 'une exponentielle ePx par 

une fonction doublement périodique f(x) ne présente aucune diffi

culté. Néanmoins, il est utile de mettre, pour ces fonctions et surtout 

pour leur intégrat ion, la formule de décomposit ion en éléments 

simples sous une forme en rappor t direct avec leur nature . C'est ce 

qu 'a fait M. Mittag-Leffler [ 7 ] , Une première formule s 'obtient immé

diatement en décomposant la fonction méromorphe doublement 

périodique f(x) en éléments simples et en multipliant le résultat 

par e9x) mais il se présente alors des termes de la forme 

c^d«Z(x-a) 
dxn 

ou 
d*Z(x-a) 

dx"> 

On a une formule plus commode en prenant comme élément simple 

<p(#) = e?x £(#)• 
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Alors on a 

ly(x — a) 
e?x/(x) = G e?^ l a , i(x - a) -+- C\2 ^ - ^ -

• C \ a 

où la somme 2 est étendue aux divers pôles « , 6, . . . , Z et où (9Lt est 

le résidu relatif au pôle a. 

Les coefficients CX, (S, C sont liés par une relation facile à déduire< 

de ce théorème, que les résidus de la fonction f(x) dans un parallé

logramme des périodes ont une somme nulle. Le terme 

<P-ly(x — a) ^ - i e ? ( r - a j ç ( a ; _ a ) 
CX y ; = Ctv '. : 

donne comme coefficient de Ç(x — a), au facteur ePx près , 

Avp^-i e-?a. 

O n a donc 

a t •+• CX2 p e~?a -+- CX2 p
2 c-Pfl + . . . + ¾ p»-1 e~9a 

-t- d3, -+- tf32 p e-p* -i- tf33 p
2 e~?b -h. . . -h tf3p pP"1 e~P* 

+ A + A p e-P' -+- A p" c-p' -+- . . . •+- i.D>. p'- i e-pG = o. 

12. Cas où les mult ipl icateurs sont des racines de l 'unité. — Ces 

cas ne font pas exception à la théorie générale; mais l 'élément simple 

est alors particulièrement intéressant. Il est alors tel qu 'une certaine 

de ses puissances, la m ,è, , ,e si /x et \i! sont des racines ml6mes de l 'unité, 

est doublement pér iodique ordinaire. Ces fonctions particulières 

•comprennent les trois radicaux (notat ion de Weiers t rass ) sjpu — c<5 

•y/jDM — e2 , y/pw — e3 et généralisent, par conséquent, les fonctions 

anciennes s n « , en M, ânu. Aucune de ces fonctions n'a les deux 

périodes 2co et 2w', mais par l 'addition d 'une des périodes elles sont 

multipliées par — i . Leur carré ne change pas. Ce cas est étudié en 

détail par Halphen [ 6 ] , 

13. Fonct ions doublement périodiques de troisième espèce. — 

Je rappelle que, d 'après Hermite, on donne le nom de fonctions dou

blement périodiques de troisième espèce à des fonctions qui se 
comportent comme des fractions rationnelles pour des valeurs finies 
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de la variable z et se reproduisent multipliées par des exponentielles 

du premier degré en z quand on augmente z de l 'une ou de l 'autre 

période 2co ou 2co', 2 K ou 2 t'K.'suivant les notations. Parmi ces fonc

tions se trouvent les fonctions 0 ( - s ) , H ( s ) , Q1(z), H, (z) de Jacobi , 

les puissances positives ou négatives de ces fonctions et, plus généra

lement, les expressions de la forme 

6( z H- a )B(z-hb ) . . .&(z-+- l ) 
Q(z -+-a' ) 6 ( 3 • + - & ' ) . . . 6 ( 2 - 1 - / ' ) ' 

le nombre des facteurs du numéra teur étant différent du nombre des 

facteurs du dénominateur . On peut exprimer toutes les fonctions de 

troisième espèce de z par une exponentielle du second degré en z 

multipliée par le quotient de deux produi ts de fonctions 0 ( ^ - f - a ) ne 

contenant pas le même nombre de facteurs au numérateur qu 'au déno

minateur. Elles se disisent donc en deux groupes : i° celles qui r en

ferment plus de fonctions 0 au dénominateur qu'au numéra teur et 

qui , par suite, ne comprennent pas de fonctions ent ières ; 20 celles 

qui renferment plus de fonctions 0 au numérateur qu 'au dénomi

nateur et qui comprennent des fonctions entières. 

On peut toujours, en multipliant par une exponentielle et faisant-

un changement de variables, ramener la fonction de troisième espèce 

considérée à vérifier deux relations de la forme 

F(x-+-rK) = F(x), F(a?H-2iK'; = e K F ( ^ ) , 

où m désigne un entier non nul , positif ou négatif, entier qui marque 

précisément l'excès du nombre de" 0 du numéra teur sur le nombre 

des 0 du dénominateur . 

Si m est positif, la fonction F(c-) a, dans un parallélogramme de*> 

périodes, m zéros de plus que d'infinis : en particulier, elle peut 

n'avoir que m zéros et pas d'infini, elle est alors ent ière; toute fonc

tion de celte nature , a^ant m zéros et pas d'infini, est, comme on le 

voit par la méthode des coefficients indéterminés, une fonction linéaire 

et homogène de m fonctions entières 

linéairement indépendantes et analogues aux fonctions 0 de Jacobi , 

Si , au contraire, m est négatif, m = — /x, la fonction F(x) admet, 

dans un parallélogramme des périodes,/x infinis de plus que de zéros; 
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en particulier elle peut avoir |x infinis et pas de zéro, comme ce 

serait le cas pour •?T-t—r ou r G(# ) 

1CS.AA étant des constantes arbitraires et les fonctions £* relatives à 

l 'entier JX. 

Dans les deux cas, l 'élément simple est une fonction de deux 

variables indépendantes z et M, définie par la série (16) 

V = + <» HVTtlli 

/«(•». « ) = ^ 2 e " ?"v,v-"c<>'.]i(*-«-av«K')» 

où n est un entier positif et w 

Cette fonction devient infinie toutes les fois que la différences — u 

est de la forme 2/?K-f- 2p'iK\p et p entiers). Cons idéré 'comme 

fonction de z, l 'élément £ „ ( 3 , u) admet le pôle z = u avec le résidu 1 ; 

comme fonction de u, il admet le pôle u = z avec le résidu — 1. Par 

rappor t à chaque variable, l'élément ym¥l admet la période 2 K ; il 

vérifie de plus les deux-relations 

/1Z l 

/ f l ( 3 + 2tK', H) = f k / ! , ( * , U) 

- H ^ V l 4 - e K j ^ o ( " ) + 2 * "K ^ ( W ) ' 

les fonctions g* étant relatives à l 'entier n; 
ntiui 

x „ ( 2 , w + 2 ï K ' ) = e K x«(*> M)-

A l'aide de cet élément, on peut écrire toute fonction doublement 

périodique de troisième espèce, sous forme d'une somme de termes 

ne devenant chacun infini qu 'en un pôle du parallélogramme des 

périodes. 
Soit d 'abord une fonction de troisième espèce F(x) ramenée à 

vérifier les relations 

F(tf + 2h ) = F(aO, F ( * + 2*K') = e K F(x\ 
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où m est positif. Il existe alors une fonction entière 

G(x) = À0 gQ(x) -+- >>i gi(x) + • •.-+- X#II_t ^ , ^ ( 3 7 ) , 

où A0 , A, , . . . , A/W_t sont des constantes arbitraires vérifiant les 

mêmes relations. Si la fonction F(x) devient infinie du premier ordre 

en p pôles « , 6, . . . , / d 'un parallélogramme des périodes, avec les 

résidus A, B, . . . , L on peut l 'écrire sou s la forme suivante : 

F(x) = — A / , „ (* , x)— Kz>n(b, x)—...— L / > ( / , a?) + G(ar), 

où il ne reste plus à déterminer que les constantes figurant l inéai re
ment dans G(x). Je n'insiste pas ici sur cette détermination qu 'on 
trouvera dans les Mémoires originaux. La formule obtenue est évidente 
car la fonction 

F (o?)-+ Aj(,„(a, x) -+-... -+-L / > ( / , # ) 

ne devenant plus infinie est entière. Si les pôles au lieu d'être simples 
étaient respectivement d 'ordre a, (3, . . . , A, on aurait une expression 
de la forme 

F(x) = - ^ | A X „ * K x)-h A, —Xm(a, x) -+-... 

d^jMç^x)-] 
^XoL~l ^ = n J + <*(*0 

Cette formule peut être obtenue en écrivant que pou r la fonction 
doublement périodique ordinaire 9 ( 3 ) de z 

cp(s) = [ F ( * ) _ G ( s ) ] x , „ ( s , * ) , 

la somme des résidus relatifs aux pôles « , b, . . . , / situés dans un 
parallélogramme des périodes est nulle. Le fait que y(z) est double
ment périodique résulte des relations qui vérifient F ( s ) , G ( s ) , 
X I » ( ^ Î # ) considérés comme fonctions de z; le fait que les pôles de 
F(z) — G(z) sont ceux de F(z) résulte de ce que G(z) étant entier 
n'a pas de pôles. 

Dans ces formules les coefficients A, A , , . . . , A a , . . . sont entière
ment indépendants des pôles; quant aux coefficients A/t on arrive à les 
calculer (16) soit par la méthode des coefficients indéterminés, soit 
par la considération de l 'intégrale 

/ 
F O ) Am(z, oc) dz 
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prise sur le contour d'un parallélogramme des périodes. Alors le 
nombre fondamental 91 de Poincaré est nul. 

Si, au contraire, l'entier appelé m est négatif, m=—-/x, la fonc
tion F(x) comme on l'a vu, admet dans un parallélogramme des 
périodes /x infinis de plus que de zéros. En supposant ces infinis 
du premier ordre et appelant A, B, . . ., L les résidus correspondant 
aux pôles simples a, 6, . . . , / on aura 

F(a?) = A ^ a ? , «)-+-B/^(.r, 6 ) H - . . . + Lfti(*. 0 ; 

ces résidus ne sont plus indépendants des pôles; ils leur sont liés 
par /x relations 

A gk(a) -+- B g/,(b) -+-. . .H- L gA(l) = o (k = o, i, 2, . . . , J J I - I ) , 

les fonctions gh étant relatives à l'entier |x, les relations s'obtiennent 
en remarquant que la fonction 

F(*)**(0 

est doublement périodique de première espèce et écrivant que la 
somme des résidus relatifs aux pôles «, 6, . . .. I qu'elle possède dans 
un parallélogramme des périodes est nulle. 

Les jx relations trouvées entre les pôles et les résidus suffisent 
pour rendre le second membre 

A/(j.K a ) -+-B^(^ , &)-K .. + Lx^(^, /) 

de la formule de décomposition doublement périodique de troisième 
espèce avec m=—/x; c'est ce qu'on vérifie en se servant de la for
mule qui donne l'effet de l'addition de la seconde période 21K au pre
mier argument de x«(s? u)-

On peut alors démontrer la formule de décomposition en remar
quant que la différence 

F(a?) — [ A / j i t o a) + Bymu.(x, b) -+-..,-+- L y^(x, /)] 

ne devient plus infinie; elle serait donc entière, et comme il n'y a 
pas de fonction entière vérifiant les mêmes relations que F, quand 
m est nègatij, cette différence ne peut être que nulle. J'ai pris le 
cas simple où F(x) n'a que des pôles du premier ordre. Le cas 
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général se traite de même. O n a alors 

__ r d d*—l I 
F ( * > = 2 J L

A X ^ ' a)~*~ ^dx'7^30' « ) + • • • + A « - i ^ ï = ï Xt«.(^ « ) J . 

la somme étant étendue aux pôles a , b, . . . , / supposés le premier 

d 'ordre a, le second d 'ordre (3, . . . , le dernier d 'ordre A. Les rela

tions entre les parties principales et les pôles s 'obtiennent en écrivant 

que, pour la fonction doublement périodique de première espèce 

F(z)gk(z) (A- = o, i, 2, . . . , fx — i), 

la somme des résidus dans un parallélogramme des périodes est nulle. 

Dans les deux cas, l ' intégration conduit aux fonctions 

J yn(a, x)dx< j yp(x, a) dx, j G(x) dx. 

La formule de décomposit ion dans le cas où il existe dans F(x) 

plus de pôles que de zéros exprime que la somme des résidus de la 

fonction de z 
9(z) = F(z)y^(x, z) 

dans un parallélogramme des périodes est nulle, et cependant cette 

fonction 9 ( ^ ) qui admet la période 2 K n 'admet pas l 'autre 2 /K / . 

Ainsi , et c'est là une circonstance très remarquable , la même fonc

tion Xn{zi u) s e r t d 'élément de décomposit ion dans les deux cas : 

dans l 'un des cas, z est la variable et u un paramètre qui coïncide 

successivement avec les différents pôles; dans l 'autre, c'est le premier 

argument z qui sert de paramètre et le second u de variable. 

Ces résultats donnent immédiatement les développements des fonc

tions doublement périodiques de troisième espèce en séries t r igono-

métriques. En effet, pour développer une quelconque de ces fonc

tions en série, il suffira de connaître le développement de l 'élément 

simple. Je ne reproduirai pas ici les développements en séries des 

quatre fonctions 

**.(*, «0, X " ( 3 + ^ > M)> 50»(*. M + T ) ' * ' V + T ' W + ! 2 ~ ) ' 

O n se trouve alors en possession de méthodes et de formules géné

rales permettant de t rouver facilement les développements en séries 

des fonctions doublement périodiques de troisième espèce, et corn-
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prenant, comme cas particuliers, les formules si précieuses pour 
l'Arithmétique, que Biehler [19] a établies dans son excellente Thèse, 
en suivant la voie ouverte par Hermite. Quelques-unes des séries 
obtenues de cette façon ont été reproduites par Hermite dans un 
Mémoire inséré au tome 100 du Journal de C relie. Cette méthode de 
développements en série permet de démontrer une loi générale énoncée 
par Hermite et vérifiée par Biehler sur un grand nombre d'exemples, 
loi qui donne une propriété arithmétique extrêmement remarquable 
des coefficients des développements en série des fonctions de troi
sième espèce, suivant les puissances de q : 

Si Ton développe une fonction doublement périodique de troi
sième espèce en une série ordonnée par rapport aux puissances 
de q, on voit apparaître dans les sinus et cosinus qui forment le 

coefficient de qk les combinaisons —mo des diviseurs conjugués 6 

et o' de N; le signe + convenant au cas où il y a au numérateur 
m fonctions 0 de plus qu'au dénominateur, le signe —, au cas ou 
il y a au dénominateur m fonctions 0 de plus qu au numérateur. 

On peut rattacher les formules de décomposition en éléments 
simples des fonctions doublement périodiques de troisième espèce au 
théorème de M. Mittag-Leffler : dans cette application [18] les degrés 
des pol>nomes à retrancher de la partie principale croissent indé
finiment. 

On peut aussi obtenir des relations entre des Xn d'indices différents. 
Si m est positif, le nombre 91 de Poincaré est nul ; si m est négatif 

m =- — /x il est égal à /x. 

14. Notations de Weierstrass. — Les notations de Weierstrass 
sont employées par Halphen [6]. Voici comment ce dernier définit 
l'élément simple pour les fonctions doublement périodiques de troi
sième espèce (Fonctions elliptiques, t. I, p. 4<38). Soient ô(x) une 
fonction rationnelle et q une quantité dont le module est plus petit 
que i, considérons la série 

W(x)= V xm^qm^-1]^(xq^), 

où m est un entier positif. 
La convergence de la série dépendra de la nature de la fonction 9 
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pour les valeurs infiniment grandes et infiniment petites d e s . La série 

est donc convergente, car 0(z) pour ces valeurs reste inférieur à une 

puissance de z d 'exposant déterminé. En faisant 

2TT.(« — (ù) iTZOi' 

x = e~^~~, q = e», W(x) = ^(u), 

la fonction ty (u) est évidemment uniforme et chaque point singulier 

de Q(x) donne lieu à un seul point singulier dety(u) dans un paral lé

logramme des périodes. Si donc # ( # ) e s t une fraction rationnelle, la 

fonction ty(u) est une fonction fractionnaire a>ant, dans chaque 

parallélogramme des périodes, des pôles en nombre égal à celui des 

pôles de 6(x). Comme x est une fonction périodique de u à période 

2 0 ) , ^ ( ^ ) admet évidemment la période 2w. De plus , d 'après la série 

qui définit W{x), on a 

in n — m 
iKa + 2w') = (—i)'«e w ty(u). 

La fonction ^ ( w) est donc de troisième espèce et, dans chaque paral

lélogramme des périodes, le nombre des zéros de ^ ( u ) dépasse de m 

celui des infinis. 

Si l 'on décompose 9(x) en éléments simples, on voit que les 

diverses séries ip(u) se réduisent à des Lypcs distincts en nombre 

limité. 

Tou t d 'abord il faut supposer 0(x) réduit à un polynôme. E n 

supposant 
B(x) = i , x, x2, . . . , 

on obtient /n,fonctions entières. D 'abord en prenant 

8(#) = xr (r = o, i, 2, . . . , m — i), 

on a la fonction entière 
V = + oo 

Er(u) = ^ ? a?/iiv+-i-gF/iiv(v-l)H-2vr< 

V = — x> 

Si l 'exposant de x est supérieur à m — ï , on retrouve une des fonc

tions précédentes, car, en changeant v c n v + s , o n a 

Er(u) = Er+ms(ll) q>ns(s-U+îrs. 
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Ainsi, dans la fonction générale ^ ( M ) , un polynôme de degré m — i 

À04- \ix -+-. •.-+- \m-ixm-1 

donne naissance à 

X0 E 0 (w) -+- Xi E^u) -+-...-+- X/n-i E , „ _ I ( K ) , 

et si le degré est supérieur à (m — ï ) , la somme est une combinaison 

linéaire de même forme de E 0 , E , , . . . , E / H _ , (w) . Ces séries E ne 

sont pas nouvelles : elles reproduisent la fonction 2r, avec des argu

ments convenablement choisis. 

On obtient "l'élément simple en prenant 

<o x — y 

y étant une constante. Si alors on pose 

l1Z(v — CD) 

y = * û> , 

la fonction particulière <\>(u) correspondant au choix de Q(x) serait 

V = + ao 

F(w'p)==^ S x"™q 
xq* 

JLes pôles de F considéré comme fonction de u sont 

u = v -+- iku* -+- ik'bi' {k et k' entiers); 

on a en particulier le pôle u = v a^ant pour résidu + 1 . 

Cet élément F ( w , v) considéré comme fonction de u sert alors 

comme nous l'avons vu à décomposer en éléments simples les fonc

tions doublement périodiques de troisième espèce ayant plus de 

racines que de pôles. 

Une fonction de troisième espèce a \ an t plus de pôles que de racines 

est l'inverse d 'une des fonctions précédentes. Halphen remplace la 

fonction F ( i / , v) par une autre 3*(u, v) définie à l 'aide de la p re 

mière. Il remarque que si l 'on appelle ®(v) une fonction de la nature 

envisagée, Je produit <&(«) S*(u, v) est une fonction doublement 

périodique de première espèce de u et que la somme de ses résidus 

relatifs aux pôles situés dans un parallélogramme des périodes est 

nulle. Le résidu de 3* (u, v) relatif au pôle u = v étant i , on 

obtient $ ( ( ' ) . 
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On peut aussi de l 'expression de F(u, v) déduire les propriétés de 

l 'élément simple, relativement au second argument . Nous ne le ferons 

pas ici, en renvoyant à Halphen (Traité, t. I, p . 478) . 

CHAPITRE 111. 

PONCTIONS ft'UN POINT ANALYTIQUE ET FONCTIONS AUTOMORPHES DE PO*NC\EÉ. 

15. Fonction d'un point analytique .r, y. — Étant donnée une rela
tion algébrique entre x et y , 

(O F(x<y) = o, 

qui fait correspondre , à une valeur de x, n valeurs y{, y\2, . . . , yn 

dey, nous appelons point a n a h l i q u e (x, y) l 'ensemble d 'une valeur 

arbitraire de x et d 'une des n valeurs correspondantes d e y . Si l 'on 

emploie la représentation géométrique de Riemann, on peut imaginer 

sur le plan des x une surface de Riemann composée de n feuillets 

superposés : à chaque point x correspondent alors n valeurs de y, 

yii y21 • • • ? Xn chacune dans un feuillet. 

Les variables x et y peuvent, d 'après Poincaré [8 , 10] , être expri

mées en fonction automorphe de z : toute fonction uniforme méro-

morphe du point analytique (x, y) devient alors fonction automorphe 

de z. On pourra utilement consulter à cet égard les travaux de 

G. Humbert [11] sur l 'application des fonctions fuchsiennes à la 

Géométrie. 

16. Fonct ions rat ionnelles de x et y. — Une fonction rationnelle 

de x et y, R(x, y) peut être décomposée en éléments simples. Si la 

relation algébrique (1) entre x et y représente une courbe unicur-

sale, on peut exprimer x e t ) ' e n fonction rationnelle d 'un paramètre t, 

la fonction R(x, y) est alors rationnelle en t. Si cette courbe est de 

genre 1, on peut exprimer x et y en fonction doublement périodique 

d 'un paramètre t, alors R(x, y) devient une fonction doublement 

périodique de t. 

Il n \ a donc de véritablement nouveaux que les cas où le genre de 

la relation (1) est supérieur à 1. 
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Nous prendrons comme élément simple Y intégrale abèlienne nor

male de seconde espèce attachée à la courbe F(x, y) = o. Celte 

intégrale est, comme Fou sait, une fonction du point anah tique (x,y) 

finie par tout , excepté en un point x>= £, y = n où elle devient infinie 

du premier ordre a \ec un résidu égal à l 'unité ; je la désigne par 

Z(>, •/}), en mettant ainsi en évidence le point (>, YÎ) où elle devient 

infinie. Cette fonction Z(>, ri) est une fonction rationnelle du para

mètre (H, Yj) a>ant pour pô'es le* points critiques et les points (x, y) 
l>{ {xoi J 'o)5 ces derniers a\ec des résidus — i et -f- i , comme il résulte 

du théorème sur l 'échange du paramètre et de l 'argument dans les 

intégrales de troisième espèce. Elle joue dans cette théorie le même 

rôle que la fonction = dans la théorie des fonctions uni-
1 x - Ç x0 — Ç 

formes de x. L'expression générale d 'une fonction rationnelle R(x, y) 

est, d 'après une formule de Riemann-Roch, 
R ( ^ . / ) = R(x0.y0) 

Cette formule est la généralisation de la formule de décomposit ion 

d 'une fraction rationnelle R( - r ) écrite sous la forme 

R^).=R^>+2A(^b-^) 
A d i A d*-i 

- + " A i ^ : • + • - . . + A a - i • dx x — a ' ' ' ds*—x x — a 

Il > a cependant entre la théorie des fonctions d 'une variable x et 
celle des fonctions d 'un point analytique (x, y) une différence consi
dérable qu'il importe de signaler en peu de mots : c'est que, dans les 
expressions que donne Weiers t rass pour les fonctions uniformes d 'une 
\ar iable x, les coefficients sont arbitraires, tandis que dans les 
expressions des fonctions uniformes d 'un point analytique (x, y), 

les coefficients des séries sont assujettis ci vérifier p relations 

qu'il serait trop long d ' indiquer ici. 
Les formules se déduisent toutes par un procédé uniforme du théo

rème siii\anl la généralisation du théorème n° 1. 

Si Von forme, d'une part, la somme des résidus d'une fonction 

uniforme d'un point analytique ayant un nombre fini de points 

file:///ariable
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singuliers et, dyautre part, la somme des coefficients dex~x dans 
les développements des m déterminations de la jonction au voisi
nage du point oo, ces deux sommes sont égales. 

D'après Poincaré, le nombre fondamental 51 est égal à p,p étant le 
genre. 

17. Fonctions à multiplicateurs constants. — Ces fonctions consti
tuent la généralisation des fonctions doublement périodiques de seconde 
espèce. 

Partons de la considération d'une relation algébrique de genre/? et 
de la surface de Riemann correspondante, rendue simplement con
nexe au moyen des coupures introduites par Riemann. Les fonctions 
à multiplicateurs sont des fonctions uniformes sur cette surface, 
n'ayant d'autres singularités que des pôles et dont les valeurs, aux 
deux bords d'une coupure, ne diffèrent l'une de l'autre que par des 
facteurs ou multiplicateurs constants : il > a en tout ip multi
plicateurs correspondant aux zp périodes d'une intégrale abélienne 
de première espèce. Le problème qui se pose alors est de former 
l'expression générale des fonctions admettant ip multiplicateurs don
nés d'avance. Cette expression peut être donnée sous une forme, qui 
met en évidence les pôles et les parties principales correspondantes; 
elle est fournie par une somme d'éléments simples. Pour arriver à cette 
formule, il faut avoir recours à la notion d'intégrales de fonctions à 
multiplicateurs, de même que, pour décomposer en éléments simples 
une fonction algébrique par la formule de Riemann-Roch, on est 
obligé de se servir d'intégrales de fonctions algébriques. La formule 
est toujours la même : l'élément simple est l'intégrale de seconde 
espèce d'une fonction admettant les multiplicateurs donnés. 

Comme il arrive déjà pour les fonctions algébriques de genre supé
rieur à zéro, les résidus et les pôles d'une fonction à multiplicateurs 
ne sont pas indépendants les uns des autres : il existe, en général, 
p — i relations entre les pôles et les résidus correspondants d'une 
fonction à multiplicateurs et p dans un cas spécial, comprenant en 
particulier celui des fonctions algébriques; ce cas spécial se présente 
lorsqu'il existe une fonction sans zéros ni infinis, admettant les multi
plicateurs donnés. C'est ainsi, par exemple, que, pour les fonctions 
doublement périodiques de seconde espèce d'une variable u, (p = I)J 
il n'y a, en général, aucune relation entre les pôles et les résidus^ 
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tandis qu'il en existe une lorsque les multiplicateurs sont ceux d'une 
certaine exponentielle. 

Le nombre 91 de Poincaré est ici p — i. 

18. Fonctions à multiplicateurs exponentiels. — Les fonctions à 
multiplicateurs constituent, comme le montre l'analyse précédente, 
des fonctions analogues aux fonctions doublement périodiques de 
seconde espèce. On peut étudier de même certaines fonctions d'un 
point analytique, qui peuvent être envisagées comme analogues aux 
fonctions doucement périodiques de troisième espèce. Si l'on consi
dère une courbe algébrique de genre p et si l'on appelle u^l) (x, y) 
(i = i, 2, . . ., p) les intégrales abéliennes normales de première 
espèce correspondantes, les fonctions considérées sont des fonctions 
du point analytique (x, y) qui ne changent pas, quand ce point décrit 
un cycle normal de rang impair et qui se reproduisent multipliées 
par ^-^11^(^,/) quand le point décrit le cycle normal de rang 2i\ 
m désignant un entier positif ou négatif. Supposons encore que ces 
fonctions n'aient que des pôles sur la surface de Riemann, alors : 
i° si m est positif, elles ont sur cette surface un nombre de zéros 
dépassant de mp celui des infinis; 2° si, au contraire, m est négatif et 
égal à — /x, elles ont \ip infinis de plus que de zéros. Les fonctions de 
la première sorte sont les inverses de celles de la seconde. On peut 
oblenir l'expression générale de ces fonctions par une fraction ration
nelle en x et y, multipliée par des fonctions 0 où l'on a remplacé les 
variab'es par les intégrales abéliennes correspondantes. Quand m est 
positif, les résidus et les pôles sont indépendants les uns des autres; 
quand m est négatif, il y a des relations nécessaires entre les pôles et 
les résidus correspondants. 

Je n'ai trouvé nulle part de formule de décomposition en éléments 
simples. Il faudrait former cet élément par analogie avec ce que nous 
avons vu pour les fonctions doublement périodiques de troisième 
espèce (p = i) (n° 12). 

Cette formule pourra probablement se déduire de ce qui suit. 

19. Fonctions automorphe s. — Les fonctions automorphes ont été 
formées par Henri Poincaré [8 ] , elles reprennent la même valeur 
quand on y remplace la variable z par — — | f oed — (3 y == ï. Poincaré 
a appelé ces fonctions fuchsiennes et kleinéennes en hommage aux 

MÉMORIAL DES SG. MATH. 2 
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mathématiciens allemands Fuchs et Klein qui avaient été des précur
seurs. Mais si le nom de ces fonctions devait rappeler le nom d'un 
savant, cène pourrait être que le nom de Henri Poincaré : aussi vaut-il 
mieux leur donner un nom qui ne rappelle celui d'aucun savant et de 
les nommer automorphes. 

H. Poincaré a démontré que les coordonnées d'un point x, y 
d'une courbe algébrique de genre quelconque peuvent s'exprimer 
en fonctions automorphes d'un paramètre z : les fonctions ration
nelles de x et y deviennent alors des fonctions automorphes des 
paramètres. Les fonctions à multiplicateurs constants deviennent 

des fonctions, qui, par chaque substitution du groupe — 5, s e 

reproduisent à un facteur constant près; les fonctions à multipli
cateurs exponentiels deviennent des fonctions, qui, par chaque substi
tution du groupe, sont reproduites multipliées par une exponentielle 
de la forme e~~mi"i[:t**\ u,(x, y) étant une intégrale abélienne de pre
mière espèce. Pour chacune de ces sortes, les fonctions automorphes, 
correspondant aux trois espèces de fonctions elliptiques, la formule 
de décomposition en éléments simples se déduit de la formule relative 
aux fonctions du point analytique (x, y) par la substitution des 
expressions de x cl y en fonction de z. 

Il paraît probable qu'on peut définir des fonctions automorphes des 
trois espèces analogues aux fonctions doublement périodiques des 
trois espèces. 

Grâce aux relations algébriques entre deux fonctions fuchsiennes, 
il est possible d'utiliser les fonctions automorphes pour l'étude des 
fonctions et des courbes algébriques. On peut se servir des expres
sions des coordonnées d'un point d'une courbe algébrique en fonc
tions fuchsiennes d'un paramètre pour arriver à un certain nombre de 
théorèmes et retrouver ceux que Cîebsch a déduits de la théorie des 
intégrales abéliennes. C'est ce qu'a fait M. G. Humbert [11]. On peut 
se servir également de ces expressions pour exposer d'une façon plus 
simple la théorie des intégrales et fonctions abéliennes. 

Si, dans une intégrale abélienne de première espèce, on remplace la 
variable par une fonction automorphe de z, cette intégrale devient à 
son tour une fonction uniforme de z dont on trouve aisément le déve
loppement anal} tique. Ainsi, ces intégrales qu'on savait déjà obtenir 
à l'aide des fonctions 0 sont susceptibles d'une expression analytique 
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entièrement différente dans laquelle entrent des transcendantes dépen
dant d 'une seule variable. 

20. Fonctions zêtafuchsiennes de Poincaré [ 8 ] . — Les fonctions 
zêtafuchsiennes jouent dans les théories de Poincaré [9] le même rôle 
que les fondions zêta dans la théorie des transcendantes elliptiques. 
Soit g un groupe fuchsien quelconque, Z , , Z 2 , . . . , Zp, p fonctions 
de z n'existant qu 'à l ' intérieur du cercle fondamental; supposons 
que lorsque z subit une substitution du groupe g d 'une famille déter
minée qui peut être la première, la fonction Z/ se change en l a ^ Z * ; 
les substitutions 

(Zh ^alkZk) 

formeront un groupe G isomorphe à g que Poincaré appelle zêta-
fuchsien. 

Supposons que ces fonctions Z soient uniformes et n'aient à l ' inté

rieur du cercle fondamental que des pôles. Lorsque Je polygone géné

rateur R 0 a un ou plusieurs sommets sur la circonférence du cercle 

fondamental, soit a l 'un de ces sommets. On suppose que les fonc

tions Z n 'ont dans le voisinage du point z = a que des singularités 

logarithmiques analogues à celles que présentent au voisinage de ce 

point les fonctions fuchsiennes engendrées par le groupe g. Ces fonc

tions sont, comme on sait, holomorphes en e* en posant t= — -*—. 

Dans le voisinage de ce même point singulier, les fonctions Z sont 
de la forme 

P1e>t'4>,4-P2 eV$2 + , . . + P 7 e V ^ , 

où les X sont des constantes, où ¢ , , 0 2 , . . . , <D̂  sont holomorphes 
en e* et où P{, P 2 , . . . , Pq sont des polynômes en t de degré nK, 
/i2, . . . , nq, tels que 

rti-H rta-t-...-+- nq = p — q, 

où p est défini plus loin. 

Lorsque toutes ces conditions sont remplies, on dit que les fonc
tions Z sont des fonctions zêtafuchsiennes. 

Si alors on considère les équations 

k = p— i 
dPv V ' / x d*v 

F(x,y) = o, 

.2. 



3o PAUL APPELL. 

où les cp sont des fonctions rationnelles de x et y supposés liés par la 

deuxième équation, Poincaré considère une équation auxiliaire 

d>W û / N 

où 0(x,y) est une fonction rationnelle telle que tous les points sin

guliers de l 'équation en v appart iennent à l 'équation en w. Nous n ' in

sisterons pas sur la détermination de 0 qui a été donnée par Poincaré. 

En supposant que Ô soit choisi de façon que x et y soient des fonc

tions fuchsiennes f(z) e t / , (z) du rappor t z des intégrales en \v et 

que les intégrales v soient partout régulières; alors si nous substituons 

f(z) e t / , (z) à la place de x et y, les intégrales v deviendront des 

fonctions zêtafuchsiennes de z, soit Z,, Z2 Zp un système zêta-

fuchsien de la première famille. S o i t / ( s ) une fonction fuchsienne de 

la première famille a^ant même groupe fuchsien que ce système; 

nous supposerons, avec Poincaré , q u e / ( s ) e s t d u genre zéro et que 

toutes les autres fonctions fuchsiennes du même groupe sont des 

fonctions rationnelles de f(z). On peut démontrer que les p fonctions 

F(Z) = Z^)(£)- /' 

peuvent se développer en séries de la forme 

où les a sont les infinis et les A les résidus correspondants . S u p 

posons que a soit un infini des fonctions Fi(z) situé à l ' intérieur de R 0 

infini que nous supposerons simple et A0 , A 2 , . . . , Ap les résidus 

correspondants de p fonctions F/ . 

Les points 
«j^-+- Pi 
7*«H- 8£ 

seront aussi des infinis simples de ces mêmes fonctions,. E n consi

dérant la substitution S ^ Z ^ , la^Zp), nous écrirons 

A J J . S / = ^ a^pAp, 

les-résidus des p fonctions F, pour 

__ oiia-\- fy 
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sont 
A ^ = (A^Stita - + - 8 , ) - ^ - 2 . 

Nous trouverons comme élément simple 

\ ita -t- 8, ) 

et ainsi, chaque fonction F ; se trouvera décomposée en un nombre 

fini d'éléments simples de la forme ®p(z, a). 

Mais on peut pousser cette décomposition plus loin. 

On a, en effet, 

v.-)=2,2, 4vAv 

' ( - S Ï T S - ; ) <*•+«.>*" 
ou encore 

en posant 

*,,=2 «JJLV 

CLiCL -+- 8Z-
» " T > (Ti« + g | ) a ^ 

de sorte que si les fonctions F/ admettent les infinis simples s , , 

s 2 , . . •< zq à l ' intérieur de R0 et si elles admettent l'infini zk respecti

vement avec les résidus B* , , B^2, • • -, Rkp, nous aurons l 'identité 

* fi 

qui nous donne la fonction 'Lp(-^\ décomposée en éléments 

simples. 

Pour étudier ces éléments simples, ¢ ^ ( - 5 , a), on considérera a 

comme variable. 

CHAPITRE IV. 

FONCTIONS HARMONIQUES DE VARIABLES RÉELLES. 

2 1 . Fonctions harmoniques de variables réelles. Théorie générale. 
- On peut [20] étendre les théorèmes de la théorie des fonctions 
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d'une variable complexe aux fonctions harmoniques, c'est-à-dire aux 
fonctions de trois variables réelles, vérifiant, là où elles existent, 
l 'équation aux dérivées partielles 

_ d*F_ à*F à*F _ 
~ dx* "*" dy* + àz9- ~ °' 

En convenant de considérer x, y, z comme les coordonnées d 'un 

point par rappor t à trois axes rectangulaires, une fonction F vérifiant 

l 'équation A F = o, pourra être définie dans tout l 'espace ou seule

ment dans une portion de l 'espace en exceptant certains points ou 

certaines lignes, ou certaines surfaces. La théorie de ces fonctions-se 

rapproche tout naturellement de celle des fonctions d 'une variable 

imaginaire u = x -f- iy, si l'on se rappelle que la partie réelle d 'une 

fonction analytique de x -f- iy vérifie une équation aux dérivées par

tielles analogue, mais à deux termes seulement. 

22. Fonctions analogues aux fractions rationnelles; décomposition 
en éléments simples. — Si l'on imagine une fonction harmonique 

finie continue et uniforme dans tout l 'espace, sauf en certains points , 

on peut classer ces points en pôles et points singuliers essentiels; on 

se sert pour cela de l 'élément 

i 
r s/{x — a)*-±-{y— by-+-(z — c)2 

,qui ioue le rôle de dans la théorie des fonctions d 'une variable 
1 J x — a 

complexe et qui conduit aux fonctions V^ de Tait et Thomson , puis 

on définit le résidu de la fonction en un pôle ou en un point essentiel 

isolé. Les points singuliers étant ainsi classés, on obtient l 'expression 

la plus générale d 'une fonction n 'ayant que des pôles : une fonction 

de cette nature doit être regardée comme analogue à la partie réelle 

d 'une fonction rationnelle d u n e variable imaginaire : elle est égale à 

une somme de fonctions de la forme \v(x — a. y — b, z— c) à 

indices positifs ou négatifs, la formule constituant la décomposition 

en éléments simples. En supposant ensuite une fonction qui possède 

un nombre fini de points singuliers, parmi lesquels des points singu

liers essentiels, on peut donner l 'expression générale de cette fonction 

sous forme d'une somme de fonctions n'ayant chacune qu 'un point 
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singulier. On démontre enfin, pour les fonctions harmoniques uni
formes, un théorème analogue à celui de Cauchy sur la somme des 
résidus relatifs aux pôles situés dans un contour donné, en faisant 
jouer à la formule intégrale de Green un rôle analogue à celui de l'in
tégrale de Cauchy. On peut également établir un théorème analogue 
à celui de M. Mittag-Leffler en donnant l'expression d'une fonction 
harmonique uniforme qui admet pour pôles un nombre infini de 
points donnés à l'avance avec des parties principales également don
nées. C'est ce théorème qui intervient dans ce qui suit. 

23. Fonctions harmoniques à un, deux ou trois groupes de périodes. 
— Pour appliquer ces théorèmes généraux à des exemples, on peut 
faire [21] une étude générale des F(x, y, z) admettant trois groupes 
de périodes (a, b, c), (a, b', c), (a", b", c"); j'entends par là 
que ces fonctions prennent aux points (x-\-a, y -f- b, z-+-c), 
(x-\-af,y + bf, z + c ) , (x -+- "", y 4- b", z 4- c") les mêmes valeurs 
qu'au point (x, y, z). On peut représenter cette propriété par l'image 
géométrique suivante. Considérons les trois segments de droite par
lant de l'origine pour aboutir aux trois points (a, 6, c), (a1, b1, c'), 
(a, b", c") et, sur ces trois segments, construisons un parallélépi
pède; sur les faces de ce parallélépipède, plaçons des parallélépi
pèdes égaux et orientés de la même façon; puis, faisons la même 
opération pour les nouveaux parallélépipèdes et ainsi de suite, 
indéfiniment de manière à remplir tout l'espace d'un résrau de 
parallélépipèdes égaux et orientés de la même façon, se touchant 
parleurs faces égales. La fonction F possède cette propriété, qu'elle 
reprend les mêmes valeurs aux points placés de la même façon dans 
tous ces parallélépipèdes. Il suffira, d'après cela, de connaître 
la fonction F dans un de ces parallélépipèdes que nous appelons 
parallélépipède élémentaire, pour la connaître dans tout l'espace. 
On voit que ces fonctions sont semblables à la partie réelle 
d'une fonction doublement périodique d'une variable imaginaire 
u = x-\- iy, qui reprend les mêmes valeurs aux points d'un plan 
placés de la même façon dans un réseau de parallélogrammes. Cette 
similitude st; poursuit dans la plupart des propriétés; ainsi : 

Une fonction à trois groupes de périodes, finie en tous les points 
d'un parallélépipède élémentaire est une constante. Si la fonction 
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admet dans un parallélépipède élémentaire un nombre fini de 
points singuliers, la somme des résidus relatifs à ces points est 
nulle. 

Jusqu'ici ces fonctions sont conçues seulement in abstracto, il 
s'agit d'avoir leurs expressions analytiques. Pour cela, je commence 
par construire, à l'aide d'une série, une fonction Z(x, y, z) vérifiant 
l'équation du potentiel et présentant la plus grande analogie avec la 

fonction Z(u) = „ ; U; , à l'aide de laquelle on peut, comme l'a mon-
x 7 H(w) ^ L 

tré Hermite, représenter toutes les fonctions elliptiques par une for
mule de décomposition en élément simple; la fonction Z(x, y, z) 
nous permettra, de même, de représenter toutes les fonctions à trois 
groupes de périodes a^ant dans un parallélépipède un nombre fini de 
points singuliers : elle est essentiellement définie par la condition 
d'avoir, pour pôles du premier degré avec le résidu + r , tous les 
sommets du réseau des parallélépipèdes. Par l'application du théo
rème analogue à celui, de M. Mittag-Leffler, on arrive à écrire cette 
fonction sous forme d'une série qui comerge absolument. Cette fonc
tion n'admet pas les groupes de périodes (a, b, c), (a1', b\ c), (a", b", c"), 
pas plus que la fonction Z(M) n'admet les deux périodes des fonctions 
elliptiques; elle vérifie des équations de la forme suivante : 

Z(x -h- a, y -h b, z -{- c) — Z(x, y, z) = Ax -+- By -+- Cz -+- E, 

les lettres A, B, C, E désignant des constantes qui dépendent des 
neuf quantités a, b, c, a', b\ cr, a", b", c" ; ces constantes sont liées 
par des relations que l'on établit à priori et qui permettent de les 
calculer dans certains cas, autrement que par des séries, par exemple, 
dans Je cas où les parallélépipèdes élémentaires sont des cubes [22]. 
La fonction Z(x, y, z) une fois construite, on a très simplement 
l'expression d'une fonction à trois groupes de périodes n'ayant que 
des pôles, par une somme composée de fonctions Z et de leurs 
dérivées en s'appu>ant sur ce fait que la somme des résidus, relatifs 
aux pôles situés dans un parallélépipède des périodes est nulle. On 
peut remplacer l'élément simple Z par une fonction à trois 
groupes de périodes [22], mais cet élément n'est plus harmonique. 
Si l'on fait croître indéfiniment une ou deux dimensions des 
parallélépipèdes élémentaires, on obtient des fonctions n'ayant que 
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deux ou un groupe de périodes : parmi ces dernières, se trouve une 
fonction qui a été employée par Chervet pour exprimer le potentiel 
d'une masse liquide limitée par deux plans parallèles et traversée par 
un flux permanent d'électricité. La fonction Z(x, y, z) peut être 
employée dans des questions de Physique mathématique du même 
genre. 

Dans la décomposition en éléments simples des fonctions harmo
niques à trois groupes de périodes, le nombre fondamental de Poin
caré est égal à ï, comme pour les fonctions doublement périodiques 
de première espèce. 
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