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ONDES LIQUIDES DE GRAVITE

Par M. H. VERGNE.

INTRODUCTION.

1. L'étude que nous avons en vue dans ce fascicule est celle des
petits mouvements d’un liquide incompressible pesant, contenu dans
un vase fixe, lorsque ces mouvements sont dus a des causes exclusi-
vement superficielles (impulsions, ou émersion d’un corps solide). On
sait qu’alors la vitesse (u, ¢, ) d’'une particule fluide quelconque
dérive a chaque instant d’une fonction ¢ dite potentiel des vitesses

Le probléme consiste a déterminer cette fonction ¢(z, y, 2, t) qui
dépend évidemment des coordonnées z, y, z de chaque particule
fluide et du temps ¢. Nous allons former les conditions auxquelles
doit satisfaire ¢, étant entendu que nous nous hornons au cas des
petites oscillations, ce (ui nous permettra de négliger les carrés et
produits des déplacements et des vitesses et de remplacer, le cas
échéant, dans certaines fonctions, des coordonnées un peu variables
par des coordonnées fixes.

Nous prendrons toujours les axes de coordonnées rectangulaires,
le plan 20y étant confondu avec le plan horizontal de la surface libre
au repos, 'axe O s vertical dirigé vers le bas (fig. 1). Nous dési-
gnerons la surface libre par S, les parois du vase par 2.

Le fluide étant incompressible, la condition de conservation du
volume (équation de continuité) donne I'équation indéfinie

929  0%¢  Jo
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la fonction ¢, en tant que fonction de , y, z, est donc harmonique &
toute époque.

\ 0 ) x

<

Comme conditions « aux limites », nous devons d’abord écrire
qu’en tout point de la paroi X la composante normale de la vitesse est
nulle, ce qui se traduit par

dy

(2) an =° . (sur T),

d .. . L. . .
m désignant une dérivée prise suivant la normale.

Nous avons ensuite & écrire la condition a la surface libre S. Des
équations de 'Hydrodynamique (équations d’Euler), on déduit immé-
diatement I'intégrale bien connue suivante (ou p désigne la pression,
¢ la densité du liquide ct g I'intensité de la pesanteur)

P _ 00 1[/do\? dp\? do\*
p=ee—a =il @) - ()~ G

intégrale qui, puisque nous négligeons les carrés des vitesses, se
réduit a

E_gs— 2.
e 82— G5t

Afin de simplifier un peu les écritures ultérieures, nous suppo-
serons loujours, dans ce quisuit, quel'on a choisi I'unité de longueuar
(ou celle de temps) de fagon & rendre numériquement égale a 1
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I'aceélération g de la pesanteur. Faisant done g =1, nous écrivons

P %

=32 —

3 at

Cette équation est vérifiée a toute époque et en tous les points du
fluide. L’action d’une pression constante, s’exergant en tous les points
d’un fluide, n'a aucune influence sur ses mouvements (la pression
n’entre dans les équations de 'Hydrodynamique que par ses dérivées);
nous pouvons donc faire abstraction de la pression atmosphérique
qui s’exerce a la surface libre S et la regarder comme nulle (*). Appe-
lant alors / la dénivellation actuclle d’un point de la surface libre

(comptée posilivement vers le bas, comme 3), la condition a cette
surface libre pourra s'écrire

: % _
(2") h— i =°
ou, en dérivanlt par rapport a ¢,

e Jd2e

a o =™

Comme d’ailleurs il s’agit de petits mouvements, g-ti peut étre regardé

. . d .
comme étant la vitesse verticale w = (72 d’un point de la surface
libre. L’équation

dp 09

(3) Gz = g =° (sur S, ou pour z = o)

est donc vérifiée a la surface libre; mais comme cetle surface libre S
ditfére toujours trés peu du plan s = o, il est légitime de considérer
cette condition « aux limites » comme vérifiée par la fonction ¢ sur le
plan fize s =o.

2. L’équation indéfinie (1) et les conditions aux limites (2) et (3)
ne déterminent pas complétement le potentiel des vitesses ¢, car cette
fonction dépend aussi du temps ¢. Pour achever de déterminer le
probléme, on peut se placer a deux points de vue bien différents.

Premier point de vue. — Se donnant les conditions initiales,

(74 . (s
0_2 la constante — > ce qui est évi-

demment permis puisque © n’est déterminé qu’'a une fonction arbitraire de ¢ prés.

. . . Pam
(') Cela revient, si I'on veut, & ajouter a
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c’est-a-dire les valeurs pour l'instant initial ¢ =o0, de la dénivel-
lation & et de la vitesse des différents points de la surface libre, on
cherchera a obtenir I'expression esplicite de ¢(x, y, z, t) (par
exemple, développée suivant les puissances de t), ce qui déterminera
somplétement le mouvement ultérieur du liquide. D’ailleurs, les con-
ditions initiales que nous venons d’indiquer reviennent i se donner,
pour £ = o ctdans le plan 5 = o, les valeurs du potentiel des vitesses ¢
et de sa dérivée 3—7 par rapport au temps; les valeurs de 3—? déter-
minent la dénivellation initiale [équation (2')]. et les valeurs de ¢
déterminent le potentiel initial qui est une fonction harmonique dont
la dérivée normale est nulle a la paror; d’ou les vitesses initiales.

On démontre que le probléme ainsi posé est complétement déter-
miné, c’est-a-dire qu’il n'existe qu’une fonction ¢ satisfaisant aux
conditions énoncées ().

Cette méthode conduit a la solution compléte du probléme dans le
cas d’un vase cylindrique vertical de profondeur infinie. En parti-
culier, le cas d’un bassin indélini, aussi bien dans le sens horizontal
qu'en profondeur (parois infiniment éloignées), a ¢été traité dans
d’importants Mémoires de Cauchy, Poisson, M. Boussinesq, avec de
larges développements. Mais dans le cas d’un vase de dimensions
finies, a parois quelconques, la méthode tombe en défaut. 11 est pos-
sible alors, comme I'a fait M. Hadamard, de recourir a une méthode
differente pour metire le probléme en éqnation.

Second point de vue. — Sans se préoccuper de conditions ini-
tiales, on peut chercher a satisfaire aux conditions (1), (2) et (3) par
des solutions simples de la forme
__sin
~ cos

N Vit ®(x, y, 2).

On obtiendra ainsi les différentes oscillations propres harmoniques
du liquide dans lc vase considéré, chacune d'elles étant caractérisée
par une conslante A (définissant la période) et par une ou plusieurs
fonctions ®(z. y, z) correspondantes.

Cette méthode, indiquéc par M. Volterra, et suivie depuis par
plusieurs auteurs, conviendra, au contraire de la précédente, aux
vases de dimensions finics, et dans beaucoup de cas ou les parois ont

(') Voir, par exemple, J. BoussiNEso [1] (note de la page 581).
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une forme simple, on saura effectivement trouver toutes les oscil-
lations propres.

D’ailleurs, unc fois connues les oscillations propres, on pourra
essayer de satisfaire a des conditions initiales données par une série
de solutions simples. La difficulté sera alors ¢n général de démontrer
la légitimité du développement en série, qu’on ne saura établir rigou-
reusement que dans des cas particuliers.

Les Chapitres suivants sont consacrés au développement des deux
points de vue que nous venons de signaler.

Il nous arrivera parfois de supposer que le mouvement s’effectue
parallélement a un plan vertical fixe (que nous prendrons alors pour
plan des .rz), de fagon qu’aucunc des fonctions du probléme ne
dépende dc la coordonnée y : i chaque instant ¢, les phénoménes
seront identiques dans tous les plans paralléles au plan des 25. Nous
dirons alors que nous traitons le « probléme plan » ou « probléme a
deux dimensions ». Ce cas, ot I'on fait abstraction de la coordonnée y,

est, naturellement, un peu plus <imple que le cas général du probléme
a trois dimensions.

CHAPITRE 1.

RECHERCHE DU POTENTIEL DES VITESSES
CORRESPONDANT A DES CONDITIONS INITIALES DONNEES.

3. Remarque sur les conditions initiales. Ondes d’émersion. Ondes
d’impulsion. — Nous avons dit que les conditions rnitiales, au
nombre de deuzx, consistent & s¢ donner, pour t=o0 ¢t 3=o, les
valeurs initiales a la surface libre

do
{(4) v = F(z, »), d_t.- = f(=z, ))
du potentiel des vitesses ¢(z, , 3. ¢) ct de sa dérivée particlle par
rapport au temps. Or, toutes les autres équations (1), (2), (3) du
probléme étant linéaires et homogénes en ¢, il est ¢vident qu’on peut
séparer ccs conditions initiales, c'est-a-dire déterminer séparément
deux potentiels 9, et o, satisfaisant aux conditions initiales suivantes :
0
(pour @1): e1=0, B =f(=, )
(5) (pour t =o0 et 3=0).

. )
(pour 92) © ¢2=F(a, y), %=°
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Le potentiel @ == ¢, + ¢o satisfera aux conditions initiales com-
plétes (4).

Voyons a quoi correspondent les conditions initiales séparées (5).
Le potenticl g élant initialement nul dans tout le liquide (fonction
harmonique nulle a la surface, ayant sa dérivée normale nulle aux
parois), il lui correspond des vitesses initiales nulles partout; tandis

que—di;1 n’étant pas nul, les dénivellations initiales /. de la surface

libre ne le sont pas non plus [équation (2’)]. On dit que ce poten-

tiel ¢, est relatif & une onde d’émersion, parce que I'état initial peut

étre supposé¢ di a I’émersion brusque d'un corps <olide, dont la

légére immersion imposait a la surface libre du liquide en repos de
91

petites dénivellations données h = o

Quant au potentiel ¢, il lui correspond, au contraire, des déni-
vellations initiales nulles, mais des vitesses initiales non nulles. On
dit qu'il est relalif 2 une onde d'7mpulsion. I.’état initial correspon-
dant peut étre supposé engendré jar des surpressions variables
exercées a la surface libre durant un instant trés court (coup de vent
brusque a la surface d'un lac).

Il est donc légitime de traiter séparément le | robléme des ondes
d’émersion et celui des ondes d’impulsion. Dailleurs, le second
n’est pas distinct du premier, car il est aisé de voir que v, étant un
potentiel d’onde d’émersion salisfaisantdaux premiéres conditions ini-

P

tiales (5), sa dérivée partielle ¢, = <7 sera un potentiel d’onde

d’impulsion satisfaisant aux conditions initiales

. Jo
oy = f(x, ), 7[2 =0 (pour ¢ =o0et 3 =o0),
cetle derniére équalion étant une conséquence immédiate de I'équa-
tion (3) a laquelle satisfait ¢, (').
C’est pourquoi, dans la suite, nous nous hornerons toujours exclu-
sivement aux ondes par émersion.

4. Cas d’un bassin indéfini en tous sens. — Pour commencer par
un cas simple on nous trouverons immédiatement la solution, consi-
dérons un bassin de dimensions infinies tant en profondeur que dans

(') J. Boussinese [1], p, 648.
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le sens horizontal : le fluide occupe tout 'espace au-dessous du plan
horizontal 5 =0 de la surface libre. Dans cette hypotheése, il n’y a
pas de parois (elles sont infiniment éloignées), et la condition (2)

. , .o, d . .
d’annulation de la dérivée TZ est remplacée par la suivante : la fonc-

tion ¢ doit s’annuler asymptotiquement lorsqu’on s'éloigne de I'ori-
gine des coordonnées, ce qui signifie que le mouvement est constam-
ment nul a l'infini, qui n’est jamais atleint par une perturbation ayant
son origine a distance finie.

Reprenons, dans le cas actuel d’un bassin infini, I'équation relative
a la surface libre z =0

(3) S =0

et faisons, a son sujet, la remarque capitale suivante ('). Cette
équation (3) est vérifiée non seulement a la surface z = o, malis
dans tout le fluide. En effet, son premier membre est une fonction
harmonique (puisque  en est une), qui est nulle a la surface libre et
qui s’annule aussi aux grandes distances. ot ¢ tend partout vers zéro.
Donc, ce premier membre est identiquement nul, et I'équation (3)
devient, une équation indéfinie du probléme.
Reprenons maintenant I’équation

P %
P-—,3 dtr

qui a lieu partout & toute époque; dérivons-la par rapport a ¢ en sui-
vant une méme particule fluide

ainsl, une particule fluide supporte la méme pression pendant
tout le mouvement.

Désignons par Z I'ordonnée de la particule a I’état final de repos,
nous aurons

=17

o N

(') Cetle remarque a été faile incidemment par Poisson, qui ne semble pas avoir
vu tout le parti qu’on peut en tirer.
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et, par suite.

(2 —17) est la dénivellation h de la particule a I'époque ¢. L’équa-
tion (2'), elle aussi, dans le cas d'une profondeur infinie, est done
vérifiée, non seulement a la surface, mais dans tout le fluide.

5. Formation directe du potentiel des vitesses ('). — En résumé,
dans le cas d’'un bassin indéfini, nous avons les pEux équations

indéfinies

(') Ay = o,
dp o _
@) g " om T

La condition auz limites s’écrit
¢=o0 (alinfini).

Enfin, les conditions d’état initial, dansle cas d’ondes par émer-
sion, sont

9 =0, %’:f(z,y) (pour t =oet 3=0).

Cherchons a satisfaire formellement a ce probléme en prenant
pour ¢ un développement de Taylor suivant les puissances de ¢

s () L (0 “ (29)
(6) ?—-f?o—" ;(‘(ﬁ>o+l.2<dt’>o+-"+n! I o+.-.,

e . o _ ’ :
(dt" >0 réprésentant la valeur de v pour t=o (c’est une fonction

de x, y, 3, harmonique évidemment). Nous allons déterminer de
proche en proche tous ces coefficients.

¢, est la fonction harmonique, définie dans tout I'espace au-des-
sous du plan des zy, s’annulant a Uinfini et a la surface. Donc,
@o = o identiquement.

0 . . JPO
<£> est la fonction harmonique définie dans tout I'espace au-des—
(]

sous du plan des zy, s’annulant a l'infini et prenant a la surface s =o
les valeurs données f(z, y). Donc, on a (formule d’un potentiel de

(") 11. Virexe 1], p. 47.
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double couche)

(3_3 ="—ff 5 f(E, %) dE dn )
0 2T

(2 (2 — )t (r —n)°T"

I'intégrale double étant étendue & tout le plan de la surface libre ou,
ce (ui revient au méme, a toute la partie de ce plan ou la dénivel-
lation initiale f(z, ") n’est pas nulle (*). Pour simplifier dés main-
tenant les écritures, supposons que cette dénivellation initiale n’ait
de valeur sensible que dans une trés petite région autour de I'origine
(émersion d’un trés petit corps placé a Uorigine) (*) et faisons pour

abréger
dg = [ [1& wydzan.

La formule précédente s’écrira simplement

(d_o) _dg z dg z  dq cosb
ot )y am. ., . .3

27 3
(22 + 224 y2)?

en désignant par § 'angle fait avee la verticale par la droite qui joint
le point quelconque (z, », ) a Vorigine O des coordonnées (c’est-a-
dire au point d'émersion), et par r la distance de ce point a I'origine.

Nous connaissons maintenant lcs deux premiers coeflicients ¢,
et (s—f)o du développement (G). Pour avoir (%I—;;) » différentions
(n — 2) fois par rapport a ¢ la seconde équation indéfinie (3)

Jd (01}—2g?> on P

a2\t )~ 9 =%
cette relation donne, en y faisant ¢ = o,
dn? _ I d’l—’?
(7) (T)T)‘ Fz’('—oﬂ-—: K

(') Cette formule de (g) fournit la dénivellation statigue iniliale dans tout le
[

fluide avant ’émersion du solide (¢f. G. RousiEr [1], p. 30).

(?) Cela correspondra 4 ce qu'on peut appeler une solution é€lémentaire natu-
relle. 1l y a émersion simultanée de plusieurs pelils corps distincts, ou d'un corps
de dimensions horizontales finics, la solution s’obtiendra par addition ou intégration
des diverses solutions élémentaires, puisque tountes les équations sont linéaires.
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formule de récurrence qui permet de calculer de proche en proche
tous les coeflicients de la série (6). On en déduit

o) _(22) =.. = (%) =0
90 )y \9tt )y T T \dezm ),
pour les coefticients des puissances paires de ¢, et
d3?) _£<"_? Pe _i(ﬁ> .. "_‘L’?>-_"_’" ‘l‘f)
o3 ), 0z dt)o’ (015 o dz2\adt/,’ ! di2n+1 /.7 dzm \ot /,
pour les coefficients des puissances impaires de ¢. Or, on a
—4)1 ()_3) _fll] om cosﬂ)___t_ig g+t <l A
dzm\dt )y 2mozm\ rz /  amaozmi\r)’
d’ailleurs, on vérifie aisément par récurrence la formule

gm+1 [y _(——1)'"+1(m+|)!P
dzm+1\r )™

Tomai\ 5 2 /n-&’-l(.c‘:’s 0)’

ou P, désigne le polynome de Legendre d'indice m + 1.
Par conséquent, notre série (6) s’écrit

2%

d 3 13
(A) o= = [",_ZPI<0050)—"-3-;-._;P2(0050)+...

(— 1)m (m —+ l)! 12m—+1
(2m +1)! pint2

Py (cos) +. . ] .

Cette série, qui satisfait formellement au probléme, est évidemment
convergente pour toute valeur de ¢. Donc, elle représente la solution
cherchée.

Déduisons-en tout de suite la valeur de la dénivellation h =z —7Z
d’une particule quelconque a une époque quelconque : il suffit,
puisque la formule (2') est valable partout, de différentier la série
précédente par rapport a ¢, et I'on obtient

d s
(B) h= ”_‘{E[P,(cose)—TP,(cose)-;_...

(=m (m +a)! (tz

m
4 Com )T —) P,,,+,(c050)+...].

r

Les deux formules (A) et (B) résolvent entiérement le probléme
des ondes par émersion dans le cas d’un bassin indéfini, tant en pro-
fondeur qu’horizontalement. 11 est clair que la méthode qui vient
d’étre suivie s’appliquerait aussi bien au probléme des ondes par
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impulsion (la série donnant ¢ ne contiendrait alors que des puissances
paires de ¢, celle donnant A (ue des puissances impaires).

6. Probleme plan. — Envisageons maintenant le probléme a deux
dimensions, ou 'on fait abstraction de la coordonnée horizontale y.
Le bassin est toujours supposé indétini dans le sens horizontal des x
et dans le sens de la profondeur z. Clest, par exemple, le cas d’un
canal rectiligne infiniment profond, dont la longueur infinie est paral-
lele aux z, et dont la largeur, paralléle aux ), est constante; le
liquide, primitivement ¢n repos, ¢st mis en mouvement par 'enlé-
vement brusque d’un solide ¢ylindrique trés peu immergé, dont les
génératrices sont perpendiculaires 4 la longucur du canal (ondes
d’émersion).

Nous avons toujours, pour déterminer le potentiel des vitesses

o(z, z, t), les deux mémes équativns indéfinies (1) et (3), et laméme
condition aux limites ¢ = o (alinfini); quant aux conditions initiales,
clles deviennent aussi indépendantes de y et s’écrivent

3—;‘” = f(x) (pour t =o et z =ue).

9 =o,
Il est évident que la méthode du numéro précédent s’applique sans
modification : on cherchera pour ¢ un développement en série de la

forme (6); les deux premicrs coefficicnts résultent des dennées;
on a ‘

go=0 el (”‘?‘)0=_1 [“‘” 2 f(£) dg

at nJ _ 324+ (x—E)2’

dans cette derniére formule (qui est celle d’un potentiel de double
couche), l'intégrale est étendue a toute la surface libre, ou, ce qui
revient au méme, a toute la partie de cette surface ou la dénivellation
initiale f(z) n’est pas nulle. Supposons, pour simplifier les écritures,
que cette dénivellation n’ait de valeur sensible que dans une trés
petite région autour de Vorigine, et faisons pour abréger

dg = [ 1) o,

Ia formule précédente s’écrira simplement
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Connaissant les deux premiers cocllicients du développement (6),
tous les suivants s’en déduiront par la formule de récurrence (7).

Tous les coefficients des puissances paires de ¢ sont nuls, et celui
tl"l-"l

_—est
¢ (2m—+1)! €s

( grm-+1 ?> om (d? ) dq am (0050 ) dq gm+1

derm—+1 dzm \ Jt = x dgm r == T dgm+i (l gl‘),

d’ailleurs, dans le plan Oz, on vérific immédiatement par récur-
rence la formule

+1 .
t;’z"'ln—q—l (logr) = (—r)"»+1 m! c—————os(”l - 1)8 .

,-l"+l
On a donc le développement en série du potentiel ¢ et celui de la
dénivellation & (par dérivation par rapport a ¢)
, dg [t 1 83 1A
(A") <p=?|—;c050— 317 co=20+5‘ — €030 —..

m! 2m+1
o= (I—I-n—-ITIT! TI-I;:: COS("l +l)0+.. .],

, _dq 12 2! f12\2 '
(B") h= -n—'-‘[cosﬂ—— 71 -':cos'zﬂ+ 7 (-’—) cos3f —...

1 2\ m .
i(-%;)!(?) cos(m+1)0¢...].

Ces formules, tout a fait analogues aux formules (A) ct (B) du cas’
de trois dimensions, résolvent complétement le probléme.

7. Lois du mouvement. — Cauchy, Poisson ct M. Boussinesq, qui
ont résolu le probléme des ondes d’émersion (ou d’'impulsion) dans
un bassin indéfini, par des méthodes beaucoup moins directes que
celle des numéros précédents, et sur lesquelles nous reviendrons
bientét, ont énoncé les lois du mouvement dont voici les principales
(pour le cas des ondes par émersion).

Au début, les vitesses sont nulles (¢ —o0), mais clles atteignent
rapidement des valeurs sensibles; de petites ondulations se forment a
la surface libre dont I'équation est donnée a chaque instant par (B)

. 1 . T . A .
ou (B’) ou I'on fait § = o Si Pon remarque que cette équation est de

[4d [Ad
l4h=5(-) ou ¢1h=5<-—>,
r r

la forme


file:///oici
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suivant qu’on est dans le cas de trois ou de deux dimensions, on voit
que la surface libre a une époquc ¢ s¢ déduit de la surface libre a une

’

. . . 2 .« .
autre époque ¢ en multipliant toutes les abscisses par (%) et divi-

. e\ r\? .
sant toutes les ordonnées par (-t-) ou par <7> - On peut donc dire

que chaque onde superficielle se propage d’un mouvement unifor-
mément. accéléré, sa hautcur décroissant comme Uinverse de la qua-
triéme puissance du temps (cas de trois dimensions) ou comme Vin-
verse de son carré (cas d¢ deux dimensions). Les abscisses r des
sommets des crétes et creux des ondulations sont données, 4 un

. PR . . - C
instant ¢, par &' (—) = 0, qui exprime que & est minimum ou mani-
r

. 3 . - 2 T hen et
mum. Si -2 est unc racine de cette équation en —, accélération de
L]

2r . 2
;o-+ Poisson et Cauchy ont calculé
0

numériquement les premiéres racines de cette équation : on a (cas
de deux dimensions) :

I'onde correspondante est j =

| = 0,325, pour la premiére onde creuse;
J =o0,120, pour la premiére onde en relief.

Les accélérations des ondes suivantes vont en diminuant assez rapi-
nement (').

On observe cnfin sur les formules que les vitesses des particules et
les hauteurs des ondes sont indépendantes de la densité du liquide
(¢ et h ne dépendent pas de p), et qu'elles sont proportionnelles
a dgq, c’est-a-dire au volume du liquide déprimé (ou soulevé) a Pori-
gine du mouvement.

Remarque. — On sait que dans le cas d'un canal de profondeur
constante trés petite H, les ondes se propagent avec une vitesse
constante \/gH (Lagrange). Ici ou la profondeur est infinie, nous
trouvons un mouvement uniformément accéléré. 1l ne faut pas étre
surpris de cette différence qui tient & unc raison d’homogénéité :

(') Comme nous avons choisi les unités de fagin que l'unité d’accélération soit
celle de la pesanteur, nous devons, si nous revenons 4 des unités quelconques, mul-
tiplier par g les nombres donnés 0,325 ou 0,120,
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comme le remarque Poisson, dans l¢ cas actuel d’un hassin indéfini
en tous sens, aucune longueur n’est donnée, la seule donnée de la
question cst une accélération, qui st celle de la pesanteur g, et on
trouve pour accélérations des ondes successives le produit de g par
des facteurs numériques 0,325 ou o,120.

8. Ce qui précéde est relatif aux dénivellations ou ondes & la sur-
Sfuce libre : ce sont celles qui sont le plus facilement observables.
Mais il est intéressant aussi d’étudier le mouvement a U'intérieur
méme du liquide.

M. Rousier (') remarque, en donnant dans (B) ou (B’) a 6 une

T , . ,
valeur fixe autre que 5 que la dénivellation /i se propage égalcment

a 'intérieur du fluide d’'un mouvement uniformément accéléré (a‘u
facteur ZIT ou % prés) sur une droite d'inclinaison quelconque partant
de l'origine des coordonnées.

M. Risser (2) étudie les oscillations d’une particule déterminée
intérieure au fluide. 1l étudie également le mouvement de ’ensemble
des particules situées initialement dans un plan horizontal déter-
miné 3= 3, et recherche pour un tel plan les maxima et minima
de h : en d’autres termes, il étudie les ondes relatives & ce plan
horizontal.

9. Les formules (A), (B), (A'), (B'), utilisées jusqu’ici, sont rela-
tives au cas d’une solution élémentaire ou la dénivellation initiale se
réduit & un seul élément infiniment petit dg déprinié a Porigine des
coordonnées (émersion d’un corps infiniment petit). Dans le cas de
I’émersion d'un corps d’étendue finie, il est nécessaire de faire la
somme des solutions simples relatives a ses divers éléments. Les lois
énoncées aux numéros précédents ne sont plus alors valables; du
moins elles cessent de I'étre aux distances de I'origine qui ne peuvent
pas étre regardées comme extrémement grandes par rapport aux
dimensions du corps. Il faut alors faire I'étude spéciale du mou-

¢') 6. Rousier [1], p. 29. La formule (B’) est due & cet auteur, qui l'a c;btelue
par un calcul de résidu, fort élégant, mais assez compliqué.
(?) R. Risser [1]. p. 48 et 53.
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vement au voisinage méme du centre d’émersion : cette étude a été

faite par M. Boussinesq (dans le cas de deux dimensions) et par
M. Risser (dans le cas de trois dimensions).

10. Cas d’un vase de dimensions finies limité par des parois. — Ce
qui a fait le succés de la méthode d’intégration du n° 3 pour un
bassin indéfini en lous sens, c’est que I'équation (3) est alors une
équation indéfinie vérifiée partout. Dans le cas ou il y a des parois,
elle n’est plus vérifiée gu’a la surface libre 5= o0, comme il est dit
au n° |; et la méthode du n°® 3 n’est plus directement applicable.

M. Boussinesq (') a indiqué qu’on peut encore chercher pour le

potentiel v un développement en série de Taylor de la forme (6) et

) . .. J9ne .
déterminer de proche en proche ses coeflicients <Wn—> > qui sont tou-
0

jours des fonctions harmoniques, ayant leurs dérivées normales an

nulles a la paroi et satisfaisant @ la surface s =o al'équation (7)

dun° 3,
9_1? _9 C)n—z? )
atn Jin—t

()

Le coeflicient de ¢* se déduit donc du coefficient de ¢*~2 par la
résolution d’un probléme harmonique mixte ou la donnée est la
valeur de la fonction harmonique a la surface [équation (7)], et la
valeur (nulle) de sa dérivée normale a la paroi. Or, les deux premiers

. do il
coefficients ¢, et (37) se déduisent eux-mémes de leurs valeurs
0

données a la surface libre par un tel probléme harmonique mixte.

On détermine ainsi, du moins formellement, le développement (6)
de o suivant les puissances de t. Si cette série converge, elle repré-
sente l'intégrale du probléme.

Malheureusement. les problémes harmoniques mixtes dont il s’agit
sont compliqués du fait que le domaine d’existence des fonctions
harmoniques présente une surface frontiére ayant unc aréte angu-
leuse a l'intersection de la surface libre S et des parois X. Cette grave
difficulté améne des doutes sérieux sur la convergence de la série (6),
du moins dans le cas général de parois quelconques.

(1) J. BoussiNEso [3], section I.
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I1 est toutefois un cas ou I'on pourra affirmer la convergence de la
série (6). C’est celui d'un vase cylindrique vertical de profondeur
infinie (de section droite horizontale d’ailleurs quelconque). Car
alors il se trouve encore que I'équation (3) est vérifiée non seulement
4 la surface libre, mais dans tout le fluide et est une équation
indéfinie ('). Ce fait assure le succés de la méthode, car alors les
coeflicients successifs du développement (6) se déduiront des deux
premiers, non par des problémes harmoniques mixtes, mais par de
simples dérivations en 5, comme aa n® 5.

11. Un cas particuliérement simple de paroi exclusivement verli-
cale est celui d’'un mur plan vertical, limitant d’un coté un bassin
d’ailleurs indéfini. L’émersion d’un solide au voisinage du mur pro-
duira des ondes qui se réfléchiront sur ce mur; le probléme pourra
se traiter, ainsi que l'indique M. Boussinesq, par la « méthode des
images », comme si le bassin était infini en tous sens, mais avee
volumes d’émersion comprenant, outre le volume d’émersion vrai,
son image & travers le plan de la paroi comme miror. M. Risser a
développé cette méthode des images el I'a appliquée au cas de plu-
sieurs parois planes.

12. Retour au cas d’un bassin indéfini. Travaux de Cauchy et de
Poisson. — Revenons maintenant aux ondes liquides dans un bassin

indéfini, sans parois. Les équations a satisfaire par le potentiel ¢
sont, comme il est dit au début du n° 5,

(1) A(P=°7
dp 99
(3) ('E'—W =0,

et ¢ doit s’annuler aux grandes distances.
Quant aux conditions d’état initial, elles sont (en nous bornant
toujours aux ondes d’émersion) :

(') On le reconnait comme au n° 4. Le premier membre de (3) est une fonction
harmonique nulle & la surface, s’annulanl aux grandes profondeurs et ayant sa

dériyée normale an nulle sur les parois verticales. D’ailleurs, ici encore, une parti-

cule fluide supporte la méme pression pendant tout le mouvement, et la dénivel-
lation A = 5 — 7 est donnée, dans tout le fluide par I'équation (2').
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Cas de deux dimensions :

d
p=o, ;;g = f(=), (pour t =o0 et 32 =o0),
Cas de trois dimensions :
?=o0, 3%7 =f(=z, »), (pour t=oet z=0).

Cauchy ct Poisson ont été les premicrs a résoudre ce probléme, a
peu prés simultanément, dans deux Mémoires restés céléhres (). Ils
ont obtenu le potentiel ¢ sous forme d’une intégrale définie; en la
développant suivant les puissances de ¢, ils en ont déduit les séries (A),
(B), (A'), (B’), ou du moins des séries équivalentes. Nous allons
indiquer leurs résultats.

Cas de deux dimensions.— Cauchy et Poisson arrivenl tous deux -
- a l'intégrale

(8) oz, 3, )= L /'”sin v;kte"""dkf+”f(5)cosk(z—-$)dﬁ.
=J vk —

Les méthodes par lesquelles les deux géométres arrivent a cette
solution ne différent guére que par la forme; leurs calculs sont
assez longs et compliqués. Aussi nous contenterons-nous d'indiquer
comment M. Lamb () obtient cette méme intégrale par un procédé
rapide et élégant, toul en restant exactement dans le méme ordre
d'idées que Cauchy et Poisson.

[’ expression

sin ke
VE

e-kzcos k(x — §)

satisfait identiquement aux équations (1), (3), quels que soient k
et ; et s'annule aux grandes profondeurs : c’est I'intégrale classique
correspondant a un « clapotis ».

Si nous tenons compte maintenant des conditions initiales et si
nous écrivons f(z) sous forme de I'intégrale de I'ourier bien connue

sly=1 [Tar [T feycosk@—n)ax,
Jo*)

(') A. Cauchy [1]; S. Poisson [1].
(%) H. Laums [1], p. 364.

SEPVICE DE
MATHEMATIQUES
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nous sommes immédiatement conduits a Pintégrale (8), qui satis-
fait a toutes les conditions du probléme.

Si nous supposons que f(x) n’a de valeurs sensibles que dans une
trés pelite région autour de l'origine, et faisons pour abréger

Jrw dz=aq,
Pintégrale (8) devient
(8 = —ﬂif sin ‘/’” e—kzcoskx dk.

Montrons que si, dans cette intégrale, on développe sin\/k¢ en
série, suivant les puissances de ¢, on obtient la série (A'). On a

sin V/ct _2‘ (— ym Jom g2m1

(am—+1)!’

Portant dans (8') et intégrant terme a terme (ce qui est legltlme
puisque la série est uniformément convergente pour k compris entre
zéro et un nombre arbitrairement grand), il vient

A=w
=Y P iyt [ ke
p = ( l)m(zm+l)' . km e—kz cos k x dk.

Or, si nous poscns

A=
Z =f e~kzcos ke dk,
0

nous aurons
d'“ Z /(:ao
_— = (——-1)'"] km e—kz cosk z dk,
dxm o

et cette intégrale (convergente si 5 n’est pas nul) est précisément
celle qui figure dans le coefficient de ¢27+!'. D’ailleurs I'intégrale
définic Z se calcule immédiatement : on a identiquement

7 — 3 =_z_=cosO

3’4 x? r2 r

et

amZ am [cosf cos(m 0
—_— — _.(_> e (—-l)'" m!_(___'t.‘_L.
dzn dzm r pm1

Nous obtenons donc pour ¢ le développement

1
_ dq Z (—1ym m 2 cos(m +1)0
T (2m~+1)! pm+l

identique au développement (A’) du n° 3.
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Cas de trois dimensions. — Pour ne pas compliquer inutilement
I'écriture, nous nous bornons, dés maintenant, a une solution élémen-
taire, ot la dénivellation initiale f(z, y) a la surface libre n’a de
valeur sensible que dans une trés petite région autour de origine, et
nous faisons pour abréger

[ 15 0 dzdn = dg.

Cauchy donne alors le potentiel ¢(z, y, z, t) sous la forme de l'in-
tégrale suivante :
dg * sin \/y.v pw(z®+?)

= ppary —— siD% COS
272 ) i

e—V{#¥z du dy,
et Poisson le donne sous la forme

dqf f “sin \‘/22 &_Bt Yar 5
= 4 Y T e0Sa.xCOS e—Vor+82s gdu dB.
(9) w2 o \‘/a-z + B2 By « df

Ces deux intégrales définies doubles ne paraissent pas identiques a
premiére vue; mais elles peuvent sc ramener I'une a Pautre par une
transformation indiquée par Cauchy lui-méme (Note XI de son
Mémoire). Nous retiendrons donc seulement la forme () de Poisson,
et plutot que de reproduire ses calculs, assez longs, nous montrerons
comment on peut 'obtenir par le procédé rapide indiqué plus haut,
d’aprés M. Lamb.

l’expression
sin \/a’ -+ p

Vet v

(10) cosa(zx —E)cosB(y —n) e-‘“'+f-"
satisfait identiquement aux équations indéfinies (1), (3) quelles que
soient les lettres a, 3, £, n, et s’annule aux grandes profondeurs :
c’est l'intégrale classique correspondant a la superposition de deux
clapotis de méme période.

Si nous tenons compte maintenant des conditions initiales et écri-
vons f(z, y) sous forme de U'intégrale de Fourier bien connue

flay) = ﬁf_ff”dadﬁfj_:ﬂs, n) cosa(z —£) cosp(y — 1) dk dr,
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nous sommes immédiatement conduits a prendre pour ¢ I’expression

W) ey [ R

72 o \"/42_;_ Bt

< [ [ S5 weosa(a—g)cos by —n) d dn,
qui satisfait a toutes les conditions du probléme.
Si enfin nous réduisons la dénivellation initiale 4 un seul élément

dg =fff(E, 1) dt dn

situé a l'origine des coordonnées, nous trouvons bien P'expression (g)
correspondant & une solution simple.

M. Lamb donne encore une autre forme au méme calcul (*). 11
suppose que le phénoméne est de révolution autour de P’axe des z, et
ne dépend par suite de z, y que par R =/z2 4- 2. Au lieu de (10)
il prend alors pour expression élémentaire satisfaisant identiquement
a (1) et (3),

S0 VEE iy (kR),
VE
ou J, est la fonction classique de Bessel d’indice zéro (cette intégrale
correspondrait & une onde stationnaire de révolution).

Pour tenir compte des conditions initiales, f(x, ») élant mainte-
nant une fonction f, (R) de la seule variable R, il utilise la représen-
tation suivante (analogue a l'intégrale de Fourier),

ny= [ SRR Kk [ fi(8) o (hD)E g
0 0
et est conduit pour le potentiel ¢ a P'expression

(1 ?=Z_Zf sin /& ¢ e—*s 3o (kR) V7 dk,
0

aprés avoir supposé ue la dénivellation initiale se réduit a un seul
élément situé a origine

dg =ff1 (&) 2 =t dE.

(') H. Lavs [1], p. 4o6.
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1l reste a vérifier que les tormes () et (11) du potentiel sont iden-
tiques. Pour cela, il suffit, dans I'intégrale (g), d’adopter, au lieu des
coordonnées rectangulaires x, 3 et 2, 3, des coordonnées polaires R,
Y et r, w en posant

x = R cosy, » =Rsing, o = Kk cosw, B=ksinw,

pour transformer (') cette intégrale (g) en

L2 BN

(1) ¢ = {—Z f dw[ e~kzcos(AR cosw)sin(v’?l:t) VE dk,
[CR AN Jo

qui est bien identique a (11) puisque la fonction de Bessel s'exprime,
on le sait, par l'intégrale définie

oA

JO(LR)=;I cos (kR cos ) dum.
[}

Remarquons, en passant, que la forme (11) ou (11') du potentiel ¢
est bien, comme on devait s’y attendre, indépendante de I'argument ¢
du point (z, ), z) : c’est ce qui n’apparaissait pas immédiatement sur
la forme initiale (9).

Montrons enfin comment on peut développer cette expression (11)
ou (11') de ¢ en séric ordonnée suivant les puissances de ¢ pour
retrouver la formule (A) du n° 3. Le procédé est le méme que dans

le cas de deux dimensions : on remarquera ici que I'on a indentique-
ment (*)

I

Si-

7= /me—’-:J AR dhk = ——
o o ) \/z°+R2

= (—1)m f km e—kz 3o (kR) di =

)

b L A

‘)_-'m

(9

!

" l
" <-l_) =(=nm m Pm+1(COS’0);

<

3!

or ce sont précisément ces expressions qui figurent, dans (11), comme
coefficients des diverses puissances de ¢, aprés qu’on a développé

sin \%t. On retombe donc immédiatement sur la série (A).

(1) Voir pour cette transformation PoissoN [1], p. 138, et J. BoussINESQ [2]. p. 530.
La forme (11)’ du potentiel a ét¢ donnée explicilement par Poisson.
(®) TVoir, par exemple, J. BoussiNkso [?], p. 53:.
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Intégrale de Poisson dans le cas d'une profondeur finie. — 11
y a lieu de signaler ici que Poisson, considérant toujours un bassin
horizontalement indéfini, a aussi intégré le probléme des ondes
liquides dans le cas d’une profondeur verticale finie mais constante H.
Contentons-nous d’indiquer sa solution, dans le cas d’'une onde due
a I'émersion d’un seul élément dq, a l'origine des coordonnées.
Poisson trouve pour le probléme plan a deux dimensions (canal)

(12) dqf smctch/::(hl-;d—i-z)coskx di,

formule ou I'on a posé
= kihil;

cette formule redonne bien (8') si I'on y fait H = w.
Pour le probléme a trois dimensions (bassin) Poisson trouve

___q_ smctch\/a+[s'(ﬂ—z)
(13) o= ey f Ve EH

cosax cosfy dxdf,

ayant posé cette fois
cr=yxi+ B thyz22+ gz H,

formule qui redonne bien (9) si 'on y fait H = co.
Ces formules (12) et (13) s’obtiendraient aisément par le mode de
calcul de M. Lamb, indiqué plus haut (').

13. Méthode de M. J. Boussinesq. — Le probléme des ondes
liquides par émersion (ou impulsion), dans un bassin indéfini (sans
parois), a été traité par M. Boussinesq par une méthode entiérement
différente que nous allons exposer maintenant (?).

Nous avons dit que, dans ce cas ( profondcur infinie), le potentiel

(') A propos du canal de profondeur couslante finiec H, mentionuons les travaux’
des géomeétres italiens MM. U. Cisotri et A. PaLaTiNt. Se placant au point de vue des
fonctions analytiques, M. Cisotti introduit la variable complexe & + {z; au poten-
tiel des vitesses ¢ (2, 5) il adjoint la fonction harmonique associée ¢(x. 5) (fonc-
tion de courant) telle que f(xr +iz) =2+ i{ soit une fonction analytique : la
détermination de cette fonction analytique f équivaut évidemment a celle de la
fonction harmonique ¢. Cette méthode présente 'inconvénient de tomber compléte-
ment en défaut dans le cas de trois dimensions, M. Palatini cherche a étudier 'in-
fluence du fond sur la propagation des ondes.

(%) J. BoussiNks [ 1], p. 578 4 651: [2], 48 Lecon.
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des vitesses ¢ doit satisfaire a deuz équations indéfinies qui sont

N Ok

“ =Tt T
dp _ d*o _
3 oz om =

Or I'équation (3) entraine évidemment la suivante,

0 J? 09  J¥e
(E+EO\£_EF)““

o' _dp
i T on

qui s’écrit
(3" =0,
et M. Boussinesq démontre (') que, réciproquement, dans le cas des
ondes d’émersion ot ¢ est initialement nul, cette équation (3')
entraine (3 ), a condition de lui adjoindre la condition initiale supplé-
mentaire

%t—f =o0 (pour ¢t =o).
Sy . ., 02 . . .
Eliminons maintenant la dérivée 5—5 entre les équations (1) et (3'):

nous sommes conduits a la nouvelle équation indéfinie, ne contenant

plus de dérivée en z,
dte  d%p  d%9

(14) ot 3;; -‘;F = O.

Il est clair que, dans le cas de deux dimensions ( probléme plan),
ol 9 est indépendant de la coordonnée y, cette équation se réduit a
4 de ¢
(13 ) o -+ Frey =o.
Cest cette équation aux dérivées partielles du quatriéme ordre (14)

ou (14") et son intégration qui jouent le réle capital dans la méthode
de M. Boussinesq (?*).

(1) J. Boussinese [1], p. 588.

(%) Tl est & remarquer que cette équation du quatriéme ordre avait été écrite par
Cauchy, mais seulement pour la surface libre s = o; pas plus que pour équa-
tion (3), il n'a observé qu’elle ¢tait vérifiée dans tout le fluide. Poisson, qui a
remarqué que l'équation (3) ¢tait vérifiée non seulement & la surface mais dans tout
le liquide, n’en a tiré aucune conclusion et n’a pas écrit I'équation du quatriéme
ordre. Cest M. Boussinesq qui a fait jouer A cette équation (14) ou (14') le rdle
d’équation indéfinie, et il en a fait la base de sa méthode.
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Cas de deux dimensions. — Le potentiel des vitesses ¢(z, y, )
doit satisfaire aux deux équations indéfinies

' Jd*o  0%o
(14") 9 T
A
(I) Ay = Jzt -+ 93t = o,
avec les conditions a l'infint
9 =o0, 3;-: =o, (gi = o, g; =o0 (pour z ou z trés grands)

et les conditions initiales (ondes d’émersion)

92 d
fmo Tiee (B) e e emo)

Nous remarquons que la premiére équation indéfinie ne contient
pas de dérivée en z, et que la seconde nc contient pas de dérivée
en t. Ceci nous conduit a chercher d’abord comment ¢ dépend de x
et de ¢, sans nous préoccuper de s.

1l s’agit donc d’intégrer 'équation (14'). Dans ce bhut, M. Boussi-
nesq (') prend pour ¢ une intégrale définie de la forme suivante :

(15) ?=4/0M['/.<‘”+ %) "‘7.(”‘%2\)] ‘l’(ﬁ;) do;

a est la variable d’intégration, ¢ et y sont deux fonctions réguliéres
arbitraires assujectties a donner a l'intégrale et a ses dérivées des
valeurs finies et déterminées. Il faut choisir ces deux fonctions arbi-
traires de fagon que o vérifie I'équation (14'). Or les dérivées succes-
sives de l'intégrale (15) par rapport & t se calculent aisément: on a

d T a? R o2 N,
o = lrlee D) el = )] ¥ (a5 e
changeons la variable d’intégration en posaiit

dg = L2,

2 (ol ) e )] (B)

(') J. BoussiNeso [ 1], p. 593; [2]. p- 498.

t
=
o

B =

il vient

-6
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>

%, et revenons a la variable d’inté-

Calculons de la méme maniére on

gration «; il viendra
L 2\ (o B\ (2
L D)
; d'onr

dto © a2 " a? of L2
w.[ [/ (o3 >+x(x—:)]°f(w>d*-

D’ailleurs, on a immédiatement

e [l 2) o )] o( )

L’équation (14') a vérifier devient donc

A L )| R RE

Nous allons choisir ¢ de facon que la quantité sous le signefsoit

d*e
dﬁ

une différentielle exacte; pour cela, posant

12
s D
nous prendrons
) d
(17) "(7)+v(v>——.=7‘./3-
2VY !

L’équation (16) devient alors

o r (e 5) v (== 5)]a(3) =

le premier membre s’'intégre immédiatement et cette équation s’écrit

'[x' (x"" E;) —7 (”— %)]:: =

Pour o« = o, la quantité entre crochets est nulle; z étant fini il

reste a vérifier
x'(+ ) — Z'(— ®)=o.

D’autre part, pour z ==, ¢ doit étre nul, ce qui conduit a
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prendre
2(E ®) = 0;

il est clair que cette condition entraine la précédente. Ainsi la fonc-
tion y devra s’annuler pour les valeurs infinies de la variable.
Revenons a I'équation (17) que doit vérifier {(y), avec les condi-
tions
Y(0)=o, Y'(0) =o,

lesquelles entraineront les conditions d’état initial

9 =o0, %;;—E=o (pour ¢ = o).

Cette fonction ¢ (y) a été complétement étudiée par M. Boussinesq (').
Nous nous bornons a mentionner les résultats : on a

e
Y(y) =f sin(y — p2) dp;
0

cette fonctiony est une fonction entiére de \/y qui admet le dévelop-
pement en série suivant

iy [T (57)" G 1
“‘)—V_E[ 5 1350 T iBs Gy T

indiquons enfin la valeur numérique de I'intégrale définie suivante

18) [Tv(5)a="T

<0

et signalons que, pour les grandes valeurs de y, la fonction 4 (y) se
réduit sensiblement a la fonction trés simple

e
)= "sin(y =2).
b= Foin(y =)
La fonction (y) étant ainsi complétement déterminée, revenons a

la fonction . Rappelons qu'on doit avoir

‘;—?:f(x) (pour t=o0 et 3 =o0);

(1) J. BoussiNngsQ [1]. p. 594 et 604; [2], p. 266.
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or nous avons calculé I'expression de 0}’ en nous y reportant, nous

lrouvons qu on doit avoir
bl 2
f(x\=2x(w)f ¢’(ﬁ‘—)>dﬁ (pour t=o0 et 3 =0),
[} \ /

c’est-a-dire, d’apreés (18),

L(x) = ‘/’

— f(x) (pour z =0);
la fonction y ¢st donc complétement déterminée en fonction de z,
quand on y fait z=o.

Mais en réalité la fonction y dépend aussi de 3, que nous avons
traité jusqu'ici comme une constante; voyons comment y entrera cette
variable.

Considérons la fonction

© :L[w[/.<x+°f—:, z>+/(.r~—§, z)]#(;%) da;

en tant que fonclion de & et de 3 cette fonction doit étre harmonique;
elle le scra sil'on a

ar = VL VA g

L= oar T 92 ?
d’ailleurs, ¢ s'annulera pour z ou z infinis, s'il en est de méme de y.
La fonction y(x, z) devant étre harmonique, s'annuler a I'infini, et
prendre a la surface 5 =0 des valeurs données, nous sommes con-
duits a la représenter par le potentiel d’une double couche de den-

étalée sur I'axe des x; nous prenons done

(. 0)_ﬂ;/___zf<g) d:.

22+ (x —E)2

Pintégrale étant élendue a I'axe des x (surface libre), ce qui nous
donne définitivement pour expression du potentiel des vitesses o

(19 g=222 [ J- +<iff)d;_ ¥ +f_,+(zwf(_g)§i_5)z
<4 (3z) 4




28 H. VERGNE.

Telle est la solution de M. Boussinesq pour le probléme plan a
deux dimensions. La fonction 9 ainsi déterminée vérifie bien toules
les conditions voulues; on en Irouvera la démonstration rigoureuse
et détaillée dans ses Ouvrages déja cités.

Ajyant I'expression (19) de ¢, on en déduira la dénivellation 4 = %1:
par simple dérivation en ¢. Cetle dénivellation h peut éire déve-
loppée en série ordonnée suivant les puissances de ¢ : ce développe-
ment a été effectué par M. Boussinesq, pour la surfice libre 5 = o;
M. Rousier, par un calcul de résidu élégant mais assez compliqué, I'a
cffectué pour tout le fluide, et a ainsi obtenu la formule (B')
du n° 6.

On remarquera la différence profonde de forme qui existe entre la
solution (19) de M. Boussinesq, et la solution (8) de Cauchy et
Poisson, et qui tient a la différence des méthodes employées. Il est
d’aillcurs possible d’identifier I'une avec I'autre ces deux expressions

(19) et (8) du potentiel des vitesses (').

Cas de trois dimensions. — Restituons maintenant au fluide ses
trois dimensions, Le potentiel des vitesses o (z, 7, 3, t) doit satisfaire
aux deux équations indéfinies

(14) 55

ot T gmt Tz T O
_ Py e  d9
™ A= gy T
avec les conditions a I'intini
_ 9o _ do _ dp _ 0% _
9 =o, o =0 J_..o,’ 32 =9 =0

(pour z, ) ou 3 trés grands)
et les conditions initiales (ondes d’émersion)
’ 92 a
¢ =0, d_t:P =0, (5)::02-/.(‘”’.)') (pour t =o0),

JS(z, y) désignant les petites ordonnées initiales connues de la sur-
face.

Nous remarquons, encore ici, que la_premiére équation indéfinie ne

(1) Voir H. VERGNE [1], p 23.
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contient pis de dérivée en z, el que la seconde ne contient pas de
dérivée en ¢. Clest pourquoi, avec M. Boussinesq ('), nous sommes
conduits & intégrer tout d’abord I'équation (14) du quatriéme ordre,
en nous placant dans un plan horizontal fixe, c’est-a-dire sans nous
préoccuper de 5 que nous considércrons comme un paramétre cons-
tnt. La méthode consiste a prendre ¢ sous forme de I'intégrale définie
suivante,

e o’ , a2 2
(o) g= [T [F(T+ 5w, 2) wF (1= Ty 2) |4 (5) 4

en introduisant ainsi une nouvelle variable indépendante auxiliaire T
(a laquelle nous attribucrons finalement la valeur constante zéro); la
fonction ¢ est la méme que dans le cas de deux dimensions; et il nous
reste a déterminer convenablement la fonction F.

Remarquons que, d’aprés sa forme méme [analoguc a (15)] ex-
pression (20) de ¢ satisfait a 'équation [analogue a (14')]

die 0%
o Tore =9

pourvu du moins que l'on ait
(2r1) Fr(w=, , y, 3) = F1(—ow, z, ¥, 3).
Par conséquent I'équation (14) sera vérifiée si 'on a

o o  dp
(22) ITE = 0t T

Donc grace a la variable en excés T, introduite dans (20), nous
avons pu ramener l'intégration de 'équation du quatriéme ordre (14) a
celle de cette derniére (22) qui est du second ordre. D’ailleurs ¢
satisfera a cetle équation (22) si chacun des éléments de I'intégrale (20)
y satisfait, c’est-a-dire si la fonction F(T, z, y, z) (ou je désigne
simplement par T la premiére variable) vérifie U'équation

> F(T, =, y, 3) _ 2 F(T, z, y, 3) 4+ P E(T, z, 9, %),
oT? 0z 9 ;

or celte équation (quin’est autre que I'équation du son dans le cas
de deux dimensions) peut étre intégrée, comme on sait, au moyen

(1) J. Boussiveso [ 1], p. 640; [21, p. 505.

MIEMORIAL DES SC. MATH. — N° 34%. 3
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. . W oo, 0
d’un potentiel sphérique, ou plutot, ici, au moyen de la dérivée

d’un pareil potenticel (*); on prendra done

wid

1 d

(23) F(T,x,_y.s):;;:d—T | T cospdp

27
Xf . 7(x + Tcosp. cosl, )+ tcossin0, z)db,,
0

ou la forction ¥, qui représente la densité de la matiére potentiante,

reste encore arbitraire. Nous avons pris la dérivéce 7T du potentiel

sphérique, ¢t non pas ce potenticl lui-méme, parce que ce potentiel est
une fonction impaire de T or, nous devons finalement poser, dans (20),
T == o, ce¢ qui réduira le binome centre crochets a

[ o
F(, y X, ), z>+F<~ PREIRE z>,

fonction essentiellement paire de la premiére variable E‘;, et dans
laquelle une partie de F impaire par rapport a cette variable s’entre-
détruiraitidentiquement.

L formule (23) donnant pour F une fonction paire de <a premiére.
variable, I'cxpression (20), o L'on fait T = o, donne pour ¢

(>4) ?=2£xF<§, z, z>z{;<2t;2>¢l:x,

avece l'expression (23) de la fonction F quant a sa premiére variable.
Il ne reste plus qu'a déterminer la fonction y qui entre dans (23).
Or, nous n'avons pas encore utilisé I'équation indéfinie (1) a laquelle
doit satisfaire ¢; cette équation sera satisfaite si chacun des éléments
de Fintégrale (24) est lui-méme une fonction harmonique, ¢'est-a-dire
siTon a
2F  OF
dz> o)1

#F

oo T

o:

or, d’aprés (23), cette derniére équation scra vérifiée si l'on a

9%y +d2‘/_ +d=7. —o;

dz>  dy” dz?

(') Voir au sujet de cette intégration J. BoussiNesa [2], p. 453 et p. 507.



ONDES LIQUIDES DE GRAVITE. 31

nous sommes donc eonduits a prendre pour y une fonction harmo-

nique.
D’ailleurs la formule (24), différentiée en ¢, nous donne

4)9_2 AF o’ . Narf U\ tdx
a T 2’ ’J’“)"‘ 20t ) Ta?

. . ¢
ou, en prenant la variable d'intégration § = -, déja introduite plus .

haut,
J > [
st =2f (s mra)¥(E) e

d’ou la valeur initiale de %%

(%) =2Femr o [T¢(5)d = T Fezy

d’apres (18).
Mais, d'aprés les propriétés connues des potentiels sphériques ('),

11 formule (23) nous donne aussi
~

F(o, z, y, 3) = LLE Y, 3)s

donc ' .
dJd
(3%).0= ey .

Ceci achéve de déterminer la fonction y; en effet, nous savons,

d’aprés les données, que (dq;)l - doit s’annuler pour 2, y ou z infinis,

et doit prendre, a la surface 5 = o, les valeurs données f(.r, y

Donc la fonction y(z, y, 5) est la fonction harmonique définie
s'annulant a 'infini, et

dans tout 'espace au-dessous du plan des £y
prenant pour 5= o les valeurs

7(z, yy0) = %“'.".:‘{—)f('”r ¥)

La considération des potentiels de double couche conduit immédia-

FES
-
[N

') Voir J. BoussiNEsQ | 2], p
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tement & prendre pour y I'expression

o = 2 [ [ fBmdidn

[2 4+ (z — )2+ (y — )]

Pintégrale double étant étendue au plan de la surface libre.

I ne reste plus qu'a remplacer, dans (23),  par cette valeur, puis
a porter dans (24) la valeur (23) de F pour obtenir I'expression du
potentiel des vitesses g. La fonction ainsi obtenue vérifie bien toates
les conditions du probléme; ¢n particulier on peut s’assurer que la
formule (21), reconnue indispensable, est bien vérifiée. Telle est
dans ses traits principaux 'Analyse de M. Boussinesq; pour plus de
détails, on consultera les Ouvrages de PAuteur. Nous avons, ici, sur-
tout tenu a insister sur I'intégration de I'équation aux dérivées par-
ticlles du quatriéme ordre (14") ou (14) au moyen d'intégrales définies
de la forme (15) ou (20).

D¢ méme que dans le cas de deux dimensions, la solution de
M. Boussinesq est profondément différente, quant a la forme, de celle

de Poisson (ou de Cauchy); il est néanmoins possible de les identi-
fier ().

14. L’équation intégro-différentielle de M. Hadamard. — Les
méthodes exposées dans les numéros précédents ont surtout réussi
dans le cas d’un bassin indéfini en tous sens (sans parois); tout au
plus avons-nous pu supposer des parois exclusivement verticales
(puits de profondeur infinie, n° 10) ou, au contraire, exclusivement
horizontales (intégrale de Poisson pour une profondeur constante H,
n° 12 in fine). Nous avons signalé (n° 10) que, dans le cas de parois
quelconques, elles donnent lieu a de graves difficultés et méme a des
objections.

Il est néanmoins intéressant, pour un vase quelconque, de former
I'équation exacte a laquelle doit satisfaire, dans des conditions ini-
tiales arbitraires, la dénivellation % de la surface libre (z = o), envi-
sagée comme fonction du temps ¢ et des coordonnées horizontales
(%, y) delaparticule superficielle : c’est ce qu’a fait M. Hadamard (2).

() Voir H. VERGNE [1], p. 34.

(?) J. llapamArp [1], La méthode dec M. Hadamard a été développée par
M. G. Bourigand [1] et [?].
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Il setrouve que celte équation qui régit /4 est, non plus une équation
aux dérivées partielles, mais une équation intégro-différentielle.
Considérons la fonction

9
Y=o

elle est, a chaque instant, comme le potentiel des vitesses ¢, une
fonction harmonique, délinic dans tout le domaine fluide, dont la
dérivée normale %L est nulle sur les parois X, et dont la valeur a la
surface libve S est précisément A. Si donc on appelle G(M; P)
ou G(E, 0, ¢ z, , 3) la fonction de Gireen correspondante, ¢’est-a-
dirc la fonction harmonique nulle sur S, ayant sa dérivée normale Tn
nulle sur X, et devenant, lorsque les deux points M(%, 0, ¢) et
P(x, y, 5) coincident, infinic comme y on a, d’aprés une

MP
formule bien connue relative aux fonctions harmoniques,

ffhﬁda

I'intégrale étant étendue a la surface libre S ().
Alors si nous reprenons I'équation

o IE

(3 =

= os (pour z=0)

qui est toujours s érifiée a la surface S, et si nous la différentionsen ¢,
nous obtenons

oh 1 0 dG
(25) W‘E(Tf R as;

cette équation qui régit la dénivellation £ est, bien entendu, comme
Iéquation (3), exclusivement relative a la surface libre S (2).

(') Comme on s¢ borne ici aux petits mouvements, on peut, bien entendu, cal-
culer la fonction de Green G comme si la surface libre élait réduile au plan 3 =o
(comme le montrerait la formule de M. Hadamard pour le calcul de la variation de
la fonction de Green).

(*) Il y a licu toutefois de signaler que dans le cas d'un puits cylindrique de pro-
fondeur infinie (pavois cxclusivement verticales), celte équation (25) est vérifiée
A un niveau quelcongue; il cn est ainsi, en effet, pour I'équation (3), comme nous
Pavons vu au n° 10. Bien cntendu, il en est de méme pour I'équation du quatriéme
ordre (11) de M. Boussinesq.
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Dans cette équation (23), Pexistence des parois X n’intervient que
par 'intermédiaire de la fonction de Green G (M, P) relative au pro-
bléme mixte pour le domaine limité par les frontiéres X et S. D'ail-
lours, la détermination de cetle fonction de Green G(M, ), relative
A des données différentes sur les frontiéres X et S, se raménc A la
détermination d’une « fonction de Neumann », pour laquelle la

. e, d .
donnée est partout la dérivée normale 7, €n lous les points de la

frontiére. Soit, en effet, V', le s olume obtenu cn adjoignant au volume
occupé par le liquide son symétrique par rapport au plan S de la sur-
face libre: et soit y(M, P) la fonction de Neumann correspondante;

on aura
G(M, Py == (M, P)y— (M, P,

le point P’ étant I'image du point P par rapport au plan S ().

.o odG L
La dérivée - qui figure dans la formule (25) est alors

T\

Z_ﬁr_(d(})

(%)
Z:O— dc =0
D’ailleurs, on peut éciire

“(M, P) = o= + H(M, P) = ;_+H(M, P),

-_1_
MP
H(M, P) étant une fonction analytique holomorphe par rapport aux
coordonnées de M et de P, méme lorsque ces deux points coincident
pourvu qu'ils ne s’approchent pas simultanément de la courbe G
intersection de S et de 2.

Par suite,

#_ O om

d§~ dat .4
1

__%r o

T T 0z 9

(') Le calcul de G pour.a ainsi toujours s’effectuer par la méthode de Neumann
(voir J. Hapanarop, Lecons sur la propagation des ondes, Chap. 1). Si les parois
ont des directions (uelconques, la frontiére de V, présentera une aréte anguleuse le
long dela courbe C commune a S ¢t X; ce n’est pas une difficulté c-sentielle puisque
Ia méthode de Neumann continue a s'appliquer. Mais lorsque les parois sont verti-
cales en chaque point de C, cette ligue anguleuse disparait et la méthode de
I'redholm est immédiatement applicable.
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I’équation (23) s’écrit done

a2 h ¢’ h o, Jo*H .
T T T o /»[ r a3 +,,{‘,‘£h(\dz ()E);:::o as.

Dans cette équation relative a la surface libre S(z = o), explicitons
les coordonnées (z, y) el (3, n) des points P et M dont r est la
distance; (z, y) seront les variables de¢ dérivation, (%, %) seront les
variables d’intégration (dS = d:dn). I'expression (?)d—:_.ld-l’_;>-—v=o est
une fonction hien déterminée F(2,7: z, )-) des deux points superfi-
ciels M et P. Il vient donc

e TRy ty (00 h(% 0, t) 4o
(26) »= or —(35; ' t).}")f.[——T—db

+f [ 15w O F G, mi 2, ) dS.
s

T=s

Telle est I'équation intégro-différentielle de M. Hadamard qui
régit, pour un vase a parois (uelconques, la dénivellation superfi-
cielle h.

Dans le cas particulier d’un vase hémisphérique, le volume
appelé V, est unec sphére pour laquelle la fonction de Neumann est

N 92 h
connue. Sur cet excmple, M. Hadamard reconnait que -+ est, en

général, logarithmiquement infini au voisinage de la courbe G, méme
lorscque 2 est fini. I en résulte que les solutions admettent, le long de
cette courbe, des singularités dont la nature reste a étudier.

L’équation intégro-différentielle (26) se simplifie dans le cas d’un
bassin sans parois, indéfini tant horizontalement qu’en profondeur.
La fonction de Green G(M, P) se réduit alors a

G(M, P)= - — L,
MP MP

le point P’ étant toujours le symétrique de P par rapport au plan §,
et ’équation (26) s’écrit simplement

o ZMERO_ (D R [ GO,

Jae2 am\dz” ' d)” Js 1

Il y a lieu de remarquer en passant que cette équation est vérifiée
par la dénivellation /. non seulement sur le plan de surface libre,
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mais aussi sur un plan horizontal quelconque; il en est ainsi, en
effet, pour I'équation (3) dont elle est une conséquence (').

Il y alieu de se demander immédiatement si cette équation (27)
donne I'équation aux dérivées partielles du quatriéme ordre qui a
joué un si grand role dans la méthode de M. Boussinesq. Pour recon-
naitre qu’il en est bien ainsi, introduisons une variable auxiliaire
indépendante z, et posons

1 Jd [f (g 0, 0)
2y, g l)=— — 2 dt dn;
Yoy ) 202 Jo (@ =E) + (¥ —n) + 5

nous reconnaissons que ¢ n’est autre que la fonction harmonique

de z, ¥, z qui <annule a linfini et prend sur le plan z=o0 les
valeurs — /i(x, ¥, ¢); donc ¢ coincide dans tout le fluide avec la

fonction harmonique —3—? =—l(z,y, 3 t)

"P(xhya 3, 1) =—h(z, )i 5 1)

D’autre part, I’équation (27) s’écrit (a la surface libre)

rho d_qa
Jiz - dz 5=0

oo Y0

aer T 9z’

Donc, en posant

6 est une fonction harmonique qui s’annule a la surface libre et a
'infini, donc qui est identiquement nulle. Faisons la combinaison

ro_ o0 _
e Jsz ’
il vient, puisque ¢ = — kcst une fonction harmonique,
oh  oh  Oh
(28) 9 o T T

(1) Cf. note de la page 33. Ainsi, duns le cas d’une profondeur infinie (bassin
indéfini ou puits vertical), chaque tranche fluide horizontale oscille, en quelque
sorte, pour son propre compte, indépendamment des autres. La pression 4 un niveau
fixe étant constante (nole de la page 14) peut étre prisc comme pression atmosphé-
rique, c’est a-dire gu’'une tranche lorizontale quclconque peut élre considérée
comme surface libre.
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c’est I'équation du quatrieme ordre de Cauchy-Boussinesq ('); de
méme que I'équation (27), elle est vérifiée 4 un niveau quelconque.

D’ailleurs, il est a observer que ce. calcul ayant nécessité une diffé-
rentiation, I'équation (28) est certainement plus générale que I'équa-
tion (27); elle admet des solutions étrangéres au probléme : tel est
d’abord le cas de celles qu’on obtient en changeant le signe de 1'un
des membres de (27); mais il y en a une infinité d’autres, puisque
dans (28) on peut se donner arbitrairement A el ses trois premiéres
dérivées par rapport a ¢ pour {= o, tandis qu'en vertu de (27), le

; ; < . dh , T
probléme est déterminé par la donnée de 4 et de 1)_; (c’est-a-dire par

la forme initiale de la surface et les vitesses de ses différents points).
Revenons a I'équation (26), relative a un vase a parois quel-
conques, mais valable seulement a la surface libre. Ici encore la
question se pose de savoir si la dénivellation superficielle 2 vérifie
une équation aux dérivées partielles analogue a (28).
Or, M. Hadamard a montré que pour les solutions /i, qui sont

. . 9+ h . .
v 3 ’ Ao o o &
telles (a linstant considéré) que 5 soit régulier le long de la

courbe G, 'équation (26) entrainait la suivante

v h Dk
—_— T = £ . K . 3
ae dzt oyt f.,[gh('ﬂ 0, () K(§, n; x, y) dS,

ot K est une certaine fonction des deux points M(E, ) et P(z, y)
symétrique par rapport a ces deux points. Si donc cette fonction K
n’est pas identiquement nulle, /. ne vérifie, pour le liquide limité par
des parois, aucune équation aux dérivées partielles analogue a cellé.
de Cauchy-Boussinesq. Or il est certain que la fonction K n’est pas
nulle dans le cas général, car M. Bouligand a démontré (2) qu’elle ne
Pest pas pour lc vase hémisphérique.

Signalons encore ici une autre contribution importante apportée
par M. Bouligand au probléme actuel (#). Il a étudié les conditions
de validité du calcul précédent et la ligitimité du procédé de linéari-

(1) Cette équation (28), nous I'avions écrilc pour le potentiel des vilesses o; elle

- . . . . 9
est ¢videmment vraic aussi pour la dénivellation £ = o’

(2) G. BovLiganp [1].
(3) G. BotrLicaxp [2].



38 H. VERGNE.

sation du probléme. 1l est nécessaire de supposer que la véritable
surface libre conserve partout avec le plan .z Oy un voisinage suffisant
et qui interdit notamment a cettg surface libre de présenter des arétes
vives (soit en creux, soit en saillie). Au voisinage d'unc telle aréte,
le calcul précédent tombe en défaut : il ne permet d’'obtenir une
d:h
0¢2
libre excluant un certain voisinage des arétes, Pareillement faudra-
t-il exclure un certain voisinage de la courbe C inter~ection de la sur-
face libre S et de la paroi 2. On peut dire quq cette courbe C joue
un role analogue a celui des arétes éventuelles d¢ S (ou méme un role

approximation de I'accélération

que sur une plage de la surface

plus complexe) : on le reconnait sur le cas pnarticulicr d’un bassin
limité par une seule paroi plane (ct verticale) indéfinic IT; si la véri-
table surface libre n’est pus partout normale a cette paroi, le bassin
(indéfini en tous sens) obtenu en adjoignant au bassin donné son
symétrique par rapport au plan II, présentera une surface libre ayant
une aréte dans le plan IL. Sur ce cas particulicr, étudié au moyen des
équations complétes (et non plus linéarisées), M. Bouligand rccon-
nait ce fait important : les singularités qui apparai-sent sur I'équa-
tion linéarisée de M. Hadamard pour le voisinage de la courbe G
ne correspondent nullement a celles qui se présentent dans le probléme
complet.

M. Hadamard a étudié aussi par ailleurs le cas particulier d’un
bassin horizontalement indéfini et de profondeur finie, mais cons-
tante H ('); la méthode des images lui permet de former la fonc-
tion de Green. Il reconnait que, si II est infiniment petit (et si les
variations de /2 ne sont pas trés rapides), I'équation intégro-différen-
tielle (26) entraine I'équatlion aux dérivées partielles classique de
Lagrange

’

1*h H J2h J2h
v =02 +w)

supposant epsuite H fini et 4 indépendant de y (probléme plan), puis
admettant une propagation de vitesse constante V, de telle sorte
que h=f(x— Vi), il se trouve amené a P'étude d'une certaine
équation intégrale.

Ajoutons en terminant que la méthode de M. Hadamard, pour le

(1) J. HapaMarD [2].
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vase quelconque, permettrait (a l'aide des formules qu'il a données
pour le calcul de la variation de la fonction de GGreen dans une défor-
mation infinitésimale de la frontiére) une mise en équation relati-

vement simple des mouvements finis (et non plus infiniment petits)
de la surface libre.

CHAPITRE I1.

OSCILLATIONS PROPRES D'UN LIQUIDE PESANT DANS UN VASE.

13. Nous abordons maintenant la recherche du potentiel des
vitesses ¢ (z, ¥, 35, t) pour un liquide pesant renfermé dans un vase
de forme quelconque lorsque le mousement est périodique par rap-
port au temps : nous cherchons donc des solutions de la forme

sin /-
(29) (2, y, 3 t)=¢($;)’,z)cost//~t-

Nous verrons que, pour une infinité dénombrable de valeur de %, il
existe -de telles solutions : elles correspondent aux diverses oscil-
lations propres harmoniques.

Nous nous placerons tout d’abord, surtout pour simplifier le lan-
gage et 'écriture, dans le cas du mouvement plan a deux dimen-
sions; nous prenons toujours pour plan des xz le plan parallélement
auquel se fait le mouvement (qui est alors indépendant de ), I'axe
des z vertical vers le bas, I'axe des .x coincidant avee la surface libre
du liquide au rcpos (fig. 1).

11 s’agit de former une fonction

sin -
(30) s(x, 5 t) =d(x, 3) cos Vht

définie dans’le domaine limité par les parois X et la surface libre S et
satisfaisant aux conditions que nous avons déja écrites (*).

Equation indéfinie :

92 g2
(1) A?=dxi+d”=o'

() Bien entendu, nous négligeons toujours les carrés et produits des déplacements:
et des vilesses, ct nous faisons, comme plus haut, g =1.
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Conditions auzx limites :

(2) g.% =o0 (surla paroi 2),
(3) 3;2 — %,P =o0 (sur la surface libre §).

Nous voulons pour ¢ une solution de la forme (30); par conséquent,
ces équations nous donnent, pour déterminer la fonction ®(z, z), les
conditions suivantes :

o . ep s 2d ° 2P
‘ Equation indéfinie..,........ Afl)_m Jar = O
aIT ¢ parois Z.. .. Z—:=o
Conditions aux limites : )b
(surfaceS... — +h®P =0
\ dz

Pour donner une forme unique aux conditions aux limites, appe-
lons Cle contour total formé parZ et S : c’est lafrontiére du domaine
d’existence de la fonction harmonique cherchée @®(x, z); appe-
lons ¢ (s) une fonction du point quelconque s de ce contour, fonctien
qui sera nulle si s est sur les parois X el qui sera égale a 1 si s est sur
la surface horizontale S (il y a lieu de remarquer que cette fonc-
tion ¢(s) n’est jamais négative ). Nous aurons alors, en tout point du
contour frontiére C,

dd
d'—'n =—k C(S)q)
et le systeme (I) s’écrit
‘ Equation mdéfinie....... AP =
(I bis) de

.(—i;l- F—kC‘p

" Condition au contour. ...

Or le probléme défini par ces conditions (I bis) est bien connu en
Physique mathémalique; c’est, par exemple, le probléme des tempé-
ratures stationnaires du vase (suppos¢ solide et isotrope) dont la
frantiére C rayonne vers un espace a lempérature zéro, le coeflicient
de rayonnement étant (— kc). Donc nous prévoyons que lorsque ce
coefticient de rayonnement sera positif, nous n’aurons pas d’autre
solution que ® = o, mais que pour certaines valeurs positives de k,
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nous aurons pour le systéme (I bés) des solutions non nulles, corres-
pondant aux diverses oscillations propres harmoniques du liquide.

11 est facile de démontrer ce fait rigoureusement dans le cas d’un
contour C sans singularités, c’est-a dire en laissant de coté la diffi-
culté provenant de ce que la frontiére présente deux points anguleux
(intersections de X et de S). Suivant une méthode indiquée par
M. E. Picard (Annales de I’Ecole Normale supérieure, 1. X\III,
p- 507), on cherchera a résoudre le systéme (I Ois) en mettant @
sous la forme d'un potentiel de simple couche; il se trouve que la
densité de cette simple couche doit satisfaire a une certaine équation
de Fredholm, dont le noyau dépend linéairement de A; cette équa-
tion de Fredholm est, comme le systéme (I bis) dont elle provient,
homogéne (sans second membre). Si donc k est quelconque, elle
n’admet pas d’aultre solution que sér0; mais on montre (1), en sui-
vant la théorie classique de I'équation de Fredholm homogéne, que
pour certaines valeurs singuliéres de k, clle admet des solutions non
nulles, fournissant par suite aussi des solutions non nulles pour le
systéme (I bis).

Ces valeurs singuliéres de & sont toutes les racines d'une certaine
équation transcendante entiére en k, et 'on démontre que toutes ces
racines sont simples, réelles et positives et en nombre infini.

Ainsi donc, abstraction faite de la difticulté, relative aux points
anguleux du contour, nous pouvons dire qu’il cxiste une suite
indéfinie de valeurs positives

kl) k!» kﬂ’ “vey ki,

auxquelles correspondent des solutions

"pl’ q)ii '1)3’ LIS ] q’lv AR}
pour le systéeme (1 béis) ou (I) (2). Chaque fonction
sin  ,—
; cos Vkit

représente le potentiel des vitesses d’une oscillation propre.

(*) H. VERGNE [1], p. 57 et suiv.
(2) Ces solutions ® ne sont d'ailleurs évidemment déterminées qu’a un facleur
constant prés puisque le sysiéme (I bis) ou (I) est homogéne.
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Il est clair que des considéralions entiérement analogues s’ap-
pliquent au mouvement a trois dimensions pour un liquide renfermé
dans un vase de forme quelconque. La difficulté relative aux points
anguleux du contour est remplacée par la suivante : la surface fron-
liére présentera une aréte anguleuse C (intersection de X et de S)
formant une courbe fermée en chaque point de laquelle elle admettra
deux plans tangents distincts. Cette difficulté (d’ailleurs trés grave)
mise a part, nous pouvons considérer comme établic I'existence d'une
infinité d'oscillations propres, dont le potentiel a la forme (29).

16. Etude d’une oscillation propre simple ('). — Considérons
Poscillation harmonique simple dont le potentiel est

9z, ¥, 5 t)= G, y, z)cos Yk

Nous avons pour composantes de la vitesse d'une particule

P - Jb - Jo =
u—%cosV/ct, v—(—)—yCOS\//\[, u’_’)zcus‘//ct,

et pour composantes du déplacement ou élongation

9P

N4

= —— sin /L, =
VK

P . - 1 90
= — —sin Akt = —_ — sin y k¢,
¢ Vo s n \ X 03 ny
Dans ces formules, nous pouvons, puisque les oscillations sont sup-

i . . . o JP I -
posées pelites, traiter les coefficients —» ——, — comme des con-
Jdx Jdy’ Jz

stantes, en y remplagant les coordonnées actuelles x, j-, s de chaque
particule par ses coordonnées moyennes (qui correspondent a I'état
d’équilibre). Nous voyons donc que les particules sont animées,
autour de leur position moyenne, d’un mouvement oscillatoire recti-
ligne, qu'elles passent toutes ensemble par leur position d’équilibre
(pour siny%t=0), et qu’elles voient toutes ensemble leur vitesse
s'annuler (pour cos /At = o).

Portons notre attention sur la dénivellation superficielle toujours

(') Pour toules les questions étudiées dans les paragraphes suivants, on consultera
I'Ouvrage de H. Bouasse (1, Chap. Il et IV), ou elles sont traitées avec détails,
tant au point de vue mathématique gn'expérimental.
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donnée par U'équation (2),

h= (39) =—Vk®(x, y, o)sin k¢
/) =0 -
La surface libre réelle dérive donc de la sarface lixe & = ®(z, y, o),
par multiplication de ses ordonnées par un méme facteur sinusoidal
en (. Dans le plan z = o, les courbes ®(z, y, 0) = const. peavent
étre appelées lignes dc méme amplitude verticale ('); en particulier,
les courbes ®(x, y, o) = o sont dites lignes nodales, leur dépla-
cement vertical est toujours nul. Les trajectoires orthogonales des
courhes @ = const. ont pour équation

de _dy o, P _dy
L Cw T
Jdz Jdy

elles pcuvent étre appelées lignes de courant (2). Un-point du plan
P P

pour lequel ~— et 3— s'annulent ensemble correspond, en général,

pour la smf‘lce libre, & un sommet (ou creux), ou a un col; en un tel

point, les lignes de méme amplitude verticale et les lignes de courant

presenlent la disposition, bien connue en topographie, pour les lignes
de niveau et les lignes de plus grande pente.

I7. Combinaison de deux oscillations simples de méme période. —
1l peut arriver — et il arrive — qu’a une méme valeur singuliére de £
correspondent deux (ou plusieurs) fonctions ®(.z, y, z) distinctes,
Cela veut dire.que le vase considéré présente deux (ou plusieurs)

R . . \ L 2%
oscillations propres de formes différentes, mais de méme période —<.

, Vv A
Etudirons maintenant ce cas.

En premier licn superposons deux oscillations en roncordance
de phase : c'cst-a-dive @, et @, étant deux fonctions correspondant
a la méme valeur de A, prenons pour potentiel des vitesses

o(&, ¥y 2, 0) = (W@, - pdy)sinyie,

(1) Ce sont les projections horizontales des lignes de miveau dc la surface
h=®(z, y, 0).
(?) Ce sont'les projections horizontales des lignes de plus grande pente de la

suiface
h=%(z, y, o).
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y et p étant deux coefficients quelconques. Suivant la valeur du rap-
port ;—L (qui peut varier de — o0 a 4 0), on voit que la ligne nodale

correspondante peut varier d’une facon continue, pour une méme
valeur de la période.
En second lieu, superposons deux oscillations don¢ les phases

difféerent de E : c’est-a-dire prenons pour potentiel des vitesses
¢ (z, ¥,5,t)=®(x, ¥, 5)sin \/Zt—i—@g(x. ¥, 5) cos\/ L.

Le mouvement d’une particule quelconque résulte cette fois de la
superposition de deux oscillations rectilignes de méme période non
en phase; la [trajectoire est donc généralement une ellipse (ayant
pour centre la position d’équilibre), et la vitesse ne s’annule jamais.

. . . o _ (Y% y. e
La dénivellation superficielle h—= <W>;:0 peut s’écrire

h=Acos(\kt+1)
en posant

(D2(xv Y. 0).

A==k[q>‘;‘(x,y, O)+(D:§)(‘Ta.y)o)]) langq):qh(x 7, 0)

Dans le plan 5=o0, les lignes de méme amplitude verticale ont
pour équation A = const. La phase du mouvement ici n’est pas
partout la méme, elle varic d’un point a Pautre, et il existe a la sur-
face des lignes « isophases » appelées aussi lignes cotidales, ayant
pour équation = const.; tous les points d’une telle ligne voient
ensemble passer 'amplitude verticale maxima (ou minima). Si, en un
point de la surface libre, @, (x, 3, 0) et ®,(.z, y;, o) s’annulent simul-
tanément, la dénivellation verticale en ce point est constamment
aulle et la phase y est indéterminée. Un tel point est appelé point
nodal ou point amphidromique: toutes les lignes colidales passent
par le point amphidromique autour duquel elles rayonnent, et la

’

dénivellation /i se propage en tournant autour de ce point avec une
vitesse angulaire généralement variable (').
Nous nous rendrons aisément compte de celle propagation, en

(') La notion de point amphidromique et dec lignes cotidales joue un role trés
important dans ’étude des Marées. I'oir, par exemple, H. Poixcarg [1], p. 363 et
suiv. E. Ficuor [1], p. 128 ct suiv.
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‘transportant 1'ovigine des coordonnées au point amphidromique et
en y prenant des coordonnées (obliques) tangentes aux lignes
®,=o0 et ®,=o0; nous bornant au voisinage immédiat du point
amphidromique, nous réduisons ®, et ®, a leurs parties linéaires
(supposées non nulles)

b, =ax, Dy=By;

et la dénivellation / prendra la forme
h=yk(az?+ Bry*)cos (\/zt - arc tang %) ;

les lignes de méme amplitude verticale sont des ellipses concentriques
au point amphidromique, et les lignes cotidales sont les droites issues
de ce point; en deux points diamétralement opposés, tangy a la méme.
valeur et la phase différe de =; lorsque 'amplitude est maxima en un
de ces points, elle est minima a l'autre.

18. Auge de profondeur constante. — Le cas d’une auge de pro-
fondeur finie, mais constante H, est facile a traiter directement. Les
parois X sont constituées d’une part par le fond qui est le plan hori-
zontal s = H, et, d’aatre part, par un cylindre vertical (de section
droite S quelconque). Prenons le potentiel des vitesses (29) sous la
forme

(29) ¢(2,7, 5 O)=ch ¥ (H—z)d(z,5)" " Vkt;

il doit satisfaire aux équations générales (1), (2), (3) du probléme.
L’équation indéfinie (1) de Laplace s’écrit ici

Qb I ,
(31) ()—x;-*—w—}—lx’q’:m

elle doit étre satisfaite par la fonction de deux variables ®(z, y). La
condition (2) d’annulation de la dérivée normale est satisfaite d’elle-
méme au fond 5 = H; elle sera satisfaite aussi sur les parois cylin-

. . . . . 1P
driques verticales, si la fonction ®(z, y') est telle que gl_n = 0 en tout

point du contour qui limite la section droite S. La condition (3) &
la surface libre 3 = o0 s’écrit
(32) k=& th(k'H),

¢’est une relation qui doit avoir lieu entre les constantes & et 4&'.

MEMORIAL DES SC. MATIL. — N° 34. &
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Iinalement, il faudra déterminer toutes les valeurs de A4’ pour les-
quelles Péquation (31) admet des solutions ®(z, ) non identi-
(quement nulles, définies dans 'aire S et ayant leur dérivée nor-
dd . . . . .
male n nulle au contour C de cette aire, C'est 1a un probléme bien
connu de Physique mathématique, et I'on sait qu’il existe une infinité
de valeurs positives de A" pour lesquelles il en est ainsi. A chacune
27T

vk

de ces valeurs correspond une oscillation propre dont la période

est donnée par la condition (32).

Auge rectangulaire. — Soient x = == «, y = == b les équations
des parois verticales. Nous satisferons a I’équation (31) en prenant

¢ =sink'x ou d = cosk'x

. Y .. do
expressions indépendantes de y. La condition —— = o, au contour G,

sera satisfaite aussi si
2p+1 T
2 a

T
ou K=p L
p étant entier.

Ce potentiel correspond au phénoméne bien connu du clapotis
simple s'effectuant parallélement au plan vertical des sz (phénoméne
indépendant de y') entre les deux murs x = == a. Bien entendu, on
peuat supprimer ces murs, a condition de supposer que le mouvement
se prolonge symétriquement par rapport a eux : on obtient ainsi le
clapotis dans un canal de longueur indéfinie (et de largeur quel-
conque 24). Si nous prenons

™ . ax
p=o, KN=— D = sin —;
2a 2

la condition (32) nous donne, entre la longueur d’onde h = 4a etla

, . 27 .
période T = ==, la relation
vk
I 1 amH
— = —=1h H
T’ 2TA A

st la profondeur H est infiniment grande, la tangente hyperbolique
vaut 1, et il vient
= y/2%A.
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c'est la relation de Gerstner ('), entre la période et la longueur
d’onde de la /oule en eau profonde: on sait, en effet, qu'une houle
progressive dans un canal indéfini résulte de la superposition de deux
clapotis de méme période (done de méme longucur d’onde), présen-

s Ut . . T
tant entre eux une différence de phase égale a —-
)

Revenons a l'auge rectangulaire. Outre les clapotis paralléles au
plan des zz (phénoméne indépendant de »-), nous pouvons aussi con-
sidérer les clapotis paralléles au plan des 3 s (phénoménc indépendant
de z), ¢n prenant

¢ =sink’y  ou  d=coshy
avec

29g +1 © v _ T
=3 ouw A—qb,

hN=
g €tant entier.

On voit que si a et b sont égaux (ou commensurables), & une
méme valeur de A, par suite de k, peuvent correspondre deux fonc-
tions @ différentes, ¢t I'on pourra se trouver dans le cas du point
amphidromique. Dans le cas de l'auge carrée, par exemple (« = b),
on aura au centre un point amphidromigue, en prenant

p=q=0, k = ;l )
. 7 N
el superposant, en décalant leur phase de X les deux clapotis rectan-

gulaires correspondant &
. ®T o . T
b = xsin — et ‘[)=;$sm—'y;
a a

les coefficients = et 5 proviennent de ce que ces deux clapotis com-
posants peuvent étre d’amplitudes différentes. Le potentiel sera alors

ol (Il —2)

)

. T . - . . T —
= <asm— sin \//\t—t—.isnll-—'zvos\//\t).
a a
formule sur laquelle on vérifie aisément tout ce qui a été dit au n° 17.

Auge circulaire. — Transformons I'équation (31) en coordonnées

. . . 27Th
(1) Cette relation s'¢erit habituellement « = \/?, rappelons que nous avons,

au début, posé pour simplifier g =1.
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polaires 7, 6, en prenant pour origine le centre du cercle; elle s’écrit

2P 1 0P 1 92d

W—;—I—;[—)’——!—F W—l—lﬁ“ﬁ:o.

Suivant un procédé classique, nous satisferons a cetle équation en
prenant
i . o
®= Zt)s q8J(kK'r) (g entier arbitraire);

la fonction J de la seule variable p = &'r devra donc satisfaire a

—J'—|—<l—£>.l=0,

92

ce qui conduit & prendre pour J(p) la fonction classique de Bessel
d’ordre ¢
I(o) = Jdq(A'r).

Enfin, on déterminera les valeurs de &’ convenant au probléme par

.. P . ..
la condmon;l—’-l = 0 au contour, qui s’écrit ici (en appelant R le
rayon de l'auge)

J,(K'R) = o;

a chaque valeur de A’, I'équation (32) fera correspondre une valeur
de A, c’'est-a-dire de la période.

Les oscillations propres les plus simples correspondenta ¢ = o et
¢ =1. Pour ¢ = 0, ® ne dépend pas de 6, le phénoméne est de révo-
lution; le centre de la surface libre se souléve ct se déprime alterna-
tivement, il y a unc ou plusieurs lignes nodales (circulaires), cor-
respondant a Jy(A'r)=o0 et unc ou plusieurs lignes ventrales
(circulaires également), correspondant a J; (A'r) = o.

Prenons encore le cas de ¢ =1 et choisissons pour A’ la plus petite
racine de J,(A'R) = o. Nous aurons une ligne nodale diamétrale
(sinf=o0 ou co>f=0) de part et d’autre dec laquelle les dénivel-
lations seront de signe contraire. Superposons deux telles oscillations
reetangulaires entre elles (I'une avec sinf, I'autre avec cosf) cor-
respondant a la méme valear de A', en supposant leurs phases décalées

de z, I'une par rapport a 'autre (et en leur attribuant, par exemple,

méme amplitude); nous aurons pour potenticl

¢=chik'(H—3)3,(k'r)[sin0sin /&t + cosb cosyk¢];



ONDES LIQUIDES DE GRAVITE. 49

comme le crochet est égal a cos (At — 9), nous voyons que le centre
est un point amphidromique autour duquel 'onde tourne [avec
vitesse angulaire uniforme dans le cas actuel (1)].

Bien entendu, pour une valeur quelconque de Ventier ¢ =1, nous
pourrons encore avoir un point amphidromique au centre : le fac-
teur cos(y/kt — 6 sera seulement vemplacé par cos({/kt— g8), ce
qui correspondra & une périodicité d’ordre ¢ autour de I'axe.

Autres cas. — Il y a licu de signaler que le probléme peut étre
traité d'une maniére analoguc pour d’autres formes d’auges (triangle
équilatéral, hexagone régulier, etc.). On peut aussi, avec Stokes,
étudier les oscillations de¢ deux couches de liquides non miscibles
superposés ().

Mentionnons aussi spécialement le cas d’un puits cylindrique ver-
tical de profondeur infinie, qui peut évidemment étre traité par
Panalyse du présent n° 18; il suffit d’y supposer H infini et d’y rem-
placer dans I'cxpression (29') du potentiel des vitesses chA'(H — z)
par e—#'3; Ia condition (32) devient simplement A = £’ (3).

19. Profondeur variable trés petite. — Le cas d’un vasc de profon-
deur variable quelconque (finic) a été étudié aux n® 16 et 17; nous
n'y reviendrons pas. Mais il y a lieu d'examiner spécialement le cas
d’une profondeur variable infiniment petite, a cause de sa grande
importance pour la théoric des marées et des seiches des lacs (*).

Soit H la profondeur trés petite; 5 est également trés petit et 'on
peut développer o suivant les puissances croissantes de z,

(33) P = Qo+ 13+ 93+, ..,

@0y @1y P2y - - - étant des fonctions de = etde y. Nous allons chercher
a déterminer g, c’est-a-dire la valeur de ¢ a la surface.
La condition Ag =o0 a l'intéricur du fluide s’écrit, vu l'expres-

(') St nous n’avions pas altribué aux deux oscillations simples composantes des
amplitudes égales, la vitesse angulaire n'aurait pas ¢L¢é uniforme.

(?) Voir H. Botassk [ 1, Chap. HI].

(3) Le puits vertical infiniment profond, de section droite circulaire, a été étudié
autrefois par OSTROGRADSKY (Savants étrangers, t. 1),

(*) Voir, par exemple, H. Poixcarg [1, Chap. IV], H. Bouasse [1, Chap. IV].
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sion (33) de ¢,
Ap = (Apo+ 292) + 3(Ags+ 6¢3) +...=0;

cette condition devant étre satisfaite en particulier pour z=o, on
devra avoir entre ¢, et ¢, la relation

Agy+ 293 = o.
Au fond, on doit avoir

ch_ ‘)? 001’ do —
(2) dn =% TPy TV =9

a, B, y étant les cosinus directeurs de la normale au fond ou des
quantités proportionnelles a ces cosinus. Or la surface du fond a pour
équation
z=H=f(z, y),
oH

JH
et les cosinus o, f3, y sont ploporuonne]a a o’ P el —1.

La condition au fond s'écrit donc :

d? JH dp  JdH dJ3p e TIY
55554_47}75} (pour z=1I).

D’ailleurs (33) donne

I

()—?)__' = ¢ +2He,,

en négligcant les termes en 52 ou en H2. Done, la condition au fond
s'écrit, en tenant compte de ce que 24y = — Az,
oH do  oH do

31) ?l_”A?U:t_)—a;d_x_‘-d_f:)j/'

Or, au fond, 5 =H, on a, cn négligeant H2,

do _ d3a H do,
dx — ox T 9z’

d
t, par suite, au second membre de (34), on peut substituer :"

doy J . .. . e,

9% 599,99 4 condition foutelois de supposer que lcs dérivées de H
Jy T dz” dy

sont également tres petites. 1l vient donc entre 4, et ¢, la relation

ar oH 0z,  oH dzy _ d [, de, 0 [ 0%,
(33)  m=HWaeet om0 Oy ﬁ(" ox)”w;(“u?)'
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Il reste & tenir compte de la condition a la surface libre

. d2e  do g
(3) prigaibr (pour z =o0),
c’est-a-dire

92g,
g ¥

ou, en tenant compte de (35),

N _ dgo. ddao>
daez ( ) dy (H dy
Telle est I'équation aux dérivées partielles a laquelle doit satisfaire

la fonction g4(x, y, t). Si nous voulons des solutions harmoniques de
la forme

.sin /—
rpo=¢(x,y)cos \/lct,

la fonction de deux variables @ (z, y) devra satisfaire a ’équation

9 /. ob 9%
(36) (—E<Hﬂ> (HF)+I(¢‘=O.

11 faudra, en outre, que @ satisfasse aux conditions aux limites de
I'aire plane du bassin. Si le vase se termine par des parois verticales,

la condition aux limites est
ad

Ei =
mais, dans le cas général ou la paroi est inclinée, cette condition ne
donne plus rien (car il faudrait introduire les dérivées de ¢ par rap-
port a 3). La condition aux limites est alors que ® doit rester finie :
c’est bien la une condition et il est nécessaire de I’énoncer, car on
peul montrer que la solution générale est alors infinie.

Bref, les valeurs de A, correspondant aux oscillations propres har-
moniques du bassin, seront celles pour lesquelles I'équation (36)
admet des solutions restant finies aux bords du bassin. La dénivel-
lation superficielle / sera loujours donnée par la formule

, _ [ 0o} dcpo
(2" "‘(W)z-o g

ou
= cos =
=+ vk d(z, y)sin vVEe.
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Canalde largeur constante. — Pour montrer, sur un cas particu-
liérement simple, Papplication de la méthode précédente, considérons
un canal de largeur constante, mais de profondeur H variable (trées
petite), limité a ses deux extrémités par des parois inclinées ou H
s’annule. Prenant I'axe des j dans le sens de la largeur et I’axe des z
dans le sens de la longueur, H et ® ne dépendront plus de y et
I'équation (36) s’écrira

d /. db
%<H%>+k¢=o,

dérivant cette éqnation par rapport a z, el posant

do
P(z)=HZ ¢

elle devient
Pk

dx2+HP=o.

11 faudra déterminer les valeurs de k pourlesquelles cette équation
différentielle ordinaire admet des solutions P non identiquement
nulles, s’annulant aux deux extrémités du canal. Le probléeme peut
étre poussé jusqu'au bout pour des formes simples du fond (telles
que la forme parabolique, par exemple).

Dans un important travail théorique sur les seiches, G. Chrystal (1)
a traité un assez grand nombre de cas intéressants, dont certains per-
metlent la discussion théorique des oscillations propres effectivement
constatées dans les lacs.

20. Loi de similitude. — Considérons un vase V de forme quel-
conque, et soit, pour ce vase, une oscillation propre ayant pour poten-
tiel des vitesses

(29) o(x, ¥, 3, t) =P (x, ¥, 5)sin JZ:;

la période de cette oscillation propre est

X . . .. do
et ® est une fonction harmonique dont la dérivée normale 75 st

(') G. Cunystacr [!].
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nulle ‘aux parois 2 du vase et qui satisfait a la surface libre S a
I'équation

ad
9z + kd = 0,
ce sont 1a les conditions (I) du n°® 15.

Considérons maintenant un second vase V' semblable a V, le rap-

port de similitude étant o. Appelons, pour ce nouveau vase, z', y', 3’
les coordonnées

' ’

xr =azx, Yy =ay, 2 =23,

cherchons, pour le vase V', une oscillation propre ayant pour

potentiel
 y @\ .
‘1’(—;’ %“—, —‘; ) sin \/k'[,
® étant la méme fonction que pour lc vase V. Quelle relation devons-
nous pour cela établir entre A et A", ¢’est-a-dire entre les périodes?

’ ’

. z' . .
1l est clair que @ (Z,X, 2 est une fonction harmonique ayant sa
q q Yy
3 o o

(e d® N . . .
dérivée normale —— nulle aux parois X' du vase V'.'ll reste a satis-

faire a la condition a la surface libre

0P | i —o-
d—z—,—|—l.q)——0,

elle sera évidemment satisfaite en prenant

/("= -
o

d’on, pour la période 7',

v=yar.
Nous énoncons donc ce théoréme :

Si Uon multiplie toutes les dimensions linéaires d’un vase par
un nombre o, les périodes des oscillations propres sont multipliées

par Va.

11 semble que ceite proposition doive avoir une grande importance
pour I'étude expérimentale des oscillations propres des lacs (seiches)
sur modéles réduits. Malheureusement, les lacs naturels ont toujours
des dimensions horizontales d'un ordre de grandeur beaucoup plus
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grand que leur profondeur verticale, et il est pratiquement impos-
sible de construire un modeéle réduisant a la méme échelle les dis-
tances horizontales et les profondeurs.

Or, il est ais¢, dans le cas d'une profondeur ‘trés petite, de
donner du théoréme précédent une importante généralisation, Nous
avons vu au n° 19 que, pour un bassin de profondeur trés petite, les
périodes propres © = 3/; correspondent aux-valeurs de A pour les-

A
quelles I'équation aux \dérivées partielles (36) admet des solutions @
restant finies aux bords. Or, il est évident que cette équation (36) ne
change pas si l'on multiplie toutes les dimensions horizontales
(c’est-a-dire z, »-) par un nombre «, toutes les dimensions verticales
(c'est-a-dire H) par un autre nombre 5 et en méme temps A

8
par s-
Il résulte que, si, pour un bassin peu profond, on multiplie les
dimensions horizontales par o, les dimensions verticales par 3,~

oo o . . ., a.
les périodes des oscillations propres sont multiplices par —=-

Sous cette nouvelle forme, le théoréme de similitude est appli-

cable avec succés a 'étude expérimentale des seiches sur modéles
réduits (').

21. Retour au probléme des ondes par émersion dans un vase de
forme quelconque. — Reprenons les résultats du n° 15. Pour un
vase de forme quclconque, il existe une suite /ndéfinie de valeurs

positives
ki, ks, Ry oeny K

auxquelles correspondent des solutions
P, (I)‘l) (bl’n RS} q)l'; LEERS]

pour le systéme (I bis) ou (I). On a donc, pour le vase considéré,
une infinité d’oscillations propres ayant pour potentiel des vitesses

sin ,—
(0P cos \//{,I.

Le probléme qui se pose maintenant est de savoir si une oscillation

(') Voir E. Ficuot (1], p. 102.
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quelconque, produite par émersion ou par impulsion, peut étre
considérée comme étant la superposition d’un nombre fini ou infini
d’oscillations propres.

Considérons seulement le cas des ondes par émersion, puisque nous
savons (voir n° 3) que celui des ondes par impulsion s’y raméne
immédiatement. Et, pour simplifier I'expos¢, bornons-nous au pro-
bleme plan a deuwr dimensions. Les conditions initiales & satisfaire
par le potentiel des vitesses v (x, z, ¢) sont les suivantes :

Jy

(37) =0, it =f(r) (pour t =0 et 3=0),

-G
|

J () étant une fonction donnée, représentant la dénivellation super-
ficielle initiale.

Nous essaierons de satisfaire au probléme en prenant pour ¢(z, 3, ¢t)
une série de la forme

(38) 0 =270%sin VE: t &y(z, 2),

dont chaque terme est le potentiel d’une oscillation propre, satisfai-
sant, par conséquent, 4 'équation indéfinie et aux conditions aux
limites. Il reste a déterminer les constantes ¢; de maniére a vérifier
les conditions d’état initial (37). La condition ¢ = o pour ¢t = o est

satisfaite d’elle-méme ('). La scconde condition (;-f = f(«x), pour

{=o0 et pour 5 =o0, s’écrit
(39) Sc; P2, 0) =flz).

La question revient donc a la légitimité du développement d’une
fonction arbitraire donnée f(x) en série de fonctions ®,(x, o). Or,
il est facile de montrer (2) que la suite de fonctions ®;(z, o) forme
un systéme « orthogonal » el « complet ». On calculera donc les
cocfiicients ¢; par la formule de Fourier :

c,~£[d>,-(x, o))’ dz =‘/s‘4>,~(x, o)f(x)dz,

(') Puisque nous avons pris les solutions avec sin V&, ¢; les solutions avec cosy/X, ¢
conviendraient au cas des ondes par impulsion.
(") H. VERGNE [1], p. 70 71.
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et il résulte alors d’un théoréme de MM. I'ischer et Ricsz ('), que
si f(x) est une fonction de carré sommable, la série (39) converge
en moyenne vers f(x) ().

Ce que nous venons de dire du probléme plan a deux dimensions
peut se répéter, pour ainsi dire sans modifications, pour le probléme
a trois dimensions. En particulier, dans le cas d’une auge de profon-
deur constante, de section rectangulaire on circulaire, la question de
convergence n’offrira aucune difficulté, puisqu’il s’agira alors de
séries de fonctions trigonoméiriques ou de fonctions de Besscl.

Un dernier probléme se pose. En supposant infinie la profondeur
de I'auge, puis faisant croitre indéfiniment les cotés de la section rec-
tangulaire ou le rayon de la section circulaire, ces séries se transfor-
meront-elles a la limite dans les intégrales que nous avons données
dans la premiére Partie pour un bassin indéfini en tous sens? La
chose est facile a vérifier. Dans le cas d’un bassin rectangulaire dont
les cotés croissent indéfiniment, le calcul bien connu qui sert a passer
de la série de¢ Fourier & I'intégrale de Fourier conduira a linté-
grale (10’) de Poisson. Dans le cas d’un bassin circulaire dont le
rayon croit indéfiniment, un calcul analogue (en supposant pour
simplifier le phénoméne de révolution) conduira immédiatement
a la formule (11) de Poisson-Lamb.

On retrouve donc, comme il le fallait bien, les formules s’appli-
quant & un liquide indéfini, comme cas particulicr de celles relatives
a un liquide renfermé dans un vase de forme quelconque.
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