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EXTENSION 

AUX FONCTIONS ALGÉBROÏDES MULTIFORMES 

DU 

THÉORÈME DE M. PICARD 

ET DE SES GÉNÉRALISATIONS 

Par M. Georges RÉMOUNDOS, 

Membre île l'Acurléinic <l'Ulicncs, 
Professeur à l'Université d'Athènes. 

PRÉFACE. 

Les diverses généralisations apportées aux célèbres théorèmes de 
M. Picard sur les valeurs d'une fonction entière ou méromorphe et 
d'une fonction uniforme dans le voisinage d'un point singulier essen
tiel isolé ne concernaient que les fonctions uniformes jusqu'à 1903, 
date où j 'ai fait ma première communication à l'Académie des sciences 
de Paris donnant une extension aux algébroïdes multiformes. Dès 
lors, une nouvelle voie s'est ouverte aux mathématiciens ayant comme 
but l'extension la plus parfaite aux fonctions multiformes delà théorie 
des fonctions entières ou méromorphes dans tout le plan ou dans un 
domaine du plan s, et, en particulier, du célèbre théorème de 
M. Picard et de ses généralisations. 

La théorie des fonctions algébroïdes uniformes, étant née d'hier, 
offre un domaine fécond et intéressant de recherches; aussi l'ai-je 
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choisi comme objet du premier fascicule que j 'ai rédigé pour le 
Mémorial des Siences mathématiques. 

Ce petit livre contient les résultats acquis jusqu'à présent sur le 
sujet choisi. Pour la clarté et la simplicité des idées des méthodes et 
des énoncés, je me suis borné au cas d'ordre fini, puisque cela ne 
diminue nullement la généralité des méthodes appliquées. 

En effet, avec les notions précises de Tordre de grandeur de M. Borel 
et des ordres de M. Blumenthal définis à l'aide de ses fonctions types 
et la théorie actuellement bien connue des fonctions entières ou méro-
morphes d'ordre infini, toutes les méthodes et les résultats de ce fas
cicule s'étendent tout de suite au cas d'ordre infini. 

Pour la même raison, je me suis borné aux généralisations les plus 
classiques du théorème de M. Picard. L'extension aux algébroïdes 
multiformes des antres généralisations au bien se fait visiblement par 
les mêmes méthodes, ou bien appartient au sujet du second fascicule : 
Sur les familles et les séries de fonctions algébroïdes que je rédi
gerai pour le Mémorial des Sciences mathématiques. C'est ainsi 
que l'extension des généralisations importantes faites dans la direction 
de M. Landau est remise au second fascicule. 11 en est de même de 
l'extension de l'autre théorème de M. Picard sur les valeurs d'une 
fonction uniforme dans le voisinage d'un point singulier essentiel 
isolé qui sera exposée par une méthode se rattachant aux familles et 
séries de fonctions et surtout à la notion des familles normales due 
à M. Montel. 

La bibliographie détaillée se trouve, d'après le plan prescrit par la 
direction du Mémorial, à la fin du fascicule. 

Je tiens à remercier mon cher collègue M. Henri Villat qui, par 
son M émoi ial destine à rendre de grands services à la Science mathé
matique, m'a fourni l'occasion d'écrire des livres qui contribueront 
puissamment à augmenter l'intérêt des champs mathématiques de mon 
cadre. 

Qu'il me soit permis d'aimer à espérer que ce petit livre sera l'ori
gine et l'occasion de nombreuses recherches dans un domaine nou
veau où il y a beaucoup de progrès à accomplir. 

Athènes, ïe 27 novembre 1924. 

GEORGES I. RÊMOUNDOS. 
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CHAPITRE I. 

a. — NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 

1. Nous supposons connues les définitions et propriétés suivantes 
que nous citerons sans démonstration [Leçons sur les fonctions 
entières de M. Borel) : 

On appelle fonction entière toute fonction analytique n'ad
mettant aucune singularité à distance finie. Les fonctions analytiques 
qui n'admettent que des pôles à distance finie s'appellent méro-
morphes. 

On appelle facteur primaire de genre k l'expression 

( i ) P j t ( « ) = (i — u ) e T + 1 + + T . 

S o i e n t / ( s ) une fonction entière et /*,, r2, r.i, . . . , / * « , . . . les modules 

de ses zéros; s'il existe un nombre p tel que les deux séries s,szrE 

e t X - T ^ > la première diverge et la deuxième converge, quelque petit 

que soit le nombre positifs, le nombre p sera dit ordre de densité (') 
de la suite des zéros. 

Il existe un produit P (^) de facteurs primaires de genre p = p qui a 
les mêmes zéros que la fonction f(z) et, alors, nous disons que ce 
produit canonique de Weierstrass est d'ordre p et de genre p. Si ce 
nombre p n'existe pas on peut aussi former un produit canonique P(^) 
de Weierstrass uniformément convergent dans tout le plan, qui sera 
de genre et d'ordre infini, ayant les mêmes zéros (avec le même 
degré de multiplicité) que la f o n c t i o n / ( s ) . 

Il en résulte que 

(3) f(z)=P(z)e^1 

o ù H ( : ) désigne une fonction aussi entière. 
Si nous désignons par m(r) le module maximum de P(-s) sur la 

circonférence | z \ = r, nous avons l'inégalité 

m (/•) < er?+t (e positif et arbitraire) 

i1) Ou bien exposant de convergence. 
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satisfaite à partir d'une valeur de r et l'inégalité 

?-• m(r) > e> 

satisfaite par des valeurs de /• inliniment grandes. 
Désignons par M( / ) le module maximum de f(z) sur la circonfé

rence | s | = /•; s'il existe un nombre p tel que l'on ait les inégalités 

M( / )<e '* + \ M( / )>« ' ' " ' , 

la première à partir d'une valeur de r et la seconde pour des valeurs 
de /• infiniment grandes, nous disons que la fonction entière f(z) est 
d1ordre fini p; dans le cas contraire, la fonction y (s) est d'ordre 
infini. 

Si / (z) est d'ordre fini p, l'exponentielle p,i(3) sera aussi d'ordre 
fini et l'exposant H(z) sera un polynôme entier. 

2. Les théorèmes de M. Picard, découverts en 1880, sont les sui
vants : 

THÉOUIME I. — Toute fonction entière f(z) prend, une infinité 
de fois, toute valeur sauf, peut-être, deux au plus [Vinfini corn-
pris). 

THLORTME IL — Toute fonction anal) tique uniforme dans le 
voisinage dun point singulier essentiel isolé z = a prend, dans le 
voisinage de ce point, toutes les valeurs sauf, peut-êtie, deux au 
plus (l'infini compris), qui s'appellent exceptionnelles. 

Parmi les nombreuses généralisations du premier théorème, 
établies par divers auteurs, nous nous bornerons ici de citer la sui
vante, due à M. Borel [voir les Leçons sur les fonctions entières 
de M. Borel, p. 94-102], a savoir : 

Si f(z) est une fonction entière d'ordre p, le produit cano
nique P(^) de Weierstrass pour la fonction f(z) — u [ou u est un 
nombre quelconque] ne saurait être d'ordre inférieur à p que 
pour une au plus valeur finie de u, qui sera appelée exception
nelle. 

Généraliser ces théorèmes afin de les étendre aux fonctions multi-
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formes, c'est là le but de ce livre. Avant d'aborder notre sujet, il est 
encore nécessaire de citer deux autres théorèmes sur les fonctions 
entières d'ordre fini. 

I. La dérivée d'une fonction entière d'ordre p est du même ordre p. 

II. THI-OREMI: DE MODULE MINIMUVÏ. — Nous avons l'inégalité 

(théorème de M. Hadamard) 

(4) | / ( * ) l > * - ' ' ? + ' 

satisfaite pour toute valeur de r suffisamment grande sauf 
quelques intervalles exceptionnels d'étendue totale négligeable 
[3] et [ S ] . 

11 en résulte que, si nous considérons un nombre limité de fonc
tions entières, il existera pour l'ensemble de ces fonctions une infinité 
de valeurs de /•, infiniment croissantes qui satisfont à l'inégalité (/\), 
les autres étant encore négligeables [voir le même livre de M. Borel, 
p. 8 . ] . 

b. — L'IMPOSSIBILITÉ DE CERTAINES IDENTITÉS. 

Théorème de M. Borel. 

3 . Envisageons une identité de la forme 

(5) Pi(^) ««.<-ï + P»(*) c"*>=) -*- p3(Z) eH-<3>-4-...+- Pn(z) «?"«(*> = o, 

où les Pi (2) et les H,(^) sont des polynômes quelconques avec la 
seule restriction que la différence de deux exposants quelconques 
llt(z) et H 7 (^ ) ne doit pas être une constante. 

Une telle identité n'est possible que dans le cas où tous les P*(s) 
sont identiquement nuls. 

La démonstration de ce théorème est bien élémentaire et connue; 
cependant, nous tenons à l'exposer ici, parce qu'elle servira de base 
pour généraliser la proposition ci-dessus indiquée et établir un théo
rème plus général de M. Borel. 

Voici la démonstration : divisons les deux membres de (5 ) par eUn'5) 

et ensuite prenons la dérivée des deux membres, ce qui nous conduira 
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à l'identité 

(6) 2 [p,*<«>-*-p*(z) A*(*)] *AA(S)+ F'n(z)=°' 
£ = 1,2,3, , n — i 

où A*(s) = HA( i ; ) - - -H„(s ) . 
Les nouveaux coefficients P'̂  + P^A^ des exponentielles eA*^J ne 

sauraient être identiquement nuls que si les P* correspondants le sont ; 

en effet, l'identité P ^ + P*^i = ° n 0 U s donnerait 

Pfr(z) = G e-^ii:) (C étant une constante). 

ce qui entraîne C = o et, par conséquent, Pft(z) = o, puisque, par 
hypothèse, l'exposant — A*(s) n'est pas une constante. 

Nous remarquons même que le nouveau coefficient P, + P A A ^ est 
un polynôme au moins du même degré que le coefficient piimitif PA-

En faisant successivement un nombre suffisant de fois celte dériva
tion nous arriverons a annuler le terme non exponentiel de l'identité 
en question et obtenir une nouvelle 

(7') 2 QA( z)e*k{z)=° 
z = i , * i // — i 

ayant la même forme que l'identité donnée (5 ) mais un terme de 
moins, où les coefficients Q A ( - ) ne peuvent être nuls que si l e sP*(s ) 
le sont. 

En répétant la même méthode n — i fois nous arriverons enfin à 
une identité 

(7) A(*)eD(*)=o 

ayant un seul terme exponentiel, où le coefficient À ( s ) e s t un poly
nôme qui ne saurait être identiquement nul que si tous les P A ( ^ ) 
Tétaient, et l'exposant D(z) est la différence de deux poly
nômes H*( s ) . 

Or, l'identité (7 ) est impossible dans le cas où A (z) n'est pas iden
tiquement nul et, par conséquent, le théorème se trouve démontré. 

Théorème de M. Borel. 

4. On doit à M. Borel ((4-] et [11] de l'index bibliographique) 
des généralisations très précises du théorème du numéro précédent; 
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nous nous bornerons à exposer ici la suivante : 

Envisageons une identité de la forme 

(8) fi(z)en^+fi(z)eMz)+fi(z)e"*w + ...+Mz)eUn(z)=ot. 

où les exposants liï-i(z) sont tels que toutes les différences 
Hi(z) — Hy(^) soient des polynôme de degré au moins égal àp et 
les coefficients ft(z) sont des fonctions entières d'ordre fini infé
rieur à p; cette identité (8) n'est possible que dans le cas où tous 
les coefficients f/(z) sont identiquement nuls | i ] . 

Pour démontrer ce théorème nous avons besoin des lemmes sui
vants : 

LE M ME I. — Le maximum de la partie réelle d'un polynôme 
P(s) de degré p 

P(*) = a0zP-h aKzP-i-\-... 

a, dans le domaine de l'infini, le même ordre de grandeur que le 
module maximum M(r) du polynôme lui-même. 

En effet, si 

a0= po(cosç0-+- tsincpo), al= pi(cosfi -H i sincpi), 
et 

z = r(cos8 -+- i s"in6), 

nous savons que, dans le domaine de l'infini, le module maximum M(/*) 
est de l'ordre de grandeur p0rP dans le sens que le rapport 
M(r) : p0rP tend vers l'unité lorsque r tend vers l'infini. 

D'autre part, la partie réelle de P(^) est 

p0rP cos(p 6 -h <p0) -+- ?t rP-i cos[(/> — 1)6 -+- ? t] -h . . . 

et nous savons que, pour r infiniment grand, sa valeur absolue est 
de l'ordre de grandeur de son premier terme p0rPcos(pO + 90) dont 

le maximum est égal à p0 rP pour rJ = — 2î I. 

Donc, sur une circonférence | z J = /• de rayon infiniment grand, le 
module maximum M(r ) de P(z) et le maximum A(/-) de sa partie 
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réelle sont équivalents à p0rP dans le sens précis que les rapports 

M(r):p0rP et \(x) : p0rP 

tendent vers l'unité, lorsque /• croît indéfiniment 

/ / en est de même, évidemment, de la valeur absolue B( / ) du 
minimum — B( / ) de la partie réelle du polynôme. 

Il en résulte que, £ étant un nombre positif quelconque donné 
d'avance, nous aurons, à partir d'une valeur de /•, les trois inégalités 

rîi-e>/>< A ( r ) < /«+e)i', /•«-*•/'< B ( r ) < r^+^P. 

LEMAIE IL — Si nous envisageons une exponentielle eV[Z\ où 
l'exposant P(z) est de degré p, le module maximum de ev,z) qui est 
égal à ek{,) sera, à partir d'une valeur de r, compris entre les 

quantités 
e,wr e t clo-o,f 

où s est un nombre positif quelconque donné d'avance. 

LEMME III. — Soit ax\xx* x*' un monôme. Si nous y remplaçons 
les x{, x2, . . . , ^v respectivement par des Jonctions entièi es H, (z), 
H 2 ( s ) , . . . , Hv(3) d'otdre inférieur dp, la Jonc/ion ainsi obtenue 

M(*) = a »?'(*) »?•<*), . . . , [IIv(*)l^ 

sera aussi d'ordre inférieur à p. 

En effet, il existera, par hypothèse, un nombre positif 6» tel que l'on 
ait 

\Ht{z)\<e^~% (« = i, 2, 3, . . . , v) 

à partir d'une valeur de /•; on en tire l'inégalité 

\Ht(z)V-.\<eV->>*-*<e'*+t~* 
(e étant positif et arbitrairement petit). 

Il en résulte que, si nous désignons par 0, un nombre positif et 
inférieur à 0, nous aurons l'inégalité 

| H I V » M < « ' ' *' (' = •> 2> 9i •••>*> 
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satisfaite à partir d'une valeur de r, et, par conséquent, 

|HI(aju.,Hî(*)«i....Hv(«)^|<tfVP? ••<«'*"•' ( o < e 2 < 8 t ) 

et, il en sera de même si nous prenons aussi le facteur constant a. 
Alors l'inégalité 

(9) \M(z)\<er*-%* 

satisfaite à partir d'une valeur de /• nous montre que l'ordre de la 
fonction entière M(z) est inférieur à p. 

Li MME IV. — Soit P (#n .r2, . . . , xv) un polynôme entier par 
rappor t à xs, x2, . . ., x.t. Si nous y faisons la même substitution 
que dans le le m me précédent, la fonction ainsi obtenue sera aussi 
d'ordre inférieur à p. 

En effet, nous aurons pour chaque terme l'inégalité (9) et, par 
conséquent, si nous désignons par n le nombre des termes du poly
nôme (x{, x2, • . ., Xj), nous aurons l'inégalité 

|P[H,(0 , H2(3), .. , Hv(*)]</i«'* •'<«'»-•• ( o < e 3 < 6 2 ) . 

LEMME V. — Soit 
P(#1* #2, #3, • • - , #v) 

R ( # , , Xi} . , # v ) = 
Q(a?i, x>, a?3, - . . , *v) 

une fonction rationnelle de xs, x2, ..., xv. Si nous y faisons la 
substitution des lemmes III et IV, la fonction ainsi obtenue 

R[H,(0, Ht(0, H,(0. • ,HV(01 = M(0 

satisfera aux inégalités 

| M ( O K « ' f *, \M{z)\>e-><-\ 

où 0 désigne un nombre positif. 

Démonstration. — En effet, d'après le lemme précédent, les fono 
tions entières 

P t ( 0 = P[HiCO. H,(0, . . ,Hv(OJ 
et 

Q[H,(0, H,(*), . . . , H v ( 0 ] = Qi(O 

seront d'ordre pf et p2 inférieur à p et, par conséquent, nous aurons 
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les inégalités 
| P | ( * ) K « r f , + \ IQi(*)l< *'*'", 
1 ^ ( 3 ) ^ ^ ^ , |Qi (OI>«- # f l " 

les premières à partir d'une valeur de r et les secondes pour les valeurs 
de r infiniment grandes. Il en résulte que nous aurons sur la circon
férence | z | = /• 

Pi(*)l -r?,+t 

|M(OI = 
Q i ( « ) 

< • ? - — = e*+l «rf"+ i< « t r * ~ < e ^ l \ 

où p3 désigne le plus grand des nombres pK et p2 et £, >̂ e. 
On en tire l'inégalité 

(10) | M ( 0 | < * ' - 9 - \ 

où 0 désigne un nombre positif quelconque inférieur àp — p3—£,, 
£, étant avec £ arbitrairement petit. 

On démontrera de la même manière l'inégalité 

|]Vl(OI>e-r?~0 

satisfaite, ainsi que (10), à partir d'une valeur de r, sauf, peut-être, 
quelques intervalles exceptionnels d'étendue totale négligeable. 

Les cinq lemmes nous permettront maintenant de faire très facile
ment la démonstration du théorème de M. Borel. 

5. Démonstration du théorème de M. Borel. — Elle est analogue à 
celle du n° 3, concernant les cas où les coefficients ft(z) sont des 
polynômes, et sera faite aussi par divisions et dérivations successives; 
la modification esssentielle que nous apporterons au procédé du n° 3 
consiste en ce que chaque fois la division sera faite par un terme, entiè
rement pris, et non seulement par l'exponentielle; au commencement,-
par exemple, nous diviserons par fn(z)eUn z) et non pas par l'expo
nentielle elîni) seule et ensuite nous ferons la première dérivation qui 
éliminera ce dernier terme et nous donnera une nouvelle identité 

(,of) 1 1 ^ 1 + ^1=^^-^^1^-^^+- - - -^ 
Nous remarquons que les coefficients des exponentielles de cette 
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identité ne seront pas identiquement nuls; en effet, Fidentité, 

entraînerait la suivante : 

( II> £ £ f l = c «o^H-aiW 
fn ( * ) 

qui est impossible pour les raisons suivantes : i° Chacune des fonc
t i o n s / , ^ ) elj>(z) n'est pas, par hypothèse, identiquement nulle; 

2' Les fonct ions / , (z) etf2(z) étant, par hypothèse, d'ordre infé
rieur à p, nous aurons, d'après le lemme V, l'inégalité 

OO / i ( Q 
fn{z) 

i* ° < e1 (0, un nombre positif), 

à partir d'une valeur de /•, sauf, peut-être, quelques intervalles 
d'étendue négligeable. 

3° La différence HH(z) — H, (z) étant, par hypothèse, de degré au 
moins égal à p, nous aurons à partir d'une valeur de /• (sans aucune 
exception) l'inégalité 

(i3) max. | CIIHISJ-H.I.) | > e>
(l~c)* ou bien > e ' ? ~ \ 

£, étant, ainsi que e, positif, et arbitrairement petit. 
Les inégalités (12) et ( i 3 ) nous montrent qœ'il est impossible 

d'avoir l'identité (11), parce que, sur certains points d e l à circonfé
rence | z | = r, le module de l'exponentielle e»«i=»—"*«=» sera, pour r 
infiniment grand, plus grand que er?~tl, tandis que le module du 
premier membre sera inférieur à 

e'° < e ' ? '' (en prenant e 1 < 8 ) , 

c'est-à-dire, exception faite des intervalles exceptionnels, le module 
du second membre est d'ordre de grandeur supérieur à celui du pre
mier. 

En répétant sur l'identité (10') la division et dérivation nous obtien
drons une nouvelle ayant seulement n — 2 termes et ainsi de suite; 
nous procédons en diminuant de proche en proche le nombre des 
termes. Nous arriverons enfin à une identité avec une seule exponen
tielle de la forme 

(14 ) «».'*)-HiW 
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où le second membre est une fonction rationnelle des quantités qui 
figurent dans la parenthèse et sont ou bien des polynômes ou bien des 
fonctions entières d'ordre inférieur à p. Or, d'après les considérations 
plus haut indiquées, les deux termes de cette fraction R ne sont pas 
identiquement nuls dans le cas où les ft(z) ne le sont pas; d'autre 
part, d'après le lemme V, il existe un nombre positif 9 tel que le 
module du second membre de l'égalité (i4) ^oit, pour des valeurs 
infiniment grandes de r, inférieur à er'J \ tandis que, d'après le 
lemme II, le module maximum du premier membre eUl z—ui'z) sur 
chaque circonférence | z | = /• dépasse, à partir d'une valeur de r, la 
quantité 

£ étant un nombre positif arbitraiiemenl petit donné d'avance. 
Nous en concluons que l'identité ( i4) et, par conséquent, l'identité 

donnée (8) est impossible lorsque les coefficients JK (z), f2(z), . . ., 
fn(z) ne sont pas tous identiquement nuls. Le théorème de M. Borel 
est ainsi démontré. 

Dans un Chapitre suivant nous exposerons la forme la plus générale 
du théorème de M. Borel, en considérant aussi des fonctions entières 
d'ordre infini. 

5'. Remarque importante. — Nous tenons ici à indiquer une géné
ralisation du théorème démontré qui nous sera utile dans le Chapitre 
actuel. 

Le théorème de M. Borel s'étend au cas plus général où les 
coefficients fi(z) sont des fonctions mèromorphes d'ordre infé
rieur à p. 

Soit 
M(0 / ( * ) = N ( 0 

une fonction méromorphe (quotient de deux fonctions entières) 
irréductible [c'est-à-dire on suppose que les deux termes de la frac-
lion n'ont pas des zéros communs]. Nous appelons ordre de f(z), 
d'après la définition donnée par M. Borel, le plus grand des ordres des 
deux termes de la fraction. Alors, d'après le lemme V, si la fonction 
méromorphe f(z) est d'ordre inférieur à p, il existera un nombre 
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positif 0 tel que l'on ait les inégalités, 

sauf, peut-être, quelques intervalles d'étendue totale négligeable. 
Plus précisément, si J(z) est d'ordre pi nous aurons les inégalités 

En effet, nous avons 

e-<-fl+,< | M(s) < e'?,+', c - ' f , f ' < I N(s) ! < « * M . 

Nous en tirons 

1/(3)1 = 
M(z) _ er,,+l 

5". Cas de possibilité de l'identité 

04') 2 / ( 0 ^ = 0. 

Nous avons vu qu'il faut, pour la démonstration de M. Borel, sup
poser que toutes les différences H # ( s ) — H , ( 3 ) doivent être des poly
nômes de degré au moins égal a p, les coefficients fL(z) étant d'ordre 
inférieur à p. Cette hypothèse est fondamentale, puisque, dans les 
cas contraires, l'identité ( i4 ' ) e s t bien possible. 

Pour nous en rendre compte supposons, par exemple, que la diffé
rence H 2 ( s ) — ïll(z) = k(z) soit de degré inférieur à p; alors, les 

deux termes 
fi(z)e"*i*)-hf2(z)e"*z) 

peuvent se réduire de la façon suivante : 

/ i ( « ) e H . ( ' )+ / 2 (^ )e n ^) = /,«5)eH^''-+-/2(^)e«i(-»+^) 

= / i ( O e"i'=ï - i - / i ( 0 *Hl(s) e*z) 

= L / i ( * ) + / i ( * ) « A ( r ï ] « " ' w 

= <p(OeH»<*>, 
où la fonction entière 

0 ( 0 = = / ( 0 + / . ( 0 ^ 
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est évidemment d'ordre inférieur à p et, par conséquent, la somme 

/i(0«H»i*>-t-/«(*)e».<*> 

se réduit à un seul terme o(z)eH,{Z) de la même forme et ayant la 
même propriété concernant le degré de l'exposant et l'ordre du coef
ficient 9 ( 3 ) . 

Remarquons maintenant que le nouveau coefficient y(z) peut être 
nul, tandis que les coefficients primitifs sont supposés différents de 
zéro. 

C'est ainsi que tous les termes primitifs peuvent subir des modifi
cations, causées par des réductions analogues à celles que nous 
venons de citer, telles que les nouveaux coefficients soient tous iden
tiquement nuls, ce qui entraîne la possibilité de ( i4 ' ) • 

Un cas particulier. — Un cas particulier de possibilité de l'iden
tité ( i4 ' ) qui présente un intérêt spécial est celui où certains (deux 
ou plusieurs) exposants H , ( s ) sont de degré inférieur à p et, par 
conséquent, certains (deux ou plusieurs) termes sont d'ordre inférieur 
à p ; tous les autres étant d'ordre égal à p. Dans ce cas, les termes 
d'ordre inférieur à p ne sauraient se réduire, dans le sens ci-dessus 
indiqué, avec les termes d'ordre p, et, par conséquent, les termes 
d'ordre inférieur à p se réduiront entre eux et leur somme doit être 
considérée comme un terme de la nouvelle identité obtenue après 
toutes les réductions possibles. 

En appliquant, donc, le théorème de M. Borel à la nouvelle iden
tité (la transformée) nous concluons que la somme de tous les termes 
d'ordre inférieur à p doit être nulle et, par conséquent, l'iden
tité ( i 4 ; ) sera décomposée en deux autres; c'est là une propriété 
caractéristique du cas particulier en question, qui est très intéressant 
et nous sera très utile au sujet de l'extension aux fonctions multiformes 
du théorème de M. Picard et de ses généralisations. 

En effet, la décomposition de l'identité ( i4 ) n'est assurée que dans 
le cas où il y a des exponentielles de divers ordres : dans le cas con
traire, il peut se faire que la somme de tous les termes se réduise en 
un seul terme dont le coefficient soit nul, et, alors, la décomposition 
n'a pas lieu. 

Un exemple de cas particulier, où l'identité est décomposable, est 
celui où certains termes ne sont que des polynômes entiers ou des 
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fonctions rationnelles, les autres étant des fonctions entières transcen
dantes d'ordre p. 

CHAPITRE 11. 

GÉNÉRALIThS SUR LES FONCTIONS ALGÉBROÏDES. 

6. Nous appelons algèbroCde (dans tout le plan) toute fonc
tion u = a(z) ayant un nombre fini de branches dans tout le plan 
et n'admettant pas à distance finie des singularités transcendantes. 
Les fonctions symétriques élémentaires des v branches a<, u2, 
ie3, . . . , Mv seront des fonctions uniformes dans tout le plan et, par 
conséquent, des fonctions méromorphes. Nous en concluons que la 
fonction u = a (s) satisfera à une équation de la forme 

( i 5 ) F ( « , u) = u'-h Al(z)u'-i-ï- \ , ( s ) w v - 2 4- . . + A v _ i ( O a + A v ( * ) = °» 

où les Ae ( 0 désignent des fonctions méromorphes. Lorsque les A, (s) 
sont des fonctions entières, l'algébroide w = a(s ) ne prend pas la 
valeur oo a distance finie et sera appelée algébroide entière. Dans 
le cas particulier ou les coefficients A,(s) sont des fonctions ration
nelles, l'algébroide u = 'd(z) devient algébrique. Inversement, il 
est clair que toute équation de la forme (i5), où les \(z) sont méro
morphes, définit une fonction algebroide. 

Si les A#(3) sont méromorphes dans un domaine D nous dirons 
que la fonction M = a ( s ) définie par (i5) est algebroide dans le 
domaine D : elle n'y admet comme singularités que des pôles et des 
points critiques algébriques. 

Si l'ensemble des pôles des A,(z) est fini, l'algebroide u=*(z) 
sera finie (ne prendra pas la valeur infinie) dans le voisinage de 
l'infini. 

Ordre d'une algébroïde. — Nous appelons ordre de l'algé-
broide u — n(z), supposée entière, le plus grand des ordres des 
coefficients A,(s) ; si l'une au moins des A,(z) est d'ordre infini,, 
nous dirons que l'algébroide u = a ( s ) est aussi d'ordre infini. Nous 
nous bornerons, pour la clarté des idées, au cas d'ordre fini; soit p 
cet ordre. 

7. Théorème de module maximum. — Si M(r) désigne le module 
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maximum, sur la circonférence | z | = r, d'une branche quelconque 

de l'algébroide u = a(z), il est facile de démontrer que l'inégalité 

06) M(r)<e>vi 

est satisfaite à partir d'une valeur de /• et que l'inégalité 

( i ? ) M(r)>er*1 

est satisfaite pour une infinité de valeurs de /• croissantes indéfini

ment et pour une au moins des branches. 

Démonstration. — Ecrivons l'équation (i5) sous la forme 

(1/) ^ + ^ ) 1 + V 2 ( 0 ^ + ^ - A ^ W ^ + A ^ ) ! ] =0 

et remarquons que, s'il y avait des valeurs de /* infiniment grandes 

satisfaisant à l'inégalité 

(18) M(r)>e^\ 

£ étant un nombre positif arbitrairement petit, pour ces valeurs de r 

les termes 

Ai(o£* A * ( 0 ^ ' '•-> A v(0^ 

tendraient vers zéro avec - • 
r 

En effet, nous avons 

I AA(0 I < e'**1* (£i> O et arbitraire), 

à partir d'une valeur de r. 

D'autre part, d'après l'inégalité (18), nous aurions, pour certains 

points de la circonférence | z\ = r, l'inégalité 

ia*| >^*'?4"1>c'?+ej où £S>et et (£ = 1, ?, 3, .. ,v), 

et, par conséquent, 

j l ^ <e-«" (* = , , a , 3 , . . . , v ) . 

Donc 

("9) | A*0 i | < e''£-'*- = ^ W'->, 
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et, si nous prenons £ > > £ , la puissance r1*'** tend vers l'infini avec r 
et l'exposant de la puissance (19) tend vers l'infini négatif. 

Nous en concluons que l'hypothèse (18) entraînerait l'existence 
de points de module assez grand qui n'annulent pas la parenthèse 
de la formule (17') et, par conséquent, ne sauraient satisfaire à 
l'équation (17'j. Donc, l'hvpothèse (18) est inadmissible. 

Démontrons maintenant l'inégalité (17). 
Si la formule 

M(r )^e ' e - t 

était satisfaite à partir d'une certaine valeur de /• et pour toutes les 
branches, il en serait de même du module maximum des fonctions 
A, (z), A2(z), A v ( s ) qui satisferaient à une inégalité 

(?o) M,(O <«'*"*' o C l £ i < e e t * = ï » a j 3 » - " ) v ) ' 

M,(/-) étant le module maximum de A , ( z ) . 
Cela résulte bien des relations bien connues entre les coefficients 

A, (z) et les diverses branches de la fonction algébroïde. 

Mais les inégalités (20 ) , satisfaites à partir d'une valeur de /•, sont 

en contradiction avec notre hypothèse que les coefficients A , ( s ) ne 

sont pas tous d'ordre inférieur à p. 

Notre théorème sur le module maximum est donc démontré et 

justifie bien la définition d'ordre que nous avons donnée pour les 

fonctions algébroïdes [ 14]. 

8. Ensemble des points qui satisfont à l'inégalité (17) . — Il est 
utile pour la suite de chercher une limite inférieure de l'étendue des 
arcs du cercle de rayon /•, sur lesquels une au moins branche de 
l'algébroïde satisfait à l'inégalité (17). 

En effet, nous allons démontrer que, si une branche u = a(z) 
satisfait à l'inégalité (17) pour un point de module assez grand, il en 
sera de même de l'un, au moins, des coefficients A , ( s ) [en rempla
çant £ par un autre £, plus grand que £ mais quelconque]. 

La démonstration est facile : si, pour cette valeur z = z0, on 

avait 
| S.t(z)\<ke'9~tl ( A < i ; 1 = 1, 2, 3, . . 

l'équation 
(21) F(x,u)=*o 

ne saurait être satisfaite pour r = | 50 | assez grand. 



l 8 GEORGES RÉMOUNDOS. 

En eflet, écrivons l'équation (21) sous la forme (17') et remarquons 
que l'on aurait 

A l ( 0 j - A 2 ( 0 ^ + . . . + A v ( 0 ~ | 

et 

( 2 2 ) M * ) £ -+-A2(0 j- f -+-.. + A v U ) i 

Or, si £, > £, le second membre de (22) tend visiblement vers zéro 

et sera, à partir d'une \aleur de r, inférieur à y et l'on aura 

A, (0 £-+-.. .+ \ v ( 0 ^ < i -

Dès lors, il est clair que l'équation (21) n'est pas satisfaite pour 
un tel point de module assez grand. Il en resuite que : 

Tous les points de module assez grand satisfaisant, pour une 
au moins des branches, à l'inégalité 

(rf) |a(*;| >«'*"' 

satisfont aussi à l'une, au moins, des inégalités 

(M) \At(z)\>e>*~1* (1 = 1 , 2 , 3 , . . . , v ) , 

où £, désigne un nombre positif plus grand que s, mais quelconque. 
Appelons Ue l'ensemble des points du cercle de rayon r qui 

satisfont, pour une au moins des branches, à l'inégalité (23) et 
Ee l'ensemble des points du même cercle qui satisfont à l'une au 
moins des inégalités 

(25) | \ , ( « ) | > « ' f " i ( * • = ! , 2 , 3 , . . . , V ) . 

Cela posé, le théorème ci-dessus peut s'énoncer : 
L'ensemble U£ fait partie de l'ensemble E£i, £, étant supérieur 

à £. La réciproque est presque évidente : 
Soit z0 un point du cercle | c | = /• satisfaisant à l'une au moins 

des inégalités (20); si, pour ce point, toutes les branches de Palgé-

file:///aleur
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broide satisfaisaient à l ' inégalité 

| a ( 0 | < « ^ " ' 

alors tous les coefficients A , ( s ) satisferaient (grâce aux relations 
entre eux et les branches de l 'algébroide) à l ' inégalité 

| M O I < e r ? ~ ' a ( s a < 8 l , « = 1,2 ,3 , . . , 0 , 

ce qui est en contradict ion avec notre hypothèse pour £ 2 > £. 

Donc, tout point de l'ensemble Eg appartient aussi à l'en
semble L7£, OU £,>>£. 

Ces théorèmes qui donnent une comparaison des ensembles U 

et E sont 1res utiles puisqu' i ls nous fournissent le moyen de ramener 

les fonctions algébroïdes au cas des fonctions uniformes, 

9. Théorème de module minimum. — Nous allons maintenant 

étendre aux fonctions algébroïdes le theor tme de M. Hadamard sur 

le module minimum; il est aise de demont ie r que toutes les branches 

de a ( s ) satisfont à l ' inégalité 

\a(z)\>e-**\ 

les intervalles d'exclusion étant aussi bien négligeables que ceux qui 

concernent les fonctions entières. 

Supposons , en effet, qu' i l n 'en soit pas ainsi pour une certaine 

branche et que , pour un point z = z0 de module assez grand, on ait 

| a (3 ) | < < r - ' p + \ 
il en résulterai t 

I A*(0 K O I 7 - * I < e-*-*)*" «,?•*< e-r<«>9 

où d est suffisamment peti t et s t < £• 
Cela acquis , l 'équat ion 

WH- A l(z)Mv- , + A,(z) t t v - l + . . . + Av-.1U)tt + Av(«) = o, où M = a (O t 

montre que l 'on aura 

(a6) |Av(0|<e-'?+\ °fr *Î<*I 

et, par conséquent , le point z0 appartient à un arc d'exclusion pour 
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la fonction entière ou méromorphe \ v ( ^ \ c'est-à-dire à l'ensemble 
des points du cercle | z \ = r, qui satisfont à l'inégalité (26). 

Ainsi la question se ramène au cas des fonctions entières. 
Nous en déduisons le théorème suivant : 

Si l'on exclut du cercle de rayon r certains arcs dont la lon

gueur totale tend veis zéto avec - comme e" ' a(a étant un nombre 

positif quelconque et inférieur as), tous les autres points du 

cercle satisfont à l'inégalité 

| a ( 0 | > e - ' - ? + ' , 

et cela pour toutes les branches de l'algébroide U = 'SL(Z). 

Ce théorème est l'extension de celui que j 'ai établi dans une Note 
du Bulletin de la Société math, de France (t. 32, 1904, p. 314) d 
qui constitue une extrême précision du théorème bien connu de 
M. Hadamard sur le module minimum pour les fonctions entières 
d'ordre fini. 

10. La croissance de la dérivée*. — La dérivée d'une algébroide 
u = a ( s ) est aussi algébroide et se trouve déterminée par l'équation 
qui résulte de l'élimination de u entre l'équation donnée 

F ( z , u) = 0 

et celle qui s'en déduit par la dérivation 

uv-+- A', ( 0 ^ ^ - + - . . . - + - A',-I(Z)U-L- A C ( 0 

H- M'[VMV-I-+- (v — \)u*'-*Ax(z) -h...-+- A v _ , ( 0 ] = °« 

Comme une fonction entière a le même ordre avec sa dérivée, 
nous en concluons immédiatement que la'dérivée U'S=SL'(Z) ne 
saurait avoir un ordre supérieur à celui de u = a (z). 

11. Croissance de la partie réelle d'une algébroïde u = a(z). — 
M. Borel a montré, dans son Mémoire sur les zéros des fonctions 
entières (déjà cité) la relation étroite qui existe entre la croissance 
du maximum M ( / ) du module d'une fonction entière p o u r | c | = /a 

et la croissance des fonctions suivantes : le maximum P ( r ) des 
valeurs positives de la partie réelle de f{z) pour | z j = r, et le 
minimum — P j ( / ) des valeurs négatives de celte partie réelle. 
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MM. Hadamard et Borel ont montré les inégalités 

P ( 0 > [ M ( 0 ] | - e ( , ) i Pi ( / )>[M('*)] l - e ( / ' ) , 

où £(/*) désigne une quantité qui tend vers zéro lorsque ?" croît 
indéfiniment par valeurs positives, sauf quelques intervalles d'exclu
sion d'étendue négligeable. 

J'ai étendu cette propriété aux fonctions algébroïdes multiformes 
dans un travail publié dans les Rendiconti del Circolo Matematico 
di Palermo [Extension d'un théorème de M. Borel aux fonctions 
algébroïdes.. .]; pour la démonstration je ferai usage d'une méthode 
simple indiquée par M. Valiron dans sa Note Sur quelques théo-
ièmes de M. Borel {Bull, de la Soc. math, de France, fasc. 3 et 4, 
1914, p. a5 i ) . 

Considérons toujours la fonction algébroide à v branches 
u = a(z) définie par l'équation 

(26') w-f- AJ(OM V - 1 -+-• • •-+- A v ( 0 = °> 

où les ALI(Z) désignent des fonctions entières; adoptons les nota
tions de AI. Valiron et désignons par U( / ' ) le maximum du 
module des diverses branches ut(z) pour \z\ = r par [M*(r)]* le 
maximum de | A A ( S ) | et par M ( r ) le plus grand des nombres 
M/t(/*), 77 est facile de démontrer qu'il existe deux constantes 
positives A et B telles que l'on ait 

(26") B l i ( r ) < M ( r ) < A U ( r ) . 

En effet, ces deux inégalités se déduisent immédiatement l'une 
des relations bien connues entre les racines et les coefficients d'une 
équation algébrique et l'autre de la borne supérieure des modules 
des racines. 

Désignons par n la valeur de K qui correspond-au maximum M ( r ) 
et par [ P / / ( / ) ] " et [Q«(/ ' ) ]" le maximum de la valeur absolue de la 
partie réelle et du coefficient de i de la fonction A.n(z), et supposons 
que la valeur /• n'appartienne pas aux intervalles d'exclusion pour 
aucun coefficient A ; ( G ) . 

Alors, d'après le théorème analogue de la croissance de la partie 
réelle et du coefficient de i des fonctions entières, nous aurons les 
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formules 

[M(i-)]^-* ,= [M l t ( r ) ]^- t i<lP«(r) l»<| I I J I ( r ) ]»=tM(r)]» f 

[M(0] / l l l- e ,= [M#I(r)]»«-«><LQ„(#-)J«< [^1,,(/-)1^= [M(r)]« 

(E étant positif et arbitrairement petit) et, par conséquent, les inéga-x 

lités 

[M(0] l - e < P«(#-)<M(r), 
tM(01 l " e <Qi . (0<M(r ) . 

On en déduit, en vertu de la formule (26"), 

\ [U( / - ) ] ' -ô<P«(0<AU(r ) , 
K \ [U(/-)J1-6<Q / i( /)<AU(r) 

(6 positif et supérieur à £), la première étant réalisée en un point Ç 
et la seconde en un point tj du cercle | z | = r. 

Cela fait, envisageons une branche ut(z) de notre fonction algé-
broide et désignons par />t(r) et qt(r) le maximum de la valeur 
absolue de la partie réelle et du coefficient de la branche ut(z) et 
par p(r) et q(r) les plus grands des nombres p,(r) elq,(r). 

Alorsr d'après les relations élémentaires entre les branches ut(r) 
et les coefficients A,(z) de l'équation (26'), décomposées chacune en 
deux par la séparation des parties réelles et des parties imaginaires, 
nous aurons les égalités 

[P„(r)]«= 2/»i(Ç)|>«(Ç).../»»(Ç) 

[Q*(OJ"= 2MO/>*(C).../>w-i(r)?*(Ç') 

d'où 

] P « ( 0 1 " â « ^ [Qi.(r)]»S«liwl« 

où les a et ad désignent le nombre des termes des seconds membres 
des égalités (26'") et les m et m, désignent le terme du plus grand 
module dans les mêmes seconds membres. Si, donc, ces termes cor-

(26'") 
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respondent aux indices k et /, nous aurons les formules 

Pn(r)pl2(r) ... plk(r) qlk+x{r) . .. qin(r)>J- [ P„(/')]rt, 

PJ\< r)pj2(r) .. .Pji(r) qji+x(r) ... qjn(r )> ±[Qn(r)]n. 

*\ 

Mais, en vertu des formules ( T ) , nous avons les inégalités 

[ U ( 0 — e < [ P i . ( / " ; ] - < \ . r U ( r ) ] » 
[U(r)« • •<[Q»(Oj«< A,[U(#-)1» X h 

qui, avec l'application des formules précédentes, entraînent 

9P,i(r)pl*(r)...plk(r)qlA+l(r)...qtn(i)> - [U(r)]"r-**, 

(26") " 
1 Pji(r)p/t(r)... Pjl(r)gji^{r) . . . q,H{>) > ^ [U(r) ]»"A 

ai 

Or, il est clair que chaque facteur de ces premiers membres est 
inférieur ou égal à L ( r ) et, par conséquent, tous ces facteurs sont 
supérieurs ou égaux à 

î [U(r ) l« -»0 

ou à 

-i-[U(r)]»-*e 

puisque, dans le cas contraire, chacun de ces deux membres serait 
inférieur ou égal à 

[ U ( r ) ] - t i [ U ( r ) J i - « = i[U(r)]«-«0 

ou 

±[U(r)]»-«0, 
ai 

ce qui est en contradiction avec les inégalités (261V). 
D'autre part, la parité du nombre des facteurs p, et qt qui figurent 

dans les inégalités (26IV) y est différente, nous en concluons qu'il 
existe un au moins p, et un au moins qt qui satisfont aux formules 

p,(r)* - [U(r)]i-»»>[lJ(r)p-«. f 
OL 

g,(r)i J-[U(r)]'-»0> [U(r)]>-«., 
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où £, est un nombre positif supérieur à une quantité ne dépendant 
que des a, n et 0, et, par conséquent, arbitrairemenî petit, puisqu'il 
en est de même de la quantité 9 qui est aussi arbitrairement petite. 

Ainsi, le théorème classique de la croissance de la partie réelle 
(et du coefficient de i.) des fonctions entières est étendue aux algé
broïdes multiformes. 

THÉORÈME. — Soit u = a ( s ) une algèbroïde multiforme entière 
{finie à distance finie) et désignons parU(r) le module maxi
mum de ses branches sur le cercle \ z \ = r et pat />(/") et q(r) le 
plus grand des maximums des valeurs absolues de la partie 
réelle et du coefficient de i dans les diverses brandies. Alors, si e 
désigne un nombre positif quelconque donné d'avance, nous 

aurons les inégalités 
/ > ( 0 > [ U ( r ) ] i - « , 
q(>)>[V(r)Y-* 

à partir d'une valeur de r, sauf, peut-être, quelques intervalles 
d'étendue totale négligeable [ 2 o ] . 

Remarque. — Remarquons que les inégalités (26") nous per
mettent évidemment de donner une nouvelle démonstration plus 
simple du théorème du module maximum d'une algèbroïde. 

CHAPITttE III. 

GÉNÉRALISATION ET EXTENSION AUX FONCTIONS ALGÉDR >ÏDES 

DES THEOREMES DE M. PICARD. 

12. PREMIER THÉORÈME DE M. PICARD. — Son énoncé déjà classique 

est le suivant : 

Toute fonction entière ou méromorphe u = <p(s) prend dans le 

domaine de l'infini toutes les valeurs, sauf, peut-être, deux au 

plus (l'infini compris), c'est-à-dire : 
L'équation 

9(2) = u 
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admet, par rapport à z, une infinité de racines pour toute valeur 

de u, sauf, peut-être, deux au plus (l'infini compris). 

Envisageons maintenant une algèbroïde u = a(z) entière (finie à 
distance finie) définie par l'équation 

(27) F(z, u) = w v+ Ai(0"v _ 1-+- A2(3)MV-*-+-. . . -4- A V - I ( O M + A v ( 0 = °> 

où l'un au moins des coefficients A, ( z ) est une transcendante entière 
d'ordre p. 

Nous appellerons exceptionnelle toute valeur que la fonction ne 
prend pas dans le voisinage de l'infini; c'est ainsi que l'infini est, par 
hypothèse, une valeur exceptionnelle. 

Il est clair que, pour qu'une valeur donnée u = uK soit exception
nelle, il faut et il suffit que la fonction entière 

F(z, iii) = ii[-h A , ( 3 ) M 1 | H + A } ( ^ M ; " - + . . . + Av-^Owi-f- A v ( 0 

n'admette qu'un nombre fini de zéros en ayant la forme 

F ( ^ , t t l ) = P ( 0 ^ % 

où P(-s) et H ( s ) sont des polynômes entiers dans le cas où l'algé-
broïde est d'ordre fini. 

S'il existe des valeurs de u pour lesquelles la fonction F (z, u) soit 
un polynôme, ces valeurs sont évidemment exceptionnelles; comme 
elles ont un caractère spécial pour l'équation (27 ) , nous les appel
lerons exceptionnelles formelles. 

Le nombre de ces valeurs ne" saurait dépasser la quantité v — 1 ; en 
effet, s'il y en avait v : ?/,, U2, W3, . . . , uy, nous aurions les identités 

(28) F(s , »/) = P/(«) (* = 1, 2, 3, . . . , v), 

où les P , ( 0 désignent des polynômes entiers et, alors, la résolution 
de ces équations par rapport aux coefficients A, (z), A2(z), . . . , A v ( * ) 
ne donnerait que des polynômes, ce qui est en contradiction avec 
notre hypothèse qu'un au moins des A,(z) est une transcendante 

entière. 

Remarquons que le déterminant des coefficients des inconnues A, (z) 
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dans le système ( 2 8 ) est le déterminant de Vandermemcfe 

«r1 
i v _ I 

V—î 
1 
V—1 
•2 

Ml I 

K 2 I 

r / v _ i „ v _ 2 

^ Q; 

Supposons maintenant que notre algèbroïde admette v-4-i valeurs 
exceptionnelles finies et non formelles u0, un u2, «3, . • . . u„', nous 
aurons alors les identités 

(*9) 
F(«,M,) = "ï+A|i(0«*Vi '-+-Aa(0"* 2-+-...-4-Av-il(a)MA-4-Av(0 = PiW« , V a 

(i = o, i , 2 , 3 , . . . j v ) , 

où les P , ( s ) et les H , ( s ) désignent des polynômes entiers, et Félimi-
nation des A, (z), A2(z), . . . , Ay(z) entre les v- f - i équations (29) 
nous conduirait à l'identité 

(3o) q0 P0(sï c"é(*)-H qi P , ( 2 ) cii.t*)H- qx P2(*\ C«^>H-...-H ? V P V ( 0 «"¥W = ? 

O U 

( 3 i ) * . = 

v—1 . . v — 2 
0 " » 

i—l 

" 0 

« / 1 ? = 

«ï , y V - l „ V - 2 

V — * 

!<0 I 

Uy I 

Z/t D 

Uy 1 

Or, l'identité (3o) est de la forme ( 5 ) n'ayant qu'un seul terme 
algébrique : le second membre q ; tous les autres étant, par hypothèse, 
transcendants (puisque les valeurs considérées ut ne sont pas for
melles) ne peuvent subir aucune réduction avec le terme algé
brique q. C'est ainsi que ce terme q restera invariable après toutes 
réductions possibles qui donneront à l'identité (3o) la forme défini
tive exigée par le théorème du n" 3 et, comme le nombre q (qui est un 
déterminant de Vandermonde) est différent de zéro, l'identité (3o) 
est impossible. 

Donc, il est impossible que notre algèbroïde admette plus que 
v valeurs exceptionnelles finies distinctes et non formelles; d'autre 
part, comme nous avons va, le nombre des valeurs exceptionnelles 
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finies et formelles est au plus égal à v — 1. Nous avons donc le 
théorème suivant : 

THÉOREVIE I. — Une algèbroïde entière (finie à distance finie) 
u = a(z) à v branches prend une infinité de fois toute valeur, 
sauf, peut-être, 2v — i au plus, l'infini non compris [12]. 

C'est l'extension (et généralisation) parfaite du premier théorème 
de M. Picard concernant les fonctions uniformes entières. Le premier 
théorème de M. Picard se présente comme cas particulier corres
pondant à la valeur v = i . 

13. Considérons maintenant une algèbroïde u= a( z), quelconque, 
définie par l'équation (27), les coefficients At(z) étant en général 
méromorphes. Nous supposons, bien entendu, que l'un au moins des 
coefficients At(z) soit une fonction transcendante. 

Le nombre des valeurs exceptionnelles formelles ne saurait toujours 
(pour la même raison que dans le cas du numéro précédent) 
dépasser la quantité v — 1 ; il s'agit, bien entendu, de valeurs de u 
pour lesquels la fonction/( z, u) soit rationnelle. 

Supposons maintenant que notre algèbroïde u = a (z) admette v + i 
autres valeurs exceptionnelles distinctes et non formelles {/<>, «/,, 
u2, . . ., u,. Nous pouvons toujours, sans diminuer la généralité de 
notre problème, supposer que l'infini soit une valeur exceptionnelle, 
puisque, dans le cas contraire, nous pouvons faire la transforma
tion u — u1 = y-, qui fait correspondre la valeur W = 00 à la 

valeur u = ur supposée exceptionnelle. 
Nous supposons donc que notre algèbroïde admette, en dehors 

des valeurs formelles, v-|-1 autres exceptionnelles u9. u{,u2, . . . , / / v e t 
l'infini qui n'est pas formelle. Alors, les fonctions V(z, u0), F ( s , //j), 
F ( s , u2), . . . , F ( J , u.,) sont des fonctions méromorphes ayant un 
nombre fini de zéros et de pôles et, par conséquent, nous aurons 
les v - j - 1 équations 

(32) F ( s , « l ) = R l ( 3 ) « » . < « ) (*"=o , 1 ,2 , 3, . . . , v), 

où les R»(0 sont des fonctions rationnelles et les exposants H/(s) 
sont des polynômes entiers (il s'agit toujours du cas d'ordre fini). 
Alors, l'élimination des A ; (O enlre les équations (3a) nous conduira 
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à l'identité 

(33) q0 M O e*0'Z] + ?i M O e"*(=)4-. . .-f- ?v Rv(«) eH'(s) = ?, 

où les constantes qt et q sont toujours données par les formules (3 i ) . 
Or, d'après la généralisation du théorème de M. Borel, indiquée 

dans le n° 5' et appliquée au cas particulier où les coefficients ft(z) 
des exponentielles sont des fonctions rationnelles, l'identité (33) est 
encore impossible et nous avons le théorème suivant : 

THÉOREVIE IL — Une algèbroïde quelconque à v branches et 
d'ordre fini prend une infinité de fois toutes les valeurs sauf, 
peut-être, 2v au plus, l'infini compris [12]. 

C'est une généralisation et extension parfaite aux algébroïdes mul
tiformes du second théorème de M. Picard concernant les fonctions 
uniformes méromorphes. 

14. Extension d'une généralisation du théorème de M. Picard. — 
Il est bien connu que l'on doit à M. Borel (Leçons sur les fonctions 
méromorphes, Paris, p. j()-^-) la généralisation suivante des deux 
premiers théorèmes de M. Picard, à savoir: 

Soit u=f(z) une fonction méiomot plie d] ordre p. La densité 
des zéros de la fonction f(z) — u ne saurait correspondre à un 
exposant de convergence inférieur à p pour plus de deux valeurs 
de u l'infini compris. S'il existe de telles valeurs elles seront 
considérées exceptionnelles. 

La valeur infinie sera exceptionnelle dans le cas où la fonc
tion f(z) (supposée toujours irréductible) admet des pôles dont 
l'exposant de convergence est inférieur à p. 

Nous allons étendre aux algébroïdes multiformes cette générali
sation des théorèmes de M. Picard. 

La valeur de u sera exceptionnelle pour notre algèbroïde multi
forme « = a ( : ) si la fonction a(c) — u admet des zéros dont la 
densité correspond à un exposant de convergence inférieur à p. 

Une valeur infinie sera exceptionnelle dans le cas où la suite des 
infinis de notre algèbroïde a un exposant de convergence inférieur 
a p, ou encore, si la suite des pôles de 11 fonction méromorphe F ( s , u) 
a un exposant de convergence inférieur à p. 

Si notre algèbroïde admet des valeurs exceptionnelles, nous pouvons 
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toujours (sans diminuer la généralité de notre problème) supposer 

que l'une d'elles est l'infini, en ramenant à la valeur infini une valeur 

exceptionnelle finie u moyennant la transformation u — u! = ^ -

Supposons donc que l'oo est une valeur exceptionnelle et remar
quons alors que, si u% est une valeur exceptionnelle finie, la fonc
tion F(z, Ui) admettra des zéros et des pôles dont la densité correspond 
à un exposant de convergence inférieur à p et, par conséquent, sera de 
la forme 

F ( s , i n ) = / i ( 0 *»•<*>, 

o ù / , ( - 3 ) est une fonction méromorphe d'ordre inférieur à p. 
La valeur exceptionnelle sera appelée formelle dans le cas où 

l'exponentielle elli[Z) est aussi d'ordre inférieur à p. 
Cela posé, supposons qu'il existe v-+-i valeurs finies u0, U\, 

« 2 , . . . , uy exceptionnelles ( ' ) au sens ci-dessus généralisé; nous 
aurons alors les équations 

(33) F(*, M I ) = / , ( « ) « " . W (I = O, I, 2, 3, . . . , v ) , 

où les fi(z) sont des fonctions méromorphes d'ordre inférieur à p, 
tandis que les exponentielles g"1'5' sont d'ordre égal à p (les exposants 
sont des polynômes de degré p). 

L'élimination des v coefficients At(z) entre les v -f-1 équations (33 ) 
nous donnera l'identité 

(34) 9.M*)eW+çlMz)e«4*) + ...+ qvf9(M)e*W=q, 

où les qt et q sont toujours les déterminants ( 3 i ) , qui répond bien 
au théorème de M. Borel énoncé dans le n° 4. Donc, l'identité ( 3 4 ) 
est impossible, puisque, pour les raisons plus haut indiquées, le 
second membre q ne peut subir aucune modification. Nous avons 
donc le théorème suivant : 

THÉORLMK III. — Si nous envisageons une algèbroïde quelconque 
d'ordre fini p et à v branches u = a(z), la densité des zéros de 
la fonction u = a(z) ne saurait correspondre à un exposant de 
convergence inférieur à p pour plus de 2v valeurs de u, l'infini 
compris [ 1 2 ] . 

C'est une généralisation et extension aux algébroïdes multiformes 
de la généralisation plus haut mentionnée du théorème de M. Picard. 

(1) Et non formelles. 

MÉMORIAL DBS SC. MATH. — N . 2 3 2 
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lo . Extension d'une autre généralisation (plus précise). — On 
doit aussi à M. Borel (Leçons sur les fonctions méromorphes, 
p. 57-66) la généralisation suivante de M. Picard, à savoir : 

Etant donnée une fonction méromorphe u=f(z), d'ordre p, 
il est impossible de trouver deux Jonctions entières ou méro
morphes 91(3) et 92(2) telles que la densité des zéros et des pôles 
des fonctions 

f(z) — vl(z) et / (O—«MO 

corresponde à un exposant de convergence inférieur à p. 
Si la densité des pâles de f(z) correspond à l'exposant de con

vergence p, il est impossible de trouver trois fonctions entières ou 
méromorphes d'ordre inférieur à p : 9* (s ) , y*(z), 93(2) telles que 
la densité des zéi os des fonctions 

/ ( O — ?i(*)i / ( * ) —Ti(*)ï / ( * ) — ?•(*) 

soit exceptionnelle (c'est-à-dire : corresponde à un exposant de 
convergence inférieur à p). 

Nous allons étendre aux algébroïdes multiformes cette nouvelle 
proposition. Soit 9(3) une fonction entière ou méromorphe d'ordre 
inférieur à p et remplaçons dans l'expression F(z, u) la variable u 
par 9(2). Nous démontrerons que la fonction F [s, 9(3)] ainsi 
obtenue doit, en général, avoir des zéros dont la densité corresponde 
à l'exposant de convergence p; dans le cas contraire, cette fonc
tion 9(3) sera appelée, des maintenant (pour abréger le langage), 
exceptionnelle. 

Si la fonction uniforme F [3, 9 (2) ] est d'ordre inférieur àp, la fonc
tion 9(3) sera évidemment exceptionnelle, puisqu'il en est de même 
de la densité de la fonction entière ou méromorphe F [s, 9(3)] (<). 

Ces fonctions exceptionnelles o(z) correspondent visiblement aux 
valeurs exceptionnelles formelles citées dans les numéros précédents; 
je conserverai pour elles le même mot '.formelles. 

(') D'une façon plus précise, nous dirons que la densité des zéros de la fonc
tion M — 9 ( s ) = a ( s ) — qp(s) est d'ordre p lorsque l'exposant de convergence de 
la suite des modules des zéros de la fonction uniforme (entière ou méromorphe, 
F[£, ? ( * ) ] est égal à p. 
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Soient 

(35) <pt(0, ¥ J ( 0 , .-•• <Pv(0 et <p0(O 

v- f - i fonctions entières ou méromorphes exceptionnelles non for
melles pour notre algèbroïde multiforme u=a(z). Supposons 
d'abord que les fonctions 

(36) F(* f f i ( * ) ] = / , ( * ) «••t3» (» = 0 , 1 , » , 3 , . . . , 0 

possèdent une densité exceptionnelle non seulement pour leurs zéros 
mais encore pour leurs pôles; alors les f o n c t i o n s / ( 3 ) seront entières 
ou méromorphes d'ordre inférieur à p, tandis que les exposants H^z) 
sont des fonctions entières d'ordre p. [Il est a peine utile de noter 
que les c o e f f i c i e n t s / ( 3 ) îeprésentent le quotient de deux produits 
canoniques de facteurs primeurs de Weierstrass.] 

Alors, nous n'avons qu'a appliquer toujours notre méthode d'éli
mination des A, (z ) entre les équations (36) pour arriver toujours à 
l'identité 

(37) 2 *tfl{z) e"llZ)= 8 ('" = o, 1, a, . . . , v), 

où les ô\ et à se déduisent des quantités qt et q si nous remplaçons 
dans les déterminants de Vandermonde les ut par les y,(z). 

Dès lors, les formules et les raisonnements ne changent pas essen
tiellement et l'application du théorème de M. Borel nous conduit 
toujours à l'impossibilité de l'identité (37 ) . 

THÉORÈME IV. — Soit u = a(z) une algèbroïde multiforme 
d'ordre p définie par l'équation 

F(z, u) = i*v-+- A,(z) W~i -h A%(z)u*-*-t-...-+- A v ( 0 = o, 

il est impossible de trouver 2v fonctions entières ou méromorphes 

(37') <p,(0 (« = I, 2, 3, . . . , 2V) 

telles que la densité dès zéros et des pôles de toutes les fondions 

(38) ¥(z, <p f(0] ( 1 = 1 , 2 , 3 , . : . , 2 v ) 

soit exceptionnelle (corresponde à un exposant de convergence 
inférieur à p). 
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En effet, d 'une part , d 'après la conclusion ci-dessus indiquée, le 

nombre des fonctions exceptionnelles 9 , (3) non formelles est au plus 

égal à v et, d 'autre part , le nombre des fonctions exceptionnelles for

melles ne saurait toujours dépasser la quanti té v — 1, puisque, dans 

le cas contraire, tous les coefficients A, (z ) seraient d 'ordre inférieur 

à p et il en serait de même de notre algèbroïde multiforme u = a ( 3 ) . 

Donc, le nombre total des fonctions exceptionnelles est au plus égal 

à v + v — 1 = 2 v — 1. 

Si la densité exceptionnelle existe seulement pour les zéros 

et non pas pour les pôles des (onctions (38 ) , alors les v - j - i fonctions 

exceptionnelles non formelles (^7 ' ) ne suffisent pas pour nous con

duire à une identité impossible moyennant le théorème de M. Borel : 

il nous en faudra encore une , mais nous nous réservons d 'examiner 

ce cas dans l 'article suivant. 

16. Les involutions exceptionnelles de M. Montel. — Dans u n 
Mémoire qui a paru après la rédaction de ce fascicule, M. P . Montel 
a in t rodui t la notion d' involutîon exceptionnelle qui généralise à un 
certain point de vue celle de valeur exceptionnelle. Nous résumerons 
rapidement ses résultats. 

Considérons l 'algébroide définie par l 'équation ( i 5 ) et soit une 

équat ion à coefficients constants 

(38') X0i*
v—Cv Xt u^-^-f-CUsw7-1-*-... + (— OvXv'=o 

dont les racines a, b, . . . , / sont distinctes ou non . Les branches U\ (z), 

u2(z), Uy,(z) de l 'algébroide sont dites en involution par rappor t aux 
racines de (38 ' ) lorsqu 'on a 

(39') 2(i i , (- i)-a)(i i , (0-ft) . . -(«v(*)-/)^o; 

la somme étant é tendue aux v! permutat ions des lettres a , 6, . . . , / et 

aux v! permutat ions de w,, w2, . . . , « v . E n expr imant cette condition 
au moyen des coefficients de (15) et de (38 ' ) on obtient . 

(4o') X0-f- 'kxAi(z) —.. . H - X V A V ( 0 = o. 

L'involution est dite exceptionnelle lorsque la combinaison linéaire 
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figurant dans le premier membre de ( 4 ( ) ) e s t exceptionnelle, c'est-
à-dire n'a qu'un nombre fini de zéros. Elle est exceptionnelle du 
premier type si ce premier membre est un polynôme, du second 
type dans le cas contraire. Une valeur exceptionnelle a est une invo-
lution exceptionnelle correspondant a l'équatiori (u — a)'= om, les 
valeurs exceptionnelles sont donc des involutions exceptionnelles 
dégénérées, h involutions exceptionnelles du premier type sont dis
tinctes si le tableau des coefficients des A ^ c ) dans les équations ( 4 ° ) 
correspondantes contient un déterminant non nul de degré // ; h' invo
lutions du second type sont distinctes si le tableau des v -\- i coeffi
cients des équations ( 4 ° ) contient un déterminant non nul de 
degré h!. 

Les raisonnements qui ont conduit au théorème I montrent qu'il y 
a au plus v — i involutions exceptionnelles distinctes du premier 
type et v du second type. On obtient donc ce théorème qui contient 
le théorème I. 

Le nombie total des involutions exceptionnelles distinctes est 
au plus égal à 2v — i [34 , 3 5 ] . 

Le nombre des valeurs exceptionnelles peut donc s'abaisser dans 
certains cas par suite de l'existence d'involutions exceptionnelles 
ordinaires. Mais il importe que ces involutions soient irréductibles 
(par combinaison) à des involutions dégénérées : par exemple, s'il 
existe v — i involutions distinctes du premier type, il existera v -— i 
valeurs exceptionnelles formelles en général distinctes. Il > a là une 
étude assez délicate qui reste a faire. On pourra de même chercher, 
comme nous le ferons pour les\aleurs exceptionnelles au Chapitre V, 
des cas d'abaissement du nombre des involutions exceptionnelles. 

11 est clair qu'on pourra aussi considérer des involutions excep^ 
tionnelles au sens de M. Borel , le nombre de ces involutions dis

tinctes est au plus égal à av — i ( ce qui complète le théorème III). 
Le nombre des involutions exceptionnelles distinctes reste inva

riant lorsqu'on effectue une substitution linéaire réversible à 
coefficients constants sur l e s A f ( s ) , M. Montel dit que les algébroïdes 
correspondantes sont de la même classe. 

Nous renverrons au Mémoire de M. Montel pour la définition de 
l'ordre d'une valeur exceptionnelle et pour l'extension des propriétés 
précédentes aux algébroïdes générales. 
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CHAPITKE IV. 

THEOREMES GÉNÉRAUX. 

Soit 
F ( u ) = uv -+- A, wv- l H- A 2 MV-2 -+-... -+- AV_| « + AV 

un polynôme entier en u de degré v, dont les coefficients A, sont des 
fonctions absolument quelconques d'une ou plusieurs variables ou 
des quantités quelconques de nature arbitraire. 

17. Envisageons v valeurs u^, u2, u {, . . . , u, distinctes de u, posons 

F ( a , ) = / i , F ( i * , ) = / , , . . . , F ( i i v )= / V , 

et remarquons que ce s> stème d'équations définit une correspondance 
biuniforme entre les coefficients A, d'une part et les quantités / 
d'autre part; il en resuite que toute identité entre les ft entraîne une 
identité correspondante entre les A, et inversement. 

Considérons maintenant v-f-i valeurs u0, uK, u2, . . . , wv de lti 
posons ' 

( 3 9 ) F ( I I I ) = / I (1 = 0 . 1 , 2 , 3 , . . . , v ) 

et éliminons les A, entre ces v -f-1 équations. Le résultat de L'élimi
nation sera 

l = V 

(40) 2 * . / . = Q, 
1 = 0 

les qt et Q étant toujours les déterminants connus rencontrés plusieurs 
fois. Supposons que cette relation (4o) se décompose (se déchire) en 
deux ou plusieurs ayant des termes appartenant à (4o) : par exemple, 

(40 2 ? * / * = o , 2 qji = °, 2 qif = o, . . . , 2 ^ / 1 = 0 1 

fc=0 |={JL+1 »r=/M + l / = p + l 

Ces égalités sont des identités par rapport aux variables dont 
dépendent l e s / mais non pas par rapport a u x / elles-mêmes, puisque 
les coefficients qt étant des déterminants de Vandermonde sont diffé
rents de zéro. Chacune de ces identités (4i) contenant au plus 
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v termes et, par conséquent, v au plus quantités / , entraînera, d'après 
la correspondance biuniforme signalée dans le numéro précédent [ 1 7 ] , 
une relation correspondante entre les At 

(4¾) ^ a,A, = <x, 
1 = 1 , 2 , ,V 

à coefficients constants a£ et a qui sera une identité, non pas en AM 

mais par rapport aux variables dont dépendent les A,; en effet, si les 
relations (4a) étaient des identités par rapport aux A,, il en serait de 
même des relations correspondantes ( 4 i ) , grâce à la correspondance 
biuniforme signalée dans le numéro précédent. 

Nous remarquons encore que l'une des relations ( 4 i ) est une con
séquence des autres et, par suite, l'une des relations linéaires entre 
les A, correspondantes aux ( 4 0 sera une conséquence des autres. 

Nous en concluons que la décomposition (déchirement) de l'iden
tité (4o) en d'autres (deux ou plusieuis) entraîne l'existence d'une au 
moins relation linéaire a coefficients constants entre les quantités A , / 
Nous avons donc le théorème suivant : 

THÉORÈME V. — Soit 

(43) F( u) = wv + At a
v -1 -+- A,wv-*-+-. . . 4 - Av_t u -4- Av 

un polynôme entier en u, dont les coefficients A, sont des fonctions 
quelconques d'une ou plusieurs variables, et soient u0, ut, u2, • • •? 

MVV + I valeurs distinctes quelconques de u. 

Le résultat de l'élimination des A, entre les équations 

(45) F ( « i ) = / i (* = 0, I, 2, . . , V) 

ne saurait se décomposer (se déchirer) en d'autres identités que 

dans le cas où il existe une au moins relation linéaire à coefficients 

constants entre les coefficients A, [31 ] et [ 3 2 ] . 

18. Considérons maintenant une valeur quelconque de u et posons 

(45) F ( w ) = / . 

Le résultat de l'élimination de A, entre l'équation (45) et 

(45') F ( t t , ) = / i (* = i , 2 . 3, . v , v ) 
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est 

(46) qf+ 2 ^ / ' = 0 ' 
1 = 1 , 2 , 1 , ,V 

où q est le déterminant 

q=\u\~x u\~l . . . ut i l (* = i, 2, 3, . . . , v). 

Si la valeur u est égale à une des valeurs données u{, u2, . . . , us, 
l'un des déterminants qt sera visiblement nul et, par conséquent, 
l'identité (46) sera déchirée. 

Si la valeur u considérée est distincte des valeurs données u^ 
l'identité ne saurait se déchirer que dans le cas où il existe une au 
moins relation linéaire à coefficients constants entre les A,. Si l'iden
tité (46 ) était décomposable pour v valeurs u\, u\, u\, . . . , uv dis
tinctes et différentes des valeurs données u,, cela entraînerait l'exis
tence de v relations linéaires à coefficients constants 

(47) aMAi4-a l 2A2-+-. . .4-a / vAv= a, (i = i, 2, 3, . . . , v). 

Si nous posons 

(48) F K ) = / , n > (1 = 1,2, 3 , . . . , v), 

l'une des identités auxquelles se décompose le résultat de l'élimina
tion des At entre les équations 

F ( « /
l ) = / î 1 ) et F ( i i I ) = / I (*' = i, a, 3 , . . . , 0 

contiendra nécessairement la quantité/J1* et, par conséquent, les rela
tions (47) peuvent être choisies de façon à correspondre (moyennant 
la correspondance biuniforme plus haut citée ) à un système de relations 
de la forme 

(48) ^ 7 , ^ + 2 ^ = ° ( 1 = 1 , 2 , 3 . . . . , 0 -

Or, nous avons une correspondance biuniforme d'une part entre 
les A t et l e s / et d'autre part entre les A, et f\u, il en résulte une cor
respondance biuniforme entre l e s / , e t / / 1 . Donc, si les relations (47) 
n'étaient pas distinctes, le système (47) aurait une infinité de solu
tions en A, et il en serait de même (à cause de la correspondance 
biuniforme) du système ( 4 8 ) , si nous y considérons l e s / / 1 comme 
inconnues; or, cela est visiblement absurde (comme il résulte d'ail
leurs de la correspondance biuniforme entre les f, et / ^ ) -
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Nous en concluons que les v relations (47) s o n t distinctes et 
donnent une seule valeur constante pour les A,-; si, donc, les A; ne 
sont pas toutes des constantes, il est impossible que l'identité ("46) 
soit décomposable pour plus de v — i valeurs de u différentes des Ui. 

Nous avons maintenant le droit d'appeler exceptionnelle toute 
valeur pour laquelle le résultat (46) d'élimination est décomposable 
et nous pouvons énoncer le théorème suivant : 

THÉORKML: VI. — Le résultat de l'élimination des coefficients AL 

entre l'équation (45) d les équations (45') ne saurait se décom
poser (se déchirer) dans l'hypothèse que les A,- ne sont pas toutes 
des constantes, pour plus dev — i valeurs de u distinctes des valeurs 
données u{, u2, u^, . .., u,. S'il existe de telles valeurs, elles seront 
appelées exceptionnelles. Le nombre total des valeurs exception
nelles est au plus égal à 2v — i , les valeurs ux, u2, u3, . . . , «v 

comprises [31 ] et [ 3 2 ] . 

Envisageons maintenant deux valeurs exceptionnelles u' et u") 
alors, il y aura deux au moins relations linéaires entre les A, à coeffi
cients constants, l'une L' correspondante à la [valeur u' et l'autre L" 
à la valeur u'. Nous n'avons, en effet, qu'à prendre pour U la relation 
qui résulte d'une identité ne contenant pas f =F(u') et comme L" 
la relation qui résulte d'une identité contenant / " = F(w") et expri
m a n t / 7 en fonction d e s / , , / 2 , J A, . . ., / v . 

Si, donc, il existe k relations linéaires entre les A, à coefficients 
constants, le nombre des valeurs exceptionnelles distinctes de a M 

Uo, . . . , wv se saurait dépasser la quantité /r, puisque à chaque valeur 
exceptionnelle correspond une relation entre les A, qui lui est propre 
(distincte des autres). Nous en concluons un nouveau théorème : 

THÉORÈME VIL — S'il existe k relations linéaires à coefficients 
constants entre les A-,, le nombre des valeurs exceptionnelles de u 
ne saurait dépasser la quantité k -f- v, les valeurs u , , u2l . . . , u 
(quisont évidemment exceptionnelles) étant comprises [ 31 ]et [ 3 2 ] 

V 

19. Les théorèmes ci-dessus indiqués sont susceptibles d'une gêné-» 
ralisation que nous allons exposer ici. 

Envisageons un ensemble (E) de quantités telles que toute fonction 
rationnelle d'éléments de (E) appartienne aussi à l'ensemble ( E ) j 
nous dirons alors que ces quantités constituent un corps. 
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Cela posé, revenons à notre expression 

F ( M ) = M v + A 1 ^ - 1 + A.2tt
v-, + . . . + Av . ,tt + Av 

et supposons que les valeurs données à u ne soient pas des constantes 
mais, d'une façon générale, des éléments d'un corps C, auquel n'ap
partient pas l'un au moins des coefficients A,; alors, tous les théo
rèmes du Chapitre actuel s'étendent, par la même méthode et les 
mêmes raisonnements, aux éléments de ce corps. C'est ainsi que nous 
avons les théorèmes : 

THÉOKCWE VIII. — Soient u{, u2, u2, . . . , u, vêlements d'un 
corps C, auquel /t'appartientpas l'un au moins des coefficients A«. 
Le résultat d%élimination des A, entre les équations 

F ( a ) = / et F ( i £ l ) = / I (1- = 1 , ^ , 3 , . . . , 0 

ne saurait se décomposer (se déchirer) pour plus de 2 v — 1 valeurs 
de u qui soient des éléments du corps C (les éléments u, compris). 
S'il existe de telles valeurs, elles seront appelées exceptionnelles. 

THHOHLME IX. — S'il existe ent/e les coefficients A, k 1 dations 
linéaires dont les coefficients appartiennent au corps C, le nombi e 
des éléments exceptionnels du corps C ne saurait dépasser la 
quantité k-+-v, les éléments u, étant compris [32] . 

Exemples particuliers. — Les deux théorèmes ci-dessus énoncés 
sont, par exemple, applicables lorsque le corps G coïncide avec le 
corps des fonctions rationnelles d'une ou de plusieurs variables, 
tandis que un au moins des coefficients A, est une fonction transcen
dante des mêmes variables, puisque, dans ce cas, l'un au moins des 
coefficients A, n'appartient pas au corps C. 

Pour la même raison, les mêmes théorèmes sont applicables lorsque 
le corps C coïncide avec le corps des nombres algébroïdes tandis que 
l'un au moins des coefficients A, est un nombre transcendant. 

Un autre exemple est celui où le corps G est l'ensemble des fonc
tions entières ou méromorphes d'ordre inférieur à p, tandis que l'un 
au moins des coefficients A, est une fonction entière ou méromorphe 
d'ordre p. 
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CHAPITRE V. 

APPLICATIONS DES THÉORÈMES GÉNÉRAUX. 

20. L'application des théorèmes très généraux du Chapitre précé
dent à l'extension aux algébroïdes multiformes des théorèmes de 
M. Picard et de ses généralisations permettra de préciser les théo
rèmes du Chapitre III par la détermination des cas où nous pouvons 
diminuer la borne supérieure du nombre total des valeurs exception
nelles. 

Revenons d'abord au théorème I du Chapitre III. Nous n'avons 
plus besoin de faire jouer un rôle particulier aux valeurs excep
tionnelles formelles; il nous suffit de nous rappeler que leur nombre 
est au plus égal à v— i, lorsque la fonction f/ = a(c) n'est pas 
algébrique. 

Considérons, en effet, v -f-1 valeurs exceptionnelles quelconques 
w0,- U\, u2, . . ., wv, ce qui nous donne les équations 

(49) F ( * , ul)=Pl(z)e»^ (« = o, i, 2, 3, . . . , v) , 

où certains exposants (dont le nombre sera au plus v — i) peuvent 
être des constantes. L'élimination des A,(z) entre ces équations (49) 
nous conduit toujours à l'identité (en z) 

(50) 2 * , P | ( * ) * I I , ' 5 , = a Q ' 

où les q, et Q sont toujours les déterminants bien connus et certains 
termes du premier membre (dont le nombre est au plus égal à v — i) 
peuvent être algébriques. 

Or, d'après le cas particulier signalé dans le n° 5" du Chapitre I 
(cas de possibilité des identités de M. Borel), l'identité (5o) sera 
déchirée en deux ou plusieurs autres et, par conséquent, d'après les 
théorèmes généraux du Chapitre précédent, la valeur u0 sera avec les 
autres uv, i^2, . . . , //, exceptionnelle dans le sens plus général du 
Chapitre I \ , ce qui entraînera une, au moins, relation linéaire à coef
ficients constants entre les A,{z). 

En appliquant donc tous les théorèmes du Chapitre IV à l'ex
tension aux algébroïdes multiformes* des théorèmes de M. Picard et 
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de ses généralisations, nous obtenons immédiatement de nouveaux 

théorèmes d'extension plus précis que ceux du Chapitre III, à savoir : 

THÉORÈME X (précisantles théorèmes I et 11). — Soit u =- a ( c ) une 

algèbroïde quelconque à v branches d'ordre fini p, définie par 

l'équation 

(5i) F(«, u) = MV-I-Ai(0«*v~!-t- A î(Oav-«-t-. • •-+- Av-i(z)u-h A v ( 0 = o. 

*S"/7 n'existe aucune relation linéaire à coefficients constants 

entrée les coefficients A,(z) Valgèbroïde u = a(z) prend, dans le 

domaine de l'infini, toutes les valeurs, sauf, peut-être, v -f- i au 

plus (l'infini compris), c'est-à-dire la borne supérieure du nombre 

des valeurs exceptionnelles est abaissée au lieu de 2v. 

S'il existe k relations linéaires distinctes à coefficients cons

tants entre les coefficients A , ( s ) , le nombre des valeurs exception

nelles est au plus égal à v + k, l'infini non compris. Cette préci

sion a été énoncée pour la première fois par M. Th. Varopoulos dans 

une communication insérée dans les Comptes rendus (ic)23) [ 3 1 ] 

et [32]. 

THÉORÈME XI (précisant le théorème III du Chapitre III). — S'il 

n'existe aucune relation linéaire 'à coefficients constants entre 

les A,(z), la densité des zéros de la fonction u = a ( s ) ne saurait 

être d'ordre inférieur à p pour plus de v -+- i valeurs de u, l'infini 

compris.-S'il existe k relations, le nombre des valeurs exception

nelles ne saurait dépasser k -4-v, C infini non compris. 

Abordons maintenant le problème de la précision du théorème IV 

(Chapitre III), en adoptant toujours la définition suivante : 

Soit 9 ( 2 ) une fonction entière ou méromorphe. Nous dirons que la 
densité des zéros ou des infinis de la fonction algèbroïde 

u — 9 ( O = a ( 0 — 9 ( 2 ) 

est d'ordre px lorsqu'il en est de même de la densité-des zéros-ou des 

pôles de la fonction entière ou méromorphe 

F[«>?(01 = [9(^)Jv- | + AJ(2)[cp(01v-1 + . . . ^ A v _ 1 ( a ) ? ( « ) + \ v ( ^ ) . 

Nous n'avons maintenant qu'à appliquer les théorèmes géné

raux VIII et I X du Chapitre précédent à la méthode qui nous a con-
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duit à démontrer le théorème IV du Chapitre III pour le préciser et 
aboutir au théorème suivant : 

THÉORÈME XII (précisant le théorème IV du Chapitre III). — 
Soit u = a(z) une algèbroïde transcendante multiforme d'ordre p, 
définie par l'équation 

F(«, u) = u,' + A1(2)a ,'-1+A,(3)av- î + . . . + Av-1(»M + Av(«). 

S'il n'existe entre les A,(z) aucune relation linéaire dont les coef
ficients sont des fonctions entières méromorphes d'ordre inférieur 
à p, il est impossible de trouver v -f-1 fonctions entières ou méro
morphes 

<?i(*) (i = ii 2, 3, „ . . , v-+-i) 

telle que la densité des zéros et des infinis de toutes les fonctions 

u — yl(z) = a(z) — yl(z) (i = i, 2, 3, . . . , v -h i) 

soit d'ordre inférieur à p. 
S'il existe entre les At(z) k relations linéaires distinctes dont 

les coefficients sont desfonctions entières ou méromorphes d'ordre 
inférieur à p, le nombre des fonctions exceptionnelles y(z) ci-dessus 
définies [telles que la densité des zéios et des infinis de u — 9(-2) 
soit d'ordre inférieur à p] ne saurait dépasser la quantité Ar-4-v 
| 3 1 ] e t [ 3 2 ] . 

11 est clair que, pour la démonstration de ce théorème, nous avons 
appliqué les théorèmes XIII et IX en prenant comme corps C le 
corps constitué par l'ensemble des fonctions entières ou méromorphes 
d'ordre inférieur à p. Il est à peine utile de remarquer que l'utilisation 
du corps constitué par l'ensemble des fonctions rationnelles nous 
aurait conduit à un théorème particulier évident qui est un cas de 
celui que nous venons d'énoncer. 

Nous remarquons aussi que, pour la même démonstration, nous 
faisons usage de la proposition d'après laquelle toute expression 
rationnelle des fonctions entières ou méromorphes d'ordre inférieur 
à p nous donne une fonction entière ou méromorphe qui est aussi 
d'ordre inférieur à p. 

21 . Nous avons maintenant tous les moyens nécessaires pour 
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établir une nouvelle généralisation importante du théorème de 
M. Picard par l'extension aux algébroïdes multiformes de la proposi
tion de M, Borel que nous avons indiquée dans le n° 15 du Cha
pitre III. 

Dans l'équation F(z, u) = o qui définit notre algèbroïde u = a (s) 
chassons les dénominateurs et mettons-la sous la forme 

(4i) * (* , u) = E0(z)u"-h E , ( O M V - ! 

- * - E l ( « ) i i v - * - f - . . . H - E v - i ( * ) a - + - E , ( * ) = o i 

où tous les coefficients E , ( s ) sont maintenant des fonctions entières 
(et non méromorphes). Nous adopterons toujours la définition que, 
étant donnée une fonction 9 ( 2 ) entière ou méromorphe, nous dirons 
que la densité des zéros de l'algébroide 

M — cp(0 = a ( 0 — ? ( 0 

est d'ordre pi lorsqu'il en est de même de la fonction méro

morphe ¢ [ ^ , 9 ( 3 ) ] . 
11 est bien entendu que l'on suppose que les coefficients E; (*) 

sont supposés, sans diminuer la généralité de la question, premiers) 
entre eux, c'est-à-dire qu'ils n'aient pas des zéros communs. 

Nous appelons toujours ordre le plus grand des ordres des coeffi
cients TL0(z), E , ( 0 , E 2 ( s ) , . . . , E v ( s ) : supposons que notre algè
broïde u = a ( 3 ) soit d'ordre p. 

Nous démontrerons que toute fonction o(z) entière ou méromorphe 
d'ordre inférieur à p et telle que la densité des zéros de la fonc
tion u — 9 ( 2 ) soit d'ordre inférieur à p doit être considérée comme 
exceptionnelle. 

Les fonctions o(z) d'ordre inférieur à p qui sont telles que la fonc
tion ®[z, o ( 0 ] soit d'ordre inférieur à p sont évidemment exception
nelles et seront toujours appelées formelles; leur nombre est tou
jours au plus égal à v— 1, puisque, dans le cas contraire, tous les 
coefficients 

, - . Ei(g) E,(Q E 8(Q Ey(Q 
K } E 0 ( 0 ' E , ( o ' E o ( 0 ' " ' E0(O 

seraient d'ordre inférieur à p, ce qui est contraire à notre nypothèse. 

En effet, si nous avions v fonctions 91 (2 ) , ?»(*)» • - •? 9r(z) 
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exceptionnelles formelles, nous aurions les v équations 

* [ * . ? « ( * ) ] = / « ( * ) (1 = 1 , 2 , 3 , . . . , 0 , 

où les f,(z) sont des fonctions entières ou méromorphes d 'ordre infé

r ieur a p, et la résolution de ce système par rapport aux coeffi

cients ~^.— donnerai t évidemment des fonctions d 'ordre inférieur à o. 
E0(z) > m 

Considérons mointenant une autre fonction exceptionnelle u = y(z) 

non formelle; alors, la densité des zéros de la fonction F[z, 9 ( ^ ) ] 
sera d 'ordre inférieur à p; mais il en sera de même de la densité des 
pôles de <b[z, y(z)], puisque cette fonction, lorsqu'elle est méro
morphe , ne peut avoir comme dénominateur qu 'une puissance du 
dénominateur de la fonction o ( c ) . 11 en resuite que la densité des 
pôles de la fonction <b[z, o(z)] ne saurait être d 'ordre supérieur à 
celui des pôles de la fonction 9 ( 2 ) qui est d 'ordre inférieur à p. Nous 
aurons donc 

* [*»?(* ) ] = / ( ^ 1 1 1 ^ . 

où la fonction f(z) sera méromorphe ou entière d 'ordre inférieur à p 

(quot ient de deux produi ts canoniques de Weiers t rass d 'ordre infé

r ieur à p). 

Cela posé, supposons qu'il existe v-f-2 fonctions exceptionnelles 

non formelles ( intr insèques) 90( z), 91 (z), y2(z), . . . , 9v(s)> 9v+i(*)* 

Nous aurons alors les équations 

(52) * [ * , ^ ( 0 1 = / 1 ( - 0 ^ 1 ^ (« = o , i , 2, 3, . . . , v , v-t- i) 

et l 'él imination entre elles des v -+-1 coefficients IL0(z), l£t(z), . . . , 

E».(^) nous conduit à l ' identité 

(53) 2 ?-/-<*) eB'w=°. 
1 = 0 , 1 , 1 , 3 , . ,V H- I 

où les <7(sont toujours des déterminants de Vandermonde d'ordre v^H-1 

9' = 

?r 

©V m V - î 

r/+i 

« V - î 
TO 

©V—2 
T « - l 

©v—| 
Tv+1 

©v—1 

90 

9/+t 

fv-M 
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L'identité (53) n'est possible que dans les deux cas suivants : 

a!. La différence de deux exposants quelconques H4(s) est un 
polynôme de degré inférieur à p; dans ce cas, le rapport de deux 
termes quelconques de (53) est d'ordre inférieur à p, et, par consé
quent, tous les seconds membres des équations (52) peuvent se 
mettre sous la forme 

Q,(0*1Io(*\ 

où les Qt(z) sont des fonctions entières ou méromorphes d'ordre 
inférieur à p. Dès lors, la résolution du système 

* [ * , »i(*)] = Qi(*)en'w (2 = 0 , 1 , 2 , 3, . . . , v) 

par rapport aux coefficients Eo(-s), E, (z), E2(z), . . . , E v(s) montre 
que tous les Ft(z) seront de la forme 

E,(0 = R,(0 «»•<*>, 

où les R t(-0 sont des fonctions entières ou méromorphes d'ordre 
inférieur à p. Or, cela est absurde, puisque, en divisant par eIIo(z) les 
membres de l'équation 

* ( * , H ) = O, 

nous voyons que l'algébroïde donnée coïncide avec l'algébroïde 
définie par l'équation 

R 0 ( » ) a v + R1(a?jav-1-r- R t ( 0 "*-*-+-.. .-*- R V - ^ O K -+- R v ) 0 = o 

qui est d'ordre inférieur à p, puisqu'il en est de même des coeffi
cients R, (z). Ce cas est donc inadmissible. 

(3'. L'identité (53) se décompose en d'autres; dans ce cas, nous 
n'avons pas besoin d'exclure les fonctions exceptionnelles formelles 
et, par conséquent, les v-f-2 fonctions exceptionnelles, que nous 
considérons, sont quelconques (formelles ou intrinsèques). 

Or, il est clair que toute la théorie du Chapitre précédent s'étend 
à l'expression de forme plus générale 

<p(s, u) = Eoi^H-EjU* i -r -E 2 a v »-+-.. . -h E ^ u -f- Ev, 

pourvu que le nombre des valeurs données à u (où des éléments du 
corps C attribués à u ) soit v + 2 au lieu de v 4- i. 

Le résultat de l'élimination aura toujours les mêmes propriétés 
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avec la seule différence que les nombres 2v et v -h k seront augmen
tés d'ine unité, remplacés respectivement par av -f- i et v -f- i -\- k\ 
cela lient à ce que le nombre des quantités à éliminer est maintenant 
égal av + i au lieu de v. 

Le nombre K des relations linéaires, entre les E#, à coefficients 
appartenant au corps C, est encore au plus égal à v, parce que ces 
relations entre les E, seront homogènes et, par conséquent, si nous 
avions v telles relations distinctes entre les E,, elles, résolues par 
rapport aux v quantités 

E} CL 2 E3 Ey 
' ï?~ ' W ' * ' 1?" ' 

nous auraient donné des éléments du corps C. Or, ceci est contradic
toire à notre hypothèse que l'une au moins de ces quantités n'appar
tient pas au corps C. 

Le corps C, que nous envisageons ici, est constitué de toutes les 
fonctions entières ou méromorphes d'ordre inférieur a p. Les consi
dérations ci-dessus indiquées nous conduisent à la conclusion que les 
éléments 90 , 9 , , 92, 93, . . . , 9 , ^ du corps C sont des fonctions excep
tionnelles relativement au théorème général concernant la décompo
sition de la relation ( 5 3 ) , et, d'après le même théorème, le nombre 
des éléments du corps C exceptionnels et distincts des o,(z), ®z(z), 
93(,3), . . . , 9 V + 1 ( 0 ne saurait dépasser la quantité K qui désigne le 
nombre des relations linéaires et homogènes à coefficients appartenant 
au corps C entre les fonctions E , ( z ) . 

Nous avons donc obtenu le théorème suivant : 

THÉORÈME XIII. — Soit u = a(z) une fonction algèbroïde quel
conque d'ordre fini p à v branches, définie par l'équation 

F(*, M) = E0(Owv-f- Et(z)u'-l-+- E ] ( 2 ) M ' - ' + . . . + E H W M + E V ( 0 = O, 

il est impossible de trouver 2V-+-1 fonctions entières ou méro

morphes 
<?z(0 (* = I | 2» 3 , . . . , 2V-+-I ) 

telles que la densité deszéios de toutes les fonctions 

F [ * , TiCOI ' (« = i» 2, 3, . . . , AV + I) 

soit d*ordre inférieur à p. 
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S'il existe de telles fonctions y,(z), elles seront appelées excep
tionnelles. Leur nombre, d'une façon plus précise, ne saurait 
jamais dépasser la quantité v -f- i + k, où k désigne le nombre 
des relations, entre les E^s) , linéaires et homogènes dont les 
coej/icients sont des fonctions entièi es ou méromorphes d'ordre 
inférieur à p. 

CHAPITRE VI. 

THÉORÈMES ANALOGUES DE Lt THÉORIE DES NOMBRES. 

22. Le théorème d'Hermite-Lindemann. — Nous allons, dans ce 
Chapitre, appliquer les idées les méthodes et quelques théorèmes des 
Chapitres précédents a la théorie des nombres pour établir des résul
tats analogues a ceux de la théorie des fonctions. 

On doit à Hermile (Comptes tendus, t. 77, 1873) une célèbre 
méthode pour établir la transeend mee de quelques nombres impor
tants en Analyse; ainsi Hermite a démontré la transcendance du 
nombre e et le mathématicien Lindemann, s'inspirant par le pro
cédé suivi par Hermite, a établi la transcendance du nombre TT 
(Mathematische Annalen, vol, 20, 1882, p. 21 3). Les démonstra
tions de ces deux géomètres ont été simplifiées par M. David Hilbert 
(Gottinger Nachrichten, i8g3). 

M. Lindemann a, à cette occasion, établi un théorème d'une 
grande importance, à savoir : 

Si les, nombres a,, a2, ..., av, A,, A2, . . . , Av sont algébriques^ 
l'égalité 

( 1 ) Ai c*n- A2 e
a - h . . . -4- Av c*v = o 

entraîne la nullité de tous les coefficients At. 

Ce théorème présente une analogie visible avec le théorème de 
M. Borel, qui nous a servi de base pour l'extension aux algébroïdes 
multiformes du théorème de M. Picard et de ses généralisations. 
Cette analogie suggère l'idée que le théorème ci-dessus indiqué 
d'Hermite-Lindemann joue dans la théorie des nombres un rôle 
analogue a celui du théorème de M. Borel dans la théorie des fonc
tions. 
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Envisageons un polynôme P(w) 

( 2 ) P(i«) = ï*v-^YiMv-1-r-Y2My- î-H...-+-Tv-iM-HYv, 

où les coefficients y, ne sont pas tous des nombres algébriques et une 
équation de la forme 

(3 ) P ( i i ) = Ac«, 

les nombres A et a étant algébriques. Le second membre de cette 
équation sera, conformément au théorème de M. Lindemann, un 
nombre transcendant lorsque l'exposant a n'est pas nul. 

Nous démontrerons que les racines de l'équation (3) sont, en 
général, des nombres transcendants et qu'une telle équation admet
tant des racines algébriques doit être regardée comme exception
nelle. 

Je commence par remarquer que le polynôme P(w) ne saurait 
être un nombre algébrique pour plus de v — i valeurs algébriques 
de u. Supposons, en effet, qu'il existe v nombres algébriques 
uK, u2, Um, . . . , «v tels que les nombres 

(4) p(ul) = Al (* = i, 2, 3, . . . , O 

soient algébriques A,; alors, la résolution de ces équations (4) par 
rapport aux coefficients y,, y2, .. , yv donnerait pour eux des valeurs 
algébriques, ce qui est en contradiction à l'hypothèse que l'un au 
moins des coefficients y, est transcendant. S'il existe de telles valeurs 
de u, elles sont visiblement exceptionnelles et correspondent aux 
valeurs formelles des Chapitres précédents. 

Envisageons maintenant les v aleurs algébriques de u pour lesquelles 
le polynôme P ( M ) est un nombre transcendant de la forme Ae%, où 
les nombres A et a sont algébriques. Supposons qu'il en existe v-f-i 
telles valeurs u0, U\, (/*, Ui, . . . , MV distinctes de u] alors nous 
aurons les égalités. 

(5) P ( « i ) = A,c«. (*' = o, i, 2, 3, . . . , v) , 

où les A, et a, sont des nombres algébriques et les exposants a, sont 
tous différents de zéro. L'élimination des coefficients y, entre lesv-f-i 
équations (5) nous conduit à l'égalité 

( 6 ) q0A0 <?*•-+- <7i Ai e*i-4- qt A* «*«-+-.. .-¥• grvAv e*»= q, 
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où les q, etq sont les déterminants de Vandermonde rencontrés dans 
les Chapitres précédents, et comme les exposants a, sont différents 
de zéro, l'égalité (6) est bien de la forme du théorème d'Hermite-
Lindemann. Il faut cependant remarquer que les exposants OL, ne sont 
pas nécessairement différents entre eux et il peut arriver que certains 
d'entre eux soient égaux; dans ce cas, il y aura des réductions dans 
le premier membre de (6), les réductions peuvent être telles que 
aucun des coefficients primitifs q, reste intact: mais quelles que 
soient ces réductions, le seul terme algébrique, qui constitue le 
second membre de (i i) , ne subira aucune réduction et restera intact. 

Après toutes les réductions possibles, notre égalité (6) prendra la 
forme stricte exigée par le théorème de Lindemann 

(;) ai ea?.-f- a, ea^-h.. . -ua^e*?^ q, 

où les exposants ap, sont distincts (différents entre eux) et les coeffi
cients a, sont toujours des nombres algébriques; les coefficients a, 
peuvent être nuls mais le second membre q est sûrement différent de 
zéro et, par conséquent, d'après le théorème de Lindemann, l'éga
lité (7) est impossible. Nous en concluons le théorème suivant : 

THÉORKME XIV. — Soit 

P ( u ) = u * -+• YI uv-» •+- Y2V' ~2 •+• • • • -+- Y v - i u + Yv 

un polynôme entier de degré v dont les coefficients y, ne sont pas 
tous algébriques (un au moins est transcendant). S'il existe des 
valeurs algébriques de u pour lesquelles P(u) est un nombre 
transcendant de la forme Aea , où les A et a sont algébriques, 
elles doivent être considérées comme exceptionnelles, puisque leur 
nombre ne saurait jamais dépasser la quantité v. 

Le nombre total des valeurs algébriques de u pour lesquelles 
V(u) est algébrique ou transcendant de la forme Aea est au plus 
égal à la quantité 2v — 1 [ 16]. 

Ce théorème est visiblement semblable à l'extension aux algé
broïdes multiformes du théorème de M. Picard et de ses généralisa
tions. 

23. Généralisation du théorème précédent. — Le théorème ci-dessus 
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énoncé s'étend facilement aux valeurs de u pour lesquelles le 
nombre P(u) est plus généralement de la forme 

P U ) = A, e** •+- \ , e** +- \3e*2 -+-...-+- V„ *>««, 

les nombres A, et a, toujours algébriques et les exposants a, étant 
tous différents de zéro. 

En effet, l'élimination des y, entre les équations 

(rO P(«i) = A,ie*.. -4- A„«*.. -+-... -AW|e«.-, 

nous conduira a l'égalité 

(7') 2L ?'(A" e<x , ,H" A « e *" -+-•••+ Ai,, C*<»,) = q, 
t = 0 , 1 , », 3 , , , v 

dans laquelle, quelles que soient les réductions qui peuvent s'effec
tuer dans le premier membre (entre les termes qui ont le même 
exposant) le seul ternie algébrique, qui restera invariable, sera le 
second membre q, qui n'est jamais nul. Donc, d'après le théorème 
d'Hermite-Lindemann, cette égalité (7) est impossible et nous obte
nons la généralisation suivante du théorème précédent : 

THÉORLME XV. — Les valeurs algébriques de u pour lesquelles 
le nombre l*(u) est de la jor me 

P ( u ) = V, e** -+- A2 ea* -h A3 e** •+- . . . H- An ea«, 

où les A, et oc, sont algébriques, doivent être considérées comme 
exceptionnelles, puisque leur nombie total ne saurait jamais 
dépasser la quantité av — 1, les valeurs formelles comprises [16]. 

Nous avons ici la borne supérieure ?v — 1 au lieu de 2v, que nous 
avions dans la théorie des fonctions, parce que la valeur infini n'a 
pas a intervenir dans la théorie des nombres. 

Ce théorème comprend le précèdent comme cas particulier corres
pondant a n = 1. Les valeurs exceptionnelles formelles correspondent 
au cas où tous les exposants y,, sont nuls. 

Nous pouvons résumer les deux théorèmes XIV et X \ en disant 
qu'un nombre algébrique ux doit être considéré comme excep
tionnel lorsque l'on a 

P(Ui) = Ai e a » + A î c x t + 1 1 . + A<e*» 
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quel que soit l'indice n, où les A, sont algébriques et les expo
sants <x aussi algébriques ou bien tous différents de zéro ou bien 
tous nuls ( 16). 

Le théorème XV nous permet de conclure qu'il faut considérer 
comme exceptionnelle toute valeur algébrique de u pour laquelle le 
nombre P(w) soit de la forme : sina ou cosa, a étant un nombre 
algébrique. 

24. Précision du maximum du nombre des valeurs exceptionnelles. 
— Nous pouvons préciser le maximum du nombre des valeurs excep
tionnelles relatives aux deux théorèmes XIV et XV en appliquant les 
théorèmes généraux du Chapitre IV a la théorie des nombres. 

Pour réaliser cette application nous n'avons qu'a prendre comme 
corps C le corps constitue par tous les nombres algébriques; alors, 
un au moins des coefficients y, du polynôme P (« ) n'appartient pas à 
à ce corps C et l'application en question se fera immédiatement, 
parce qu'il est a peine utile d'ajouter que, dans la théorie du Cha
pitre IV, les coefficients du polynôme P ( M ) ne doivent pas être 
nécessairement des fonctions : ils peuvent être des quantités quel
conques dont l'une au moins ne soit pas un élément du corps. Nous 
avons donc le théorème suivant : 

THÉORÈME XVI [31] et [32]. — Le nombre des valeurs excep
tionnelles relatives aux théorèmes XIV et W ne saurait jamais 
dépasser la quantité v dans le cas où il n'existe pas entre les 
coefficients yt de P(w) des relations linéaires à coefficients algé
briques. S'il existe A telles relations, le nombre des valeurs 
exceptionnelles ne saurait dépasser la quantité k -f- v. 

Nous devons seulement donner quelques explications pour la pré
cision du théorème XV, puisqu'il ne correspond à aucun des théo
rèmes de la théorie des fonctions jusqu'ici exposés. 

Envisageons v-f-i valeurs exceptionnelles algébriques u0, ut, u2j 

w3, . . . , wv quelconques formelles ou non, c'est-a-dire telles que les 
nombres P(«/) soient ou bien algébriques ou bien transcendants de 
la forme 

Ai e*»H- A* e** + ... -1- An e*« (at ^ . x j ^ <x3^.. .^ an^ o)f 
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où les coefficients A,- et les exposants a, sont tous algébriques. 
Nous avons plus haut démontré l'impossibilité de l'égalité (7 ') , 

qui est le résultat de #l'élimination des yt entre les équations (6'), 
dans le cas où aucune des exceptionnelles u, n'est formelle. Donc, 
le cas qui nous intéresse ici est celui où les exceptionnelles non for
melles ne sont pas exclues et, comme le nombre des exceptionnelles 
non formelles est au plus égal à v (cela est démontré), il en résulte 
que, parmi les exceptionnelles considérées u,-(i = 0, 1, 2 . . . , v), l'une 
au moins est formelle (c'est-à-dire telle que le nombre f(u) soit 
algébrique). 

Nous en concluons que dans le premier membre de l'égalité (7') il 
y a au moins un terme P(" , ) qui est algébrique; et ces termes algé
briques ne peuvent se réduire qu'entre eux et le second membre q et, 
par conséquent, la somme des termes algébriques (le second 
membre compris) sera nul séparément et la somme des termes 
cendants nulle séparément. Nous remarquons ici que la 
parmi les termes transcendants sera faite entre les terme 
qjAije*'' de diverses parenthèses, parce que les termes par/uu 
même parenthèse sont irréductibles. 

Nous en déduisons que, grâce à l'intervention des exceplHro 
formelles, l'égalité (7') sera déchirée (dans le sens indiqiiéVWki 
chapitres précédents) et, par conséquent, l'application des théW 
généraux du Chapitre IV nous conduit au théorème XVI. 

25. Nouvelle généralisation du théorème de M. Picard et de son 
extension aux algébroïdes multiformes. — Nous pouvons établir, 
pour la théorie des fonctions, un théorème analogue au théorème XV, 
qui donnera une nouvelle généralisation du théorème de M. Picard 
et de son extension aux algébroïdes multiformes. 

Soit u = G(z) une fonction entière et supposons, pour fixer les 
idées, qu'elle soit d'ordre fini p. Toute valeur de u pour laquelle nous 
avons 

G ( 0 — " = / i ( 0 eH«^-H/2(0 e"*<*>-+-/»(*) e***) •+-...+fn(z) ê"»^, 

où les coefficients/(s) sont des fonctions entières d'ordre inférieur 
à p et les exposants des polynômes de degré p, doit être considérée 
comme exceptionnelle quel que soit l'indice n. Si, en effet, il y avait 
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deux telles valeurs */, et «2 , nous aurions 

G(0-Wl= 2 /"cll,,|S(> G(0 —«̂ = 2 / ^ ^ -
I = I , Î , - Î , 

et l'élimination de G(z) entre ces deux équations nous donnerait le 
résultat 

ui— Ui= ^ / „ cHi. *) — ^ / ^ en,.»*). 
Jrzl 2 ,n , * = l , 8 , ,"s 

Ou cette égalité est impossible, d'après le théorème de M. Borel, 
puisque les termes du second membre peuvent subir des réductions 
quelconques entre eux mais sans pouvoir jamais donner, après toutes 
les réductions, des termes d'ordre inférieur a p et non nuls. On en 
déduit le théorème suivant : 

THÉORLVIE XVI. — Soit une fonction entière u = G(z) supposéey 

pour fixer les idées, d'ordre fini p. Il est impossible d'avoir deux 
valeurs finies de u pour lesquelles la fonction G(z) — u soit de la 
forme 

G(0 — " = /1 ( O e" l ( 3 )+/(*) e'Il(5) + A ( 0 *^^ 

où les coefficients f, (z) sont des fonctions entières d'ordre injè-
rieur à p et les exposants des polynômes tous de degré égal à p et 
l'indice n quelconque. 11 y a là un nouveau cas d'exception qui est 
unique et qui ne concerne pas la densité des zéros, puisque, dans le 
cas où n > i , l'expression 

supposée irréductible [c'est-à-dire la différence de deux expo-*-
sants H,(^) est toujours du même degré p] ne saurait être égale à 
une fonction dont la densité de zéro soit d'ordre inférieur à p. En' 
effet, s'il n'était pas ainsi, on aurait une identité telle que 

(8) fx(z)e^)^Mz)e^)^...^fn(z)e^n(z)==f{z)eH{z)i 

oùf(z) désigne une fonction entière d'ordre inférieur a p. Nous dis-*-
tinguons deux cas : ou bien aucune réduction n'est possible parmi les 
termes de l'identité ( 8 ) , ce qui, d'après le théorème de M. Borel, 



EXTENSION DU THÉORÈME DE M. PICARD ET DE SES GÉNÉRALISATIONS. 53 

entraîne les égalités 

/ i ( 0 = / 2 ( 0 = . . . = /»(*; = / ( 0 = °> 

contradictoires à l'hypothèse n > i; 
Ou bien le terme f(z)eh{z] peut se réduire avec un terme du pre

mier membre, par exemple avec / , (z)elll(^: alors, il ne saurait se 
réduire avec un autre, parce que le premier membre de (8) est 
supposé irréductible. Nous aurons donc 

H ( o - H , ( O = P C 0 , 

V(z) étant un polynôme de degré inférieur à p. On en déduirait 

(9) [f(z)-/(z)e^]e^z)^f2(z)e^=)^^.^fn(z)eUn^==0. 

Aucune réduction n'étant plus possible, cette dernière identité 
entraînerait, d'après le théorème de M. Borel, les égalités 

/ 2 ( 0 = / 2 ( 0 = / ( 0 = . . - = / / 1 ( 0 = 0, / ( 0 = / ( 0 ^ ^ , 

ce qui est en contradiction avec notre hypothèse que le nombre des 
termes distincts de l'expression 

'.(») 2/«<o «•' 
est au moins égal à deux (2). 

Nous avons donc, dans le cas de n > 1, un fait contraire à celui 
qui caractérise le cas d'exception usuel de M. Picard. 

Si u0 est valeur exceptionnelle dans le sens nouveau corres* 
pondant à /i > 1, la densité des points du plan z, où la fonction 
G (z) prend cette valeur u0 est toujours (sûrement) d'ordre p. 

Revenons maintenant a l'algébroïde u = a(s) multiforme d'ordrep 
et à v branches définie par l'équation 

F(z, u) = tt,'+Al(2)ttv-i+A,(«)av •* + . . , + A V - , ( Î ) « -4- A v ( 0 = o, 

et supposons qu'il existe v -|- 1 valeurs finies M0, M,, u2y . . . , UV* de U 
telles que l'on ait 

(9) F ( J , u,) = / ^ 0 ^ ^ + / ^ ( 0 ^ ^ + / ^ ) ^ ^ ^ 
(1 = 0 , 1 , a, . . . . v), 
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où tous les exposants sont des polynômes de degré p tandis que les 
coe f f i c i ents / y ( z ) sont tous des fonctions entières d'ordre inférieur 
à p. Alors, l'élimination de A,(z) entre les v -+-1 équations (9 ) nous 
donnera l'identité 

0°) 2 ?'[-MO *II,|(1Ï +/««^)«n»(,, + . • .+/n».(*) «"".<»>] = ?> 
Z = 0 , 1 , 2 , . , . V 

où les q, et q sont toujours les déterminants de Vandermonde des 
chapitres précédents, et nous n'avons qu'à répéter les raisonnements 
faits plus haut dans la démonstration du théorème analogue de la 
théorie des nombres pour arriver à la conclusion que le second 
membre q restera invariable et constituera le seul terme d'ordre 
inférieur ap dans la foi me définitive que prendra l'identité (10) après 
toutes les réductions possibles qui peuvent avoir lieu entre les termes 
partiels du premier membre et, par conséquent, l'identité est, 
d'après le théorème de M. Borel, impossible. Nous avons donc : 

THÉORÈME XVII. — Les valeurs de u pour lesquelles l'expres
sion ¥(z, u) est de la forme 

V(z,u)=Mz)e***)+Mz)eW) + ...+fn(s)e*^\ 

où tous les exposants sont de degré p, tandis que les coefficients 
sont des fonctions entières d'o/dre inférieur à p, sont exception
nelles quel que S9it l'indice n, et le nombre de ces valeurs excep
tionnelles ne saurait jamais dépasser la quantité v, qui est le 
nombre des branches de l'algébroïde u = SL(Z) considérée [ 1 6 ] . 

Il est facile, par la même méthode toujours, de démontrer qu'il 
faut, dans des cas très généraux, considérer aussi comme exception
nelles les valeurs de u pour lesquelles l'on ait 

( u ) F(a, u)=f(z)^fi(z)e^ + Mz)e"^ + ...+-fn(z)e*nW, 

où tous les exposants' H, (3 ) sont des polynômes de degré p et les 
coefficients f(z) etf,(z) sont des fonctions entières d'ordre inférieur 
à p. Il en est, bien entendu, de même de la théorie des nombres. Il 
est à peine utile d'ajouter que tous ces cas d'exception ne se présentent 
que lorsque l'ordre p est un nombre entier. 
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CHAPITRE VII. 

EXTENSION DU THÉORÈME DE M. PICARD A UNE CLASSE DE FONCTIONS 

AYANT UNE INFINITÉ DE RRANCHES. 

26. Considérons l'équation 

(12) F(s , u)= A0(O + A J ( O M + Aj(Oa*H-,. . 

+ A V - | ( 2 ) t t v _ 1 + « v + 3 C p ( 3 , U) =^0, 

où les A,(z) sont des fonctions entières dont une au moins est 
d'ordre p, les autres étant d'ordre égal ou inférieur à p et cp(-s, u) 
désigne une fonction ayant les propriétés suivantes : 

i° Elle est une fonction entière de z, pour toute valeur finie de a, 
d'ordre inférieur à p; 

20 Elle est, pour toute valeur de z, une fonction quelconque de u 
(uniforme pour fixer les idées) soumise à la seule îestriction qu'elle 
assure l'existence d'une fonction u = w(z) définie moyennant l'équa
tion (12) . Si y(z, u) n'est un polynôme (ou fonction rationnelle) 
en u, la fonction multiforme u — w(z) aura, en général, une infinité 
de branches; 

3° v(z, u) ne devient infinie pour aucun système de valeurs de z 
et u. Nous appellerons toujours valeur exceptionnelle formelle toute 
valeur de u pour laquelle la fonction F ( c , u) est d'ordre inférieur 
à p; leur nombre sera toujours au plus égal à v — i. 

Excluons pour le moment ces valeurs exceptionnelles et supposons 
qu'il existe v -f-1 autres exceptionnelles u0, U\, u2y u%, . .., i/v; alors, 
notre méthode d'élimination nous conduira à l'identité 

00 2 ^/- (0^ 
1 = 0 , 1 , 2 , » , . ,V 

= q -+- z[q0®(z, a0) + <?i *(z. M, ) + y*y(z ,Mt)-•-.. .-f-ov ?(«, «*v)l 

qui entraîne, d'après le théorème de M. Borel, la nullité du second 
membre, qui ne peut pas se réduire avec les termes du premier qui 
sont tous d'ordre p (à cause de l'exclusion des valeurs exceptionnelles 
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formelles). Or, le second membre de (12) ne saurait être identique
ment nul, puisque pour z = o il prend la valeur q qui est différente 
de zéro (déterminant de Vandermonde), et, par conséquent, l'iden
tité ( i 3 ) est impossible. 

Remarquons que le même résultat subsiste si le terme zo(z, u) se 
remplace par une fonction quelconque ®(z, u) admettant au moins 
une racine z = a indépendante de u et ayant toutes les propriétés 
plue haut indiquées. Nous avons, donc, le théorème suivant : 

THLOREMC XV11I. — Soit u = w(z) une /onction définie par 
l'équation 

F(z. w) = A0(3)-+-Ai(r)M-+- A S (Z)M 1 - I - . . .H-A v - 1 ( z )" v " 1 + M ' + <P(Z, U) = o, 

où les A,(z) sont des Jonctions entières dont l'ordre maximum 
est p, et ®(z. u) une fonction entière de z et d'ordre inférieur à p 
pour toute valeur finie de u et quelconque de u, admettant une 
racine z = a indépendante de u. 

Alors, la fonction u = w(z) prend toute valeur donnée en une 
infinité de points dont la densité ne saurait être d'ordre infé
rieur à p pour plus de av — 1 valeurs finies de u [ 1 2 | . 

Nous voyons que l'extension aux algébroïdes multiformes du 
théorème de M. Picard et de ses généralisations s'étend, sans aucune 
modification, à une classe très étendue d'autres fonctions multi
formes, qui ont, en général, une infinité de branches. 

27 . Considérons maintenant une équation de la forme 

(i3') F ( « , a ) = <Xo(iO + < J i ( w ) A l ( z ) - H < J i ( a ) A , ( 3 ) H - . . . - H a „ ( a ) A n ( 3 ) = o, 

oùles<7,(s) et les A,(z) désignent des fonctions entières; pour les At(z) 
nous supposerons, pour fixer les idées, qu'elles soient d'ordre fini 
et nous désignerons par p le plus grand des ordres des A , ( z ) . 

Si l'une au moins des ¢7,(u) est une transcendante entière, l'équa
tion ( i 3 ) définit une fonction multiforme u = m(z) qui n'est pas 
algèbroïde. Nous établirons une certaine extension a ces fonctions 
non algébroïdes du théorème de M. Picard et de ses généralisations. 

Une valeur u = u0 sera appelée exceptionnelle lorsque la densité 
des zéros de la fonction entière F ( s , u0) est inférieure à p. La même 
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valeur */0 sera appelée exceptionnelle Jormelle lorsque la fonc
tion F(z, u0) elle-même est d'ordre inférieur à p. Deux valeurs ii\ 
et u2 seront appelées équivalentes lorsque le rapport F(r-, u, ) : F(z2 u2) 
est d'ordre inférieur à p : si l'une est exceptionnelle, l'autre l'est 
aussi. 

Supposons d'abord qu'il existe v valeurs exceptionnelles for
melles ut, u2% Wj, U',, . . ., uy, ce qui nous donne les formules 

0 4 ) F ( * , M l ) = / « ( 5 ) ( * = I , 2 , *• • . . O , 

où les f,(z) sont toutes d'ordre inférieur à p, 
Il en résulte que le déterminant 

*l(W|) * l ( « 0 •• ^l(Wv) 

ffî(ai) ^ 2 ( ^ 2 ) . . ffi(Kv) 
( i5 ) D = 

crv(Mi) arv(wt) . . . e v (« v ) 

est nul parce que, dans le cas contraire, le système des équations ( i 4 ) 
résolu par rapport aux A{(z) donnerait pour elles des fonctions qui' 
seraient toutes d'ordre inférieur à p, ce qui est en contradiction avec 
notre hypothèse plus haut faite. 

Avant de nous avancer remarquons que nous pouvons supposer 
qu'il n'existe pas des relations linéaires à coefficients constants entre 
les fonctions <r,(u)m, en effet, s'il en existait, on pourrait les utiliser 
pour diminuer le nombre des termes de l'équation donnée ( i3 ' ) . 

Il en résulte que, étant fixées les valeurs formelles ut, « 2 , . . . , «zv_„ 

l'égalité 
D(M, , M,, W3, ., wv) = o 

ne saurait être une identité par rapport à wv et, par conséquent, 
l'expression D ( a , , u2, . . . , i*v) sera une fonction entière de wv et 
nous savons que l'ensemble des zéros d'une fonction entière est 
toujours dénombrable ayant un point-limite unique : l'oo. 

Excluons maintenant les exceptionnelles formelles et supposons 
qu'il existe v-p-i autres valeurs exceptionnelles formelles u0, « , , 
«a, . . . , ut. Alors, en appliquant toujours notre méthode d'élimina
tion des A,(z) nous obtiendrons toujours une identité dont la possi
bilité entraîne la nullité du déterminant 

A(w0, uu a2 , . . . , i i v ) = i »i(«*o) * i ( " i ) *<("*) ••• ffi("v) | 
( i = o , I, 2, 3, . . . , v) . 
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Or, étant fixées les valeurs exceptionnelles u{, u2, . . . , wv et sup
posant variable l'autre u0, le déterminant A est une fonction entière 
de uQ et, par conséquent, l'ensemble de ses zéros est dénombrable. 

Ce procédé suppose que la fonction <J0(U) n'est pas identiquement 
nulle, mais il est facile par des procédés analogues d'arriver à la 
même conclusion dans le cas contraire. Nous avons donc le théorème 
suivant : 

THEORFME XIX. — Toute fonction multiforme u = m(z) définie 

par une équation de la foi me ( i 3 ) et (19) 

F ( 2 , u) = <x0(O -h <Ji(w) A I ( S ) + <JS(M) A 2 ( 0 + . . - + °n(u) AH(z) = o, 

où les cr,(u) sont des fonctions entières quelconques et les At(z) 
des fonctions entières dont l'ordre maximum est égal à p, prend 
toute valeur en une infinité de points dont la densité ne saurait 
être d'ordre inférieur à p que pour un ensemble dénombrable de 
valeurs exceptionnelles de u, pour lesquelles la fonction m(z) — u 
peut avoir un nombre fini de zéros. 

Je n'insiste pas davantage sur les diverses applications de la 
méthode d'élimination utilisée dans ce livre aux fonctions ayant une 
infinité de branches pour étudier l'ensemble de leurs valeurs excep
tionnelles. Le lecteur pourrait en trouver d'autres dans la deuxième 
partie de ma Thèse de doctorat de l'Université de Pa-ris. Aussi, faut-il 
ajouter qu'il y a là un sujet fécond de recherches. 

CHAPITRE VIII. 

LES VALELRS DOUBLEMENT EXCEPTIONNELLES. 

28. Envisageons une transcendante algèbroïde a (z) à v branches et 
d'ordre fini quelconque et, pour fixer les idées, supposons qu'elle 
n'admette pas des infinis. Soit en une valeur exceptionnelle dans le 
premier sens de M. Picard, c'est-à-dire telle que la fonction a (z) — a 
n'admette qu'un nombre fini de zéros: nous savons déjà que le 
nombre de ces valeurs est au plus égal à av, l'infini compris. 

Soient jj.,, /JU, . . . , \t.n les affixes des zéros de la fonction a ( s ) — a 
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et nii, m2, m,, . . ., mn les degrés respectifs de multiplicité et posons 

0 ( O = ( * — Pi V " I ( 5 - - f*i)'"i . . . ( 3 - \J.n)m»' 

Il est clair que le quotient , a = o(z) n'admettra aucun infini 
^ ^ q(z) ' v 7 

et aucun zéro, et, par conséquent, le logcp(s) = H(z) sera une fonc
tion toujours finie à distance finie. On aura 

a ( 0 — a = gr(s)e»--». 

A priori, la fonction R(z) peut avoir un nombre fini ou infini 3e 
branches. Nous allons démontrer que, en général, cette fonction 
doit avoir une infinité de branches : le cas contraire doit être 
considéré comme exceptionnel. 

Nous allons, en effet, démontrer qu'il n'y a pas deux valeurs 
exceptionnelles ax et a2 (dans le sens primitif de M. Picard), pour 
lesquelles la fonction correspondante H (z) soit algèbroïde ou algé
brique (à un nombre fini de branches). 

Supposons le contraire; on aura les équations 

(2 ) a(z)-xl=ql(z)e"*=\ 8 ( 0 - ^ = ^ ( 0 ^ ^ 1 

les qK (z) et qi(z) étant des fonctions algébriques et les R\(z) 
et H2(z) des fonctions algébroïdes finies à distance finie. L'élimina
tion de a (z) entre les équations (z) nous donnerait la formule 

( 3 ) OL1—%l = ql(z)c"i^-q,(z)e"**. 

Remarquons maintenant que les exponentielles e"l(z) et eîl*{z) ne 
peuvent pas être des fonctions algébriques [ni même algébroïdes 
d'ordre inférieur à p; autrement, il en serait de même de l'algébroïde 
donnée a(z) qui est supposée d'ordre p] . L'identité (3 ) , qui est de 
la forme de celles de M. Borel avec la seule différence que les exposants 
et les coefficients sont des fonctions multiformes (algébriques ou 
algébroïdes), es» impossible pour les mêmes raisons que le théorème 
lui-même de M. Borel, grâce aux extensions aux algébroïdes multi
formes des théorèmes de la croissance du module maximum, du 
module minimum et de la croissance de la dérivée, établies dans le 
chapitre de ce livre. 

Si, donc, la fonction 11(^) = log -——r— a u n nombre fini de 
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branches, la valeur exceptionnelle a présente un nouveau cas d'excep
tion, qui est unique, tandis que le nombre des valeurs exceptionnelles 
usuelles est au plus égala 2v et peut atteindre cette limite supérieure. 
Une telle valeur y. sera appelée doublement exceptionnelle comme 
présentant deux caractères d'exception. Nous avons donc : 

THEORLVIE X \ . — / / est impossible d'avoir deux valeurs finies 
doublement exceptionnelles. 

Le logarithme d'une algèbroïde multiforme finie et dépourvue 
de zéros est, en général, à une infinité de branches (n'est pas 
algèbroïde). 

Nous voyons que, par rapport aux valeurs doublement exception
nelles, les algébroïdes multiformes ne se distinguent pas des algébroïdes 
uniformes. Le cas d'exception est encore unique (l'infini non 
compris) quel que soit le nombre des branches, qui ne joue aucun 
rôle ici. 

Je n'insiste pas ici sur les généralisations, auxquelles est susceptible 
le théorème que nous venons d'énoncer, analogues aux généralisations 
bien connues pour les algébroïdes uniformes et indiquées dans les 
Chapitres précédents pour les algébroïdes multiformes. 

Le lecteur trouverait des considérations détaillées sur ce sujet dans 
mes deux Mémoires publiés dans le Journal de Mathématiques 
pures et appliquées (Sur les fonctions ayant un nombre fini de 
branches, 1906, fasc. I; Sur la ci oissance des fonctions multi
formes, 1907, fasc. III). 

11 y a là un sujet fécond de recherches. 
Je n'insiste pas non plus sur les applications de la méthode 

appliquée à ce livre et du théorème fondamental de M. Borel aux 
équations différentielles, pour lesquelles je renvoie le lecteur à ma 
Thèse de Paris, à mes Mémoires du Journal de Jordan ci-dessus cités 
et à ma communication faite au IVe Congres international de Rome; 
il s'agit toujours du même ordre d'idées avec lesquelles le lecteur est, 
je l'espère, bien familiarisé par la lecture de ce livre; ce sujet 
m'entraînerait très loin et augmenterait outre mesure les pages de ce 
fascicule. Je me borne a remarquer qu'il y a là un domaine fécond de 
recherches et de perfectionnement. 

29. Extension aux algébroïdes multiformes du théorème fonda-
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mental de M. Borel. — L'extension aux algébroïdes multiformes des 

théorèmes sur la croissance de la dérivée et de la partie réelle ainsi 

que du théorème du module minimum nous permet d 'é tendre immé

diatement aux algébroïdes multiformes le théorème de M. Borel qui 
nous a servi de base dans les problèmes exposés dans ce fascicule. 

Je me contenterai de l 'énoncer dans le cas d 'ordre fini. 

THÉOREVTE XXI . — Une identité de la forme 

(4) *i(z) e"s:>-h a2(z)e"*^-h...+ a„{z) e"«<*)= o, 

où les fonctions e
H'(z)~Wiz) sont toutes des algébroïdes d'ordre p, 

tandis que les coefficients a, ( O sont des algébroïdes (ou algé
briques) d'ordre inférieur à p, entraîne la nullité de tous les 
coefficients a , ( s ) . 

La démonstrat ion est ident ique à celle du théorème de M. Borel. 

Il aura des conséquences et des applications analogues a celles du 

théorème de M. Borel. 

30. Uniformité des théorèmes sur le cas d'exception unique. — Le 
cas unique de double exception se ramène au cas unique de simple 

exception concernant la densité des zéros, lorsqu 'on se borne aux 
algébroïdes uniformes (fonctions entières ou méromorphes) . 

Nous pouvons confondre ces deux cas uniques (le cas de simple 

exception des algébroïdes uniformes et le cas de double exception 

des algébroïdes multiformes) en remarquant que tous les deux se 

caractérisent par une propriété commune de croissance de la dérivée 

logar i thmique. 

Nous pouvons les énoncer sous une forme sommaire commune par/ 

le théorème suivant : 

THÉORÈME GÉNÉRAL XXII D'EXCEPTION UNIQUE. — Etant donnée 

une fonction algèbroïde quelconque U = SL(Z) (uniforme ou mul
tiforme) finie à distance finie, la dérivée logai ithmique de la 
fonction a(z) — u ne saurait être d'ordre inférieur à celui 
de a ( 0 pour plus d'une valeur de u [ l o | . 

En effet, s'il en était ainsi pour deux \a leurs uK et u2, nous aurions 

les identités 

(5) a'(0 = [a(0 —«,Jfli(0, a'(0 = [a(0 —"*] ?-»(0, 
MÉMORIAL DBS SC. MATH. — N» 23. 3 
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où les q%(z) et q2(z) désignent des algébroïdes d 'ordre inférieur à 

celui de a ( s ) . 

Or , l 'élimination de la dérivée a '(z) entre les équations (5 ) nous 

donne la formule 

(6) a ( Q = * i y i ( Q - " » ; M O 
qy(z) — q±(z) 

dont le second membre est toujours déterminé (u{ ^é u2) et définit 

une fonction algèbroïde d 'ordre inférieur à celui de a ( 0 (d 'après le 

théorème de module minimum étendu aux algébroïdes mult iformes). 

Donc, la relation (6) est impossible. Notre théorème est démont ré . 

Terminons le fascicule en remarquant que ce dernier mode de 

démonstrat ion du théorème ci-dessus énoncé suggère plusieurs appli

cations intéressantes pour la théorie des équations différentielles, 

et fournit un domaine intéressant de recherches . 

INDEX BIBLIOGRAPHIQUE. 

1. PICARD (Emile). — (Mémoire sur les fonctions entières (Annales de VÉcole 
Normale, 1890). 

2. PICARD (Emile). — Traité d'Analyse,l. II, p a3i. et t. III, p. 347. 
3. HADAMARD (Jacques). — Mémoire couronné en 1892 par l'Académie des 

Sciences et publié en i8g3 dans le Journal de Mathématiques pures 
et appliquées. 

-4. BOREL (E.) — Mémoiie sur les zéros des fonctions entières (Acta 
mathematica, t. 20. 1897). 

5. BOREL (E.). — Leçons sur les fonctions entières (Paris, Gauthier-
Villars). 

6. BOREL (É.). — Leçons sur les fonctions méromorphes (Paris, Gau-
thier-Villais). 

7. BORI:L(E ). — Contribution à l'étude des fonctions méromorphes (Annales 
de VEcole Normale, 1902). 

8. MAILLET (E). — Mémoire sur les fonctions entières et quasi entières 
(Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1902, fasc. 4). 

9. MAILLET (É.). — Sur les fonctions monodromes à point singulier essentiel 
isolé (Bulletin de la Société mathématique de France, 1903, fasc. 1). 

10. KRAFT (A.). — Ueber ganze lianscendente Functionen von unendlicher 
Ordnung [Inaugural Dissertation (Universitat zu Gotlingen. 1903)]. 



EXTENSION DU THÉORÈME DE M. PICARO ET DE SES GÉNÉRALISATIONS. 63 

11. BLUMENTHAL (Otto). — Principes sur la théorie des fonctions entières 
d'ordre infini [Collection de monographies sous la direction de 
M. Emile BORKI. ( Paris, Gauthier-Villar*, 1910)]. 

12. RÉMOUNDOS (G. I.). - Sur les zéros d'une classe de fonctions transcen
dantes (Thèse de doctorat de r Université de Paris, 1905, et Annales 
de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1906). 

13. RÉMOUNDOS (G.) . — Sui les points critiques transcendants (Annales de 
la Faculté des Sciences de Toulouse, 1906). 

14. RÉMOUNDOS (G.). — Sui les fonctions ayant un nombre fini de branches 
(Journal de Mathématiques pures et appliquées. 6e série, t. II, 
fasc. 1, 1906) 

15. RÉMOUNDOS (G.). — Sur la croissance des fonctions multifoi mes (Journal 
de Mathématiques pures et appliquées, 6e série, t. III, 1907). 

16. RÉMOUNDOS (G.). — Sur quelques points de la théorie des nombres 
(Annales de l'École Normale, août 1906) 

17. RÉMOUNDOS (G.). — Sur les fonctions entières et algébroïdes, générali
sation d'un théoième de M. Picard dans la direction de M. Landau 
(Annales de /'École Normale, 3e série, t. 30, août I9i3). 

18. RÉMOUNDOS (G.). — Sur les zçios des intégrale* d'une classe d'équations 
différentielles [Atti del IV Congresso internazionale di Matemalici 
( R o m a , 6 - u aprile 1908), 1909, p. 67-73]. 

19. RÉMOUNDOS (G.). — Sur les zéros d'une classe de fonctions transcen
dantes (Bulletin de la Société mathématique de France, t. 32, 

1904). 
20. RÉMOUNDOS (G.). — Sui les fonctions entières de genre fini (Bulletin de 

la Société mathématique de France, t. 32, 1904). 
21 . RÉMOUNDOS (G.). — Sur le cas d'exception de VI. Picard et les fonctions 

multiformes (Bulletin de la Société mathématique de France, t. 33, 

1905). 
22. RÉMOUNDOS ( G ) . — Sur la réduclibilité des équations algébriques et les 

nombres exponentiels (Rendiconti del Circolo Matematico di 
Palermo, t. 33, anno 1909). 

23. RÉMOUNDOS (G.). - Sur la réductibilité des équations algébriques par 
des substitutions linéaiies (Rendiconti del Circolo Matematico di 
Palermo, t. 32, anno 1909). 

24. RÉMOUNDOS (G.)."— Sur le module maximum des fonctions algébroïdes 
(Bulletin de la Société mathématique de France, t. 39, 1911, 
p. 3o1-3o9). 

25. RÉMOUNDOS (G.). — Extension d'un théorème de M. Borel aux fonctions 
algébroïdes (Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. 32, 
2e sem. 1911). 

26. V\LIIION (G.). — Sur quelques théorèmes de M. Borel (Bulletin de la 
Société mathématique de France, fasc. 3 et 4, 1914 )• 

27. VAROPOULOS (Théodore ). — Sur la croissance et les zéros d'une classe de 
fonctions transcendantes (Thèse de doctorat de l'Université de Paris, 

i923). 



64 GEORGES RÉMOUNDOS. — EXTENSION DU THÉORÈME DE M. PICARD. 

28. POLYA (G.) . — Ueber die Nullstellen sukzessiver Derivierten (Mathema-
tische Zeitschrift, Berlin, 19-22). 

29. SAXER. — Ueber die Picardschen ausnahmewerte sukzessiver Derivierten 
(Thèse de doctorat, Zurich, 1923). 

30. VAROPOULOS (Théodore ) . •— Les dérivées des fonctions multiformes 
(Comptes rendus, 22 septembre 1924). 

3 1 . G. RÉMOUNDOS — Sur un cas d'élimination et l 'extension aux fonctions 
algébroïdes du théorème de M. Picard (Annali di Matematica para 
ed applicata, 4e série, t. II. 1924-1925). 

32. G. RÉMOUNDOS. — Sur une propriété d'élimination et les fonctions algé
broïdes {Comptes rendus, t. 177, 17 septembre 1923, p . 5>4). 

33 . VAROPOULOS (Th . ) . — Sur les valeurs exceptionnelles des fonctions a lgé
broïdes et de leurs dérivées (Bull, de la Soc. math., t. 53, 1925). 

34. MONTEL ( P . ) . — Sur les involutions exceptionnelles des fonctions algé
broïdes (Comptes rendus, t. 179, 1924). 

35 . MONTEL ( P . ) . — Sur les familles complexes et leurs applications (Acta 
math., t. 49, 1926). 



TABLE DES MATIERES. 

Page*. 
PRÉFACK »-2 

CHAPITRE I. — Notions préliminaires. 

Les théoiemes de M Picaid 4 
Le thcoiemede module minimum de fonctions entières 5 
L'impossibilité de certaines identités 5-6 
Théorème de M. Borel 6-12 
Extension du théorème de M. Borel aux fonctions méromorphes i2-i3 
Cas de possibilité de l'identité E/,(s)eH«(*) = o. Un cas particulier i3-i5 

CHAPITRE II. — Généralités sur les fonctions algébroïdes. 

Définition et oidre d'une algèbroïde * f5 
Théorème de module maximum d'une algèbroïde 16-19 
Théorème de module minimum 19-20 
La croissance de la dérivée 2 0 

Croissance de la partie réelle d une algèbroïde - ao-a4 

CHAPITRE III — Généralisation et extension aux fonctions algébroïdes 
des théorèmes de M. Picard. 

Premier théorème de M Picard (algébroïdes entières) 24-27 
Second théorème de M Piraid (algébroïdes non entières) 27-28 
Extension d'une généralisation du théorème de M. Picard ( a8-3o 
Extension d'une autre généralisation 3o-32 
Les involutions exceptionnelles de M. Montel 3a-33 

CHAPITRE IV. — Théorèmes généraux. 

Premier théorème général 34-35 
Peuxieme théorème général 35-37 
Troisième théorème général *7 
Quatrième théorème général „• • • 38 

CHAPITRE V. - Application des théorèmes généraux. 

Précisions des théorèmes du Chapitre lit. Relation eutre le maximum du 
nombre des valeurs exceptionnelles et du nombre des relations linéaires 
entre tes At(z) et à coefficients appartenant a un corps donné 3g-46 



ÔÔ TARLE DES MATIÈRES. 

CHAPITRE VI. — Théorèmes analogues de la théorie des nombres. 
PltgOt 

Le théorème d'Hermite-Lindemann 46 
Premier théorème arithmétique 'n-fà 
Généralisation du théorème précédent r 48-49 
Précision du maximum du nombre des valeurs exceptionnelles 5o-5i 
Nouvelle généralisation du théorème de M. Picard 5i-52 
Son extension aux algébroïdes multifoimes 52-54 

CHAPITRE VII — Extension du théorème de M. Picard à une classe 
de fonctions ayant une infinité de branches. 

Premier théorème . Fonctions multifoimes non algébroïdes admettant un 
nombre fini de valeurs exceptionnelle*. 55-56 

Second théorème Fonctions multiformes non algébroïdes admettant un 
ensemble dénombrable de valeurs ex< eptionnelles 56-58 

CHAPITRE VIII. — Les valeurs doublement exceptionnelles. 

Théorème sur les valeurs doublement exceptionnelles. Cas unique de double 
exception ,. 58-60 

Extension aux algebioides multiformes du théorème fondamental de M. Borel. 60-01 
Uniformité des théorèmes sur le cas d'exception unique 61-62 

BIBLIOGRAPHIE 62-64 

TABLE DES MATIÈRES 65-66 


