
MÉMORIAL DES SCIENCES MATHÉMATIQUES

MAURICE JANET
Les systèmes d’équations aux dérivées partielles
Mémorial des sciences mathématiques, fascicule 21 (1927)
<http://www.numdam.org/item?id=MSM_1927__21__1_0>

© Gauthier-Villars, 1927, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la collection « Mémorial des sciences mathé-
matiques » implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou im-
pression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=MSM_1927__21__1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


MÉMORIAL 

CIRM - BÏBLIOTHEQUI 
N* d'Inventaire L 2. \ S Ç U 
Date 

DES 

SCIENCES MATHÉMATIQUES 
PUBLIÉ SOUS LE PATRONAGE DE 

L'ACADÉMIE DES SCIENCES DE PARIS 
DES ACADÉMIES DE BELGRADE, BRUXELLES, BUCAREST, COÏMBRE, CRACOVIE, KIEW, 

MADRID, PRAGUE, ROME, STOCKHOLM (FONDATION MITTAG-LEFFLER), ETC., 

DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE, AVEC LA COLLABORATION DE NOMBREUX SAVANTS. 

DIRECTEUR ; 

Henri VILLAT 
Correspondant de l'Académie des Sciences de Paris, 

Professeur a l'Université de Strasbourg. 

FASCICULE XXI 

Les systèmes d'équations aux dérivées partielles 
PAR M. MAURICE JANET 

Professoiir à l'Université do Cacn. 

PARIS 
GAUTHIER-VILLARS ET Cie, ÉDITEURS 

LIBRAIRES DU BUREAU DES LONGITUDES, DE L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE 

Quai des Grands-Auguslins, .W. 

1927 



A V E R T I S S E M E N T 

La Bibliographie est placée à la fin du fascicule, immédiatement 

avant la Table des Matières. 

Les numéros en caractères gras, figurant entre crochets dans le 
courant du texte, renvoient à cette Bibliographie. 



LES 

SYSTÈMES D'ÉQUATIONS 
AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 

Par M. Maurice JANET, 
Professeur à l'Université de Caen. 

Nous nous proposons d'étudier, pour les systèmes les plus géné
raux d'équations différentielles, le degré cVindétermination de la 
solution. 

D'une manière plus précise, étant donné un système d'équations 
aux dérivées partielles, à un certain nombre (fini) de fonctions 
inconnues de n variables indépendantes, comment reconnaître : 

i° Si ce système est compatible; 
2° Quelles sont les données supplémentaires susceptibles de déter

miner entièrement une solution et une seule. 

Lorsqu'un problème particulier.de ce genre se trouve posé par 
une question physique, il arrive souvent que cette question même en 
suggère la réponse; il s'agit alors pour le mathématicien de démon
trer rigoureusement le fait prévu (exemples : problèmes analogues 
au problème de Dirichlet posés par la théorie de l'élasticité, pro
blèmes relatifs à la propagation des ondes). Ici, au contraire, on ne 
particularise pas la forme du système étudié, et Ton cherche à décou
vrir la forme des conditions « initiales » ou « aux limites ». 

La généralité du problème conduit à supposer analytiques, non 
seulement le système, mais aussi les données. 

1. Des questions générales de cette nature, tant d'ailleurs pour 
une seule équation que pour des systèmes d'équations, ont été 
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•2 MAURICE JANET. 

résolues pour la première fois par Cauchy [6]. On sait par exemple 
qu'il a pu démontrer par la méthode dite du calcul des limites, 
ou des fonctions majorantes, qu'une équation aux dérivées par
tielles du premier ordre à une inconnue de n variables indépen
dantes X{, X», . . . , xn, 

IL j.( Ou au 0u.\ 

- = / ( * „ *„ . . ., xn, M, _ , _ , . . . , — J , 
a une solution régulière (et une seule) se réduisant pour x% = x\ à 
une fonction donnée, arbitraire, 9, de #2 , ^ 3 , . . ., xn, si du moins les 
conditions suivantes sont réalisées : © régulier pour #°,#!J, . . . , # ° , 
/ régul ie r pour le système de valeurs 

•«•*• •«• *• (£).• (¾). (£).• 
, On doit faire à ce sujet plusieurs remarques qui conviendront 

aussi aux énoncés généraux que nous rencontrerons plus loin. 
Tout d'abord l'énoncé suppose que l'équation donnée est résolue 

d'une certaine manière, le second membre ayant une certaine « régu
larité ». 11 peut se faire que pour certaines solutions (analytiques) 
d'une équation donnée (non résolue par exemple), on ne puisse 
pas mettre l'équation proposée sous la forme en question, et cela au 
voisinage d'un système quelconque de valeurs des variables. Il pourra 
donc se faire que certaines solutions (analytiques) ne figurent pas 
parmi celles dont l'énoncé affirme l'existence : ce sont des solutions 
singulières. Nous ne nous préoccuperons ici que de la solution 
générale. 

D'autre part, supposons que l'équation et les données initiales 
satisfassent aux conditions de régularité indiquées dans l'énoncé; ne 
pourrait-il pas se faire que le problème posé ait une solution qui ne 
soit pas régulière pour le système de valeurs initiales? S'il est assez 
aisé d'arriver à une réponse négative dans le cas présent, il l'est beau
coup moins dans la plupart des cas que nous aurons à étudier dans 
ce qui suit ([12, a] ; [ l o ] ; [16, b\; note du n° 4) . L'impossibilité de 
deux solutions régulières distinctes apparaîtra comme conséquence 
de la détermination complète de leurs développements en série 
dé Taylor. L'existence d'une solution régulière sera déduite de la 
convergence d'un tel développement dans un domaine assez petit. 
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La solution régulière dont les théorèmes généraux démontreront 
l'existence sera ainsi définie dans une certaine région: le problème 
du prolongement se poserait ensuite [24, />, q\ 

Nous étudierons surtout les diverses formes canoniques auxquelles 
on peut ramener un système pour obtenir des théorèmes analogues 
au précédent. 

Dans l'étude même de ces formes, nous ne donnerons qu'une indi
cation très brève sur la convergence des développements en série 
qui constituent la solution; la démonstration complète résulte d'une 
application convenable de la méthode des fonctions majorantes : nous 
renverrons, pour les détails relatifs à cette méthode, à l'Ouvrage 
de M. Riquier (Mémorial des Sciences mathématiques) (voir 
aussi [16, e]). 

Il est souvent commode, pour éviter toute difficulté accessoire, de 
supposer d'abord linéaires les systèmes que l'on envisage. Bien des 
raisonnements faits pour les systèmes linéaires s'étendent sans peine 
aux cas généraux. D'ailleurs, les solutions infiniment voisines d'une 
solution ordinaire d'un système S satisfont à un système linéaire 2 
(système auxiliaire, ou aux variations) dont la solution la plus géné
rale a le même degré de généralité que la solution générale de S 
[9, a, b]. 

2. Théorème de Cauchy-Kowalevsky. Dérivées principales et 
dérivées paramétriques. Classement des dérivées- — Considérons 
tout d'abord des systèmes comprenant autant d'équations que de 
fonctions inconnues. Cauchy a étudié le cas d'un système du premier 
ordre 

Oui r t 0ux ôux diik\ 

(î= T, 2, . . . , k), 

où les A' équations sont résolues par rapport aux k dérivées du pre
mier ordre des fonctions inconnues w,, w2, . . . , ii/ç par rapport à une 
même variable. Mmc de Kowalevsky [19) a traité plus généralement 
celui d'un système de la forme 

d''ilt'' ft Y\ IV X 

7~7r = / / ( ^ 1 1 **» •••> •*«' "i? "2 , . . . , M*, D, D , . . . ) , 

où les seconds membres ne renferment, outre les variables indépen-
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dantes et les fonctions inconnues, que les dérivées de a, jusqu'à 
l'ordre /*, inclusivement, celles de u2 jusqu'à l'ordre r2 inclusive
ment, etc., sans renfermer toutefois aucune des k dérivées 

Un tel système a une solution régulière et une seule telle que 

pour X\ = x\, 

Oui 0''i-lu\ àuz 0r>~1 u2 à''k~l II/, 
11 o»^! dx\x"v 0xx 0x\- l <lx\h 

se réduisent à des fonctions arbitraires données (cp) de# 2 , ^3? • • • ? xn\ 
si du moins les conditions suivantes sont réalisées : les cp sont régu
lières pour x\, x\, . . . , xl\ les / sont réguliers pour le système de 
valeurs de leurs arguments que l'on déduit des données : valeurs 
des cp pour x\, #J, . . ., x^ et valeurs des variables x% x°2, . . . , # " . 

On voit que la connaissance: i° des cp ; 2° des équations, permet 
d'obtenir immédiatement les valeurs des k dérivées D, , D, , . . . , Dk 

pour xl = x°l] d'ailleurs, une solution satisfait non seulement aux 
équations proposées, mais aussi à celles que l'on obtient en dérivant 
ces équations ; si l'on dérive une fois par rapport à xK, il ne se présente 
aux seconds membres aucune dérivée de ux dont l'ordre partiel rela
tivement à xK soit supérieur à /',, de u2 dont l'ordre partiel relative
ment à X\ soit supérieur à /*2, etc. — et, comme D, , D2 , . . . , D* sont 
maintenant pour xK = x\ des fonctions connues de x2, x3, ---5 -*"«? 
les k équations S'dérivées des S font connaître les valeurs pour xK = x{\ 
des k dérivées 

Oxi ' 0x{ Oxi 

Si l'on dérive p fois par rapport à xK, il ne se présente aux seconds 
membres aucune dérivée de uK dont l'ordre partiel relativement à xK 

soit supérieur à /- ,+/> — i, de u2 dont l'ordre partiel relativement 
à xK soit supérieur à r*-\-p — i, . . . , etc. En donnant à p les 
valeurs 2, 3, . . ., on voit que l'on obtient de proche en proche les 
valeurs pour xK = x" de toutes les dérivées successives par rapport 
à X\ des premiers membres D/, Au total, grâce aux données ini
tiales et aux équations, on connaît ainsi les valeurs au point 
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(j?J, x", . . . , x^) des u et de toutes leurs dérivées. Les séries 
de Taylor qui permettraient de représenter une solution régulière 
sont donc bien déterminées; il y a donc au plus une solution régu
lière satisfaisant aux conditions initiales imposées : il suffit pour 
démontrer qu'il y en a une de prouver la convergence, dans un petit 
domaine, des séries obtenues. C'est ce qu'a fait Mme de Kowalevsky. 

Le calcul des dérivées successives des u peut se présenter sous une 
forme légèrement différente : 

i° Répartissons les dérivées des u (y compris les fonctions u 
elles-mêmes que l'on considérera comme dérivées d'ordre zéro) en 
deux catégories : les D/ et leurs dérivées, appelées dérivées princi
pales; toutes les autres appelées dérivées paramétriques. 

2° Rangeons les dérivées des u en classes successives C t , C2, . . . 
d'après leur ordre relativement à xK, à savoir, dans Ct les déri
vées des iii dont cet ordre partiel est au plus 

/ V — i ( * = i , 2, . - . , A), 

dans C2 celles dont l'ordre est r/, et d'une manière générale 
dans Cp celles dont l'ordre est / 7 + p — 2. De deux dérivées D, D', 
placées dans des classes différentes, GÂ, Cj,., D est dite antérieure ou 
postérieure à D' suivant que Â est inférieur ou supérieur à JJL. On 
voit immédiatement que ce classement jouit des deux propriétés 
suivantes : 

a. Si D' est postérieure à D, -— est aussi postérieure à D ; 

b. Si D' est postérieure à D, -— est aussi postérieure à -— (quel 
OXfi OXfi 

que soit /4 = 1 , 2 , . . . , / 2 ) . 

Ces deux propriétés entraînent la conséquence suivante : si une 
équation, résolue par rapport à une des dérivées d'une fonction «, 
ne contient dans son second membre que des dérivées antérieures à 
celle qui figure au premier membre (forme E), toute équation 
obtenue en dérivant totalement les deux membres par rapport à une 
même variable jouit de la même propriété. 

Les équations données ayant la forme (E) , toutes leurs dérivées 
l'ont aussi. Les équations données et leurs dérivées donnent en 
somme l'expression d'une dérivée principale quelconque à l'aide des 
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dérivées antérieures à celte dérivée principale et des variables indé
pendantes. 

Rangeons ces équations dans les classes mêmes où se trouvent 
rangés leurs premiers membres, et supposons que l'on donne les 
valeurs pour P0(x% x^, . . . , x^) de toutes les dérivées paramétriques. 

Les dérivées principales de classe C r sont alors connues grâce aux 
équations de classe C,, car les seconds membres de ces équations ne 
contiennent aucune dérivée principale. Toutes les dérivées de 
classe C, peuvent donc être considérées maintenant comme connues 
pour P0 . 

Les dérivées principales de classe C2 sont alors obtenues à l'aide 
des équations de classe C2, et ainsi de suite. 

3. Systèmes du premier ordre à une fonction inconnue. Systèmes 
complètement intégrables [8, b] [10, a et b], — Soit 

(I) F/f-
du Ou Ou x . . , x 

un système d'équations du premier ordre à une inconnue u. Cher
chons à le résoudre par rapport au plus grand nombre possible de 
dérivées et examinons les divers cas qui peuvent se présenter. Il peut 
arriver que, parmi.les conséquences algébriques ( ' ) de (i) , on 
obtienne des équations ne contenant plus les dérivées et ne se 
réduisant pas à des identités. Si parmi ces conséquences, il y en a qui 
ne contiennent pas a, le système (I) est impossible. Si ces consé
quences algébriques sont compatibles en u\ i° Si aucune solution de 
ce système d'équations ordinaires ne satisfait à ( i ) , le système (1) 
est encore impossible; 2° Si quelque solution y satisfait, le sys
tème (1) peut avoir suivant les cas une ou plusieurs solutions. Nous 
dirons alors que la solution est déterminée. 

Supposons maintenant que toutes les conséquences algébriques du 
système contiennent des dérivées de u\ le système pourra s'écrire, 

(1) Nous appelons conséquences algébriques d'un système une équation consé-
ôu 

quence du système lorsqu'on y regarde les quantités qui y entrent xn u, -r— comme 

autant de variables indépendantes. 
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après résolution (en employant des notations convenables), 

. . n du . /• Ou Ou Ou \ 

(X = i , -2, . . . , / • ; /•-+- s = ?i). 

Si une fonction u satisfait à ce système d 'équat ions, elle satisfait 

aussi aux équations dérivées. Pa r exemple, on a 

â1u 0f\ dfx du v^ Ofy d*u , du 
= _̂ _L j _ J-L u > -Al n.i q^ = - — , 

dx{0xz 0x2 du 0x> jm^dq^ a 
IL—I 

<7u dy^àxt ' • djrp 

d* u = 0f2 ^ Of, Ou t y Of, 0* u 
dx,0y^ 0y[X Oifdy^ ZuOq^ 0y^0y[X 

En tenant compte des équations ( i ) et (2), on voit que u satisfait à 

l 'équat ion 

/ 3 / °2u
 =

 dJ± +
 àIi A + y 4£_ ^/2 j ^ / 2 y ffi rJ^ 

-IxxOxi 0x2 Ou ' ^U 0qu 0yu Ou Zu<)q,L Oy^ 

ZadqA ZÀ Oq,, 0yv Oyu. 

v = i 

Si l'on permute le rôle des variables # 4 , # 2 , on trouve une autre 

équat ion ; en la re t ranchant de la précédente , on obtient une équa

tion (C) où n ' en t ren t plus les dérivées du second ordre puisque le 

coefficient de :— au second membre est 
àyv 0y{J. 

dq^ 0qv dq., dq[L {dq^ 0qv 0qv dq[X/' 

On peut ainsi former pour chaque combinaison deux à deux des 

indices 1, 2, . . . , /• une équation d 'ordre au plus égal à 1, à laquelle 

doit satisfaire toute solution de (1). Adjoignons ces équations au sys

tème (1), et traitons le système obtenu (I)' comme on a traité le sys

tème primitif (I). Si Ton ne constate ni impossibili té, ni déterminat ion, 

on sera ramené à un système (1)' ayant au moins autant d 'équations 

que le système (1). 

Dire que (1)' n'a pas plus d 'équat ions que (1), c'est dire que les 

équat ions (C) sont conséquences algébriques des (1) ; c'est dire même 

qu'el les sont vérifiées ident iquement puisque, d 'après leur forme, elles 
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ne peuvent contenir aucune des dérivées -r—, Dans ce cas, on dira 
1 0x\ ' 

que (i) est complètement intégrable (1). 
Si (T) ' a une équation au moins de plus que (i) , nous opérerons 

sur (i) ' comme nous avons opéré sur ( i ) , et ainsi de suite. 
Le nombre des équations d'un des systèmes ainsi formés allant en 

croissant, ce nombre étant d'autre part au plus égal à n, l'opération 
s'arrêtera. Autrement dit, on arrivera au bout d'un nombre fini d'opé
rations à un système analogue à (i) , mais, de plus, complètement 
intégrable. 

L'étude d'un système d'équations aux dérivées partielles du premier 
ordre, qui n'est ni impossible ni déterminé, se ramène donc à l'étude 
d'un système (i) complètement intégrable. 

Un tel système a une solution régulière et une seule prenant pour 
x{ = x\, x2=x\, . . . , xr = #,° une valeur donnée cp ( y , , y2, ..., ys), 
si du moins on suppose cp régulière pour y , = y°li ^2 = ^ , - - - } y* = ys 
et les/régulières au voisinage du système de valeurs x®, x\, ..., x% 

*.*.;••.*.*(&).•••••(£).• 
Au lieu de chercher une solution du système, c'est-à-dire une 

fonction qui satisfasse à toutes les équations (i) quels que soient 
X\,x2, ..., xn, cherchons une fonction qui ait seulement la pro
priété de satisfaire à la première équation sur la multiplicité x.2 = x?^ 
#3==^,....,37,.==3^., à la seconde sur la multiplicité x:i = x°z, 
xA = x^, ..., xr = x% . . . , à la dernière quelles que soient les 
valeurs des variables. 

On voit immédiatement que ce problème (P') a une solution régu
lière et une seule prenant pour X\ = /r°, . . . , xr= x®. la valeur don
née cp {y s, )'2, ..., y s) ; il suffit d'appliquer successivement le théorème 

(1) Un système de /• équations linéaires et homogènes indépendantes 

x-=i k 

où les a sont des fonctions données des x, est dit complet si les expressions 

X, . [X A («) ] -X, . [X,-(«)] 

sont des combinaisons linéaires et homogènes des X; on peut le supposer résolu par 
rapport à /• dérivées de u ; il est aisé de voir qu'un tel système est complètement 
intégrable (système jacobien). 
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de Cauchy aux équations à s' -h i, 5 + 2, . . . , 5 + /1 variables dont on 
vient d'indiquer la formation ( { ) . 

Or u désignant une fonction quelconque, et Ax représentant la 
différence 

du 
Ox 

1 r ( du du du\ 
--A\*u *%,...i*r,yu y*, - ^ ^ u , ^ , — , • • • i j j r ) 

il est aisé de vérifier que, si le système (i) est complètement intégrable, 
on a l'identité 

\_X_^A]i = A ^ _ A àfi^y /^dJ^_0^0J^\ 
Vy. Oxi A Ou P Ou JLÀ \0qh 0yh 0qh dy/J' 

Okx 

Supposons que u soit la solution régulière [du problème (P')] dont 
on vient de démontrer l'existence. La fonction régulière A,_ i est nulle 
pour xr= xf. et satisfait à l'équation 

fl=S 

^A/--l = A _ àfr _^S? Ofr Okr-l ^ 
0xr

 r~* Ou JLU 0q/t 0yh 

Or o satisfait à ces deux conditions, et d'autre part il n'y a qw'une 
fonction régulière qui y satisfasse ; donc A,.., = o. 

De même la fonction régulière A,._2 est nulle pour xr= x?., x,—i = x]'.^ 
et satisfait à un système d'équations linéaires homogènes aisé à former ; 
or o est la seule fonction régulière qui y satisfasse, car un calcul aisé 
montre que toutes les dérivées de A r_2 doivent être nulles pour 

#•/•—1 = X/._ j , X)' = Xrm 

Donc A /_2 = o. 
On démontre ainsi, de proche en proche, que tous les A sont nuls, 

autrement dit que u satisfait au système (i) . 
Pour traiter le problème (P'), on a utilisé le théorème de Cauchy ; 

ce point n'a rien d'essentiel. 
i° Appelons principales les premiers membres et.leurs dérivées, 

paramétriques toutes les autres dérivées de u. Remarquons qu'on 
obtient sans omission ni répétition les dérivées principales en utilisant 
comme variables de dérivation, pour D^ xt et les y, pour D2 , # , , 
x2 et l e s / , ..., pour D,., # , , x2, ..., xr et les j . 

(') Ce premier résultat est\alable, que le système (i) soit, ou non, complètement 
intégrable. 
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2° De deux dérivées D, D' de u, d'ordres différents p, p', D sera 
dite antérieure ou postérieure à D' suivant que p sera inférieur ou 
supérieur à pf. De deux dérivées D, D' de même ordre total /J, mais 
d'ordres différents q, qf par rapport à l'ensemble des .r, D sera dite 
antérieure ou postérieure à D' suivant que q sera inférieur ou supé
rieur à q'. 

En raisonnant comme au paragraphe précédent, on voit que la 
donnée de la fonction cp détermine entièrement le développement en 
série de Taylor qui représenterait la solution supposée. On démon
trerait la convergence du développement en utilisant la méthode 
des fonctions majorantes. 

On peut traiter d'une manière tout à fait analogue certains systèmes 
du premier ordre à plusieurs fonctions inconnues U\, */2, .... u^. Soit 
un système à kr équations résolues par rapport aux dérivées des u 
relativement à xti #2 , ..., xr. Lorsque ce système est « complètement 
intégrable », il a une solution et une seule telle que les u prennent des 
valeurs données pour xK = x", x2= x\\ . . . , # , . = x^. (conditions de 
régularité habituelles) (systèmes de Konig [17]). 

4. Recherche générale des fonctions primitives (ou Calcul inverse 
de la dérivation) [16, e e t / ] [24, #•]. — Nous nous proposons 
de trouver toutes les fonctions u de n variables dont certaines déri
vées ( D), en nombre fini, d'ordres partiels donnés, soient égales à des 
fonctions données des n variables [problème ( P ) ] . Nous traiterons 
tout d'abord une autre question [problème (P')] qui, ainsi que nous le 
verrons, est plus générale que la précédente. 

Chaque dérivée ' } * ^-^- d'une fonction indéterminée est 
ox{* dx.2

a- . . . , oxN" 

caractérisée par le monôme correspondant xfl xfa- ... xft
n.. 

i° Donnons-nous un nombre fini de monômes M tous différents ; 
nous attacherons à chacun d'eux un certain nombre des variables je,, 
#25 • • -, #«? qui seront appelées ses variables multiplicatrices dans 
le système (M) par la règle suivante : 

xL sera variable multiplicatrice pour M = xfxx%*... xf," si dans 
aucun de ceux des M où xfl, #«-i , ••-, xi+i ont respectivement les 
degrés a/t, aw_,, . . . , cni+i,xi n'a un degré supérieur à a/ ; non multi
plicatrice dans le cas contraire (en particulier x„ est variable multi
plicatrice pour ceux des M dont le degré en xn est maximum et 
ceux-là seulement). 
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Nous définirons d'autre part certains monômes en nombre fini (N) 
que nous appellerons monômes complémentaires des (M), ainsi des 
variables multiplicatrices pour ces (N). Soit / l'un des nombres i, 
2, . . . , n ; dans tous ceux des M où x,n xn_s, . . . , Xi+i ont respective
ment des exposants déterminés a„, a„_,, . . . , a / + n (Majj<a a ), 
considérons les exposants de xi ; soit |i un entier, positif ou nul, ne 
figurant pas parmi ces derniers nombres et inférieur au plus grand ; 
x*n #,¾1 . . . x%Xxi &f e s t u n monôme (N( /)). Ses variables multipli
catrices sont x{, x2, . . . , Xi-i et toutes celles des variables Xi+i, 
#/+2 , . . . , xn qui sont multiplicatrices pour un Ma a / t a.+i dans le 
système (M). L'ensemble de tous les monômes N(W), N ( / i _ n , . . . , N(1) 

constitue le système (N). 

Soit un monôme (M) ou (N) particulier; faisons le produit de ce 

monôme M, ou N, par un quelconque des monômes qu'on peut former 

avec ses variables multiplicatrices ; les produits ainsi obtenus (en y 

comprenant le monôme lui-même M, ou N) formeront la classe J l l 

ou *")i, correspondant à M ou N. 
Un monôme quelconque appartient à une de ces classes et à une 

seule, de sorte que tous les monômes en X\, x2, . •-, xn se trouvent 
répartis en un nombre fini de classes, les monômes de chaque classe 
s'obtenant en multipliant un monôme déterminé par tous les monômes 
que l'on peut former avec ses variables multiplicatrices. 

Ce théorème se traduit immédiatement dans la. théorie des séries de 
Taylor par le suivant : 

/ / existe une fonction régulière et une seule, telle que chacune 
de ses dérivées (M) ou (N) se réduise, lorsque ses variables non 
multiplicatrices se réduisent à leurs valeurs initiales ( ] ) , aune 
fonction donnée, arbitraire, régulière, de ses variables multipli
catrices^). 

2° Supposons maintenant que le système des monômes (M) soit 

(1) Valeurs prises parmi un système dénombres donnés x", a?!!, . . . , x°n. 
(-) On peut démontrer un théorème tout analogue où Je mot régulier serait rem

placé par le mot continu [\to,f]. Ce point peut avoir une assez grande importance 
dans l'étude de diverses questions non résolues parmi lesquelles on peut citer les 
suivantes: extension du théorème de Holmgren ( impossibilité d'une solution non 
régulière); recherche d'une intégrale particulière d'un système linéaire avec second 
membre lorsque l'on connaît l'intégrale générale du système sans second membre. 
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tel que chacun des produits que l'on peut former avec l'un d'eux M 
et l'une des variables non multiplicatrices de M, soit identique à un M 
ou au produit d'un M par un certain nombre de ses variables multi
plicatrices [autrement dit soit contenu dans une classe (OÏL) et non 
dans une classe (51)]. Dans ce cas, chacun des produits que Von 
peut former avec un M et un monôme quelconque en x{, x2. ..., 
x„ fait partie d'une des classes (311); nous dirons que le système (M) 
est complet. On voit que l'on sait répartir tous les multiples des 
monômes d'un système complet en un nombre fini de classes (sans 
éléments communs ), classes ( J l l ) ; les monômes de chaque classe 
s'obtenant en multipliant un monôme déterminé par tous les monômes 
que l'on peut former avec certaines variables déterminées. On voit 
aussi que l'on sait répartir d'une manière analogue tous les monômes 
qui ne sont multiples d'aucun des M : classes (51) (cf. exemple 7, 
i° et 4°). 

Etant donné un système quelconque de monômes (M), on peut 
toujours lui adjoindre un certain nombre de monômes, multiples de 
monômes M, de manière à obtenir un système complet (on peut 
indiquer plusieurs procédés réguliers [16, e , / ] permettant d'arriver 
à ce résultat). Cela montre qu'il suffit de résoudre le problème posé 
au début de ce paragraphe ( problème P), dans le cas où le système 
des monômes correspondant aux dérivées (D) est complet. 

Si nous astreignons tout d'abord la fonction inconnue à satisfaire à 
chacune des équations données seulement lorsque les variables non 
multiplicatrices correspondant au premier membre se réduisent à 
leurs valeurs initiales (problème P') , le théorème énoncé à la fin de i° 
nous donne immédiatement le degré de généralité de la solution : il y a 
une solution et une seule telle que chaque dérivée (lY) (du système 
complémentaire) se réduise à une fonction ( ' ) donnée arbitraire 
(régulière), lorsque ses variables non multiplicatrices se réduisent 
à leurs valeurs initiales. 

Revenons maintenant au problème (P) lui-même. Des conditions 
de possibilité apparaissent immédiatement : à chacune des identités 

(i) M.xi= M.Vf1 x** ...x <x,i 

( ' ) Cette <( fonction » se réduit ;i une constante quand N na pas de variable rhul-
tiplicatrice. 
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que mentionne la définition des systèmes complets, correspond une 

relation entre les fonctions / , /auxquelles on cherche à égaler les 

dérivées D, D correspondant à Si, M : 

Of _ d»i+aâ+...a„y 
dxi ~~ dx*x dx£ . . . àcî" ' 

Si ces conditions (qui sont en nombre fini) sont toutes réalisées, 
toute solution du problème (V) est aussi solution du problème (P) ; 
les deux problèmes sont équivalents, de sorte que l'on peut répéter 
exactement pour (P) l'énoncé obtenu pour ( P ) . 

La démonstration résulte aisément de la propriété suivante des 
systèmes complets. Si l'on convient de dire que xfs xf^1 ... xfl est 
plus haut ou plus bas que X*'» x*'"-* ... x*'\ suivant que la première 
des différences OL„ — v!n, 0Ln-i — a'rt_i, . . . , a, — cn\ qui ne s'annule pas 
est positive ou négative, dans une identité telle que (i), M est plus 
haut que M. 

5. Remarques générales sur les systèmes d'équations aux dérivées 
partielles. — Etant donné un système quelconque S^ d 'équations aux 

dérivées partielles d 'ordre au plus égal à p, dérivons ses équations i , 

2, . . . , ) , fois et adjoignons les équations obtenues au système Sp ; le 

système S/M_x obtenu sera dit le prolongement d1 ordre p + X de Sp. 

Il peut arriver qu ' un prolongement de S^ fournisse des équations 

d 'ordre au plus égal à p, qui ne figurent pas parmi les conséquences 

algébriques de S^ (il.suffit de se rappeler l 'exemple d 'un système de 

premier ordre Si 
Ou Ou Ou __ 
ôx'=yTz'> ày~°; 

le prolongement d'ordre 2 fournit l'équation — = o d'ordre 1, non 

conséquence de S )• On peut considérer comme un cas particulier du 

cas précédent celui où un prolongement de S^ fournirait une équation 
ne contenant que les variables indépendantes, équation qui mettrait 
en évidence l'impossibilité du système d'équations aux dérivées par
tielles S / ;. 

Supposons qu'aucun prolongement de S7, ne fournisse d'équation 
d'ordre égal ou inférieur à p. Il peut arriver qu'un prolongement 
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d'ordre p -H V fournisse des équations d'ordre p + A < /> + A' qui ne 
figurent pas dans les conséquences algébriques de S,,+x. Ce cas ne 
peut se présenter pour les systèmes du premier ordre à une inconnue 
ni pour les systèmes de Cauchy de k équations à k inconnues. Mais en 
voici deux exemples pour un système du deuxième ordre à une fonc
tion inconnue, et pour un système du premier ordre de trois équa
tions à trois inconnues non susceptible de se mettre sous la forme de 
Cauchy, même après changement de variables : 

i° Le prolongement d'ordre 4 du système S2, 

PiOO — yP001 = O, ^020 = O, pild = d x i d y k ( ) z l > 

fournit l'équation du 3e ordre 

^ 0 1 2 = O, 

qui ne figure pas dans les conséquences (algébriques) du prolonge
ment d'ordre 3 du système S2. 

2.° Le prolongement d'ordre 3 du système Si 

o Xif — 1̂ , o Xa X(.» — r , o X£ —• vj, 

où x, y, z sont trois fonctions inconnues des deux variables u, v, 
fournit l'équation du 2e ordre 

'îSix'fn, Xu*Xvi) = E„a l¥uv-\- G„*, 

qui ne figure pas dans les conséquences (algébriques) du prolongement 
d'ordre 2 de S|. 

Supposons maintenant non seulement qu'aucun prolongement de S,, 
ne fournisse d'équation d'ordre au plus égal à p, mais aussi qu'aucun 
prolongement d'ordre /> + ) / > / ? + A ne fournisse d'équation 
d'ordre p -\~ \ qui ne figure pas dans les conséquences de S^+x- On 
pourra alors, en se plaçant à un point de vue purement formel, avoir, 
en quelque sorte, une idée du degré de généralité de la solution. 
L'étude (algébrique) des systèmes S / ;, S / ? + l , S^+o, . . . permet en effet 
de voir le nombre d'arbitraires dont dépend, pour un système de 
valeurs initiales données, l'ensemble des dérivées d ' o r d r e / > , / ; + i , 
p -+- 2, Pour la solution effective du problème proposé, il sera 
nécessaire de se demander si les séries de Taylor formées à l'aide de 
ces dérivées sont convergentes (dans un domaine convenable). De 
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plus, il conviendra de préciser les c conditions initiales », de substi
tuer à la donnée de constantes arbitraires en nombre infini celle de 
fonctions arbitraires en nombre fini. 

6. Théorème général de M. Riquier. — L'étude du système de 
Cauchv-Kowalevsky nous a servi à introduire la distinction des 
dérivées en principales et paramétriques et la notion de classement 
des dérivées. 

Celle des systèmes du premier ordre à une fonction inconnue nous 
a servi à introduire la notion de système complètement intégrable. 

Celle enfin du problème général des fonctions primitives nous a 
servi à introduire la notion àe système de monômes complémentaire 
d'un système donné, notion qui permet de préciser la forme des con
ditions initiales dans un cas où cette forme n'apparaît pas d'elle-même 
avec évidence. 

Ces diverses notions serviront toutes ensemble dans l'étude qne nous 
allons faire maintenant et qui comprendra les trois précédentes comme 
cas particuliers. 

Les classements que nous considérerons sont plus généraux que les 
précédents. Attachons à chacune des variables indépendantes x{, 
x^ . . . , xn, et à chacune des fonctions inconnues u{, u2, . . . , uk, 
s nombres entiers qui seront appelés cotes i,e, 2e, ..., sK'raes de la quan
tité considérée. Appelons cote Ai,>me d'une dérivée d'une fonction 
inconnue, d'ordre total /*, la somme des cotes )J,mes de cette fonction 
et des r variables de dérivation. Supposons de plus que les cotes 
premières des variables indépendantes soient toutes égales à i. De 
deux dérivées D, D' de cotes c,, c2, ..., cs ; c\, c '2 , . . . , c's, D sera dite 
postérieure ou antérieure à D' suivant que la première des différences 

c i — c i , c 2 — c'.2, . . . , cs— c's 

qui n'est pas nulle est positive ou négative. Les dérivées des fonctions 
inconnues se trouvent ainsi réparties en classes Ci, C2, . . . , C^ . . . 
dont chacune ne contient qu'un nombre fini d'éléments, à savoir 
toutes les dérivées dont les cotes sont respectivement égales aux cotes 
de l'une d'entre elles. Tout classement de cette nature jouit des pro
priétés suivantes : 

i° D désignant une dérivée quelconque, -^ est postérieure à D ; 
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ti0D , . , . , dD' r. 

2° y - est postérieure ou antérieure a -.— > suivant que D est posté

rieure ou antérieure à D'. 
i° Considérons un système à k fonctions inconnues de n variables 

indépendantes xK, x2, . . ., xn composé d'équations (S) résolues par 
rapport à des dérivées, toutes différentes, de ces inconnues, chaque 
équation ne contenant dans son second membre que des dérivées 
antérieures au premier ( 1) . Les dérivées premiers membres relatives 
à une même fonction u correspondent aux monômes d'un système M; 
à chacun de ces monômes sont attachées par la règle énoncée plus 
haut des « variables multiplicatrices » ; à chacun des « monômes com
plémentaires » correspond une dérivée de u, « dérivée complémen
taire » à laquelle sont égalemeut attachées comme on l'a vu plus haut 
des « variables multiplicatrices ». 

Nous demandons, non pas que le système soit vérifié quels que 
soient xK, x2, . . . , xn (problème P), mais seulement que chaque 
équation soit vérifiée lorsque les variables non multiplicatrices 
du premier membre correspondant se réduisent à leurs valeurs 
initiales ('2) (problème P'). 

Le problème (P') ainsi posé a une solution régulière et une seule 
telle que chaque dérivée complémentaire se réduise à une fonction 
donnée, arbitraire, régulière, lorsque ses variables non multipli
catrices se réduisent à leurs valeurs initiales (3) (si du moins 
toutes les valeurs initiales déduites des données constituent un sys
tème de valeurs régulier pour chacun des seconds membres des 
équations E) . 

Appelons principales les dérivées qui figurent aux premiers 
membres et plus généralement celles qui correspondent à un (311), 
paramétriques toutes les autres : celles qui correspondent à un DZ>. 
Chaque équation E, chaque équation & que l'on peut en déduire par 
dérivations relativement à ses variables multiplicatrices sera mise 
dans la classe Cx de son premier membre. La donnée de chaque 
dérivée complémentaire, lorsque ses variables non multiplicatrices se 

(1) M. Riquier appelle orthonomes les systèmes qui jouissent de cette propriété. 
(2) Valeurs prises parmi les coordonnées a?J, x\, . . . , x% d'un point P0 point 

initial. 
(3) Une fonction inconnue dont aucune dérivée ne figure dans un premier 

membre doit être prise arbitrairement. 
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réduisent à leurs valeurs initiales, fait connaître au total les valeurs 
pour P 0 (#J , x\, . . . , x%) de toutes les dérivées paramétriques. 
Comme d'ailleurs chacune des équations E et des équations formées 
ne contient dans son second membre que des dérivées antérieures au 
premier, les équations de la classe Ci font connaître les valeurs en P0 

des dérivées principales de la classe C, ; les équations de la classe C2 

font connaître alors les valeurs en P0 des dérivées principales de la 
classe C>, et ainsi de suite de proche en proche. Le problème (P') ne 
peut donc avoir plus d'une solution régulière ux, u2, . . . , u^ satis
faisant aux conditions initiales imposées. 

Formons maintenant les séries de Taylor, bien déterminées d'après 
ce qui précède, qui définissent un u2, . . ., Uk. On peut démontrer 
à l'aide de la méthode des fonctions majorantes que ces séries 
admettent un système de rayons de convergence différents de zéro ( ' ). 
Le problème posé a donc bien une solution régulière et une seule. 

20 Supposons que les systèmes (M) relatifs aux diverses fonctions 
inconnues soient tous complets (2) ; et demandons maintenant que 
le système soit vérifié quels que soient xs, x2, . . ., xn. 

A chacune des identités 

Mxi = Mx?1x*1 . . . » " « 

que ment ionne la définition des systèmes complets, correspond une 

équat ion à laquelle doit satisfaire toute solution du problème 

±>-if= -V» ?'•»•?*... •*"»/> 

où /', / désignent les seconds membres des équat ions ayant pour 

premiers membres les dérivées D, D correspondant à M, M et où A 

désigne un symbole de dérivation totale. 

Si toutes ces équations ( I ) sont des conséquences algébriques des 

équat ions c (où l 'on comprend les E ) , nous dirons que le système ( E ) 

(1) C'est pour cette démonstraiion de convergence que l'hypothèse relative aux 
cotes premières des variables indépendantes toutes égaies à 1 a une importance 

du _ d2 u 
dy ~ dx"1 

une solution régulière prenant pour r = 0 une valeur régulière donnée (voir aussi 
\ïï,e] et [23]). 

(2) On arrivera toujours à réaliser cette circonstance en adjoignant aux équations 
données quelques-unes de celles qu'on en déduit par dérivations. 
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est complètement intégrable (K). Les équations (I) sont appelées 
conditions d'intégrabilité. 

Ces équations (I) sont évidemment en nombre fini; remarquons 
d'autre part que chacune d'elles ne peut contenir que des dérivées 
antérieures à la dérivée correspondant au monôme 

Mxi=Mx**x^...x?t"; 

par suite il suffit, pour reconnaître si (E) est complètement intégrable, 
de reconnaître si chacune des équations (I) est conséquence (algé
brique) de celles des équations c de classes antérieures àla classe de 

la dérivée -y— correspondante. On a donc un moyen régulier pour 
reconnaître, par un nombre fini d'opérations, si un système est ou 
non complètement intégrable. 

Si le système (E) est complètement intégrable, toute solution 
régulière du problème (P') satisfait à toutes les équations Y* quels 
que soient xx, x.2, . . ., xn, c'est-à-dire est solution du problème ( P). 
Les deux problèmes sont alors équivalents et l'on peut répéter pour P 
l'énoncé même obtenu pour ( P ) . 

Les u désignant des fonctions quelconques et A, A, . . . représen

tant les différences D — / , D — f , . . , , il est aisé de vérifier que, si 
dX 

le système est complètement intégrable, chaque expression (2) j ^ est 

une fonction des variables indépendantes, des dérivées paramétriques, 
des A et de leurs dérivées d> par rapport à leurs variables multiplica
trices, qui possède la propriété de s'annuler dès qu'on y annule ces A 
et leurs dérivées (d>). Ces relations (II) sont telles que grâce àFattri-
bution de cotes simples aux A considérées comme fonctions incon
nues, chaque second membre ne contient que des dérivées anté
rieures au premier. 

Supposons que les u constituent une solution régulière du pro
blème ( P ) . Les relations (II) constituent un système d'équations aux 
dérivées partielles pour les A qui admet au plus une solution régu
lière telle que les diverses fonctions qui la constituent s'annulent 
dans les conditions mêmes indiquées pour le problème (P ') . Il résulte 
de là que les A sont nuls quels que soient xx, x2, . . ., xn. 

(1) M. Riquicr emploie, à peu près dans ce sens, le mot passif ( voir plus bas 15). 
(2) Le signe de dérivation est bien entendu un signe de dérivation totale par 

rapport â xr 
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Remarque. — On peut reconnaître qu'un système est complète
ment intégrable par un procédé un peu différent de celui qu'on vient 
d'indiquer. Les premiers membres correspondant à chacune des fonc
tions étant supposés constituer toujours un système complet, dési
gnons par p0 leur cote première maxima; et considérons celles des 
équations & dont la cote première ne dépasse pas un nombre déter
miné pi^p0 (équations &{). On peut aisément définir pour ces 
équations des variables multiplicatrices ayant des propriétés ana
logues à celles des variables multiplicatrices précédemment intro
duites. Pour que le système soit complètement intégrable, il faut et 
il suffit que : 

i° Toute dérivée première d'une équation <§, de cote première 
inférieure à p{ soit conséquence du système &{. 

20 Toute dérivée première d'une équation &{ de cote premièrepK 

par rapport à une variable non multiplicatrice de cette équation soit 
conséquence des <§, et des dérivées premières des &K de cote pre
mière pK par rapport à leurs variables multiplicatrices. 

Les B (différence entre le premier membre d'une équation &K et le 
second) satisfont à un système d'équations aux dérivées partielles 
analogue à celui auquel satisfont les A; mais ce système est ici du 
premier ordre. 

7. Exemple. — Soit le système des six équations du deuxième 
ordre à une fonction inconnue de cinq variables : 

P*>*--

/ > 5 3 : 

/?52 : 

-Pu 

•-Pw 
= /?31 

PU=Pôî 

P'*2 = P2\ 

/^33 = />4 2 

OU pik-
d*~u 

dxt dx/c 

i° Le tableau des variables multiplicatrices des premiers 
membres est 

X<+ X:i X2 

X:i 

Pv* 
/?B3 

/>52 

PU 

PW 

/>33 

•*3 

X5 

X6 

X<t 

Xi 

X2 Xi 

•r3 x2 xi 

x3 x2 x{ 

x3 x2 Xi 



MAURICE JANET. 

On constate que le système des premiers membres est complet 
(8 identités à vérifier). 

2° Attribuons aux variables les cotes suivantes : 

X\ x2 

l 

O 

O 

# 3 

I 

O 

X i 

I 

# 5 

2 

I 

ce qui classe les i5 dérivées secondes dans l'ordre suivant : 

Dérivées 

Secondes 

Cotes 

Pi-2 

2 , O, O 

Pu 

Pu 

2 , 1, O 

/>42 

2 , I , I 

Pn 

Psi 

/>33 

2 , 2 , O 

Po2 

Pil 

/As 

2 , 2 , I 

P\!> 

2 , 2 , 2 

Pol 

PôZ 

2, 3 , I 

/>34 

2, 3, 2 

/?s:i 

2, /i, 2 

de sorte que chaque second membre ne contient que des dérivées 
antérieures au premier membre correspondant. 

3° On constate que le système est complètement intégrable 
(8 identités à vérifier). 

4° Les monômes complémentaires du système des premiers 
membres sont donnés, avec leurs variables multiplicatrices, dans le 
tableau suivant : 

N») 

N ( 2 ) 

(N). 

(provenant de x^x3) x± 

(provenant de x\) 1,^3 

(provenant de x5x2) x5 

variables multiplicatrices. 

x.2, x{ 

X,, Xi 

# 5 , xx 

de sorte que l'on peut se donner arbitrairement les valeurs régulières 

de u, — > -y— sur la multiplicité #:, = x°, Xjx=-x\, x5=x°. et celle 

de du 
0xs 

sur la multiplicité x.2^=x?iy x3 = x%, x.i = x^'} il y aura une 

solution régulière et une seule satisfaisant à ces conditions. 

8. Réduction d'un système quelconque à une forme complète
ment intégrable. — On peut indiquer des procédés réguliers qui 
permettent, étant donné un système différentiel quelconque, d'arriver, 
par dérivations et éliminations, soit à une relation entre les variables 
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indépendantes seules, montrant l'impossibilité du système, soit à une 
forme complètement intégrable de l'espèce précédente (6, 2°). 

Adoptons pour les fonctions inconnues et les variables indépen
dantes un système de cotes tel que chacune des classes qui en 
résultent ne contienne qu'un élément; c'est ce qui aura lieu, par 
exemple, pour le système de cotes suivant : 

«1 U.2 . . . Uk I &\ &-2 • • • x 

Cotes p remiè res . . ; o o . . . o 

Cotes secondes i 2 . . . A 
1 1 . . . 1 

o o . . . o 

les cotes 3e, 4e, . . ., (n + 2)ième étant nulles sauf la cote (n H- 3 — *')ièrae 

de Xi qui est égale à 1. 
On peut toujours supposer que chacune des équations du système 

donné C soit résolue par rapport à la dernière ( ' ) des dérivées qui y 
entrent, les dérivées premiers membres étant toutes différentes 
[forme (a)]. On peut, en adjoignant au besoin à ces équations un 
certain nombre de celles qu'on en déduit par dérivations, supposer 
que les dérivées premiers membres correspondant à chaque inconnue 
constituent des systèmes complets. Adjoignons maintenant au sys
tème ses conditions d'intégrabilité et mettons le système obtenu (G) 
sous la forme (a). 

Appelons (D) l'opération qui permet de passer du système (C) au 
système (C'). Soit (C") le système obtenu en effectuant l'opéra
tion (D) sur le système C ; et ainsi de suite. On va voir aisément 
qu'après un certain nombre, fini, d'opérations de ce genre, le sys
tème obtenu C(<2" est complètement intégrable, au sens du para
graphe (6, 2°). 

Chaque opération (D) qui ne reproduit pas le système C(X) auquel 
on l'applique, adjoint à l'un au moins (M) des systèmes de monômes 
correspondant aux premiers nombres de C(/) un ou plusieurs monômes 
dont aucun n'est multiple d'un monôme de (M). Or une suite de 
monômes à n variables telle que chacun d'eux n'est multiple 
d'aucun des précédents se compose d'un nombre fini de termes (2) 

(1) C'est-à-dire celle qui est postérieure à toutes les autres. 
('-') Si l'on admet ce fait pour les monômes à n — 1 variables,'on le prouve très 

aisément pour les monômes à n variables. Il suffit alors, pour démontrer le Iemme 
de nature arithmétique que nous utilisons, de remarquer qu'il est vrai pour n = 1 
puisqu'une suite d'entiers positifs décroissants n'a qu'un nombre fini de termes. 
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et, d'autre part, il n'y a qu'un nombre fini de fonctions incon
nues (u). 

Donc après un certain nombre fini cj d'opérations, (D) ne fait que 
reproduire le système C1'^ auquel on l'applique, ce qui revient à dire 
que GW est complètement intégrable (6, 2°). 

Le raisonnement prouve le théorème de M. Tresse : 

« Des équations aux dérivées partielles (à un nombre fini de fonc
tions inconnues, de n variables indépendantes) peuvent toujours être 
considérées comme des combinaisons (« algébriques » et différen
tielles) d'un nombre fini d'entre elles >•, 

et le théorème de Hilbert qui peut être considéré comme contenu 
dans le précédent. 

ce D'un système quelconque de formes algébriques enxi7 x2, ..., xn, 
on peut extraire un nombre fini de formes Fi, F a , . . . , F/f telles que 
toutes les formes du système s'écrivent Ai Fi-f- A.2F2 + . . .-+-AAFyi-, 
les A désignant des formes convenables en X\, x2, . . . , x„. » 

Le résultat prouve qu'un système d'équations aux dérivées par
tielles ne peut avoir d'autres conséquences que les équations que 
l'on en déduit par dérivations et combinaisons ( ' ) . 

Remarque. — On peut tirer de la seconde forme des conditions 
d'intégrabilité (remarque n°"6, 2°) la conséquence suivante qui com
plète sur un point les théorèmes d'Hilbert : 

Les relations qui existent entre les formes indépendantes B 
d'ordre p d'un module donné sont du premier ordre lorsque p est 
assez grand, 
c'est-à-dire que les systèmes X de formes solutions de l'équation 

S B / X , = o 

se déduisent par combinaisons linéaires d'un nombre fini de solutions 
où les X sont linéaires. 

9. Démonstration, par récurrence, d'un théorème général relatif 

( ' ) Ce point suppose, bien entendu, que l'on envisage Yintégrale générale du 
système et non pas seulement les solutions astreintes à telle pu telle -condition, de 
régularité par exemple (c'est ainsi que, si l'on ne considérait que les solutions 
régulières pour x = o de l'équation xy"-+-y'=ot cette équation aurait pour 
« conséquence » y' = o, qui ne peut s'en déduire par dérivations et combinaisons). 
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aux systèmes d'équations aux dérivées partielles. — On est en posses
sion d'un procédé régulier permettant, par un nombre fini d'opéra
tions (éliminations et résolutions, dérivations), ou bien de constater 
l'impossibilité du système proposé (cas d'incompatibilité), ou bien de 
le ramener à une forme canonique complètement intégrable pour 
laquelle on connaît un théorème d'existence précis. Mais, des pro
priétés d'une telle forme, retenons seulement ce fait que des vérifica
tions en nombre fini nous permettent de nous assurer qu'on ne peut 
par dérivations et combinaisons en nombre quelconque en déduire 
une incompatibilité. Cette propriété, et le théorème de M. Tresse, 
dont la démonstration repose, nous l'avons vu, sur les mêmes prin
cipes, suffisent à montrer comment le théorème fqndamentaldeCauchy 
relatif à une seule équation d'ordre p peut permettre pour un sys
tème différentiel quelconque d'indiquer le degré de généralité de la 
solution [16, b]. 

Nous utiliserons un changement de variables. La méthode consis
tera à ramener l'étude du cas où le nombre des variables indépen
dantes est n à celui où le nombre des variables indépendantes 
est 7i — î . 

Excluons le cas d'incompatibilité. Si, u{, u2, . . ., Uk—\ étant con
sidérées comme les seules inconnues, nous ne sommes pas dans le cas 
d'incompatibilité, choisissons «A arbitrairement. Après avoir éventuel
lement choisi ainsi une ou plusieurs fonctions, nous serons ramené à 
un système à h inconnues d'où l'on peut déduire entre autres, par 
dérivations et combinaisons, des équations contenant chacune une 
seule des inconnues restantes 

K;(M/) = o ( i = i, 2, . . . . h). 

On peut changer de variables de manière qu'une telle équation, 

supposée d'ordre /7, soit résoluble par rapport à ' r
l (forme de 

Cauchy). Le changement de variables étant effectué de manière qu'il 
en soit ainsi pour chacune des équations E,-, on pourra évidemment 
mettre le système donné sous une forme telle qu'il ne contienne, outre 
les E,, que des équations eK,e2, . . ., eq faisant intervenir seulement 
les dérivées des fonctions Ui, u2. . . ., u h où la dérivation par rapport 
à xx est d'ordre inférieur à /*,, r2, . . . , r/t respectivement (forme e). 

Une équation obtenue en dérivant ei par rapport à x{ peut se 
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mettre, en tenant compte des (E), sous la forme (e) ; si chacune de ces 
équations (e') est conséquence algébrique des e et de leurs dérivées 
par rapport à x2, #3 , . . ., xn, on conviendra de dire que le système 
proposé est sous forme « complètement intégrable ». Sinon, on 
recommencera sur les (e, er) l'opération que l'on vient de faire sur 
les (e); les systèmes successifs ainsi formés peuvent être considérés 
comme k n — i variables x.2, x3, . . . , xH et à rK -[- r2, . . . , -f- /'A incon
nues (les uL et leurs /7 — 1 premières dérivées par rapport à xK ) ; l'opé
ration ne pourra s'effectuer qu'un nombre fini de fois. 

Mais un système complètement intégrable est aisé à traiter si l'on 
sait traiter les systèmes à n — 1 variables indépendantes. Soit en 
effet une solution régulière du système (\e), considéré comme à n — 1 
variables indépendantes, Xi ayant une valeur fixe a; utilisons les fonc
tions qui la constituent comme conditions initiales pour une solution 
régulière du système (E) ; conformément au théorème de Cauchy 
cette solution régulière est bien déterminée. Cette solution satisfait 
aussi aux équations (e) quels que soient xK, x2, ..., xn. 

On le voit immédiatement en écrivant les conditions d'intégrabi
lité et en utilisant le raisonnement indiqué précédemment à deux 
reprises [3, 6 ] . 

10. Formes diverses du système différentiel le plus général. — La 
question fondamentale qui nous occupe est ainsi résolue par deux 
méthodes différentes, susceptibles elles-mêmes de bien des modes 
d'emploi différents. 

C'est ainsi que, dans la seconde, on peut prendre pour le système E 
un système quelconque déduit par dérivations et combinaisons du 
système donné, et susceptible d'être mis sous la forme de Gauchy-
Kowalevsky par un changement de variables indépendantes. C'est 
ainsi que, dans la première, on peut varier les cotes des variables et 
des fonctions, que l'on peut faire en sorte de n'avoir à traiter que des 
systèmes à une fonction inconnue (on détermine successivement 
chacune des inconnues), ou encore de n'avoir que des systèmes du 
premier ordre (à plusieurs inconnues) [24, a, / ' ] . 

On a remarqué depuis longtemps que tout système différentiel 
peut être remplacé, en considérant certaines dérivées comme des 
inconnues nouvelles et en gardant les mêmes variables indépendantes, 
par un système différentiel du premier ordre. On déduit immédia-
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tement de cette remarque évidente que tout système peut se remplacer 
par un système à une fonction inconnue, d'ordre deux ( ' ) : il suffit 
de prendre pour nouvelle inconnue la fonction 

U = Xn+i UX - h Xn+2 M2 "+- • • . •+• X;i-h/< Uk, 

les Ui: étant les fonctions qui interviennent dans le système du premier 

ordre précédent (S) et les xn+i de nouvelles variables indépendantes, 

de remplacer, dans les équations de (S), Ui par -— et d'adjoindre au 

système ainsi obtenu les équations 

= o (i , n = i, 2, . . . , A). 
d&n+i 0xn 

On déduit delà même remarque que tout système d'équations aux 

dérivées partielles peut se remplacer par un système d'équations de 

Pfaff* H suffit d'adjoindre aux équations du système (S) où y-- est 

remplacé par pu les relations 

dut = pi\ dxi-hy72 dx-i - h . . . H- pin dxn. 

On ne s'intéresse, il est vrai, qu'à celles des intégrales de ce système 
de Pfaff qui n'établissent aucune relation entre les x. 

Suivant la nature du problème posé, il pourra être avantageux soit 
de distinguer dès l'abord les fonctions inconnues des variables indé
pendantes, comme nous l'avons fait jusqu'ici, soit de traiter tout 
d'abord de la même manière toutes les variables tant dépendantes 
qu'indépendantes en étudiant un système d'équations de Pfaff. 

11. Étude des modules de formes. — Un perfectionnement de la 
première des deux méthodes consiste à donner le moyen d'éviter les 
complications accessoires qui proviennent du choix fixé a priori des 
variables indépendantes. 

Dans cet ordre d'idées, un essai intéressant a été fait dès 1896 par 
M. Delassus [8, a ] . Malheureusement, la forme canonique proposée 
par cet auteur n'est pas entièrement générale [11, c, e) 16, y ; 25, a\. 
C'est par M. Gunther qu'a été donnée, pour la première fois, une forme 
canonique « invariante » à laquelle on peut ramener par un change-

(1) Ce fait a son importance pour la classification des transcendantes définies par 
les systèmes différentiels [9, a]. 
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ment de variables un système quelconque d'équations aux dérivé.es 
partielles [11, g, i]. Les remarques purement algébriques qui suivent 
conduisent très naturellement à une forme canonique qui est voisine 
de celle de M. Gunther et qui la comprend comme cas particulier. 
Elles auront de plus l'avantage de montrer directement le rôle dans 
la théorie des systèmes d'équations aux dérivées partielles de certaines 
notions introduites par M. Cartan au sujet des systèmes d'équations 
de Pfaff. 

On dit qu'un ensemble de formes algébriques (F) en xh, x2, . . ., xn 

constitue un module si toute forme qui peut s'écrire 

A 1 F 1 - + - A 2 F 2 - h . . . + AjfcF/, 

(où les F appartiennent à l'ensemble et où les A sont des formes 
en x{, x2j . . . , xn) appartient aussi à l'ensemble (F) . 

Il résulte du théorème mentionné plus haut (8) que d'un module 
quelconque de formes, on peut extraire un nombre fini de formes F n 

F 2 , . . . , F* telles que toutes les formes du module puissent 
s'écrire A, F, -+- A 2 F 2 - K . . -|- A#Ffc. (les A désignant des formes 
en x{, x2, . . . , %n)\ et par suite, dès que P est assez grand ( P ^ P 0 ) 
toutes les formes d'ordre P + 1 du module sont combinaisons linéaires 
à coefficients constants des produits que l'on peut former avec l'une 
quelconque des formes (F) d'ordre P du module et l'une quelconque 
des variables x. 

Il résulte aussi des remarques faites aux nos 4, 6, 8 que : Le nombre 
des conditions indépendantes auxquelles doit satisfaire une forme 
d'ordre P pour faire partie d'un module quelconque donné est un 
polynôme en P dès que P est assez grand. 

En effet, en égalant à zéro les formes qui définissent le module et 
en traitant les équations obtenues par la méthode indiquée au n° 8 

le rôle d une dérivée partielle , „ > „ ^ r étant tenu ici par le 
r Ox*i Ox^. . . Oxfn r 

monôme correspondant x\xx^.. ..x*n j > on voit que le nombre des con
ditions indépendantes auxquelles doit satisfaire une forme d'ordre P 
pour faire partie du module est égal au nombre des monômes 
d'ordre P qui ne sont multiples d'aucun des monômes d'un certain 
système complet (M) ; d'après la définition (4) des classes, en nombre 
fini, dont font partie ces monômes d'ordre P (classes 9V) ce nombre 
est un polynôme en P dès que P dépasse le degré maximum des 
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monômes (N) complémentaires des (M). Ce polynôme est appelé 
polynôme caractéristique du module. 

Nous allons voir maintenant que, dès que P devient assez grand, le 
passage des formes d'ordre P aux formes d'ordre P -f- i se fait sui
vant une loi simple et générale que nous préciserons. 

Etant donné un système quelconque de formes (F) d'ordre p, 
appelons 07 •+• o-â + . . . + 0^ le nombre dont augmente son rang (au 
sens de la théorie des équations linéaires, les monômes d'ordre p, 
x\*x\*. . . x*», où «i -f- a2 -+- . . . ccn= p, étant regardés comme autant 
de variables indépendantes), lorsqu'on lui adjoint les produits res
pectifs de k formes linéaires déterminées à coefficients arbitraires 
par tous les monômes d'ordre p — 1, 

On a 
* i i ^ 2 = . . . ^ < * « - i ^ < r w = o. 

Soient (F') les formes obtenues en multipliant une forme (F) par 
une variable (x); au système de formes (F') d'ordre p -f- 1 ainsi 
obtenu correspondent d'après la définition précédente des nombres 07 

On a la relation 

( 0 a'l + ^ 2 + - . . + Vn-xè. <Tl+ 2C72 + . . . + (/i — i) <7„_!. 

Soient F" les formes obtenues en multipliant une forme (F') par 
une variable x, cr" les nombres attachés, d'après la définition précé
dente, aux (F"). 

Si, dans la relation (1), c'est l'égalité qui est vérifiée, on a encore 
l'égalité 

d'i + c r ' 2 + . . . 4- ?;,_! = ^ + 2 ^ + . . .+ ( • / * — 1) o-;l_1 

et dans ce cas les a sont donnés en fonction des a- par les formules 

<*'n = ffA- + <*k+i + . . . + (T/,-i. 

Le nombre des conditions indépendantes auxquelles doit 
satisfaire une forme d'ordre P^p pour faire partie du module 
défini par les (F) est alors 

-, • - / - ^ + 1 , . . . . ( p - f + . ) ( p - f + t ) - ( p - p + < - ) 
1 1 . 2 . . . ( / 1 - - 1 ) 

, „ ( P - / ? + l ) ( P - j P + 2 ) . . . ( P - / 7 + / i - 2 ) 
+ »/i-i . 

1 . 2 . . . ( / 1 - 2 ) 
MÉMORIAL DES SC. MATH. — N° 2 1 . 2 
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Lorsque l'égalité 

<j\ + ff'2-!-. . . + ^li_l — 3 , + 2Jo + . • . + (« — I )<*«-! 

est vérifiée, on dit que le système des ( F ) est e/> involution; 

07, <7.2, . . . , o-„_i sont appelés ses caractères. 

Quel que soit le module considéré, le système des formes 

d 'ordre p qui lui appar t iennent est en involution à condition de 

choisir p assez grand [16. /, k]. 

12. Exemples [16, A'J. — i° Les six formes en # , , x2, r 3 , xs, x,-> 

( à rapprocher du système étudié plus haut, n° 7) 

Xzxk — .rf, XsX-s — XiXi, x 5 x 2 ~ x3Xi\ 

ocl — x^x^ xkx±— / î / i , x l — x±x,, 

const i tuent un système en involut ion; les nombres cri, i2, cr;{, 07 sont 

égaux à 5, 4? o, o. (Le module qu'elles définissent n 'est autre que 

celui de toutes les formes en x^x2,x^,x^,x:, qui s 'annulent ident i

quement quand on y fait 

X;i=u'*, Xl=l{'iV, .T4=M2P2, X-A=UV*, X2 = ( • ' * . ) 

2° Deux formes arbitraires du second degré ne const i tuent pas un 

système en involution. Considérons pour fixer les idées deux formes 

du second degré à quat re variables, et supposons qu'elles n 'aient pas 

de facteur commun du premier deg ré ; elles ne const i tuent pas un 

système en involut ion; mais les hui t formes du troisième degré que 

l'on en déduit en multipliant chacune d'elles par chacune des 

variables const i tuent un système en involution, les nombres cr,, o\», <7:{ 

étant égaux à 8, l\, o. 

13. Systèmes en involution. Nouvelles formes canoniques. — 

Etant donné un système d 'équat ions aux dérivées partielles à une 

inconnue, on peut toujours, en effectuant au besoin des dérivations et 

des éliminations, le mettre sous la forme suivante : 

ni, /*/+,, . . . , np équations d ' o r d r e s / , / + i , . . . , / > formant des 

systèmes S/, S/+ 1 , . . . , Sp de rang ni, //74.,, . . . , np relativement aux 

dérivées d 'ordres l, / + 1, ..., p, toute équation obtenue en dérivant 

une fois une équation de l 'un des systèmes S/, S / + l , . . . , S,, ., étant 
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conséquence algébrique de (S/, S/+1, . . . , S ;,), les np équations 
d'ordre p étant de plus linéaires par rapport aux dérivées d'ordre p. 

Supposons que le système de formes en P , ,Po , . . . , Pn obtenu en 
substituant, dans les termes d'ordre p des Sp, à chaque dérivée 

—— —- le monôme correspondant P?1 PJ s . . . P*" (formes carac-
dx*i dx**... dxfn r 1 2 " x 

téristiques) soit (en tenant compte au besoin des équations S< 
où i<Lp) en involution (*). Soient o-,, o\_», . . . , o-w_, ses caractères. 

Supposons de plus que le système obtenu en dérivant une fois les 
équations Sp donne seulement I>+i — \a{ -+- 2<72-f-. .. + (/* — 1)0-,^] 
équations indépendantes (2) relativement aux dérivées d'ordre p-\-\ 
qui y entrent (et éventuellement, des conséquences algébriques de S/, 
S / + n . . . , Sp). Nous dirons alors que le système (S/, S/+,, . . . , S^) 
est en involution. 

Soient maintenant un point M0(x\x\.. .x{i
n) et des multiplicités 

linéaires arbitraires M n M2, . . . , Mn_{ à 1, 2, . . . , n — 1 dimensions 
passant par M0, chacune étant contenue dans la suivante. On peut se 
donner arbitrairement (outre les valeurs en M0 des dérivées d'ordre 
inférieur à p, liées seulement par les équations S/, S/+1, . . . , S^-^les 
valeurs sur M,, M2, . . . , M,/_f de <r,, cr2, . . . , c*,,-, dérivées (3) 
d'ordre p. 

Il y a une solution régulière, et une seule, qui satisfait à ces 
conditions. On suppose, bien entendu, que le système de valeurs 
initiales des dérivées que l'on déduit des données rende les équa
tions S régulières et les équations S/, S/+, . . . , Sp, résolubles dans 
les conditions ordinaires de la théorie classique des fonctions impli
cites. 

Tout système à une inconnue peut être mis sous la forme inva
riante qui précède; il suffit de supposer^ assez grand [16, k]. 

On arrive aisément à la démonstration du théorème d'existence 

( l) Les dérivées d'ordre inférieur à p et les variables indépendantes doivent être 
considérées comme de simples paramètres. 

(-) Nous désignons par T,̂  le nombre des monômes d'ordre p à n variables 

TP - QP + ' H ^ - * - 3 ) • • • (P + n — i) 
11 1 . a . . . (n — 1 ) 

(3) Les dérivées d'ordre/? qui doivent intervenir sont précisées parla théorie indi
quée plusloin. 
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que nous venons d'énoncer en prenant comme nouvelles variables 
les formes linéaires qui interviennent dans la définition des systèmes 
en involution (leurs coefficients ayant un système de valeurs non 
exceptionnel). 

Répartissons les monômes d'ordre/? en n classes, les monômes de 
la kwme classe ne contenant aucun des x-t où i<ik, mais contenant 
effectivement Xk, et appelons variables multiplicatrices ( ' ) d'un 
monôme de la Aième classe les variables x^, Xk-\, . . . , xK ; on obtient 
sans omission ni répétition tous les monômes d'ordre p + A en multi
pliant chaque monôme d'ordre p, mp par chaque monôme d'ordre >. 
formé avec les variables multiplicatrices de mp. Etant donné un 
système de monômes (M) d'ordre p, si chacun des produits que Ton 
peut former avec l'un d'eux M et Tune de ses variables non multipli
catrices, est égal au produit d'un monôme M du système par une de 
ses variables multiplicatrices, le système (M) est dit involutif (et 
c'est d'ailleurs un système de formes en involution). Il est très aisé 
de répartir les monômes d'ordre ^p qui ne sont multiples d'aucun M 
en un nombre fini de classes (31) sans éléments communs : une classe 
est constituée par tous les monômes que l'on peut former en multi
pliant un monôme N d'ordre p, non compris dans les M, par un 
monôme quelconque formé avec les variables multiplicatrices de N. 

On peut supposer que chaque équation Sp est résolue, ne contient 
dans son second membre que des dérivées antérieures au premier, et 
que les dérivées premiers membres correspondent aux monômes d'un 
système involutif. Les conditions initiales se mettent alors en évi
dence grâce aux remarques qui viennent d'être faites relativement 
a u x ( X ) ( c / . 4). 

Exemple. — Le système 

/>55 = P\\, /?5 i = /?31> PoS=P2l, 

Pk!t = Pî\i /^43 = /^32, 

/>33 = / V 2 

est sous la forme canonique voulue; une solution est déterminée par 
la donnée des fonctions et constantes arbitraires suivantes : 

( l ) On remarque que, à rencontre de ce qui se passait précédemment, les variables 
multiplicatrices d'un monôme ne dépendent que de ce monôme et non pas du sys
tème où il est contenu. 
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valeurs de pô», p,ï2, p:)2, p22 pour 

X% = X--t) X± = X ^, X$ =: Xj , 

valeurs de p,},, psl, p:i,, />2,, / ; , , pour 

valeurs de M et de ses dérivées premières pour 
X$ = X5, X>+ = X -,, X-i = X-s , .7*2 = # 1 2 » "**1 = ^ 1 5 

soit 4 fonctions de deux variables, 5 d 'une variable, 6 constantes . 

L'exemple actuel n 'est autre , aux notations près, que celui que l 'on a 

cité plus haut ( 7 ) ; les variables précédemment appelées xK, x.2, x-3y 

x..t, xà sont appelées ici x%, xh, xt), x-t, x2. 

Le cas examiné antér ieurement par M. Gun the r est celui où les 

dérivées premiers membres correspondent à un système de monômes 

norme [ 1 1 , g\ : un système de monômes d 'ordre p est dit norme si, 

quel que soit le monôme de l 'ensemble x^x**.. .xfj:.. .x*" où « A ^ O, 

l 'ensemble contient aussi les monômes 

x**xf-.. .xft-' .. .xfi+-1.. ,xft» (/ = /- + 1,/: + 2, . . . , n). 

Un changement de variables arbitraire amène nécessairement à ce 

cas ( ' ). 

D 'après M. Robinson, on peut toujours, par un changement de 

variables, être ramené au cas où le système des monômes premiers 

membres est tel que si xff...x*", où a^^éo fait partie du système : 

i ° les a*1--1... x°i1^ ... x*% où / > /' ; 2° les xf-... xfl~l... xf//^1... x%", 

où m ] > / > / • en font aussi part ie . Les systèmes de M. Robinson [25] 
doivent être rapprochés des systèmes réguliers de M. Riquier [24, r ] . 

14. Digression. Systèmes minimaux de M. Gunther. — Dans 

l 'étude à laquelle il a été fait allusion plus haut (n° 11) , M. Delassus 

appelle « systèmes canoniques » de monômes d 'ordre p tout système 

consti tué par les / derniers monômes de cet ordre , / = T£, le classe

ment des monômes d 'ordre p étant défini par la règle suivante : M, 

M ' étant deux monômes d 'ordre p correspondant aux exposants a{, 

(') Tout système norme est involutif; mais la réciproque n'est pas vraie; le syst
ème x\, x.Ax^ x'}, x2xx par exemple est involutif sans être norme. 



32 MAURICE JANET. 

a2, ...,xn; a',, a.,, . . . , a'„ M est dit postérieur {• ) ou antérieur à M' 
suivant que la première des différences a, —a', , a2— a!,, . . . , a/f — a^ 
qui ne s'annule pas est positive ou négative. Or, contrairement à ce 
qu'avait cru pouvoir affirmer M. Delassus, on ne peut pas toujours 
par changement de variables ramener un système de / formes indé
pendantes d'ordre/? à être de rang l par rapport aux l derniers 
monômes d'ordre p. C'est ce qu'a montré d'abord l'exemple [11, c; 
25, b] des formes à trois variables xK, x2, x3 : 

•E 1 i *̂ * 1 ^ 2 j XTf. 

Des systèmes de forme normale très simple tels que deux poly
nômes homogènes du deuxième ordre, à quatre variables, par exemple, 
ou encore les / polynômes d'un ordre déterminé p quelconque du 
module (F, G) que l'on en déduit, ne peuvent d'ailleurs non plus se 
ramener par changement de variables à avoir le rang / par rapport 
aux / derniers monômes d'ordre p [16, /', k]. 

*Quoi qu'il en soit, on doit remarquer avec M. Gunther [11, y ] que 
la considération des systèmes canoniques de M. Delassus peut servir 
à la solution d'une question voisine de celle qui a été traitée au n° 11. 

Etant donnés n, p et /<T? , trouver le minimum L0 du nombre 
des monômes (2) d'ordre p -f- i qui sont multiples de l'un des l mo
nômes d'un système d'ordre p : il suffit de compter le nombre 
des monômes d'ordre p -h i qui sont multiples de l'un des / derniers 
monômes d'ordre p. Un système de / monômes d'ordre p dont les 
multiples d'ordre/? + i sont en nombre L0 sera dit minimal. Si un 
système de monômes d'ordre p est minimal, le système dérivé d'ordre 
/J + I l'est aussi. Etant donné un système de monômes quelconque, 
les systèmes dérivés d'un ordre assez élevé sont minimaux. 

Les entiers n, p, l^T? déterminent entièrement un système de. 
n — i entiers, les exposants yh y2, . . . , yM_, qui interviennent dans 
le premier x]xx\*... x\ns^xp~ 1^+^+---+^-.) des / monômes du sys
tème canonique d'ordre p) ces exposants (y) sont d'ailleurs aussi ceux 
qui interviennent dans le premier des L0 monômes du système dérivé 
d'ordre p -+-1, et dans le premier des monômes de l'un quelconque 
des systèmes dérivés. 

(1) Nous inversons le sens attribué par M. Delassus aux mots postérieur et anté
rieur de manière à mettre le langage employé ici d'accord avec celui de la théorie 
générale (n° 6). 

(2) Monômes à n variables. 
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Ces nombres peuvent servir, comme les (cr), à déterminer ( ' ) le 

polynôme caractéristique du système de monômes envisagé. L ' iden

tité des polynômes caractérist iques obtenus à l'aide des (y) ou des (cr) 

conduit à des formules qui donnent les (y) en fonction des (cr). Ces 

formules sont utilisées par M. Gunther même dans le cas où le sys

tème (norme) des monômes considérés n'est pas minimal. Les 

nombres (y) ont sur les nombres (<r) l 'avantage d'être indépendants 

de l 'ordre p du système considéré. 

Les remarques précédentes conduisent à mettre en évidence les 

systèmes minimaux de formes d 'ordre p, c'est-à-dire les systèmes de 

/ formes indépendantes d 'ordre p tels que les formes dérivées indé

pendantes d 'ordre p-\-\ que l'on en peut déduire soient en nombre 

minimum L0 . 

15. Le degré de généralité de la solution. — Le degré de géné

ralité de la solution pour un système d 'équations aux dérivées par

tielles à une inconnue ( J ) est déterminé par la nature du module 

des formes caractéristiques (n° 13) . 

Prenons comme seules données initiales arbitraires (outre des 

constantes, valeurs de d é m é c s cVordre inférieur à p), des dérivées 

d'ordre p, p étant assez grand pour que le système des formes carac

téristiques d 'ordre p soit en involution; les fonctions arbitraires de 

i, 2, . . . , n — i variables sont au nombre de (7,,-<72, . . . , <jn_{ ; non 

seulement ces nombres (cr) ne dépendent que de p et non pas des 

variables indépendantes choisies, mais ce sont encore à eux que l'on 

arrive, si l'on peut mettre le système sous une forme complètement 

intégrable quelconque où les équations soient d 'ordre au plus égal 

h p, en s'assujettissant à ne se donner arbitrairement que des dérivées 

d'ordre p, et des constantes, valeurs de dérivées d 'ordre inférieur 

h p. 

(1) M. Hilbert [14], M. Delassus [8, c] déterminaient respectivement Je polynôme 
caractéristique par les nombres (•/), (a>) en l'écrivant 

•/ -4- P •/ -I- -X- P(P— ' ) • • • ( / > — H + 3) 
1 1 . 3 . . . ( / 1 — 2 ) ' ' 

p />(/? + 1 ) . . . r /?+/« — 3 ) 
i i . 2 . . . ( / > — J ) ' 

(2) MM. Delassus et Gunther ont d'ailleurs aussi exposé leurs recherches pour le 
cas de plusieurs fonctions inconnues. 
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La signification algébrique des nombres (cr) a été donnée plus haut, 
leur connaissance équivaut en somme à celle du polynôme caracté
ristique (ou postulation) du module. On ne peut espérer [16, f], 
comme avait cru pouvoir le faire M. Delassus, obtenir le degré de 
généralité de la solution en recherchant simplement les dimensions 
et degrés des multiplicités algébriques définies dans un espace à 
n — i dimensions en égalant à zéro les formes du module envisagé. 
Le polynôme caractéristique d'un module ne dépend pas seule
ment de ces nombres ( ' ) . On peut seulement affirmer [14] que la 
plus grande des dimensions des multiplicités définies est égale au 
degré d du polynôme caractéristique, et que le degré de la multi
plicité de dimension maxima est égal au produit par d\ du coeffi
cient du terme de plus haut degré de ce polynôme (2) . 

Si maintenant on considère l'une quelconque des formes en invo
lution ou des formes complètement intégrables (n° 6) auxquelles on 
peut réduire un système à une inconnue donné, les conditions 
initiales peuvent évidemment prendre des formes assez variées; mais 
il est très aisé de voir que les deux nombres suivants restent inva
riants : 

L nombre maximum des arguments des fonctions arbitraires; 
M nombre des fonctions arbitraires de L arguments. 

L est en effet d -f- i, d étant le degré du polynôme caractéristique 
{autrement dit, L est l'indice maximum des cr différents de zéro). 

M est le produit par d\ du coefficient du terme du plus haut degré 
de ce polynôme (autrement dit, M est la valeur decrL). 

M. Riquier a obtenu à ce sujet les propositions suivantes [24, /, /•]: 
i° Appelons forme passive d'un système (S) quelconque une 

forme de ce système où les équations soient résolues par rapport à 
diverses dérivées, les seconds membres ne contenant aucune dérivée 
principale (en appelant toujours principales les dérivées premiers 
membres et leurs dérivées de tout ordre), et qui soit telle que le sys
tème (S) prolongé indéfiniment soit numériquement équixaient à un 
système résolu par rapport aux dérivées principales. 

(1) C'est ainsi que, dans Io cas de quatre variables, si la multiplicité algébrique 
définie est de dimension i et de degré l\, le polynôme caractéristique est !\p ou 
4/? + i, suivant que c'est une biquadratique, ou une quarlique unicursale. 

(2) Encore doit-on faire quelques réserves au sujet de certains cas singuliers [16, e]. 
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L'ensemble des conditions initiales peut se représenter en général 

de diverses manières à l 'aide d 'un nombre fini de fonctions (et cons

tantes ) arbi traires . Soient À le nombre maximum des arguments de 

ces fonctions arbi t raires , \J. le nombre des fonctions arbitraires de 

p. a rguments . 

/ , [j. gardent des valeurs constantes quelque choix que l'on 

fasse parmi des représentations diverses dont nous venons de 

parler. 

2° Appelons ordinaire toute forme passive telle que , en a t t r ibuant 

à chaque variable indépendante une cote égale à i et, à chaque fonc

tion inconnue, une cote convenablement choisie, les formules qui 

donnent les quanti tés principales en fonction des variables indépen

dantes et des quanti tés paramétr iques ne cont iennent au second 

membre (sauf peut-être un nombre fini d 'entre elles) que des quan 

tités de cote au plus égale au premier membre correspondant . 

Si l 'on rédui t un système à une forme passive ordinaire quel

conque, les nombres A, \x ont des valeurs indépendantes de cette 

forme; soient L, M ces valeurs. Si l 'on réduit le système à une forme 

passive quelconque, les nombres 7, [j. correspondants satisfont aux 

relations suivantes : 

i° X : L . 

2° \x'= M (si À = L). 

16. Généralisations du théorème de M. Riquier. — M. Riquier 

a indiqué une généralisation importante de son théorème fonda

mental [ 2 1 , / • ] . Le théorème généralisé concerne le cas où le « second 

membre » de chacune des équations considérées peut contenir des 

quanti tés antérieures au premier membre correspondant sans con

tenir toutefois aucune quanti té de cote première suoérieure à la cote 

première du premier membre . Dans ce cas, le théorème fondamental 

subsiste à condition que les valeurs initiales des variables, des 

inconnues et de quelques-unes de leurs dérivées paramétr iques 

satisfassent à certaines restrictions d'inégalité. Ce fait résulte 

presque immédiatement du théorème fondamental lu i -même si l 'on 

a soin d'util iser des fonctions majorantes convenables [16, e], 

i° Proposons-nous tout d 'abord de traiter pour le système proposé 

le problème (P ' ) qui a été indiqué au n° 6. Les dérivées se classent 

en groupes successifs d'après leur cote première . Classons les équa-
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tions (e) d 'après la cote première de leur premier membre . Les 

équations s> de cote première À ne fournissent pas immédiatement 

les dérivées principales de cote première A en fonction des dérivées 

paramétr iques et des dérivées principales de cote première infé

rieure à À; car des dérivées principales de cote À peuvent fort bien 

figurer aux deuxièmes membres . Mais si l 'on sait par ailleurs que 

chacun des systèmes £>. est résoluble par rappor t aux dérivées pr in

cipales de cote première À, on voit que la connaissance des dérivées 

paramétriques suffira pour permet t re de construire les développe

ments en série des intégrales; il ne restera plus qu'à démontrer la 

convergence de ces développements. 

Sans entrer dans l 'étude détaillée de ces quest ions, on comprendra 

aisément l 'utilité, dans Tune comme dans l 'autre, du lemme d'algèbre 

suivant : 

Soient A/A-(/ , /r = i , 2, . . . , N) des nombres positifs ou nuls , Ut-

des nombres positifs. Supposons que le système d 'équations linéaires 

en \ 
A- = N 

X / = 2 A,-A-X*+ U, (/ = 1, 2, . . . , N) 

/.• = 1 

ait une solution X , , \ 2 , . . . , XN formée de nombres tous positifs. 

Le système d'équations linéaires en x 

À = N 

Xi = ^ ClikXk + M/ U = 1 , 2, . . . , N ) 

où I a/A I 5 A/A et | M / | ^ U / a une solution et une seule, et cette solu

tion est telle que \ xi\ 5: \ / . 

Il est aisé de ramener l 'étude du problème posé à celle d 'un p r o 

blème analogue où les données initiales soient ident iquement nulles, 

et où toutes les dérivées de cote première inférieure à un nombre 

donné / soient nulles. Si l 'on écri t alors les équations (e) de cote 

égale à la cote max imaC des équations proposées, supposées linéaires 

par rappor t aux dérivées de cote C, tout le problème consistera à 

écrire un système (E{) majorant pour le système (s) et ayant une solu

tion dont tous les coefficients soient positifs [ 16, e]. C'est pour pouvoir 

former un tel système que l 'on a à faire certaines hypothèses d'iné

galité sur les valeurs initiales des « coefficients » qui figurent dans 

les seconds membres des ( s ) , coefficients qui dépendent des dérivées 
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<le cote première inférieure à C. Si d'ailleurs les équat ions (s) de 

cote ( 1 ) C ne sont pas linéaires par rapport aux dérivées de cote C, 

il suffirait d 'appl iquer les raisonnements aux équations (e) de 

cote G - f - i . 

C'est ainsi, par exemple, que l 'on démontre [24, /'] que l 'équation 

0*u 
Ox Oy 

j . / Ou Ou d*u 02u\ 

admet une solution régulière et une seule prenant des valeurs régu
lières données pour x = x0 et pour y = y0, à condition que les 

dérivées partielles de / p a r rapport à -r—̂» -r—- soient telles que le 

module du produit de leurs valeurs initiales A0B0 soit inférieur (2) 
, i ar 

.2° Passons maintenant au problème (P) lui-même. On pourra 
encore supposer que les systèmes (M), premiers membres relatifs aux 
diverses fonctions inconnues, soient tous complets. A chacune des 
identités que mentionne la définition des systèmes complets, on 
pourra encore faire correspondre une équation (l) formée comme il 
a été indiqué précédemment; si toutes ces équations (T) sont consé
quences algébriques des équations (s) [où l'on comprend les (E) ] , 
le système (E) est dit complètement intégrable. 11 suffira de recon
naître si les équations (I) sont conséquences algébriques des équa
tions (s) de cote au plus égale à G -f- i, en appelant G la cote maxima 
des premiers membres des (E). 

Si le système (E) est complètement intégrable, toute solution 
régulière du problème ( P ) satisfait à toutes les équations (E) quels 
que soient X\, x2, . . ., xn, c'est-à-dire est solution du problème (P), 
à condition toutefois que certaines restrictions d'inégalité soient 
vérifiées. Les restrictions d'inégalité que nous faisons sont tout 
d'abord celles auxquelles il a été fait allusion lorsqu'on a traité le 
problème ( P ) ; ce sont de plus celles que l'on est amené à faire pour 

(') Il est loisible de supprimer le mot première puisque aucune autre cote n'inter
vient maintenant. 

(2) M. Gunther a montré récemment qu'il en est ainsi non seulement s i | A 0 B 0 | < -
4 

mais aussi si A0Tî0 — 7 n'est pas un nombre réel positif [11 , / ] . 
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affirmer que le nouveau système auquel satisfont les A (nouvelles 
relations II) admet au plus une solution régulière telle que les diverses 
fonctions qui la constituent s'annulent dans les conditions indiquées 
pour le problème (P). 

M. Riquier a complété celte étude en montrant comment l'énoncé 
du théorème généralisé se simplifie dans certains cas très géné
raux [24, f,r]. 

« Construisons un quadrillage rectangulaire dont les lignes corres
pondent aux diverses variables indépendantes et les colonnes aux 
diverses quantités (q) qui figurent dans les premiers membres des 
conditions initiales. Hachurons les cases des diverses variables dont ne 
dépend pas la fonction arbitraire correspondant à la quantité (q). 
Si, en adoptant pour les lignes, c'est-à-dire pour les variables indé
pendantes, un ordre convenable, les cases blanches de chaque colonne 
se trouvent toutes situées au bas de cette colonne (disposition régu
lière) », les restrictions d'inégalité se simplifient; par exemple, 
dans le cas où les premiers membres des équations données sont 
relatifs à des inconnues toutes différentes, toute restriction d'iné
galité devient inutile (le système proposé devient nécessairement 
<( orlhonome »). 

17. Caractéristiques. — L'énoncé du théorème de Cauchy, relatif 
à une équation aux dérivées partielles à une inconnue, a été complété 
par Beudon [ I , b, c] grâce à la notion de multiplicité caractéris
tique. 

Considérons d'abord, pour plus de netteté, une équation linéaire 
d'ordre p, et dans l'espace à n dimensions (x{, x«-> . . ., xtl) une mul
tiplicité arbitraire M„__, à n — i dimensions. Donnons-nous, sur cette 
multiplicité, u et ses dérivées d'ordre i, 2, ...,p — i, liées bien 
entendu sur M„_, par les relations 

dpoL.cf.,...«„ = /?at H-ia.:...a„ dx{ + . . . + /Ja,a.:...a„+i dxn, 

de sorte qu'il n'y a là en réalité que p fonctions arbitraires de n — i 
variables. 

En tenant compte de l'équation, les dérivées d'ordre /;, /; + i, 
/>-f-2, . . . se calculent successivement d'une manière bien détermi
née; c'est là sous une autre forme la remarque fondamentale sur 
laquelle repose la démonstration du théorème de Cauchy. Il y a 
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exception pour certaines multiplicités, / = o (multiplicités caràctè* 
ristiqu.es) : les surfaces intégrales de l'équation aux dérivées par
tielles du premier ordre que l'on obtient en remplaçant, dans l&forme 

> • • 1 1 5 . ' ' 1 J ' ' ' JPU 

caractéristique de 1 équation proposée, chaque dérivée a fta—^-

parle produit ( -J- ) ' ( j£-) ' • • • ( T ^ - ) "• Si l'on considère une sur
face intégrale ordinaire de cette équation, le calcul des dérivées 
d'ordre p, / > + i , . . . de la fonction u introduit chaque fois une 
arbitraire : il conduit en effet chaque fois à une équation aux dérivées 
partielles du premier ordre à n—i variables indépendantes pour 
l'une de ces dérivées. 

Considérons maintenant une équation non linéaire d'ordre p, et 
une solution particulière ordinaire de cette équation; la connaissance, 
sur une multiplicité à n —i dimensions, de l'espace xK, x2, . . . , x,ti 
de u et de ses dérivées jusqu'à l'ordre p (satisfaisant à l'équation) 
permet en général, grâce seulement aux équations dérivées, de 
retrouver entièrement les dérivées d'ordre p-\-i, p -\- 2, . . . de ù. 
Il y a exception pour certaines multiplicités d'éléments d'ordre p, 
M(;_, ; F étant le premier membre de l'équation d'ordre p donnée, 
/>aa %n une dérivée d'ordre/?, le support / = o , dans l'espace à 
n dimensions, de M£_,, est défini par l'équation 

y ^,+*,+-+«„ F / Of y , / df y, ...(AL Y" _ 0. 

Dans chaque coefficient chaque dérivée de u doit être remplacée par 
son expression en xx,x2, . . ., xa de sorte que ces supports dépendent 
en général de la'solution particulière considérée. 

Ces notions ont été étendues par M. Hadamard ( ' ) aux systèmes 
de la forme de Mmc de Kovvalevsky, puisa d'autres systèmes à autant 
d'équations que de fonctions inconnues [ 12, a, b]. M. Le Roux a donné 
peu de temps après, pour définir les multiplicités caractéristiques 
d'un système quelconque, une méthode simple et générale [20]. Les 
résultats les plus précis ont été obtenus par M. Gunther [ I I , d, e]. 

M. Gunther prend pour point de départ les systèmes (S) de 

( ') Au cours de ses recherches sur la propagation des ondes. La nolion d'onde 
correspond à celle de caractéristique. 

http://ristiqu.es
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M. Riquier dont il a été question au numéro précédent. Considérons 
toutes les équations de cote C du système prolongé; en désignant 
par C — C/, la cote de l'inconnue u/t, elles s'écrivent 

i,=k 

* 2 ^ ^ 1 . . ^ , , / ^ . . . ^ + . . .= 0 (/ = 1,2, . . . ,L), 
h-\ 

a-i + a2 + . . . + a„ = C/t. 

La surface w = xn— '^{x\? oc2, . . . , ^„_i ) = o est dite caractéris
tique pour l'intégrale ordinaire (u{, u^, . . . , «A) du système si la 
fonction ^ est solution du système des équations aux dérivées par
tielles du premier ordre 

<P2 = o, <P2 = o, . . . , 4>T = o 

obtenues en égalant à zéro les déterminants d'ordre k du tableau 

I ?i,} <pr . . . *i*'' I (« = i,a, . . . , L ) , 
où 

«pi'0 = Sa( A^ 2 ' . . . a J< 1 < 2 • • • < • , «i + «2 + - . . + «„= C,lf 

r,3f représentant — et (A'£«!...a#l) *e résultat de la substitution dans 

Aafa2...a„? a u x u e t à leurs dérivées, de leurs valeurs calculées par les 
équations qui définissent l'intégrale (« f , u2, . . . , u^). 

Si l'on regarde comme données les valeurs sur la surface w des 
dérivées autant une cote moindre que C, les valeurs sur cette surface 
des dérivées de cote G sont déterminées par les équations du sys
tème S prolongé, sauf dans le cas où la surface est caractéristique. 

Excluons le cas où les <£ seraient identiquement nulles (ce qui 
reviendrait à dire qu'une au moins des fonctions u est arbitraire); on 
pourra satisfaire aux équations O = o par un système de la forme 

( I ) 1 0 , = ^ ( 1 0 ^ , 0 ) . , + , , . , . , W , | ) ( / = 1 , 2 , . . . , * ) . 

Une nouvelle question se pose ici, dont la réponse est loin d'être 
immédiate. Alors que dans le cas d'un système d'équations aux déri
vées partielles de la forme normale (de Mme de Kowalevsky) les carac
téristiques étaient définies par une seule équation du premier ordre, 
elles sont en général définies ici par un système d'équations du 
premier ordre. Ce système est-il complètement intégrable? 

On doit faire ici une distinction importante. 
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Formons le tableau 

00}j 0<t>j . 0<t>j 
(y = i , 2, . . . , T ) . 

Si tous les éléments —+- sont égaux à zéro sur la caractéristique 
envisagée, on dira que cette caractéristique est multiple; elle sera 
dite simple dans le cas contraire. 

Si le rang du tableau, sur la caractéristique envisagée, est précisé
ment égal à s, on dira que cette caractéristique est ordinaire (de 
genre s); elle sera dite singulière dans le cas contraire. 

M. Gunther démontre que, dans le cas d'une caractéristique 
ordinaire, le système (i ) est complètement intégrable, et il fait voir 
par un exemple.[ll, d, p. 210J qu'il n'en est pas toujours ainsi dans 
le cas d'une caractéristique singulière. 

Pour qu'une caractéristique simple soit ordinaire (de genre s), 
il faut et suffit que s soit égal à un certain nombre u complètement 
déterminé par le système S, l'intégrale et la surface considérés. 

La détermination des dérivées de cote C sur une caractéristique 
ordinaire du genre s dépend de l'intégration d'un système aux déri
vées partielles à une inconnue, du premier ordre, composé de s équa
tions, qui est lui-même complètement intégrable. 

Enfin, si l'on peut de plusieurs manières mettre le système donné 
sous la forme de Riquier prise pour point de départ, la solution con
sidérée étant ordinaire pour chacun des systèmes obtenus, une carac
téristique ordinaire (de genre s) pour l'un est aussi caractéristique 
ordinaire (de genre s), pour l'autre [cf. U , d, p. 358-36o]. 

Toutes ces recherches reposent sur les théorèmes de M. Riquier. 
Dans des travaux ultérieurs, M. Gunther a repris d'une manière dif
férente, et perfectionné, la théorie générale de la détermination des 
intégrales par des conditions non caractéristiques [11,7 et /r]. 

La plupart des travaux publiés par Beudon sur les caractéristiques 
de certains systèmes doivent être rapprochés non de la théorie précé
dente, mais de la théorie des caractéristiques des équations et sys
tèmes d'équations du premier ordre à une inconnue [1, a, c,f\. 

18. Systèmes à autant d'équations que d'inconnues. — Les théo
rèmes généraux d'existence dont il a été question jusqu'ici peuvent 
être jugés insuffisants dans certains cas (même si l'on se borne tou
jours aux solutions analytiques régulières). Quel que soit le système, 
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on est certain d 'a rmer au bout d'un nombre fini d'opérations à une 
forme complètement intégrable; encore cela peut-il exiger un temps 
fort long et peut-on demander de mettre effectivement un système 
donné sous la forme voulue. 

Cette question offre surtout de l'intérêt lorsque le système donné 
présente une forme assez générale dont l'étude se présente naturelle
ment. C'est ce qui arrive par exemple pour un système comprenant 
autant d'équations quede fonctions inconnues. Pour préciser, consi
dérons un système linéaire de k équations indépendantes [16, g, h] 
à k fonctions inconnues de n variables; supposons-le du premier ordre 
(ce qui ne restreint pas la généralité de la question). Un cas bien 
connu est celui où, en faisant au besoin un changement de variables, 
on peut remplacer le système par un système de A'équations résolues 
par rapport aux dérivées de k inconnues relatives à une même 
variable; dans ce cas, la solution dépend de /{fonctions arbitraires 
de n — i variables. Un autre cas est celui où le système équivaut à 
un système algébrique : la solution est entièrement déterminée. Il 
semble probable que l'on doit obtenir le résultat suivant : à part les 
deux cas précédents, la solution dépend de A* — i, k — 2, . . ., ou 1 
fonctions arbitraires de n — 1 variables (et jamais de o fonction arbi
traire de n — 1 variables avec des arbitraires de n — 2 variables par 
exemple). Autrement dit, si la fonction caractéristique du module 
correspondant n'est pas identiquement nulle, elle est de degré n — 2 
(le coefficient du. terme de degré n — 2 ne peut d'ailleurs dé-

P a s s e r ( / i - - , . ) ! , ) t 1 6 ' * ' 7'1" 

19. Systèmes d'équations de FfafF. Théorie de M. Cartan. — On a 
indiqué plus haut qu'un système d'équations aux dérivées partielles 
quelconques peut se mettre sous la forme d'un système d'équations de 
Pfaff [5, a]. 

M. Cartan a donné [5, a ] une théorie entièrement générale de ces 
systèmes d'équations; nous indiquerons les traits généraux de cette 
théorie et son lien avec les recherches précédemment exposées. 

Si le système de Pfaff 

a ! dxi + a2 dx% + . . . + ar dxr = o, 
bi dx\ H- b* dx2 + . .. + br <lxr = o, 
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(où les a, b, . . . sont des fonctions données des xK, x2, . . ., xr) est 
regardé comme un système à m variables indépendantes et à /• — m 
variables dépendantes, convenons de dire qu'il est en. involution si 
par tout point arbitraire il passe au moins une intégrale à i dimen
sion, si par toute multiplicité intégrale arbitraire à i dimension Mi 
passe au moins une multiplicité intégrale à 2 dimensions M2, si 
par toute multiplicité intégrale arbitraire M2 passe au moins une 
multiplicité intégrale M3, . . . , enfin si par toute multiplicité inté
grale arbitraire M„,_, passe au moins une multiplicité intégrale à m 
dimensions Mm\ Il est facile de trouver des conditions nécessaires 
pour qu'un système soit en involution. Appelons élément E^ l'en
semble d'un point (xt, x-2, ..., x,) et d'une multiplicité plane kp 
dimensions passant par ce point; convenons de dire que Ep est un 
élément intégral si les paramètres directeurs dxn dx2, ..., dxr 

d'une quelconque des droites de Ep satisfont au système de Pfaff 
donné et si de plus les paramètres directeurs dxi, àxi de deux droites 
quelconques de E,, annulent les covai ianls bilinéaires 

2 (S. - lit.)( dXi 8**~ dXk ™l}> 

des premiers membres des équations dennées. Il est évident que si le 
système est en involution, par tout élément intégral arbitraire E, 
passe au moins un élément intégral E2, par tout élément intégral 
arbitraire E2 passe au moins un élément intégral E3 et ainsi de 
suite; enfin pour tout élément intégral arbitraire E /w_| passe au 
moins un élément intégral E/w. M. Cartan a démontré que ces condi
tions nécessaires sont aussi suffisantes. 

Il existe d'après cela un entier maximum n bien déterminé tel que 
le système soit en involution pour toutes les valeurs de m qui ne 
dépassent pas /*. 

On peut déterminer n de la manière suivante : 
Soit s le nombre des équations linéairement indépendantes qui 

expriment qu'un élément linéaire issu d'un point arbitraire est inté
gral. On a s^r. 

Si s <^ /•, il y a des éléments intégraux E, . Soit s-f-Sj le nombre 
des équations linéairement indépendantes qui expriment qu'un élé-
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ment linéaire est intégral et est en involution ( ' ) avec un élément 
intégral arbitraire E4 . On a s -f- Sj^/* — i. 

Si s -f- s, <^ r — i, il y a des éléments intégraux E2 . Soit s + *, + s2 

le nombre des équations linéairement indépendantes qui expriment 
qu'un élément linéaire est intégral et est en involution ( ' ) avec un 
élément intégral arbitraire E2. On a^ + î + ^ ' i r — 2. 

On continuera ainsi tant que cela sera possible, on arrivera finale
ment à un entier n (genre) et n entiers s,, s2. . . ., sn (caractères) 
tels que 

s + s\ + 8^ + . . . + 5,/, = r — n, 
* = *1 ±S2 ^ . . . ^sn ^ o. 

Les entiers s, invariants dans tout changement de variables, 
indiquent le degré d'indétermination de l'intégrale générale à n dimen
sions : elle dépend de fonctions arbitraires de n, n — i, . . . , i argu
ments, et de constantes arbitraires, en nombre respectivement sn, 
sn—\ j - • • ? s\t s' 

Mais cette théorie doit être complétée pour répondre au problème 
suivant dont l'importance est évidente dans l'étude que nous avons 
en vue. Déterminer les multiplicités intégrales à un nombre donné 
p de dimensions d'un système donné d'équations de Pfaff, ces multi
plicités étant assujetties à n'établir aucune relation finie entre 
p variables déterminées prises parmi les variables données (ou plus 
généralement à n'établir aucune relation linéaire entre p expressions 
de Pfaff données u indépendantes entre elles et indépendantes des 
premiers membres des équations du système). On peut même se 
proposer de ramener toutes ces multiplicités à constituer l'intégrale 
générale à p dimensions d'un système de Pfaff en involution. 

Les premiers membres £,, h2, ..., % des équations du système 
donné et les p expressions données w,, OJ2, . . . , r3)p forment s -f- p 
expressions de Pfaff linéairement indépendantes; on peut leur en 
adjoindre q = r — s—p autres indépendantes entre elles et indépen
dantes des premières, GJ,, GT2, . . . , TZÇ. 

( l) Un élément linéaire est dit en involution avec un autre élément linéaire si les 
paramètres directeurs (dxx, dx2, . . . , dxn ) (OJ?,, OX2, ..., o.r„) de ces deux éléments 
annulent tous les covariants bilinéaires du système considéré. Un élément linéaire 
«st dit en involution avec un élément E s'il est en involution avec tous les éléments 
inéaires contenus dans E . 
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En tenant compte des équations du système, les covariants bili-

néaires des 0 sont des expressions bilinéaires par rappor t aux w et 

aux ET. M. Car tan mont re [ 5 , 6 ] que , sauf le cas d' impossibili té du 

problème, il est permis de les supposer de la forme 

% = S aiçk w/ TUp ( A- = i , • , 0 

[où les produi t s «/ ŒFP sont des produi ts symboliques (* ) ] ; 

Cette hypothèse faite, il donne la condit ion nécessaire et suffisante 

pour que le système considéré comme à p variables indépendantes 

soit en involution et que ses multiplicités intégrales générales à 

p dimensions n'établissent aucune relation l inéaire entre les w. Con

sidérons le tableau à q colonnes et ps lignes 

2« / l lM« 

2allsUi 

S a/2i Ui 

Ea/jj Ui 

2 a/2i u'i 

Zpusu'i 

Sa/*,!*}/'-') 

2 at-qi u/ 

X air/ « u) 

i> d>iqs w / 

. , u/'~n sont />2 arbi traires . Soient cr,, 0-,-+-0-3, . . . , 

cr̂  les rangs des tableaux déduits du précédent en en 

où les ui, u'., 

cr, -+-0-.2-+-. . . 

considérant successivement les s, is, . . . , ps premières l ignes. La 

condit ion nécessaire et suffisante cherchée est que le nombre des 

paramètres arbitraires dont dépend l 'élément intégral le plus général 

d 'ordre p qui n 'établi t aucune relation linéaire entre les « soit 

égal à 

a, + 2 <J2 + . . . + (/> — i ; <!,,_! + p [ q — ( J! + <T2 + . . . + cr,,!, ) ] . 

(Le nombre de ces paramètres ne peut d'ailleurs jamais dépasser 

cette valeur .) O n a les relations 

Plaçons-nous dans le cas intéressant où 

q = <7i+ <J2 + . • • + ff/,. 

(l) Sur les produits symboliques, voir en particulier [10, cl). 
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L'intégrale générale dépend deo-^, o>_,, . . ., cr,, fonctions arbitraires 
de p, p — i, . . . , i variable. Si l'on « prolonge » le système, le 
nouveaux nombres (cr) sont liés aux anciens par la relation 

v'k = <*p + <*/>— I + . . . + ŒA-. 

Si le système donné ne satisfait pas aux conditions supposées dans 
l'énoncé, on peut toujours le prolonger de manière que le nouveau 
système obtenu y satisfasse. 

Si l'on part d'un système d'équations aux dérivées partielles à une 
inconnue en involution au sens qui a été donné à ce mot au n° 13, 
on obtient un système de Pfaff en involution au sens actuel et il y a 
coïncidence entre les nombres u obtenus dans les deux cas. 

La méthode de M. Cartan, grâce à l'emploi des formes symbo
liques, permet de présenter les calculs sous une forme abrégée, et 
souvent de les achever sans peine. De nombreuses applications en 
ont été faites à l'Analyse et à la Géométrie (théorie des groupes 
infinis, géométrie différentielle des hypersurfaces) [5, b, c, d). 

20. Théorie corrélative de M. Vessiot. — M. Vessiot a donné 
récemment une théorie des problèmes généraux d'intégration qui 
peut être considérée comme corrélative de celle de M. Cartan. 

A tout système (S) d'équations différentielles ordinaires du pre
mier ordre correspond une équation aux dérivées partielles linéaire 
(E), celle qui a pour solution les intégrales premières de (S) . La 
correspondance est réciproque et l'intégration de (S) et de (E) sont 
deux problèmes équivalents. 11 y a entre (S) et (E) une sorte de 
dualité; on peut dire que le système (S) et l'équation (E) sont cor
rélatifs. 

Une telle dualité existe aussi entre les systèmes complètement 
intègrables d'équations de Pfaff ( ' ) et les systèmes complets 

(1) Un système d'équations de Pfaff à /• variables est dit complètement inté
grable si, considéré comme un système d'équations aux différentielles tolales à s fonc
tions inconnues de /•—s variables indépendantes, il admet toujours une solution (et 
une seule) telle que pour des valeurs numériques données des variables indépen
dantes les fonctions inconnues prennent des valeurs numériques arbitrairement 
données. Pour que le système considéré soit complètement intégrable, il faut cl il 
suffit que les covariants bilinéaires des premiers membres s'annulent quand on 
suppose les différentielles liées par les relations données (Frobenius). 
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d'équations linéaires homogènes aux dérivées partielles du premier 
ordre. 

M. Vessiot [28, a, b] étend cette notion de dualité au cas où (S) 
est un système de Pfaff quelconque. A tout système (S) d'équations 
de Pfaff correspond un « faisceau » F de transformations infinité-

i = m 

simales ^ . ^ / ^ / ( / ) , et réciproquement. Si l'on convient de dire 
i = t 

qu'une multiplicité à p dimensions est intégrale d'un faisceau de trans
formations infinitésimales quand elle est invariante pour/? transfor
mations « divergentes » de ce faisceau, toute multiplicité intégrale du 
système de Pfaff (S) sera une multiplicité intégrale du faisceau F cor
rélatif, et réciproquement. A la notion du système de Pfaff en involu
tion correspond celle du faisceau involutif, et cette nouvelle notion 
conduit à introduire les notions de genre et de caractères du fais
ceau ; les nombres trouvés sont ceux-là mêmes que l'on trouverait en 
appliquant les méthodes de M. Cartan au système de Pfaff corrélatif. 

Cette nouvelle théorie est sans doute destinée à avoir, comme 
celle de M. Cartan, d'élégantes applications. 

21. On voit par ce qui précède comment s'est approfondie l'étude 
des questions ralatives à l'indétermination de l'intégrale générale 
d'un système différentiel. On peut en comparer le développement 
à celui d'une étude de Géométrie où l'on n'aurait eu d'autre moyen 
d'investigation que l'Analyse. 

Après s'être borné à utiliser le système de référence donné 
(recherches de Cauchy, de Méray, de M. Riquier ), on a étudié l'effet 
des changements de système de référence et mis en évidence des 
invariants (polynômes caractérisant le degré de généralité, multipli
cités caractéristiques de Beudon, de M. Hadamard, de M. Gunther). 
On sait quelle unité et quelle élégance donne à certaines théories 
géométriques l'emploi des éléments à l'infini. C'est un rôle analogue, 
pourrait-on dire, que joue dans la théorie des systèmes différentiels 
l'emploi des formes et des équations de Pfaff (théorie de M. Cartan). 
L'idée de dualité elle-même, si importante en Géométrie, trouve ici 
son analogue ( théorie de M. \ essiot). 

On doit remarquer que dans toutes ces études il n'est fait aucune 
distinction entre les quantités de nature réelle ou imaginaire qui 
peuvent inter\enir. C'est sans doute grâce à une telle distinction que 
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se poseront maintenant les problèmes les plus importants à résoudre 
dans ce domaine. Il conviendra d'étudier et de classer les [systèmes 
réels, à données réelles. La nature réelle ou imaginaire des multi
plicités caractéristiques jouera un rôle essentiel dans cette classifi
cation. 
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