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LES RESEAUX 
(OU GRAPHES) 

Par M. A. SAINTE-LAGUË. 

« = » © « = » 

I. — INTRODUCTION ET DÉFINITION. 

1. Généralités (1 ). — Les problèmes de Géométrie de situation 
peuvent être envisagés sous deux aspects différents. Ou bien, et c'est 
ce que l'on fait plus particulièrement en Analysis situs [13, 20, 117, 
118, J19, 120], on s'attache à l'étude des déformations continues 
qui permettent de passer d'une courbe ou d'une surface à une courbe 
ou à une surface différente, ou bien on bannit toute idée de mesure 
et l'on ne se préoccupe que des dispositions relatives que peuvent 
présenter les uns par rapport aux autres des éléments donnés. Dans 
ce second cas, qui sera le seul traité ici, on est amené à se poser des 
questions de deux types distincts : a. Est-il possible de juxtaposer 
des éléments donnés de façon à obtenir une disposition fixée à 
l'avance ? b. Si une telle juxtaposition est possible, de combien de 
façons l'est-elle ? 

Le premier genre de questions constitue par excellence la Géo
métrie de situation, débarrassée, comme nous l'avons dit, de toute 
considération métrique. Le deuxième contient en plus des recherches 
de Géométrie énumérative et utilise les propriétés des entiers, des 
suites numériques, de l'Analyse combinatoire.. . . Les réponses 
apportées ne sont bien souvent qu'empiriques : malgré les recherches 
déjà très importantes faites en Géométrie de situation, cette science ne 
forme pas encore un corps de doctrine très cohérent et les matériaux 
qui la composent sont un peu disparates. Ce n'est que depuis peu 

(1) Les renvois entre parenthèses ( ) correspondent aux paragraphes du texte, 
ceux qui sont entre crochets [ ] aux numéros de la bibliographie. Ces derniers ren
vois ne concernent d'ailleurs que les travaux les plus importants parmi ceux dont 
on trouvera la liste à la fin du présent ouvrage. 
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2 A. SAINTE-LAGLE. 

que des travaux systématiques groupés surtout autour du « problème 
des quatre couleurs » (l) ont été entrepris. Il semble que si des efforts 
un peu plus grands étaient faits, les résultais seraient très vite infini
ment supérieurs à ce qu'ils sont. 

2. Cette abstention relative des savants est des plus regrettables. 
C'est qu'en effet les applications sont déjà des plus intéressantes et le 
deviendront sans doute de plus en plus. ïl ne faudrait pas croire que 
la Géométrie de situation ne s'applique qu'à des curiosités mathéma
tiques comme le « problème des ponts de Koenigsberg » [25] ou le 
théorème des quatre couleur* ( ' ) , théorème qui, soit dit en passant, 
paraît aussi mystérieux que certaines propriétés des nombres pre
miers. La Géométrie de situation ne sert pas seulement dans l'étude 
d'un grand nombre de Jeux, mais elle est aussi la base de nombreux 
travaux scientifiques. Qu'il s'agisse & invariants [34], de détermi
nants [35], du résultant de deux équations [28], des formes 
analytiques [17], qu'il s'agisse d'arithmétique [14, 15], de 
groupes de substitutions [38], de permutations [37], ou même 
qu'il s'agisse de statique graphique [19] des considérations de 
Géométrie de situation interviennent. 

Mais il semble bien que les principales applications de cette 
branche de la science mathématique se trouveront en Chimie 
physique et en Chimie. ïl suffit pour s'en rendre compte de feuil
leter des études modernes sur la composition de la matière ou la 
structure des cristaux [33]. Toute une partie de la Chimie orga
nique [17, 18, 21, 2 ), 27, 38] semble tributaire de la théorie des 
réseaux et déjà l'étude des paraffines [17] a suscité des travaux 
intéressants. 

3. La Géométrie de situation, telle que nous l'envisageons, touche 
de près à la logique formelle et n'utilise guère que des notions pre
mières très simples. Son point de départ réside tout entier dans la 
notion fondamentale d'éléments associés ou non associés. C'est 
ainsi que, dans le déplacement d'une pièce sur un échiquier (67), 
deux cases telles que l'on puisse passer de l'une à l'autre par un seul 
déplacement seront deux cases associées. 

(x) Nous reviendrons sur celle question dans le fascicule en préparation Géométrie 
de Situation et Jeux du Mémorial des Sciences Mathématiques. 



LES RÉSEAUX. 3 

Cette idée d'association ou de non-association d'éléments distincts 
se retrouve dans un grand nombre de travaux, mais en général sous 
forme latente. Cependant de Polignac [22] a considéré n éléments 
qui présentent deux à deux une variation ou une permanence. 

La façon la plus simple et souvent la plus commode d'étudier les 
propriétés d'une liste d'éléments A, B, . . . deux à deux associés ou 
non associés est de les représenter par des points A, B, . . . : deux 
points associés seront par convention joints par un trait, des points 
non associés ne l'étant pas. On trouve déjà de telles représentations 
dans Cayley [16]. 

On est ainsi conduit à la schématisation des réseaux à laquelle 
nous ramènerons systématiquement toutes les questions connexes. 

4. Définitions. — Un réseau ou graphe est, d'après Sainte-
Laguë [36], qui a repris une notion donnée déjà par Lucas [32], un 
ensemble de points, carrefours ou sommets joints par des traits ou 
côtés qui sont les arêtes ou chemins du réseau. La forme des chemins 
n'a aucun intérêt et il importe seulement de savoir si deux som
mets A, B, sont ou non joints par un ou plusieurs chemins. 

Deux réseaux sont homéomorphes si l'on peut établir entre les 
sommets des deux réseaux d'une part et leurs chemins d'autre part 
une correspondance réciproque et univoque. Ils sont pratiquement 
considérés comme identiques. 

Un chemin AB est toujours limité aux deux sommets A, B qui 
sont ses extrémités et ne peut contenir aucun autre sommet sur son 
parcours. Dans certains cas où l'on sépare en deux un réseau, on 
peut avoir à considérer un demi-chemin qui n'a plus alors qu'une 
extrémité. Un chemin AB est dit double, triple, . . .' s'il y a 2, 3, . . . 
chemins joignant les mêmes extrémités A, B. 

Une impasse est un chemin qui relie A à B, A n'étant relié à aucun 
autre sommet que B. S'il y a a, 3, . . . chemins AB, l'impasse est 
double, triple, . . . . A est un sommet d'impasse. Une boucle est 
un chemin dont les deux extrémités sont confondues en A. S'il y a 
2 , 3 , . . . chemins analogues, la boucle est double, triple, . . . : A est 
un sommet à boucle. A est un sommet isolé s'il n'en part aucun 
chemin, sauf peut-être des boucles ; c'est un sommet de passage s'il 
n'y aboutit que deux chemins. Un sommet est de degré p s'il en 
part/ ; chemins, un chemin multiple étant compté pour son ordre de 



4 A. SAINTE-LAGUË. 

multiplicité et chaque boucle pour deux chemins. Un sommet est 
pair ou impair suivant la parité de p. 

Un réseau est symétrique s'il est homéomorphe à un réseau dans 
lequel deux à deux les sommets et les chemins sont symétriques 
par rapport à un centre, un axe ou un plan de symétrie. On appelle 
sommets symétriques du premier réseau deux sommets homéo-
morphes à deux sommets symétriques du second. A et B sont 
indiscernables si le réseau qui les contient est homéomorphe à lui-
même, A correspondant à B et B à A. Deux sommets symétriques 
sont indiscernables. 

5. Une chaîne est un ensemble de n chemins AB, BC, . . ., KL dans 
lequel un même chemin n'entre jamais deux fois. Un sommet de la 
chaîne est sommet de croisement s'il apparaît à diverses reprises 
dans cette chaîne. Il y est alors un nombre pair de fois, sauf les 
extrémités A et L. Si A et L sont confondus, la chaîne est un 
circuit. Une chaîne est paire ou impaire suivant la parité de n. 

On peut fixer sur une chaîne un sens de parcours. On a alors une 
chaîne et des chemins orientés. Un circuit orienté est un cycle. 
Un chemin ne pouvant être parcouru que dans un seul sens est dit 
unicursal] s'il peut être parcouru dans les deux sens, il est dit 
bicursal [34, 99], (44). 

Une chaîne ou un circuit sans sommets de croisement sont dits 
circulaires; ils sont complets s'ils utilisent tous les sommets du 
réseau (24). Un réseau est aligné s'il admet une chaîne complète et 
cerclé s'il admet un circuit complet (57). Un entrelacement est un 
réseau tel qu'il existe une chaîne ou un circuit comprenant tous 
les chemins (16). Il est ouvert dans le premier cas, fermé dans le 
second. 

Un réseau est simple ou connexe s'il y a toujours une chaîne 
allant de A à B, sommets arbitrairement choisis. Il est double, 
triple, . . . s'il est formé de 2, 3, . . . réseaux simples, n'ayant deux 
à deux ni sommets ni chemins communs. Un réseau e^t contenu 
dans un autre si tous ses sommets et tous ses chemins font partie de 
cet autre qui est le réseau contenant. 

6. Une articulation est un sommet A d'un réseau tel qu'on 
puisse répartir les autres sommets en deux catégories P et Q, toute 
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chaîne allant d'un sommet de P à un de Q passant forcément par 
A (20). Un membre d'un réseau est un réseau contenu qui n'a aucune 
articulation et ne possède en commun qu'un sommet avec le reste du 
réseau contenant. Le nombre des membres ne peut être égal à i. 

Un isthme est un chemin, autre qu'une impasse, tel qu'on puisse 
répartir les autres sommets en deux catégories P et Q, toute chaîne 
allant d'un sommet de P à un de Q contenant forcément l'isthme; 
si l'un des deux réseaux obtenus ne contient aucun isthme, c'est 
une feuille du réseau primitif [34]. Le nombre des feuilles ne peut 
être égal à i. 

Un arbre est un réseau simple tel qu'il n'y ait jamais qu'une 
chaîne possible pour aller d'un sommet à un autre (9, 49). Il n'a ni 
boucle, ni chemin multiple, ni sommet de passage. C'est une étoile 
s'il ne comprend aucun isthme ; tous ses chemins sont alors des 
impasses. 

7. Un réseau est fini si le nombre de ses sommets et celui de ses 
chemins sont finis. Sinon il est infini, h1 ordre d'un réseau fini est le 
nombre de ses sommets. Un réseau est normal s'il est fini, simple et 
ne présente aucune singularité : chemin multiple, impasse, boucle, 
sommet de passage, articulation, isthme. Il est complet s'il contient 
tous les chemins joignant deux à deux ses sommets (7) . 

Un réseau normal est polygonal si, étant d'ordre /?, il est homéo
morphe à un réseau plan qui peut coïncider avec lui-même par une 

rotation de — (28). Deux sommets quelconques sont indiscernables. 

Un réseau normal est semi-polygonal si deux sommets quelconques 
sont indiscernables. C'est le cas pour le réseau non polygonal formé 
par les arêtes et les sommets d'un cube. 

Un réseau régulier et de degré p est un réseau dont tous les som
mets sont de degré p. Il est cubique si p = 3, quadrillé si /> == 4-

Le rang d'un réseau est le nombre minimum de catégories en 
lesquelles on peut répartir tous les sommets, deux sommets d'une 
même catégorie n'étant jamais joints par un chemin. Un réseau de 
rang 2, 3, 4? ••• est bipartie (52, 55), tripartie, tétrapartie, 
La classe d'un réseau est le nombre minimum de catégories en 
lesquelles on peut répartir tous les chemins, deux chemins d'une 
même catégorie n'ayant jamais de sommet commun. 
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Un réseau est de genre o, 1,2, . . . s'il est homéomorphe à un 
réseau dont tous les chemins sont tracés sur une surface de genre 
o, 1, 2, . . . , deux chemins ne se recoupant pas et par suite ne pou
vant avoir d'autres points communs que leurs extrémités. Lin réseau 
de genre zéro est dit sphérique : il peut être tracé sur une sphère 
ou un plan. On appelle souvent, ici, les chemins des arêtes, par 
analogie avec la terminologie des polyèdres. De même on appelle 
face toute portion de la sphère qui, limitée par des arêtes, n'en 
contient aucune à son intérieur. La juxtaposition de toutes ces faces 
donne la surface totale de la sphère. Si l'on fait une représentation 
plane du réseau par une projection stéréographique, en s'arrangeant 
pour qu'il n'y ait aucun chemin infini, une des faces contient les 
zones à l'infini du plan : c'est la face extérieure ou encore la mer, 
par opposition aux faces intérieures qui forment le continent. Un 
réseau sphérique est losange si toutes ses faces sont des quadrila
tères, triangulé si'ce sont des triangles. Il serait facile de donner 
des définitions pour un réseau torique, etc. 

Si C est le nombre des chemins d'un réseau, S celui des sommets, 
Y indice d'un réseau est l'entier C — S -f- 1 (15, 49). 

8. Deux réseaux normaux, ou composés de réseaux normaux en 
nombre fini, sont associés (52) si l'on peut établir entre leurs 
sommets une correspondance réciproque et univoque telle que deux 
sommets quelconques joints par un chemin dans l'un des réseaux 
ne le soient pas dans l'autre. Si deux réseaux normaux sont associés, 
chacun est associable. Un réseau semi-complet est un réseau 
homéomorphe à son associé. 

Si l'on sépare en deux catégories, de diverses façons, les sommets 
d'un réseau, chaque catégorie comprenant au moins deux sommets, 
le nombre minimum des chemins qui joignent les sommets d'une 
catégorie à ceux de l'autre est la puissance du réseau. S'il y a un 
isthme, le réseau est de puissance 1 et inversement. 

La distance de deux sommets d'un réseau normal est le nombre 
minimum de chemins d'une chaîne dont ces sommets soient les 
extrémités. Elle est 1 pour deux sommets joints par un chemin. Si 
l'on considère un sommet A comme de cote o, tous les sommets à la 
distance 1 de A sont de cote 1, à la distance 2 de cote 2, . . . . La cote 
maximum est la haute ur duréseau relative à A; les valeurs maximum 
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et minimum de cette hauteur sont la longueur et la largeur c[\i'i sont 

les deux dimensions. Le réseau est rond si elles sont égales. 

Dans un réseau normal , un noyau est un réseau complet , d 'ordre m 

aussi élevé que possible, contenu dans le réseau donné ; m est la 

grosseur du réseau donné. 

II. — ARBRES. 

9. Traits d'un arbre. — Appelons, dans un arbre (6, 49j (fig> i ) , 

rameau toute impasse et nœud tout sommet autre qu 'un sommet 

Fis 

d'impasse. Appelons encore, avec de Polignac [ 2 3 ] , traits des chaînes 

comprenant au total tous les chemins , chaque chemin ne se trouvant 

d'ailleurs que dans une seule chaîne. La première comprend obliga

toirement deux rameaux, mais les autres peuvent se terminer à un 

nœud. Soient m 2 , mA, . . . , mp les nombres respectifs des nœuds de 

degrés ( 4 ) pairs : 4> 6, . . . , ip et /?,, n2, c . . , nL ceux des nœuds de 

degrés impairs : 2, 5, . . . , 2 i -f- i . Posons : 

y> = : 2 1 = 1 /> = 2 1 = 1 

Le nombre total des nœuds est alors M -h N. On établira que, si R. est 

le nombre des rameaux et C celui des chemins, on a, d'après 

Sylvester [46] pour la magnitude de l 'arbre : 

2 C = n - H ^ j ^P'mp-^~Zu ( - 4 / + 1 ) / 1 / = R + 2 P + 2 I - 1 - N . 

/» = 2 1 = 1 

Pour une étoile ( 6 ) , de degré 2/?, le nombre des traits est/? ; si le 
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degré est 2 1' -f- 1, il est i -f- 1. Le nombre T des traits pour un arbre 

à 2, 3, . . . nœuds est donné par 

T = i-f- V p.mp+^(î:-4-1)/1/-2m^— 2 / * i = I_f~ p + ' . I — M . 

jw = 2 i = i ^ = 2 

Donc : le nombre T des traits est indépendant de la méthode 

suivie pour en dresser la liste. Ce nombre (ïn.e T est la base de 

l'arbre. 

Le nombre R des rameaux pour un arbre ne comprenant que /?/ 

nœuds de degré ii + 1 est T + 1 + (i— 1 ) ni et, s'il n'y a que mp 

nœuds de degré ip, il est T -h 1 + (p — 1 ) mp. On en déduira que 

R = T -+-1 + 2 (P — i)mP + 2 ('* — ')'*/ = T 4- 1 + P + I - M - N, 
P = 2 t ' = l 

d'où les deux relations : 

R = •>. -f- -2 P -4- 21 - 2 M — N, c = 1 -h 2 P -f- 21 — M. 

Le nombre total des sommets du réseau S est donné par 

S = R-f-M + N = -2-haP + 2l — M = C-hi. 

10. Tableaux. — De Polignac [23] associe à chaque arbre, dont 

les sommets sont numérotés dans un ordre arbitraire, un tableau 

dont chaque ligne représente un trait, à l'exception des rameaux. 

C'est ainsi que l'arbre ci-dessus (fig. 1) peut être représenté par 

un des deux tableaux : 

1 2 5 7 8 7 8 
4 3 2 1 2 5 7 
6 5 9 10 4 ^ 2 

6 5 9 10 

Le premier tableau est dit irréductible : le second est réductible, 

un même chiffre 7 se trouvant à l'extrémité de deux traits qui 

peuvent ainsi se souder en un seul. 

La considération de tels tableaux permet de retrouver la constance 

du nombre T. Un tableau est irréductible si chaque ligne contient un 

chiffre déjà écrit et un seul, condition qui n'est plus forcément res

pectée si l'on intervertit les lignes. 
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11. Centres. — Jordan [44], puis Sylvester [46], Cayley [39] ont 
introduit pour un arbre la notion de centre, utilisée ensuite par de 
Polignac [23] et Delannoy [42]. Partons d'un nœud A et suivons 
une chaîne qui se termine forcément par un rameau. Soit m la hau
teur de cette chaîne (8) , c'est-à-dire le nombre des chemins qu'elle 
contient, en y comprenant le rameau final. 

Si h et h' (h'^/i) sont les hauteurs des deux chaînes les plus 
hautes issues de A, elles forment un trait de hauteur h -+- h' qui est 
le plus long passant par A. Si cette hauteur maximum est un nombre 
pair 2 m, le nœud O situé au milieu de ce trait est le centre de 
l'arbre. Si cette hauteur est im— i, les nœuds O et O', extrémités 
du chemin placé au milieu du trait, sont les deux centres de 
l'arbre. On établit qu'un arbre A, ou bien a un centre et un seul, ou 
bien a deux centres, extrémités d'un même chemin. 

12. Arbres ayant un nombre de nœuds fixé à l'avance. — La 
recherche du nombre 'f(n) des arbres non homéomorphes et ayant 
n nœuds est facilitée par la notion de centre, considéré comme point 
de coupure du réseau en deux. Chacune des moitiés constitue une 
tige de hauteur m. Les mots arbre-racine ou wurzelbaum ont été 
employés dans le même sens [39]. 

La recherche de cp(n) pour des tiges de n nœuds n'a été envisagée 
que dans le cas où le degré de chaque nœud est 2, 3 ou 4? car les 
assemblages chimiques d'atomes de carbone et d'hydrogène rentrent 
dans ce type [43], comme dans le cas des paraffines CnH27l+2 étu
diées par Cayley [17, 39]. Il établit que les nombres o(n) satisfont 
à l'identité : 

[i ~h ?(i)..r + c?(2).#24-. . . ] (i - . 2 : ) ( 1 - ^ ) ^ 1 ( 1 _ #3)9(2) . = f i 

Des inexactitudes ayant été relevées dans les recherches de Cayley 
par Delannoy [42], nous suivrons ce dernier auteur. 

13. Une tige peut donc avoir seulement i, 2 ou 3 chemins issus 
du nœud auquel elle est limitée. Si elle est de hauteur m, elle a une 
chaîne de hauteur m, les autres ayant des hauteurs qui peuvent aller 
de i à m. Si xt"t

l est le nombre des tiges à a chemins, n nœuds et de 
hauteur m et si T;jl = tt"

1 + 2t't" + 3 C e s t Ie nombre total des tiges 
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à i , 2, 3 chemins initiaux, on a 

\ln — Ln-li P U I S ï1 n — ^ . 1 p l /t-i/)+i)f 

p allant de i à n — (m -\- i ) e t / de o à m — i. Enfin on a 

/ ; allant de i à - (/2 — m — i ) , (7 de p à /i — (//i -f- p + 1 ) ; / e t 5 vont 

de o à m — 1. 

En désignant par 2 a„ ' , 3 ^ " , .«,"' le nombre des arbres à un centre , 
de hauteur m, ayant 2, 3 , {, . . . chemins init iaux, on a de même 

am _ V 1 V[m-\ 'Tm- \ 

~ £à P " - / ' - l> 

/? allant de /?i au plus grand entier contenu dans * (n — 1 ) et 

am — ^ V Tr /T 'H- l T » ' - l 
3 «71 — ^ . P1'/ L ti-p-t/-\i 

p allant de 1 à n — im — 1, q de m au plus grand ent ier contenu 

d a n s - (n — p — 1 ), / de o à m — 1, et enfin 

,,,/« — > T/T.ïTHJ-lT«l-l 
4 « — ^ ^ / ' 7 ' ' " -p-ff-r-11 

où /? va de 1 au plus grand entier contenu dans - (n — 2 m — 1 ), 

q vu de p à. n — im — p — 1, r va de m au plus grand ent ier contenu 

dans - (n — p— q - i ) , / e u allant de o à m — 1. 

F i g . 2 . 

Le nombre b'" des arbres à deux centres est donné par la for

mule b^ = 2<^nti i c a r u n arbre à un centre (fig. 2) peut être rem-
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placé par un arbre à deux centres en suppr imant le nœud A et 
réunissant B e t C par un chemin. 

Delannoy donne comme conclusion les résultats numér iques que 
voici : 

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 
i centre i o i i a 2 6 9 20 37 86 181 422 
2 centres o 1 o 1 1 3 3 9 i5 38 73 174 38o 

Total 1 1 1 2 3 5 9 18 35 73 159 355 802 

14. Le même auteur a indiqué une méthode différente, dans 
laquelle, en désignant par n , n", n" les nombres de nœuds d'où 
partent 2, 3 , 4 chemins et par /• celui des sommets d' impasse, il 
établit les relations 

r = 'i 4- ri' 4- 2 ri" et ri 4- ri' 4- ri" 4-/- = /1, 

d 'où l 'on dédui t 
ri 4- 2 n" 4- 3 ri" = n 2 . 

Jusqu 'à n = 11 , on a ies formules empir iques suivantes pour <p(n), 
déjà défini ( 12), suivant que n est pair ou impair : 

9(2/?) =, 1 4- (p — 1) 4- {p — 2) (p — 1) 4- —=-^ (27924- 3/? — 20) 

P — 4 -H ^-g—(2/?34-62/?3_ 537/?4-io53) —(2/? —9)3, 

9(2/? 4-i) = i4-2(/9 — i )4 - (> — 2) (3/9 — 5)4- ^ p ! ( i 4 / ? 2 — 6 6 / ? 4 - 8 2 ) 

/? — 4 
4 — M8/93— 40/?2 _ / 7 I / ? + , 1gi) _ 9 [(2/? - ^ ) 5 + . ï], 

formules où il faut se garder de réduire les termes, les facteurs 
négatifs devant être remplacés par o. 

15. Indice d'un réseau. — L' identi té (9) S = C + 1 montre que 
Y indice (7 , 49) d 'un arbre est nul : OJ = C — S + i = 0 . 

On établit que dans un réseau simple quelconque Vindice co est 
un nombre positif ou nul [24 , 4 1 ] . L' indice n 'est nul que pour un 
a rbre . 

Soient <7,, a 2 , . . . , « c les divers chemins d 'un réseau, supposés 
orientés ( 5 ) . Une chaîne orientée sera représentée par 

i = C 

2 £/"i. 
1 = 1 



1 2 A. S A I N T E T L A G L Ë . ' 

où £ est égal à i , —• i ou o suivant que le chemin considéré est pris 

dans le sens positif ou négatif ou n ' intervient pas. A tout cycle cor

respond une congruence : 
« = c 

Y =^ uaf. 
1 = 1 

Des cycles sont linéairement indépendants si l 'on ne peut t rouver 

des entiers m tels que 

On établit encore que dans un réseau d'indice w, il y a co cycles 

et co seulement linéairement indépendants, à l'aide desquels on 

peut exprimer tous les autres. Le cas des boucles est compris dans 

cet énoncé. 

III. — CHAÎNES ET CIRCUITS. 

16. Entrelacements. — La question de savoir si un réseau est un 

entrelacement (5 ) a été posée pour la première fois par Euler [ 2 5 ] , 

mais devait être connue auparavant, comme l ' indiquent par exemple 

la légende de la signature de Mahomet [68] qu' i l traçait de la pointe 

de son cimeterre, ou les dessins reprodui ts par Listing [67] ou 

Clausen [52 ] . 

A la base d 'une telle étude se trouve le théorème évident suivant : 

le nombre des sommets impairs d'un réseau est pair [68 ] . 

17. Euler a établi que : tout réseau simple à sommets pairs est 

un entrelacement. Il en est de même s* il a seulement deux sommets 

impairs [25] . Il faut y ajouter avec Clausen [52] et List ing [67] : si 

le réseau à in points impairs, on peut y tracer n chaînes, et non 

un nombre moindre, qui utilisent tous les chemins, chacun étant 

pris une seule fois. La démonstrat ion en est aisée [63, 68 ] . 

F leury [57] a donné en outre un procédé prat ique assez simple 

pour trouver un entrelacement dans un réseau donné . 

18. Labyrinthes. — L̂ n labyrinthe est évidemment assimilable à 

un réseau. Trémeaux [82] a montré qu 'on pouvait théor iquement 

sortir d 'un labyrinthe, c 'est-à-dire suivre tous les chemins d 'un 
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réseau dont le tracé est inconnu d'avance, en appliquant des règles 
qu'il indique. 

Maurice [70] a indiqué une règle unique différente qui conduit au 
même résultat. 

Lucas [69] fait remarquer que l'application de ces règles permet 
de ramener de tels réseaux à des arbres (6). Si chaque fois qu'arri
vant à un sommet A on rebrousse chemin et l'on fait une coupure 
pour séparer ce chemin du sommet A, on transforme le réseau pri
mitif en un arbre dont tous les chemins sont parcourus deux fois. 
Suivant le choix des chemins adoptés, on aura des arbres différents. 

19. Nombre des entrelacements d'un réseau. — Delannoy [54], 
Tarry [80] et Lucas [68, 69] se sont préoccupés de donner le nombre 
des entrelacements distincts que l'on peut trouver pour un réseau 
donné. 

Il n'y a d'entrelacements (16) que si le nombre des sommets 
impairs est o ou 2. On se ramène à ce cas, s'il y a in sommets 
impairs, par l'introduction fictive d'un chemin nouveau chaque fois 
qu'ayant parcouru une chaîne on fait un « saut » pour passer à une 
autre. Suivant Tordre dans lequel on parcourt ainsi les in chaînes, 

on trouve N = ^—^ = i .3 . 5 . . . (2/i — 1) dispositions différentes. 
in. 11 ! v * 

On peut donc se borner, comme nous allons le faire aux réseaux à 
sommets pairs. 

20. Un réseau à sommets tous pairs, peut comporter des boucles 
simples ou multiples, dont on se débarrasse d'abord [80]. Soit A un 
sommet où se rejoignent les 2q extrémités de q boucles et les 
2/9 extrémités des chemins du reste du réseau. On trouvera que si 
N est le nombre des entrelacements de ce réseau réduit, celui des 
entrelacements du réseau primitif est p(p -h 1) . . . ('p + q — 1) . . . 
in fois plus grand. 

Si A est une articulation où aboutit un membre (6) comportant 
M entrelacements, M étant forcément pair, et si ip autres chemins 
aboutissent en A, on trouve que le facteur de multiplication de N 
est juM. Si en A aboutissent q membres indépendants auxquels 
correspondent les nombres Mi, M2, . . . , M^, le facteur de multipli
cation sera/; (/9 + 1) • • • (/•> + ? — l) Mi M2 .. • M^. C'est ainsi qu'une 
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rosace à n feuilles comporte in(n — i ) ! entre lacements ; la figure 

formée par n circonférences égales tangentes deux à deux et dont les 

centres sont en ligne droite en comporte 2", etc. 

Dans un réseau de puissance 2 ( 8 ) , une partie du réseau est reliée 

à un réseau rédui t par deux chemins seulement qui y aboutissent 

l 'un en A, l 'autre en B. Le facteur de multiplication permet tant de 

passer du réseau réduit au réseau primitif est la moitié du nombre 

des entrelacements distincts formés en suppr imant le réseau rédui t 

et soudant en un seul les deux chemins qui aboutissaient en A et B. 

Si, par exemple, on réuni t dans un quadri la tère ABCD les sommets A 

et B par ip — 1 chemins et C et D par iq — 1, le nombre des ent re

lacements est 2(2/? — 1 ) î ( 2 q — 1 ) ! 

2 1 . O n diminue ensuite de 1 le nombre des sommets par une 

méthode due à Ta r ry [ 8 0 ] . Soit A le sommet de degré ip à suppr i 

mer. En réunissant 2 à 2 de toutes les façons possibles les chemins 
C TVT (¾ fl > '• • « 1 

qui y arrivent, on forme IN = ——f reseaux qui ont moins de sommets 

que le premier . De proche en proche on se ramène au cas deux som

mets joints par in chemins , cas où il y a 1(1 n — 1)! entre lacements , 

22. C'est ainsi que [69] le nombre des entrelacements du réseau 

formé par les côtés et les diagonales d 'un polygone régulier de 

2 / Î + I côtés est le même que celui des entrelacements que l 'on 

obtient, à n « sauts » près (19), pour un polygone à 2 n côtés. On 

trouve ainsi [61] : 

Pentagone. . . 264 = 28.3.11 
Heptagone.. . 129 976 320 = 211.3.5.4^31 
Ennéagone . . . 911 52o 057 021 235 200 = 2^.311.52.7.11.40787. 

Le cas de l 'heptagone donne la réponse à la question suivante 

déjà résolue par Reiss [73] d 'une manière plus compliquée : de 

combien de manières peut-on dispose/', suivant la règle du jeu, 

les 28 dominos? Dans une disposition rectiligne des 28 dominos , le 

premier numéro est ident ique au dernier et on la transforme en une 

disposition circulaire, qui par suppression des doubles donne une 

disposition circulaire de 21 dominos. D'autre part , traçons un hepta

gone régulier de sommets numérotés o, i , . . . , 6 et ses diagonales, 

ce qui donne un réseau de degré 6 à sommets pairs . Si l 'on associe 
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maintenant , comme le propose Laisant [62] à chaque domino la diago

nale ou le côté correspondant de l 'heptagone, à toute disposition circu

laire correspond un entrelacement du réseau, d'où le nombre cherché : 

2 ' 3 . 3 « . 5 . 6 . j23i = 2 G53 076 6/43 840. 

23. On a aussi étudié les figures formées de n cercles égaux tangents 

deux à deux. Si leurs centres sont les sommets d 'un polygone régulier 

de n côtés, le nombre des entrelacements distincts est ( / * - | - i ) . 2 w . 

Considérons encore in cercles de rayon 1 ayant pour centres 

respectifs les m points de coordonnées ziz: 1, ii(i=o, 1 ..., n). 

Soit 2w.LU,i le nombre des entrelacements distincts d 'un tel réseau. 

En y rajoutant un nouveau cercle tangent aux deux premiers et dési

gnant par 2W + I U,i_)+I le nombre des entrelacements du nouveau 

réseau, Lucas [68, 69] donne les relations suivantes : 

\J,n = U,„_, -+- \J.ln .2, Uo„_. = 3 Uo„ -2 4- U2//_ 3 

qui , en posant \).2/{=z un et LJ2„_< = un—un-t, p rennent la forme 

rédui te : 
Un= 5 M „ _ I — M//-2, 

qui permet le calcul de proche en proche des u et par suite des U. 

Faisons remarquer enfin que , d 'après Métrod [ 7 1 ] , le nombre des 

entrelacements d 'un réseau à 3 sommets joints 2 à 2 respectivement 

par a, b, c chemins , ces nombres étant de même pari té , est 

k, de même parité que a, b, c, p renant sucessivement toujours les 

valeurs jusqu 'au plus petit des nombres b e t c . 

24. Circuits complets d'un réseau. — Quelques auteurs [74] et 

en particulier Brunel [51] ont étudié les circuits complets (5 ) d 'un 

réseau Brunel . associe à chaque réseau un tableau construi t 

comme suit : a, b, c, d étant les sommets d 'un réseau, par exemple 

d 'un tétraèdre, appelons a la première ligne et la première colonne 

d 'un tableau carré à 4 lignes et 4 colonnes, b la deuxième ligne et la 

deuxième colonne, etc. A tout chemin ab faisons correspondre les 

lettres a — b et b — a dan ; les cases correspondantes (fig. 3 ) . 


