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THÉORIE GÉNÉRALE 

DES 

SÉRIES DE DIRICHLET 

Par M. G. VALIRON. 

I. — INTRODUCTION. 

1. Définitions et notations. — Les séries de Dirichlet les plus 
générales sont les séries de la forme 

(n 2""* - A „ 5 . 

où s = <r + it est la variable complexe, les ln des nombres réels indé
finiment croissants ( AW+I > )>rt, lim)^ = -f-oo) et les an des coeffi
cients quelconques. Dans l'étude de telles séries on peut supposer 
que \\ ^ o , c'est ce qu'on fera toujours dans la suite. Toutes les séries 
correspondant à une même suite \n sont dites du même type, le 
type ln. 

Nous désignerons par /(s) la somme de la série (i), lorsque cette 
série converge au point s. 

Les séries du type X/t = n sont les séries entières en e~s. leurs pro-
priélés se déduisent de celles des séries de Taylor, elles ont servi à 
orienter certaines recherches sur les séries les plus générales. Un 
autre cas particulier important est celui des séries du type \n = log/i, 
ces séries 

'•> 2 S' 
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qui jouent un rôle considérable dans la théorie analytique des 
nombres sont celles qui ont été surtout envisagées par L. Diri-
chlet [9], on les appellera séries de Dirichlet proprement dites. La 
plus simple d'entre elles, correspondant kan = \, définit la célèbre 
fonction Ç(s) de Riemann. 

La théorie générale des séries de Dirichlet a son origine dans les 
travaux de E. Cahen et de J. Hadamard. Les mathématiciens alle
mands et Scandinaves, sous l'impulsion de E. Landau, ont considéra
blement complété, étendu et approfondi les résultats des deux géo
mètres français; à côté d'eux on doit signaler particulièrement 
M. Riesz et G.-H. Hardy, qui ont étudié le prolongement analytique 
des fonctions définies par ces séries, et H. Bohr qui a apporté à la 
théorie une contribution très personnelle et très importante. 

Nous emploierons dans ce fascicule certaines notations qui sont 
d'un usage courant dans les Mémoires traitant des séries de Dirichlet 
et de la théorie analytique des nombres. 

Soient x une variable réelle qui tend vers une limite (finie ou 
infinie), <p(#) une fonction positive de cette variable, et ty(x) une 
autre fonction réelle ou complexe de x. La notation 

<K*) = O[<p0r)] 

signifie que le rapport | ù(x) \ l <f(x) reste borné lorsque x tend vers 
sa limite; si ce rapport tend vers o, on écrit 

ty(x) = o[cp(a?)]. 

En particulier, si | $(x) \ reste borné, on écrira 

+ (07) = 0 ( 1 ) , 

et si ty(x) tend vers o, on aura 

<|/(a?) = o ( i ) . 

Ce sont les notations de Bachmann. 
cn étant le terme général d'une série quelconque, on posera 

^ ) = 2 0 7 0 c><*)= 2 Cn' 

2. Sur une classe particulière de séries de Dirichlet. — D'après 
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les propriétés connues des séries de puissances, le domaine de con
vergence des séries du type \n = n, s'il existe, est le plan complet 
ou un demi-plan cr > (3, (3 étant défini par l'égalité d<> Cauchy-Hada-
mard 

e=n^ log|a"'. 

Les procédés qui conduisent à cette proposition se généralisent de 
suite à une classe étendue de séries de Dirichlet. Posons 

(3) D - I i S T ^ ; 
/ ï=oo Aw 

la propriété des séries à termes positifs décroissants cn de ne pouvoir 
converger que si ncn tend vers o, montre que la série 

(4 ) Ze-lnG 

converge pour cr > D et diverge pour <r < D. Supposons que D soit 
fini; si e est positif et donné, on a, à partir d'une valeur de AI, 

( 5 ) | a^-X.n+D+.De» | < | ane-l*' | ^ -

La convergence de la série (i) au point s0 entraîne donc la conver
gence absolue et uniforme pour cr > <J0 -f- D '-{- e. En supposant D = o, 
le théorème relatif au cas du type (n) se généralise et l'on obtient 
cette proposition : 

I. Étant donnée une série de Dirichlet ( i ) , pour laquelle le 
nombre D est nul, si Von pose 

• J o g | an | 
(6) C = hm 

n= » x« 
la série diverge pour v<^(3 et converge absolument et uniforme* 
ment pour cr^cr0><2. Si le domaine de convergence existe (<2<-f-co)î 
la somme f (s) de la série est une /onction holomorphe de s à V in
térieur de ce domaine. 

Dans le cas \n = n, les propriétés connues des fonctions analy
tiques montrent que la fonction analytique qui coïncide avec f(s) 
dans le domaine de convergence, admet des points singuliers sur la 
droite <r=C Cette propriété ne se conserve pas pour toutes les 
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séries telles que D = o. Choisissons en effet des nombres (½ positifs 
et indéfiniment croissants, tels que logra I (½ tende vers o, et adjoi
gnons-leur des nombres positifs sw tels que la série de type (½ et de 
coefficients en converge quel que soit s; la série de Dirichlet obtenue 
en prenant 

# 2 / 1 = Ii # 2 / 1 + 1 = — I , 

appartient à la classe considérée ici, son domaine de convergence 
est <r > o d'après la formule (6) et elle représente une fonction 
entière, comme on le voit de suite en groupant les termes de rangs in 
et 2Ai H- 1. En particulier on peut prendre (½ = in, ce qui montre 
que les fonctions définies par deux séries de type voisin peuvent 
présenter des propriétés essentiellement différentes. Ainsi, non seu
lement le mode de croissance de la suite ),„, mais aussi la régularité 
de la croissance doit jouer un rôle important dans cette étude. D'après 
les travaux de H. Bohr (Chap. IV), la nature arithmétique des 
nombres \n intervient également. 

II. —- LE DOMAINE DE CONVERGENCE. 

3. Le domaine de convergence. Convergence absolue et conver
gence uniforme. — L'étude des séries de Dirichlet de type quel
conque, se fait en utilisant la transformation d'Abel 

m m — \ 

(7) ^icpdp=[C(m)-G(n-i)]dm+^i[G(p)-C(n-i)](dp-dp+l). 
n n 

Lorsque les différences C(p) — C(n— 1) ont un module inférieur 
à K et que les dp sont positifs et monotones, on a 

(8) cpdp < K 4 ou Cpdp <2K</„ 

suivant que les dp sont décroissants ou croissants. Supposons que la 
série (1) converge pour s = s0, posons 

cp = ap e-V°, dp = e-y*-*o>, 
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et appliquons l'égalité (7). Comme on a ici 

(9) 

1 | dp - dp+x | = (s-s0) f P+l e-**' -*.» dx 

Œ — cr0 

on obtient le premier théorème de Cahen [a], que nous énoncerons 
avec le complément qui y fut ajouté par O. Perron. [ Voir aussi 32 (o).] 

IL Si la série de Dirichlet (i) converge pour s = s0, et si H est 
un nombre positif fixe arbitrairement grand, la série est unifor
mément convergente dans la région 

<r l *o, I s - s01 £ ( Œ - ff0) « *"<*-*» ) , 

qui comprend Vangle 

<T = <T0î I * — * 0 | = H ( ( T — < J 0 ) ' 

Cette proposition contient comme cas particulier le théorème clas
sique d'Abel, sur la continuité de la somme d'une série entière en 
un point de convergence de la circonférence de convergence. La 
convergence en s0 entraîne donc la convergence à l'intérieur du demi-
plan cr^> cr0 et la convergence uniforme dans toute région complète
ment intérieure à ce demi-plan. En appliquant d'autre part le théo
rème de Weierstrass sur les suites uniformément convergentes de 
fonctions holomorphes, on arrive au second théorèuie de Cahen [a] . 

IIL Ou bien la série (i) diverge partout, ou bien elle converge 
partout et sa somme est une fonction entière, ou bien il existe un 
nombre fini £ tel que la série converge pour cr > £ et diverge 
pour v<^(5. La somme f {s) est une fonction holomorphe à l'inté
rieur du demi-plan cr ]> C. 

G est appelé l'abscisse de convergence, la droite v = C qui limite 
le demi-plan de convergence est la droite de convergence. 

Lorsque le domaine de convergence existe, il peut arriver 'que la 
série converge absolument pour une valeur s0l donc sur la droite cr=cr0; 
d'après le théorème II elle converge absolument pour cr > cr0, il existe 
donc aussi un demi-plan de convergence absolue cr > X, X pouvant 
être égal à — o o o u à + o o . X e^t l'abscisse de couvergence absolue. 
L'inégalité (5) conduit de suite à ce théorème de Cahen [a] : 
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IV. La différence X — G des abscisses de convergence absolue 

et ordinaire est au plus égale au nombre D défini par l'éga

lité ( 3 ) . 

O n voit, en prenant s = cr, que la série pour laquelle an = (— i ) n 

admet pour abscisse de convergence G = o ; la série des modules est 

la série ( 4 ) , on a donc A = D.*La différence X — G peut donc 

at te indre sa limite supér ieure D . 

H. Bohr [c, h , n ] a in t rodui t la not ion de demi-plan de conver

gence uniforme : l'abscisse de convergence uniforme i)i> est la borne 
inférieure des nombres cr0, tels que la convergence soit uniforme 

pour cr>cr0. Le raisonnement qui conduit au théorème II montre que 

la convergence uniforme sur la droite cr = cr0 entraîne la convergence 

uniforme pour cr^cr0, \\[> est donc aussi la borne inférieure des abs

cisses des droites cr = <r0 sur lesquelles la série converge unifor

mément . 

Il est manifeste que G^Vl^X. L. Neder [a] a montré que le 

nombre \lb peut prendre effectivement toute valeur satisfaisant à ces 

inégalités. 

E. Cahen [a] a donné une expression simple de l'abscisse de con

vergence valable lorsque cette abscisse est positive. Si la série ( i ) 

converge pour cr0 }> o, on a, en posant 

cp= ape V ° , 'Idp = eV°, 

et en appl iquant la formule ( 8 ) avec n = i , 

| A ( m ) | < i K e U , A(/») = 2 a » 

Inversement , si A(/w) vérifie une telle inégalité avec cr0 > o, en vertu 

de la formule d 'Abel ( 7 ) , la série (1) converge pour cr > <r0 en même 

temps que l ' intégrale 

k\{x)e~sxdx (1) 

dont la convergence est évidente. Ainsi 

(1) Les fonctions définies par de telles intégrales lorsque A^(x) est remplacé par 
une fonction intégrable croissant moins vite qu'une exponentielle présentent de 
grandes analogies avec les fonctions définies par les séries (1). 
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Vi L'abscisse de convergence est donnée par" 

(ia) e=n^]^Mnl\f 

si ce nombre est positif; elle est négative ou nulle lorsque le 

second membre de Végalité (10) est négatif ou nul. 
n 

En remplaçant dans cette formule A (n) par la somme > | ap |, on 

obtient une expression de l'abscisse de convergence absolue, valable 

si X est positif. L'abscisse de convergence uniforme i)î> s'obtient par 

des considérations analogues si elle est positive, elle est donnée par 

le second membre de (10) dans lequel | A ( / i ) | est remplacé par la 

borne supérieure de 
n 

S ape~\lt 

î 

lorsque t varie de —ce à -f- ce [Bohr [k] et Kuniyeda [a] j . 

S. Pincherle a montré le premier que lorsque G est négatif, sa 

valeur s'obtient en remplaçant dans le second membre de (10), 

A(n) par A(oo) — A(n). (Voir aussi Cot ton.) K. Knopp [ d ] , 

T . Kojima [a, b ] , M. Fujiwara [a, b ] , E. Lindh [30] , B. Malmrot, 

S. Kakeya, G. Valiron [ a ] , ont donné des expressions des abscisses 

de convergences valables dans tous les cas. Parmi les résultats 

obtenus, signalons le suivant : ^p -= X7t? étant une suite extraite de la 

suite Aw et telle que \>-P±\ ! \^P tende vers i et que 

converge quel que soit cr, il suffit de remplacer dans (10) et dans les 

formules analogues A ( / i ) par la somme des am pour m compris 

entre n et le plus grand nombre np inférieur à n, pour obtenir des 

expressions valables quel que soit le signe de G, X, tlb. 

4. Unicité du développement en série de Dirichlet. Singularité 
de f(s) à l'infini. — Si la série ( i ) converge pour s0, elle converge 

uniformément dans tout angle cr^><r0, \s — s 0 | ^ H ( c r — <70), et 

si Xi > o elle tend uniformément vers o, à la façon d 'une exponen-
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tielle, lorsque s s'éloigne indéfiniment dans un tel angle. En mettant 
en facteur le premier terme de la série et en appliquant ce résultat, 
on voit que la fonction/(5) n'a qu'un nombre fini de zéros dans un 
tel angle, et plus généralement dans toute région considérée dans 
l'énoncé II. Comme la différence de deux séries de Dirichlet est 
encore une série de Dirichlet, on obtient ainsi des théorèmes^d'uni
cité et en particulier le suivant : 

VI. Deux séries de Dirichlet possédant des domaines de con 
vergence, ne peuvent avoir la même somme dans une région 
quelconque complètement intérieure aux deux domaines de con
vergence, que si elles sont identiques. 

Une autre conséquence de ce qui précède est que le point à Vin-
fini est une singularité transcendante deJa fonction f'(s) définie 
par la série de Dirichlet; si cette fonction f(s) est holomorphe dans 
tout le plan, c'est une fonction entière dont l'ordre est au moins égal 
à 1. ( Voir le fascicule sur les fonctions entières.) 

5. Expression de A(n) et généralisations. — E. Cahen [a] a 
montré que la somme A(/¾) peut s'exprimer au moyen d'une inté
grale portant sur f(s) et prise sur une droite a- = const. convenable
ment choisie. La démonstration de Cahen, surtout formelle, 'a été 
complétée par J. Hadamard [c] dans le cas où X est fini, puis par 
O. Perron dans le cas général. Les théorèmes de Cauchy permettent 
de montrer que l'on a 

•inJc-i* 9
 s ( o si x < o, 

l'intégrale étant prise sur la droite <j = c> o. D'autre part, en s'ap-
puyant sur la transformation d'Abel et l'inégalité (9), on établit ce 
lemme [O. Perron, Landau [53], Hardy [52]] : 

VIL Si une série de Dirichlet converge pour s = s0, on a uni
formément, quels que soient <r^ cr0 + &(e >> o) et n, 

ape-^+it^p = o ( | * | ) . 
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En écrivant /(5) sous la forme 
N 

1 

ds 
et en intégrant après multiplication par esu —y on constate que l'in
tégrale du dernier terme est nulle pourvu que XN+1 > u, et l'on 
obtient le théorème de O. Perron : 

VIII. Si la se rie f (s) possède une abscisse de convergence <2<[-f-oo 
et si c est positif et supérieur à G, on a 

(n ) A ( n ) = 4 - fL^lÇ°f(s)esu± Ckn<u<ln+i)-
217C . / . S 

J. Hadamard [a] dans un cas particulier, puis O. Perron dans le 
cas général ont donné des formules qui comprennent celle-ci comme 
cas particulier et dont la démonstration est analogue. Si k est positif, 
on a l'égalité 

dans laquelle on suppose encore c positif et supérieur à G. Dès 
que k > 1 l'intégrale figurant dans cette égalité converge absolu
ment. Lorsque G est négatif on peut obtenir des formules dans les
quelles l'intégrale est prise sur une droite d'abscisse négative en uti
lisant une méthode d'un emploi très général dans ces questions : on 
intègre la fonction sous le signe somme le long des côtés d'un rec
tangle cr = c, cr = c <Z c, t = — T, t = -j-T et l'on fait croître T 
indéfiniment, ce qui est loisible en vertu du théorème VII, les inté
grales correspondantes tendent vers o. Si cf est négatif on introduit 
ainsi le résidu à l'origine de la fonction sous le signe somme et l'inté
grale sur la droite d'abscisse c, à la place de l'intégrale sur la droite 
d'abscisse c. En appliquant la formule ainsi obtenue à la fonction 
f(s -f- s0), on arrive à l'égalité 

(13) { k\ r
c + "» mt eu(s-s0) 

(C < c < <r0, k entier positif). 
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Dans cette formule l'intégrale du second membre reste bornée,_on 
a donc 

(i<) f(s0) = lim \ V ap(u *- Xp)*r-V« (k > i ). 
Xp<tt 

Il est manifeste que, si le second membre de cette égalité converge 
uniformément dans un domaine comprenant à la fois une portion du 
demi- plan de convergence et une portion extérieure à ce demi-plan, 
il donnera le prolongement analytique de f(s) dans cette 'portion 
extérieure; on est ainsi conduit à la méthode de prolongement de 
M. Riesz qui sera étudiée plus loin (n° 16). Nous nous bornerons 
actuellement à faire la remarque suivante. Supposons que la fonc
t i o n / ( 5 ) soit prolongeable analytiquement suivant des parallèles à 
l'axe ocr jusque et y compris une droite d'abscisse p(k) ( ' ) , et sup
posons en outre que dans l'a bande p(/r)<cr< C + e, (e > o), la fonc
t ion / (5 ) ainsi obtenue vérifie uniformément la condition 

05) / ( , ) = 0(|*|*). 

(L'exemple donné au n° 2 montre que de telles hypothèses n'ont rien 
d'absurde.) f(s) désignant la fonction ainsi prolongée on peut, 
comme précédemment, remplacer dans l'égalité ( i3) l'intégrale prise 
sur la droite d'abscisse c > G, par l'intégrale prise sur une droite 
d'abscisse p(k) + e ; cette nouvelle intégrale sera une fonction holo-
morphe de s0 pour s0 > p(A-) -f- 2e et l'égalité obtenue sera valable 
dans ce demi-plan, ce qui donne cette proposition (2) : 

IX. Si la fonction f(s) définie par la somme de la série (1), 
supposée convergente pour une valeur de s, vérifie la condi
tion ( i5) pour cr>p(/r), la valeur f(s0) de cette fonction en un 
point intérieur à ce demi-plan est donnée par Végalité (i4)-

On^peut développer des considérations analogues en partant de 

k]_ /-c+/0° x'ds = ( ( l"i)* s i * * " i 
^Jc-i* *(* + i ) . . . ( * - r - A : ) " ) 

' O SI x<i. 

(1) Nous désignons dorénavant par f(s) la somme de la série (1) ainsi prolongée. 
(2) On utilise ici le théorème XII. 
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l'égalité étant valable pour c > o et k positif entier ( ' ) , ce qui con
duira à l'égalité 

2 ¾ x*. k\ r™" t(s)e*»ds 
^ } IITZJ^ S(S + 1). . . ( * + * ) 

Ap < U 

On obtiendra une proposition parallèle au théorème IX : 

X. Moyennant les hypothèses du théorème IX, on a aussi dans 
le demi-plan cr >> p ( k) 

f(s)= lim V ape-h'(t — e*jru)k< 
lr < U 

Si au lieu de supposer que f(s) vérifie la condition ( i5) , on sup
pose cette fonction bornée, la convergence dans l'expression (i4)> et 
dans cette dernière égalité est uniforme; d'une façon plus précise on 
a la proposition suivante qui sera utilisée au n° 7 : 

XL Si la série (i) converge pour une valeur de s et si la fonc
tion définie par cette série est holomorphe et bornée pour o"5cf0, 
on a uniformément quel que soit t 

06) f(° + it)= V a n e - U ' + " > ( i - ^ - " ) ^ + 0 ( e - ^ ) 

(k entier positif, <r>cr0-|-e, <5>o) . 

6. Ordre de f(s) sur les droites T = c o n s t . — Les propositions 
qui viennent d'être données montrent l'intérêt de l'étude de l'ordre 
d'infinitude de f(s) sur les droites cr = const. H. Bohr [e] a introduit 
systématiquement la notion d'ordre. Soit g(s) une fonction quel
conque holomorphe dans un demi-plan cr^>cr0; on appelle ordre 
de g (s) sur une droite d'abscisse cr de ce demi-plan, le nombre 

a ( < j ) = l im , ,—;——; 

l'ordre dans le demi-plan cr> <r' est de même 

v(0_T5rîfïH£,' 
|f| = . l o g | t | 

• • * • } . — — 

(1) On peut donner des formules plus générales en supposant seulement k positif 
el en introduisant la fonction eulérienne [Hardy [52].] 
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L(*) étant la borne supérieure de \g(v-\~it)\ pour cr>cr'. On défi-
nira de même l'ordre dans une bande cr' <cr<cr". En utilisant la mé
thode employée par Lindelôf et Phragmen [35] dans une question 
analogue (voirie fascicule sur les fonctions entières et méromorphes), 
on démontre la proposition suivante [Lindelôf [a]] : 

XII. Si l'ordre de g (s) est fini dans une bande cr'<<x<cr" et si 
Von a 

g(J+it)=0[\t\kw\% *(o*+iO = 0[|*|*<nj, 

on a uniformément dans la bande 

g(*+it) = 0[\t\Hrt]% 

Âr(cr) étant la fonction linéaire de cr qui prend les valeurs k(<r') 
et k(<j") pour cr = cr' et cr= cr". Dans la bande la fonction (JL(Œ) est 
continue et semi-convexe (1) . 

Appliquons ces résultats à la fonction f(s) dans le demi-plan cr > G. 
D'après le théorème VII l'ordre d e / ( s ) est au plus égal à i dans tout 
demi-plan v^d "> G. Remarquons en outre que (A(O-) ne change pas 
si l'on divise/(5) par son premier terme, alors/(.ç) tend vers 1 lors
qu'on s'éloigne indéfiniment sur l'axe réel e t / ( s ) = o(s) pour crr; (5-+-e; 
les méthodes de E. Lindelôf montrent de suite que l'on ne peut avoir 

/ ( C - h e 4- iV) = 0 ( 1 ) 

lorsque t croît- indéfiniment par valeurs positives ou par valeurs 
négatives. En particulier on peut énoncer cette proposition [1 et 16] : 

XIII. Dans le demi-plan de convergence <r > G la fonction LH(CT) 

est au plus égale à 1, elle est continue, non croissante, semi-con
vexe et jamais négative. Si a!l>< + oo, JJL(O-) est nul pour <T>^\>. 

H. Bohr [e] a construit des exemples de fonctions pour les
quelles ^(<J) est linéaire entre G et nl>; T. Jansson montre que, 
lorsque i)b = 00, {JL(O-) peut être égal à 1 pourc r^>C La détermina
tion effective de la fonction JJI est très difficile, elle est mal connue 
même dans des cas simples comme celui de la fonction Ç(s) de 
Riemann. 

(1) C'est-à-dire que pour <y' g at < <J < <J2£ a", {JL(<T) est au plus égal à la valeur de 
la fonction linéaire de <J qui est égale à ^ ( a j et |x(<r2) pour c = at et 9 = ffa. 
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Considérons maintenant le prolongement de la fonction f(s)effectué 
comme il a été dit au n°5 ; nous appellerons Si la borne inférieure des 
nombres o-' pour lesquels le prolongement est possible jusque et 
y compris la droite d'abscisse a'. Dans le demi-plan cr>«R on pourra 
encore considérer les fonctions v(<r) et [A(CT), nous désignerons par w 
la borne inférieure des nombres a pour lesquels v(cr) est borné; dans 
le demi-plan V^XÙ, la fonction ix(a) est encore continue, non crois
sante et semi-convexe. 

Nous désignerons par .fia borne inférieure des nombres a (a > <R) 
qui sont tels que f(s) soit bornée pour <7>c/. S i # < + c o , (ji(cr) est 
nul pour a > § et si G < g, on peut appliquer le théorème XII à la 
bande t + e < a < ^ | - f £ j ce qui donne une limitation supérieure 
de JA(O-) dans cette bande. H. Bohr [1] a montré que si l'abscisse de 
convergence uniforme Hb est finie et s'il existe une suite de bandes 

o^i), Tnit^Tn, h < \ i b , lim ^ = 0 0 , 1 . - . 1 1 ( ^ - ^ ) = 00] 

dans lesquelles f(s) ou son prolongement suivant les parallèles 
à oa est en module inférieur à un nombre K, on a -f < ^ . La dé
monstration de cette intéressante proposition se rattache aux consi
dérations qui seront développées au Chapitre IV : si l'on se donne 
un domaine A, T < ^ < T ' , o , > r n on peut trouver une suite de 
valeurs xp telles que les domaines \ p déduits de A par les transla
tions i'p appartiennent aux bandes considérées, et telles que les 
fonctions f(s -f- ixp) convergent uniformément vers f (s) pour s > 1& 
et intérieur à A. Comme ces fonctions ont un module moindre que K 
dans A, elles convergent uniformément à l'intérieur de A [théorème 
de Stieltjes (voir le fascicule sur les suites de fonctions)], ce qui 
montre que f(s) existe et a un module moindre que K + s dans toute 
région intérieure à A. 

7. Formule de la moyenne et expression des coefficients. — Con
sidérons avec F. Carlson [b] la, série (i) et une série du même type 

1 

ces deux séries admettant des domaines de convergence et définissant 
des fonctions régulières et bornées pour cr > o. Ecrivons l'égalité (16) 
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pour f(s) et l'égalité analogue pour g(s), mais en y remplaçant t 
par — t) multiplions membre à membre et intégrons de a à a - | - # le 
produit par dt de l'égalité obtenue. Nous aurons l'inégalité 

I s* OL-hX w - ^ 

- / f (<*-*-it)g(* — it)dt — 2J anbne-^n<T(i — e*n-")*k 

(17 ) { ** * - K<u 

<4=--+-°(e~ôa) 
sjx 

pourvu que cr soit positif et que x soit une fonction de u convenable
ment choisie. En supposant que*"^ est imaginaire conjugué de a,n 

cette inégalité montre que 
00 

M désignant la borne supérieure de \f(s)\ sur la droite cr = const. 
considérée. Le même résultat étant valable pour la série g (s), l'iné
galité de Cauchy 

montre que la série 

(19 ) 2\anbm\e-*n* 

est convergente. L'inégalité (17) dans laquelle on fait croître u, et 
par suite x, indéfiniment conduit alors au théorème de Carlson : 

XIV. Si les séries du même type f(s) et g (s) admettent des 
domaines de convergence et définissent des fonctions qui sont 
bornées respectivement pour cr ;> c — e et a ]> d — e (e > o), on a 
Véglaitè 

(20) lim ^ / f(c-hit)g(d—it)dt=y\anbne-ïr ,(c+rf> 

et la série du second membre converge absolument. En particu
lier, si c^> g, on a 

1 ~ T 

c'est la formule de la moyenne. 
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En supposant tous les bn nuls, sauf celui de rang n supposé égal 
à i, on a ce corollaire : 

XV. Pour c>§,on a 
T 

( 2 1 ) e-^ncan= lim ^ f eMtf(c-ï-it)dt. 
' 0 

Ces propositions, qui comprennent des théorèmes connus de la 
théorie des séries de Taylor, avaient d'abord été données par 
J. Hadamard [b] dans le cas où c et d sont abscisses de convergence 
absolue; elles avaient été ensuite étendues au cas où c est abscisse de 
convergence uniforme, et d abscisse de convergence absolue. 

En utilisant la formule de la moyenne et en appliquant l'inégalité 
de Cauchy, on démontre aisément cette proposition de G.-H. Hardy 
[h] , F . Carlson [b] et L. Neder [b] : 

XVI. On a 

(22) M\,>&^X — 
2 

L. Neder montre en outre que ces inégalités ne peuvent être rem
placées par d'autres plus serrées. 

F. Carlson [c] a cherché à préciser les conditions dans lesquelles 
la formule de la moyenne reste valable, il étudie à cet effet l'expres
sion 

j(*) = lim - = / |/(<r+iO"l«£fc 
T = 00 2 1 # / j 

qui avait déjà été considérée par G. H. Hardy (voir n° 17) ; la for
mule de la moyenne est valable tant que j(c)e'^c reste borné [voir 

aussi [8, d ] ] . 
On peut montrer directement que l'inégalité (21) a lieu uniformé

ment quel que soit n, pourvu que c > ife. W . Schnee [e] établit une 
proposition analogue lorsqu'on suppose seulement c > G, mais en 
faisant l'hypothèse que la suite des ln vérifie l'inégalité 

(23) -lûgr l—r = O («>»*) 
A/t+1— An 

quel que soit le nombre positif ô\ Cette condition de Schhee est 
réalisée pour toutes les fonctions de type \ n à croissance régulière 
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pour lesquelles log27i ' X„ tend vers o. Moyennant la condition (23), 
l'égalité 

(24) y\anbne-ln(c+d)= iim JL f f(c + it)g{d-it)dt 
^ • " T = oo 2 1 ,J j . 

est vérifiée pour c supérieur à l'abscisse de convergence ordinaire 
de f(s) et d supérieur à l'abscisse de convergence absolue de g(s). 

On peut étendre le champ d'application de cette formule en 
employant la méthode indiquée au n° 5 et la limitation de l'ordre 
fournie par le théorème XII, ce qui donne le théorème de W. Schnee 
[e] et Landau [53; 24, p] : 

XVII. La condition de Schnee étant réalisée, f(s) conver
gente pour <7>a et absolument convergente pour Œ >> 6 > a , 
g(s) convergente pour a^>a! et absolument convergente pour 
< J > b' ;> a', la formule (24) est valable pour des nombres c et d 
tels que 

, . c — a t/ — a' 
c>ay d>a, j -4- jp—-, > 1. 

o — a o — a 
En particulier la formule de la moyenne est valable pourvu que c 

soit supérieur â la moyenne des abscisses de convergence ordinaire et 
absolue, et a fortiori pour c > G -f- — • 

8. Relations entre la valeur de l'ordre et la position des abscisses 
de convergence. — E. Landau, W . Schnee et H. Bohr ont étudié les 
premiers la relation entre la position des abscisses de convergence a:\,, 
ni), G, et la valeur de la fonction pi(cr). Les résultats obtenus sup
posent que les \N satisfont à certaines conditions. 

On arrive à un résultat très simple en ce qui concerne le nombre 11b : 

XVIII. Si la suite ~kn satisfait à la condition de Schnee, ou 
si D = o, et si le domaine de convergence ordinaire existe, le 
demi-plan de convergence uniforme coïncide avec le demi-plan 
dans lequel f (s) est borné, t)L> = cf. 

Pour établir le premier résultat, E. Landau [m] emploie l'égalité 
suivante qui se déduit du théorème de Perron'(n° 5 ) : 

V > < ft ^ l rC+"* e*n+is — elnsf(s + s) 
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( c > C — T , „ CF0 = cf -+- e ><£) et transforme le second membre en 

introduisant l'intégrale prise sur la droite d'abscisse > ce iqui 

permet de voir que ce second membre tend uniformément vers o. Le 
résultat relatif au cas D =- o est une conséquence de l'égalité (21), il 
subsiste lorsqu'on fait une hypothèse moins restrictive sur f(s) 
[49, a] . L. Neder [b] a montré que la condition de Schnee ne peut 
être remplacée par une autre plus avantageuse et de la même forme, 
la condition (23) peut être vérifiée avec une valeur fixe de à et le 
théorème XVIII ne plus être vrai. 

L'étude de la relation entre la valeur de G et les valeurs de [A(<J) 

est plus difficile. H. Bohr [e] a d'ailleurs montré que la fonction tt(cr) 
peut être la même pour deux séries de Dirichlet proprement ditesr 

ayant des abscisses de convergence différentes. Les résultats de 
W . Schnee [d] et Landau [f] ont été complétés par H. Bohr [ j ] ; la 
condition imposée aux \n est ici la condition de Bohr : on suppose 
que le nombre 

1 = "*"" rlog \—l~^r 

est fini. On voit aisément que D ^ / , le domaine de convergence 
absolue existe dès que l'abscisse de convergence G est finie. Pour les 
séries de Dirichlet proprement dites, / == D = 1. On démontre le 
théorème suivant : 

XIX. La condition de Bohr étant satisfaite, si, quel que soit n 
et pour toute valeur positive de à, on a 

(25) an=0(e^) 

et sif(s) est d'ordre au plus égal à k pour cr>p(A-), on a 

„^ p(k)-hkl 

Il suit de là que, si les autres conditions de l'énoncé restant les 
mêmes, l'inégalité (20) n'a plus lieu, mais que l'on sache que le 
domaine de convergence existe, on a 

e^?(k)-*-kl. 

En particulier, pour / = o , le demi-plan de convergence coïncide 
avec le demi-plan cr > w à l'intérieur duquel l'ordre est fini. 
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K. Grandjot [12] a mis le théorème XIX sous une forme différente 
en résolvant par rapport à k l'inégalité (26) ; dans le demi-plan où 
l'ordre reste fini, on a 

/ \> e —ff 

E désignant la limite supérieure pour n infini du rapport 

îogiani : \n. 

Cette inégalité, qui renseigne sur la valeur de l'ordre, ne peut être 
remplacée par une autre plus avantageuse [Neder [ e ] ] . 

On a déjà donné [inégalité (22)] une relation entre X et § qui est 
applicable aux séries pour lesquelles D < -\- 00. H. Bohr [g] a aussi 
étudié les séries pour lesquelles les X„ sont linéairement indépendants 
(voir n° 21), et K. Grandjot a considéré les séries dont les ln satis
font à la condition de Bohr. 11 utilise l'égalité (12) et montre que, 
E étant négatif ou nul, la série 

1 
converge pour 

kl ?(k) + kl 

1 -h k i-h k 

En appliquant l'inégalité de Cauchy, on voit alors que : 

XX. La condition de Bohr étant satisfaite, on a 

K p(k) Ek , , i - M * 
nAo = ; y H y -+- t y 

1 -+- k i - f -A: 2-H2/C 

Lorsque / çst positif on peut résoudre par rapport à k et l'on obtient 
l'inégalité 

qui renseigne sur la valeur de Tordre dans le demi-plan où cet ordre 
est fini. K. Grandjot puis L. Neder [e] ont montré que cette inégalité 
ne peut être améliorée. 

9. L9S zéros des séries de Dirichlet. — On a déjà dit au n° 4 
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qu'une série de Dirichlet n'a qu'un nombre fini de zéros dans le 
domaine de convergence uniforme, défini dans le théorème II. Mais 
il peut exister une infinité de zéros dans le demi-plan de conver
gence c r>(3 . H. Bohr [d] a même montré que, lorsque i)i> = + o o , 
il peut exister une suite infinie de zéros dont l'abscisse a croît indé
finiment. 

On peut obtenir une limitation supérieure du nombre des zéros 
dans une région en appliquant le théorème classique de Jensen. Sup
posons X, = o et aK •?£. o, ce qui est légitime dans la recherche des 
zéros et soit L la ligne 

| s — s0 | = ( a — cr0) H eH«r-° (a > Œ0 ) 

qui a été introduite dans le théorème II, sur cette ligne / ( 5 ) tend 
vers aK lorsque Œ croît indéfiniment, f(s)est borné à droite d'une 
ligne analogue correspondant à une autre valeur de H aussi grande 
que l'on veut, enfin pour cr^ G-{-£, f(s) = o ( | 11 ). On peut alors 
appliquer le théorème de Jensen à des cercles ayant leur centre 

. sur L et tangents à une droite d'abscisse a0. Lorsque S < + 00, on 
remplace L par une droite cr=.or, > $. En désignant par N(cr0,T<,T2) 
le nombre des zéros def(s) appartenant à la région cr><70, T l S * = T2y 

on obtient la proposition suivante [Landau [j, n ] ] : 

XXL S'il existe un demi-plan de convergence, on a dans lé 
demi-plan v > w où l'ordre reste fini 

(28) N(Œ, T,T + / ï 5 i m ) = o ( l o g * | T | ) ; 

s'il existe un demi-plan de convergence uniforme, on a pourir>$ 

(*9) N(Œ,T, T + i) = 0(i), 

et pour cr > w 
N(a, T,T + i) = 0 ( log |T | ) . 

On déduit de ces formules des limitations pour les nombres 

N(*,T, - T ) 

correspondants, mais l'on obtient des inégalités conduisant à des 
résultats plus précis que (28), en appliquant le théorème de Jensen 
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non pas à un cercle ayant son centre sur L, mais à un demi-cercle 

\s — <j0 — s - i T | < l o g | T | , <7>cr0, 

cr0 étant supérieur à w ou à $ (*), ce qui conduit à ce théorème 

[S . Wennberg [50]] : 

XXII. En supposant toujours <2 < -4- oo, on a pour cr > w 

. N(a, T, T + l o g | T | ) = 0(log«|T|); 

si $ < -f- oo, on a pour cr > $ 

N(Œ, T,T + log|T)) = 0(log|T|) . 

S. Wennberg montre que les limites ainsi obtenues pour N(cr,—T,T) 
peuvent être effectivement atteintes dans certains cas. On peut encore 
compléter ces résultats dans le cas où la condition de Schnee est 
satisfaite, en utilisant la formule de la moyenne (théorème XVII), on 

montre que N(<7, — T, T) = 0 ( T ) pour cr > i (G + x), [3, b, c ] . 

Ces résultats peuvent être précisés dans le cas de certaines séries de 
Dirichlet proprement dites qui s'introduisent dans la théorie des 
nombres [5 (a), 24 (o)] . 

E. Lindelôf [b] a appliqué à la fonction de Riemann les théorèmes 
généraux de la théorie des fonctions qui ont leur origine dans le 
théorème de Picard. D'une façon générale si j < + oo et si A <^ tf, 
une application immédiate du théorème de Schottky-Landau montre 
que f(s) prend une infinité de fois toute valeur, sauf une au plus 
dans toute bande ,? — e < <J < S + £ (s > o ). On a une proposition ana
logue lorsque w <" -f- oo et Jl < w5 c'est alors la bande w — E<cr<^to-f-e 
qui contient certainement des zéros de toutes les fonctions f(s) — c, 
sauf une au plus. Dans ces deux cas il existe même une suite de 
cercles de rayons finis dans lesquels la propriété a lieu. Dans un 
ordre d'idées analogue, S. Wennberg a démontré le théorème 
suivant : 

XXIII. Si ^ = + 00 et (2<-f-oo, la fonction f (s) prend toute 
valeur, sauf une au plus pour <J > cr0 > G. 

(1) On fait une représentation conforme convenable de ce demi-cercle sur un 
cercle concentrique le même rayon et l'on applique le théorème de Jensen. 



THÉORIE GÉNÉRALE DES SÉRIES DE DIRICHLET. *t 

On donnera au n° 21 un résultat de H. Bohr qui doit être rap*-
proché de ces propositions. Nous signalerons enfin une proposition 
de K. Grandjot [12], qui permet aussi de reconnaître dans certains 
cas l'existence effective de zéros de f(s). Le théorème de J. Hada-
mard sur la partie réelle d'une fonction (voir le fascicule sur les 
fonctions entières) permet de montrer que la fonction J (s) étant 
régulière, non nulle et d'ordre fini pour <r ^> vj, 11 | > t0 et log/ (s ) 
étant borné pour <j>r{ + e , la fonction JJL(CT) relative à f(s) est nulle 
pour a>Yj . En rapprochant ce résultat de l'inégalité (27) on arrive 
à la proposition en vue : 

Si la condition de Bohr est vérifiée avec / > o , si la série (1) où 

a, ^ o e t ) , , = o , possède une abscisse de convergence absolue et 

définit une fonction régulière et d'ordre fini pouro->^ ( Y J ^ J I . — J ' 

f(s) s'annule une infinité de fois pour a > r\. 
E. Grandjot applique ce résultat à la fonction de Riemann. 

10. Singularités de la fonction / ( 5 ) dans le voisinage de la droite 
de convergence. — S. Wennberg [oO] a établi le premier que cer
taines classes de séries de Dirichlet pour lesquelles D = o, jouissent 
de la propriété démontrée par Hadamard et Fabry pour les séries de 
Taylor lacunaires : la droite de convergence est une ligne singulière 
pour la fonction/(5). Le résultat de S. Wennberg a été complété 
par O. Szasz, F . Carlson et E. Landau [6] . Si Ton pose 

A = lim r— > G = lim Çkn+i — X»), 

on a la proposition suivante : 

XXIV. Si A est nul, G positif et si G est fini, la droite de conver
gence <J=ZG est une coupure pour la fonction f (s). * 

La démonstration utilise les propriétés des fonctions entières 

d'ordre inférieur à - : on introduit la fonction 
1 

oo 

1 p 

qui est au plus d'ordre - et du type moyen en x2. Si G = o\ on peut 
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écrire pour Œ > O 

(3o) an®n{\n)e-lns= 2 a , „ < p „ ( X w ) e - W = j ( -^) ^ ^ / ^ ( ^ ) -
t o 

Si l'on suppose que f(s) est holomorphe pour \s\ <Cà, on voit, en 
utilisant les propriétés des dérivées des fonctions analytiques et les 
propriétés des coefficients cn

q de ©«(#), que le dernier membre 

de. (3o) est holomorphe et borné pour |s |5;-> donc que l'égalité 
s» 

a encore lieu pour s = • En tenant compte de ce que, eu 

égard aux conditions imposées aux Xn, on a on(\n) > 0(e~a*«), a po

sitif arbitraire, on voit que la série (i) convergerait absolument 

pour s = — - contrairement à l'hypothèse G = o. 

Landau et Carlson [6] généralisent encore en montrant que A 
étant toujours nul et la condition G > o remplacée par lMiypo-
thèse 

• — • - l o g g . ^ - X , , ) 

wn étant le minimum de \p : p pour p^n, on peut assurer que f(s) 
n'est pas prolongeable au delà de la droite <J=G—k (on a A^G — k). 
[ Voir aussi Neder [d].] À. Ostrowski [c] a donné une autre exten
sion; il montre que si A ^9 et G > 2, il existe une fonction a(9) telle 
que f(s) admette au moins un point singulier dans tout cercle ayant 
pour centre un point de <r = G et a(9) pour rayon. Lorsque 6 tend 
vers o, la fonction a(9) tend aussi vers o. Une proposition d'une 
nature un peu différente a été donnée par G. Pôlya en supposant 
seulement G > o. G. Pôlya introduit la notion de densité maximum de 
la suite Xrt, c'est un nombre o qui vérifie les inégalités o^ A, Gô< i. 
Il montre que tout segment de longueur 2TCÔ de la droite de conver
gence contient au moins un point singulier de f(s). En particulier 
on a cette remarquable proposition : 

XXV. Si G est positif et G fini, la fonction f(s) a au moins 

un point singulier sur tout segment de longueur -^- pris sur la 

droite de convergence. 

A côté de ces propositions qui supposent toutes que A est fini, se 



THÉORIE GÉNÉRALE DES SÉRIES DE DIRICHLET. ?3 

place un théorème de Landau [a] qui ne suppose rien sur le type de 
la série : 

XXVI. Si tous les coefficients d'une série de Dirichlet admetr 
tant un domaine de convergence sont positifs, le point s = G est 
un point singulier de f(s). 

Prenons G = o, si le point s = o était point ordinaire, la valeur 
de f(s) pour une valeur réelle négative s{ de s serait donnée par le 
développement de Taylor de f(s) autour du points = i, on aurait 

(3.) fl.o-Ep^E-.X;.-*,] 
et comme la série double est à termes positifs on pourrait ordonner 
par rapport aux ap, ce qui entraînerait la convergence au point s{. 

Des généralisations ont été données par M. Fekete [a, b ] , puis par 
A. Ostrowski [c]. A. Ostrowski considère notamment le cas où 
G étant supérieur ou égal à 2, les an sont réels et changent de signe 
pour des indices v tels que lim(v : ln, ) = y > o. 11 montre que f(s) 
possède alors un point singulier dans le cercle \s — G | < <p (y), A (y) 
étant une fonction convenablement choisie de y. Cette proposition 
qui contient celle donnée plus haut se déduit du théorème XXVI et 
d'un théorème de Cramer dont il va être question on prend dans ce 
théorème XXVII 

**>-n(-5> »-*^]-
11. Sur les singularités des fonctions définies par certaines séries 

correspondantes. — Les propositions dont il va être question ici 
constituent les premiers essais d'extension aux séries de Dirichlet, 
du théorème sur la multiplication des singularités des séries de Taylor 
(théorème de Borel et Hadamard). H. Cramer [a, b,] a étudié la 
relation entre le domaine d'existence de la fonction/(5) définie par 
une série (1) et celui de la fonction 

(3») F(«)=2]a1,l>(Xi.)«-*»'I 
1 

<p(z) = 2cqz9 étant une fonction entière d'ordre inférieur à 1 ou 
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d'ordre i et du type moyen, c'est-à-dire vérifiant la condition 

\9(*)\<e*1*1 

à partir d'une valeur de \z\. On peut supposer positive l'abscisse de 
convergence G d e / ( s ) ; la transformation d'Abel montre alors que 

n 

^ attf (X„) = O (e>« (C+k+s)) (£ > o), 
î 

la série (32) converge donc pour u > G-\-k. En remplaçant cp(X )̂ 
par son développement en série, on obtient une série double dans 
laquelle on peu t intervertir l'ordre des sommations lorsque a > G -f- k, 
c'est là la partie essentielle de la démonstration. On a alors 

F(*) = 2 ( - 0 ^ / ^ ( 0 

et, en utilisant les propriétés des coefficients de « ( - ) et les propriétés 
des dérivées des fonctions analytiques, on peut montrer que le second 
membre est encore holomorphe dans certains domaines qui sont 
définis dans l'énoncé suivant de Cramer : 

XXVIL D étant un domaine connexe contenant le demi-plan 
de convergence de f(s) et dans lequel f (s) est holomorphe, soit 
D(A-) le domaine obtenu en supprimant de D les points dont la 
distance à la frontière est inférieure ou égale à k et soit D'(A-) la 
portion de D(/r) qui est connexe avec le demi-plan <r > G -h k, la 
fonction F (s) définie parla série (3â) qui converge pour a^>G-\-k 
est holomorphe à l'intérieur de Df(k). Lorsque ®(z) est d'ordre 
inférieur à i ou d'ordre i et du type minimum, k est aussi petit 
que (on veut, les seuls points singuliers de F(.ç) sont ceux de f(s). 

H. Cramer montre en outre que si s0 est un point singulier isolé 
def(s), tel que le rayon de convergence du développement de Lau
rent de f(s) autour de ce point dépasse 2k, F (s) possède au moins 
un point singulier dans le cercle \s — s0\^k [on suppose que ce 
cercle empiète sur D'(A*)]; il donne aussi d'intéressantes applications 
de ses théorèmes à la théorie des fonctions entières. 

Le théorème de Cramer a été aussi démontré par O. Szasz dans le 
cas des fonctions o(z) du type minimum. G. Pôlya a complété le 
théorème XVII en montrant qu'on peut remplacer D(A") par le 
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domaine obtenu, en supprimant de D la région balayée par des 
courbes convexes dont le « centre » décrit la frontière de D, ces 
courbes se déduisant par une translation de la courbe indicatrice de 
la croissance de la fonction v(z). (Cette indicatrice est intérieure au 
sens large à un cercle de rayon k.) Un Mémoire de J. Soula sur ces 
questions doit paraître prochainement (Journal de Math., 1925, 
p. 33 9 ) . 

12. Les généralisations du théorème d'Abel et leurs réciproques. 
— On a dit au n° 3 que le théorème II généralise un théorème bien 
connu d'Abel. La réciproque de cette proposition a été donnée par 
W . Schnee [c] qui complète de la façon suivante une proposition de 
E. Landau [b] : 

XXVIII. La condition nécessaire et suffisante pour que la 
série (1) converge pour s = o, est que f (v) tende vers une limite A. 
lorsque G tend vers o par valeurs positives et que 

S , i = atli -+- «2^2-t-- • •-+- ««Àw — o(X„). 

La somme pour 5 = 0 est alors A. 

Pour montrer que cette condition est suffisante, on remarque que 
S (x) étant égal à Sn pour A„ <x < ^,,+,, on a, d'après la transforma
tion d'Abel et moyennant l'hypothèse faite sur S„, 

1 An 

' 0 

La seconde égalité et l'hypothèse faite sur S„ montrent que 

A(n) = y " s<*)g+o( i ) , /(*)= f\(x)e-°*(l + -^Jdx. 

' ! 
0 

<>,, v dx . 1 
S ( x ) er<*x — si a = — , v ' x* kn 

et l'on voit alors aisément que la différence entre A(/i) et l'intégrale 
du second membre de cette dernière égalité tend vers o. 

Le théorème d'Abel a été généralisé par divers auteurs, en parti
culier W . Schnee [a] a démontré que : 

XXIX. Si le rapport >n+, : ln tend vers 1, la condition 

(33) l i m ^ L l = L ( a ^ - i ) 
/1=00 A " 
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entraîne G = o et 

(34) l imi*/(0 = Lr(i + O ( - <n) 

si a >• — i, tandis que pour a = — i o/* a 

lim i < £ > - L. 
~ . l o g ! 

Cette proposition est une conséquence immédiate de l'égalité 

/(*) = # f Ax(ar)«-"rfar 
JQ 

valable pour <r > C = o ( i w r n° 3). 
Ici encore on ne peut déduire de la seule hypothèse faite sur les \n 

et de l'égalité (34) que l'égalité (33) est vérifiée; les conditions dans 
lesquelles on peut énoncer une réciproque ont été élucidées par 
Hardy et Littlcwood (15, b). En supposant les an positifs et a ^ o , on 
constate d'abord que la fonction croissante &\(x) est égale à 0(xQL). 
On en déduit que la relation asymptotique 

<rl+a / Ax(a?)c-*ffrf^=Lr(iH-a)-*-o(i) 
do 

est dérivable [voir aussi Landau [c]J. On dérive alors q fois cette 
égalité en choisissant convenablement cet q, et l'on remplace l'inté
grale obtenue par une autre prise entre des limites finies, ce qui 
conduit à ce résultat : les an étant positifs et a > o, la relation (34) 
entraine (33) (on suppose toujours que ln : A„_, tend vers i). On 
passe ensuite au cas des an quelconques en les assujettissant à une 
condition de croissance : on suppose les an réels et l'on ajoute à la 
série donnée une autre satisfaisant aux conditions du théorème XXIX 
et telle que la série obtenue ait ses coefficients positifs. On arrive 
ainsi à.cette conclusion qui comprend un résultat antérieur de Little-
vvood [271 : 

XXX. G étant nul, l'égalité (34) entraine certainement (33) 
si AW+I : An tend vers i et si 

«« = o[(x,-x„-1)Afr1l («£°)-
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Dans le cas a = o, Hardy et Littlevvood [c] donnent des réciproques 
d'un caractère un peu différent. 

Au lieu de faire l'hypothèse (33), on peut faire une hypothèse sur 
la façon dont la série (i) se comporte en un point de l'axe des o- situé 
à gauche de l'abscisse de convergence. 11 est loisible de supposer que 
ce point est <j = — i, l'abscisse de convergence étant nulle; on intro
duit alors les sommes 

n 

B(/i) = 2 a / ' ^ (̂ /> = e),'')> 
1 

et l'on voit que si jm/i+1 : JJL„ tend vers i et si \î(n) : U^A""1 ( a > o) 
tend vers L, on a encore l'égalité (34). Mais ici, non seulement la 
méthode qui conduisait aux réciproques tombe 'en défaut, mais ces 
réciproques ne sont plus vraies en général; pour obtenir des résul
tats, E. Landau [d et 53] fait en outre des hypothèses sur la nature 
de In singularité 5 = o e t sur l'ordre de f(s) pour <J > o. Les impor
tantes propositions qu'il .obtient doivent être rapprochées de pro
priétés directes telles que la suivante : Si Bv.(x) désigne la valeur 
de B(/i) pour x compris entre JJLM et JJLW+I et si l'on a 

B^(x) = L#-+-o(#Y) (o < y < i ) , 

la fonction/(5) admet 5 = 0 pour pôle simple de résidu L et n'a pas 
d'autre point singulier p o u r c r > y — 1 . Ce théorème de Landau [c] , 
généralisé ensuite par W . Schnee [c], est une conséquence de l'éga
lité 

/(5) = (1 + 5) f Bp(x)x-'-*dr, 

valable pour cr > o. En utilisant l'égalité (12) on obtient avec E. Lan
dau la réciproque suivante : 

XXXI. Si la série de Dirichlet (1) a ses coefficients positifs et 
possède un domaine de convergence, si la fonction f(s) définie 
par sa somme est régulière pour cr > o, admet un pôle simple de 
résidu L pour s = o et est d'ordre fini K pour cr> 8 > o quel que 
soit è, on a 

Bv(x) = L#-t-o(#)-

Cet énoncé, qui a été généralisé par Hardy et Littlewood (voir 

MKMORIAL DES SC. MATH. — N° 1 7 . 
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n° 17) n'est valable comme le précédent que si %l+i : pH tend vers i . 
E. Cahen [b] a donné une méthode qui permet l'élude de certaines 
propriétés directes dans le cas où cette condition n'est plus réalisée. 
[Voir aussi 49, [b].] 

Le théorème \ \ \ , qui donne dans le cas a = o une réciproque 
du théorème d'Abel, a été généralisé par E. Landau [g] qui fait une 
hypothèse sur la différence A(/i) — A (m) en supposant que Xw : \m 

satisfait à certaines conditions. [ Voir aussi 24, [b ] ] . On peut faire 
des hypothèses plus larges sur les an, si l'on suppose que le point 
s — o est un point de régularité de la droite de convergence. Dans le 
cas des séries de Taylor (ln = n) on a le théorème de Fatou : si les an 

tendent vers o et si la fonction définie par la série est holomorphe 
pour s=-o, la série converge en ce point. Cette propriété a été 
étendue aux séries de Dirichlet par M. Riesz [c, e, g] qui donne la 
proposition suivante : 

W X I I . Si l'abscisse de convergence de la série (i) est nulle et 

si c étant positif ou nul, on a \ ^ ape'i,c = o(xr), la série converge 

en chaque point de la droite cr = o en lequel f (s) est holomorphe^ 
et la convergence est uniforme sur tout segment T ^ ^ T ' de cr = o 
sur lequel f (s) est holomorphe. 

M. Riesz conduit la démonstration d'une façon très simple. Soit 
un rectangle — a £ c r £ + a, T t ^ ^ T 2 , dans lequel f(s) est holo
morphe, on introduit la suite de fonctions 

gn(*) = «X-*(« —ixi)(* —IT,)I/(J) — 2 ^ 6 - ^ * 

L'hypothèse et la transformation d'Abel permettent de montrer que 

le module de gn(s) tend vers o avec - lorsque s est sur les côtés du 

rectangle, il s'ensuit que gn(s) tend uniformément vers o à Tinté-
rieur du rectangle et que la série (i) converge uniformément vers 
f(s) sur tout segment intérieur au rectangle. 

13. La multiplication des séries de Dirichlet. — On sait que le 
produit de deux séries absolument convergentes Han Zbp est égal à la 
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somme de la série double YEanbPi qui peut être ordonnée en séria 
simple d'une façon quelconque. Le produit de deux séries de 
Dirichlet 

/ ( 5 ) = 2ane-ï»', g(t)=Ilbpe->'j>'1 

possédant un domaine de convergence absolue commun, cr >> <70 peut 
donc être écrit sous forme de série de Dirichlet du type vw, les v/;i 

sont les nombres \n + À' rangés par ordre croissant, s'il y a plusieurs 
couples de nombres n, p tels que vm = A» -+-A^, le coefficient de e~v»»* 
est la somme HaHbp étendue à ces couples de nombres. C'est la série 
ainsi obtenue que l'on appellera dans tous les cas la série produit. 
Cette série converge absolument pour <7>cr0 et a pour somme/(s) g(s) 
dans le cas où nous nous sommes placés; d'une façon générale on 
dira que la multiplication est légitime lorsque la série produit 
convergera et aura pour somme f (s ) g(s). En général la série pro
duit sera d'un type nouveau, cependant pour deux séries de Dirichlet 
proprement dites, on aura une série du même type 

f(s)g(s) = Zcmm-, 

cm est la somme des produits a,,bp pour lesquels np = m. 
En suivant la méthode classique qui sert à établir le théorème de 

Mertens dans le cas de la multiplication des séries de puissances, on 
établit la généralisation énoncée par Stieltjes [46], el démontrée par 
Landau [c] : 

XXXIIL La multiplication est légitime pour toute valeurs 
rendant l'une des séries convergente et l'autre absolument con
vergente. 

Stieltjes puis E. Landau [c] ont donné des conditions plus larges 
dans lesquelles l'opération est légitime, c et c -f-Tj, d et rf-hV étant 
des abscisses de convergence ordinaire et absolue pour les deux séries 
il suffit de supposer 

G > • > 

pour que la multiplication soit permise. En particulier, l'élévation au 

carré est légitime lorsque a>G~] H. Bohr a construit une 
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série (2) pour laquelle la série [ / ( s ) ] 2 a effectivement ce demi-plan 
de convergence. 

On trouvera d'autres propriétés de la multiplication dans des 
Mémoires »de E. Landau [c, 1] et de G.-H. Hardy [f]. Nous nous 
bornerons à énoncer ici un théorème qui généralise une proposition 
d'Abel : 

XXXIV. Si les deux séries données et la série produit con
vergent, la multiplication est légitime. 

Dans le cas où les séries ont une abscisse de convergence absolue 
la démonstration a été faite par E. Landau [c], dans le cas général 
elle a été obtenue comme conséquence immédiate d'un théorème 
relatif à la sommabilité par les moyennes de Cesàro de la série pro
duit (n° 15). 

14. Conditions pour qu'une fonction soit développable en série de 
Dirichlet. — On sait (n° 4), qu'une fonction ne peut être représentée 
que d'une seule façon par une série de Dirichlet. A quelles condi
tions une fonction est-elle représentabh»? Il est aisé de donner des 
conditions nécessaires pour qu'une fonction donnée F ( 0 soit la 
somme d'une série (1) convergente pour cr > <j0 > o : il faut que 
toutes les égalités où intervient la fonction f(s) soient possibles 
lorsqu'on y introduit F (s). Il est plus difficile de choisir parmi ces 
conditions des conditions suffisantes qui ne soient pas surabondantes. 
De telles conditions ont été données d'abord par E. Cahen [a ] ; sa 
démonstration incomplète fut reprise par J. Hadamard [c], E. Lan
dau [c] et [53] et W . Schnee [f]. [Voir aussi 11 [c.]] C'est sur la 
formule donnant A(n) que ces auteurs ont porté leur attention. 
L'intégrale 

f Y(s)esu (c>o, C>Œ0) 
C—îoo s 

doit être finie pour toute valeur posftive de u et constante dans une 
suite d'intervalles dont les limites donnent les valeurs des X7M les 
valeurs de l'intégrale dans ces intervalles successifs donnent les A.(n), 
donc les coefficients an. Il faut encore supposer que le produit 3(u)e~U(J 

tend vers o lorsque u croît indéfiniment, ce qui n'est pas une consé
quence des hypothèses précédentes. Les conditions ainsi trouvées 
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semblent trop compliquées pour être applicables, il ne semble pas 
qu'elles aient été utilisées. J. Steflensen [b] a donné des conditions 
d'une forme différente en utilisant les considérations qui seront déve
loppées au n° 17; ses résultats qui sont énoncés pour le cas des séries 
de Dirichlet proprement dites, pourront être généralisés. 

On donnera au n° 24 des conditions nécessaires d'une autre forme 
et des propriétés des fonctions définies par les séries de Dirichlet. 

111. — LKS PROCÉDÉS D'EXTENSION ANALYTIQUE. 

15. La méthode des moyennes arithmétiques. — Les premiers 
essais de prolongement analytique des séries de Dirichlet se ratta
chant aux méthodes générales de sommation des séries dhergentes, 
ont été faits cn 1908 à peu près simultanément par H. Bohr, M. Riesz 
e tG. -H. Hardy / 

La méthode des moyennes arithmétiques ou de Cesàro consiste à 
attribuer la somme C à la série divergente Sc;i lorsque le rapport 

P l _ C ( 0 + G ( 2 ) - + - . . . H - C ( / l ) 
U / l " Ti =" 

tend vers C. Si la suite C,* diverge on prend les moyennes des termes 
de cette suite, ce sont les moyennes d'ordre 2, C,2, ; d'une façon géné
rale, on pose 

" n 

Si les moyennes d'ordre p convergent vers C, la série est dite som-
mable d'ordre p ou sommable (C, p) de somme C. Une série som-
mable (C, p) est sommable (C, p -\-q) de même somme. Dans la 
méthode de Holder qui est équivalente à celle de Cesàro [Knopp [a]r 

Schnee [b]] on prend 

n n n 

1 1 1 

et l'on dit que la série est sommable d'ordre /• et a pour somme S si 
l'on a 

n=x> Tl 
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On a aussi défini les sommations d'ordre non entier, nous ne les 
considérerons pas ici. 

Une série de Taylor Hanz
n n'est jamais prolongeable au delà du 

cercle de convergence par la méthode des moyennes arithmétiques, 
mais elle est sommable (C, p) en tout point de la circonférence de ce 
cercle où la fonction définie par la série est holomorphe, pourvu 
que an = o(nP~l). Comme une série de Dirichlet proprement dite 
est l'ensemble des valeurs des intégrales généralisées d'une série de 
Taylor en un point du cercle de convergence, la méthode des 
moyennes doit au contraire permettre le prolongement analytique 
d'une telle série moyennant certaines hypothèses. H. Bohr [a, b, c] 
a appliqué cette méthode aux séries de Dirichlet en utilisant la défi
nition de Hôlder. 

Si la série (2) est sommable d'ordre r au point s0 et si S/,'(s) désigne 
la somme de Hôlder relative à cette série prise au point 5, la transfor
mation d'Abel effectuée r + 1 fois donne l'égalité 

11 

8̂ 0 = 2^(/^(^) + 0(.), 
1 

avec 
A-/(a«) = À/ -* («„) — AV'-i ( a „ + 1 ) , A* (ocw) = a.n— a „ + 1 , 

et cr^>a0. U en découle que la série est sommable d'ordre r pour <j>a0'f 
le domaine de sommabilité d'ordre r est un demi-plan v> nr. La 
somme obtenue donne le prolongement de la fonction f(s) dans les 
conditions du n° o dès que a'<< G. A l'intérieur du demi-plan de 
sommabilité d'ordre r, l'ordre v(o-) est au plus égal à /• -f- 1; inverse
ment, si (5-f-<oo, la sommabilité d'ordre r -}- 1 est possible dans le 
demi-plan où v(«r) <C /' -f- 1. H. Bohr donne également une expression 
de l'abscisse de sommabilité d'ordre /• qui généralise la formule (10) 
de Cahen, il montre que la différence des abscisses de sommabilité 
d'ordre r et /* + 1 est au plus égale à 1. Il donne également un théo
rème sur la multiplication qui rentre comme cas particulier dans un 
théorème de Riesz dont il va être question (théorème XXXV). 

16. Méthode des moyennes typiques de M. Riesz. — M. Riesz [a, b, 
c, d, h] a créé de nouvelles méthodes de sommation, généralisant 
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celle de Cesàro, qui s'appliquent aux séries de Dirichlet les plus 
générales en donnant naissance à une théorie analogue à celle de 
Bohr. Il remplace les moyennes arithmétiques par des moyennes 
pondérées dépendant du type À,M d'où le nom de moyennes typiques. 
La méthode de Riesz a été exposée a priori par son auteur dans 
l'Ouvrage sur les séries de Dirichlet qu'il écrivit en collaboration 
avec Hardy [52]; nous rattacherons de suite ici sa théorie aux for
mules de J. Hadamard et O. Perron données au n° 5. Les théo
rèmes IX et X conduisent à considérer à la place de la série (i) les 
expressions 

(35) ^ape-\* y — "f V ' 2 a , , c - V ( i —cV")* (*>o ) , 
\<" . .P<M 

dont les limites pour u infini donnent certainement la valeur de f(s) 
dans le demi-plan où l'ordre est inférieur à k. 

On dira que la série (i) est sommable, de somme C, par les 
moyennes de type ).„ et d'ordre k ou sommable (kn, k) lorsque là 
première expression (35) tend vers C, et qu'elle est sommable, de 
somme C, par les mojennes de type u„ = eKn d'ordre k ou sommable 
(JJL„, k) lorsque la seconde expression (35) tend vers C lorsque u 
croît indéfiniment. Ces définitions s'appliquent évidemment à une 
série numérique quelconque. 

M. Riesz fait tout d'abord la comparaison des divers procédés de 
sommation ainsi définis : une série sommable (ln, k) est aussi som
mable Çkn, h) si k' ]> k et a même somme, une série sommable (^a, k) 
est sommable (Àw, k) et a la même somme. D'une façon plus générale 
on peut comparer la sommation (u,w, k) à une sommation (vw, k) oùvn 

est une fonction rationnelle de ln, ou une fonction de type plus 
général à croissance rationnelle. M. Riesz donne aussi des conditions 
nécessaires pour que la sommation soit possible : le reste de la série 

à partir du terme de rang n doit être égal à o -—n^_ j pour 

que la sommation (ln, k) soit possible. 11 en résulte que lorsque 
^n+\ '. ~)>n reste supérieur à un nombre supérieur à i, les seules séries 
sommables sont les séries convergentes. Des propositions analogues 
sont données par Hardy [g] . 

L'application de la méthode des moyennes typiques au produit de 
deux séries conduit à cette proposition [52]. 
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XXXV. Si les séries Han et Hbn sont sommables (A, A*) et (V, k') 
respectivement, la série produit est sommable (v, k + k' -h i) et 
sa somme est le produit des sommes A et B de ces séries. 

Car en posant / = k + k' -\-i et 

^M = ^cp(u-^py, 

• on constate que 

et en utilisant la définition de la sommabilité on voit que l'intégrale 
est asymptotiquement égale à 

X.B.u1 f ^'(î — v^'dv, 

ce qui conduit au résultat. 
Le théorème \ \ \ 1 I I a été également étendu au cas où l'une des 

deux séries étant absolument convergente, l'autre est sommable ()/, A*), 
le produit est alors sommable (v, k) et égal au produit des sommes 

Revenons alors au cas particulier des séries de Dirichlet. Dans les 
applications dont il va être question, f (s) désignera toujours la 
somme d'une série (î ), supposée convergente en un point, éventuel
lement prolongée dans le demi-plan <r > A comme il a été dit au 
n° 5. Les théorèmes II et III se généralisent comme il suit : 

XXXVI. Si la série (i) est sommable (\n, k) ou (JJLW, k) au 
point s0, elle est uniformément sommable dans l'angle A, 

* > <*o, I s — SQ | < H(<T— <j0). 

Par suite, il existe un demi-plan de sommabilité (X„, k) ou (\hn, k) 
dans lequel la méthode des moyennes typiques donne la valeur 
def(s). 

Nous donnerons des indications sur la démonstration en suppo
sant k entier; dans toute cette théorie les démonstrations sont beau-
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coup plus difficiles pour k quelconque. On peut supposer s0 = o et 
la somme d'ordre k des atl égale à o; nous considérerons seulement 
les moyennes de première espèce. La première expression (35) s'écrit 

\ ru d 

- p J Ax(*) s[e-**(a-ar)*]«te 

et comme A.\(x) est à un facteur près la dérivée d'ordre k de 

on peut intégrer par parties, ce qui conduit à l'expression 

/ o c \ A$(u)e-us i r" , d^1 

(36) " T IÛTJ0 *i(')ERî^(—«*• 
Dans F angle A le premier terme tend vers o, le second donne une 
somme de termes qui, à l'exception d'un seul, tendent aussi vers o ; 
on trouve ainsi que l'on a dans l'angle A 

(37) Xs)=r(kZi) f * - ' * ^ * ) * * , 

ce qui généralise une formule donnée au n° 12. 
M. Riesz montre que l'abscisse de sommabilité pour les moyennes 

typiques de même ordre est la même pour les moyennes des deux 
espèces, on peut donc se borner aux moyennes de première espèce. 
La formule de Cahen (n° 3) se généralise de même : 

XXYVIL Si l'abscisse de sommabilité Çkn, k), G-J, est positive7 

elle est donnée par la formule 

(38) ^ Ï Ï ^ W " ! 
/1=00 U 

Car l'expression (36) converge lorsque T est supérieur au second 
membre de (38) et, en appliquant la transformation d'Abel à la pre
mière expression (35), on constate que le second membre de (38) 
est au plus égal à l'abscisse de sommabilité. Des expressions de c* 
valables lorsque ce nombre est négatif, ou valables dans tous les cas, 
ont été données par Kuniyeda [b, c ] . 

Le théorème VII se généralise également. Si f(s) est sommable 
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Çk, k) pour 5 = 0, f(s) est bornée dans l'angle A défini ci-dessus; 
à l'extérieur de cet angle l'intégrale (37) peut être décomposée en 
une intégrale prise de o à X et une intégrale prise de X à -f- 00 ; 
si X est assez grand la seconde intégrale est égale à o(\t\k+*), et 
l'on voit qu'il en est de même de la première en faisant une inté
gration par parties. Par suite : 

XXXVIII. Sif(s) est sommable en s0 par les moyennes typiques 
d'ordre k, on a uniformément f(s) = o( j *|A+I) dans le demi-
plan (j^cr0 -+- £ > <70. 

L'égalité (12) d'Hadamard et Perron est donc valable pour c > o 
et supérieur à Œ)"1. Kuniyeda [b] a donné la valeur de l'intégrale 
figurant dans cette formule lorsque <r{ étant négatif on prend c < o. 

Les théorèmes IX et \ W V 1 1 I montrent la relation étroite qui 
lie <TX aux valeurs de la fonction u^ff). On sait que JJL(O-) est semi-
convexe, M. Riesz [h] montre qu'il en est de même de ar£ considérée 
comme fonction de k. 

La méthode de M. Riesz permet ainsi l'étude def(s) dans le demi-
plan cr > co où l'ordre est fini. Toutes les questions relatives à la 
nature def(s) dans le voisinage de la droite de convergence 7 = G, 

peuvent également être posées pour le voisinage de a = to[voir 

M. Riesz [h] et Cramer [d ] ] . Signalons enfin d'intéressantes appli
cations de la méthode de Riesz à l'étude des zéros réels des séries de 
Dirichlet à coefficients réels [M. Fekete [e ] ] . 

Mlle P. Nalli [a] a généralisé la méthode de Riesz en remplaçant la 
formule (37) qui donne la valeur de la somme par l'égalité de défini
tion plus générale 

5i+r r {y) Y 
/<*) = l i m i v i - i - v ï / e-sx^{(x) «**. 

y=x 1 (,i-+- y)jQ 

8(y) étant une fonction croissante telle que ft(y) : ylogy tende vers 
l'infini. Le champ de validité de la méthode n'est pas étendu. 

17. Les fonctions correspondantes de Cahen et la méthode de 
sommation de Hardy. — Cahen [a] a mis en évidence des relations 
simples entre les séries de Dirichlet de mêmes coefficients an et de 
types An et (jLw = e)n. Nous considérons donc à côté de la série (1) la 

file:///WV11I
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série 
oo 

(39) V(z) = ^ane-Pnz (z=x+iy).~ 
1 

Les formules de Cahen découlent des formules réciproques 

(40) r(s)= f e-xxs~idx^ 

(4i) e-
z=--T- j T(s)e-Sl0%zds ( c > o , z =t x-+-^, x>*) 

J C—/00 

dont la seconde, due à S. Pincherle, s'établit en appliquant les 
méthodes du calcul des résidus à la fonction sous le signe d'intégra
tion (logs y est supposé égal à \o%x pour z = x^>o). En chan
geant x en pnx dans (4o), z en pnz dans (40? e n multipliant par 
an\j*~s ou an et additionnant on obtient les égalités formelles de 
Cahen : 

(*0 f{s)=^f~r)J^x^¥{x)dx 

et 

(f3) F(*) = 4 ^ fC+l0°r(s)z-sf(s)ds. 

O. Perron a établi en toute rigueur la proposition suivante : 

X W 1 X . L'égalité (4 2 ) est valable pour o- >> o-0, <r0 étant positif 
et au moins égal à l'abscisse de convergence G de f(s) et la for
mule (43) pour c positif et supérieur à G et x >> o. 

La première partie résulte de la convergence uniforme de la série 
(39) pour z = x^x0 > o et de ce que la somme d'un nombre quel
conque de ses termes est au plus égale à R + R i ^ " a | si a-, > G. La 
seconde partie se démontre en s'appuyant sur la convergence uni
forme de f(s) dans la région considérée dans le théorème II; on 
établit la formule en intégrant tout d'abord sur la ligne L limitant 
cette région, ce qui est possible, la formule (4 1) étant encore valable 
lorsque l'intégrale est prise sur L. On passe ensuite de la ligne L à la 
droite d'abscisse c en appliquant le théorème de Cauchy (voir n° 5) 
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et en utilisant la valeur approchée de T(s) fournie par la formule de 
Stirling ainsi que le théorème VIL 

La formule (4a) renferme en particulier l'égalité déjà employée 
par Riemann 

G.-H. Hardy a montré l'importance des formules de Cahen et en a 
déduit une belle méthode de prolongement analytique qu'il a exposée 
en détail pour les séries de Dirichlet proprement dites. Hardy dit 
que sa méthode s'applique lorsque d><-f-oo; en réalité il suffit 
que <3<^-+-x>, c'est ce que nous supposerons ici. 

On dit qu'une série Sc„ est sommable par la méthode d'Abel ou 
sommable (A, JJL) lorsque la série de Dirichlet de coefficients cn et 
type u.n converge pour # > o ; et que sa somme tend vers une limite 
lorsque x tend vers o; cette limite est appelée la somme de la série 
donnée. 

Appliquons la formule (/\2) à la série de Dirichlet de type X̂  et 
coefficients ane~^nV(x > o), nous aurons 

2^ ane->>«*erY-n*= - j — j y*-i F (x -^y)dy, 

égalité valable si la série Ia r t est sommable (A, fji). On voit aisément 
que le second membre tend vers une limite lorsque x tend vers o, ce 
qui montre que : 

XL. Si la série (i) est sommable (A, u,) pour s = o, elle est 
sommable pour <J > o; sa somme qui est égale à f(s) est donnée 
par la formule 

Le domaine de sommabilité (A, JJL) est donc un demi-plan <7^3C. La 
formule de Stirling montre que pour cr ^ 30-j-s ;> 3C on a unifor
mément 

h>g|/(*)l= j M + 0(log|*|). 

Inversement si o < ( 3 < + oo et si f(s) est holomorphe pour <r>*i 
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(y\ < o), et telle que l o g | / ( s ) | soit inférieur à [3 | t | avec [3 < -> on 

peut appliquer la formule (43) avec c positif et assez grand et z = x, 

puis remplacer l'intégrale par une autre prise sur la droite <r = -? 

ce qui introduit la valeur / ( o ) résidu à l'origine. L'intégrale prise 

sur 0-==-- tend vers o avec x; / (o) est donc la limite de V(x) lorsque a? 

tend verso. On voit que l'expression qui joue ici le rôle que jouait pi(cr) 
dans les méthodes précédentes est 

•log|/(g + ''OI, A ( Œ ) = l im -— , 

l'étude de cette quantité se fait en utilisant la méthode de Lindelôf 
comme au n° 6. On a ce théorème : 

XLI. Le domaine de sommabilité (A, pi) coïncide avec le demi-
plan dont l'abscisse est la borne inférieure des nombres <r0 jouis
sant de cette propriété : pour cr^cr0, on a uniformément à partir 
d'une valeur de \t\ et si petit que soit s 

(44) log|/"(*) | ^ + e j | * | . 

La méthode de Hardy est efïectivement plus puissante que celle 
de Riesz; il existe des fonctions qui ne sont pas d'ordre fini et qui 
cependant vérifient la condition (44) dans un certain demi-plan 
[Hardy [h, i ] ] . 

On peut encore étendre le domaine d'application de cette méthode 
si simple en remplaçant les JJL;/ par ^) (k<^i), le domaine de 
sommabilité (A, pi, k) coïncide avec le demi-plan dans lequel A(o-) est 

inférieur à — -̂ Hardy montre encore que la série de Dirichlet est 

uniformément sommable dans tout demi-plan o ù / ( s ) est borné, il en 
déduit une démonstration du théorème XVI. Il généralise ensuite ce 
théorème en montrant qu'on peut remplacer § par la borne inférieure 
des nombres cr0 pour lesquels 

?îf+l\X° + it)\*dt (*> <*<>) 
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est uniformément borné. Ce résultat est à rapprocher de ceux obtenus 
plus tard par Carlson (n° 7) . 

Hardy et Litllevvood [c, d] donnent d'autres applications de la for
mule (43) généralisée comme il vient d'être dit : en supposant la 
série (i) sommable (A, pi, k) pour <J ^> JCA, la formule (43) est encore 
valable pour c positif et supérieur à 3CA, et l'on a F (a?) = o(x~c); en 
supposant que )V/+i '. ^n tende vers i on peut appliquer le théo
rème XXX. 

On peut également faire des hypothèses sur la fonction F(z) dans 
le voisinage de l'origine et en déduire des propriétés de f(s) au 
moyen de la formule (4^)- Si F ( z ) est régulière ou a un pôle 
d'ordre qJà l'origine, on peut remplacer l'intégrale figurant dans (4a) 
par la somme de deux autres, l'une prise entre d et oo qui définit une 
fonction entière, l'autre prise entre o et d dans laquelle F(z) peut 
être remplacé par son développement de Laurent si d a été pris assez 
petit. L'intégration terme à terme de cette seconde intégrale montre 
que f(s) est méromorphe, les points î, 2, . . . , q en sont les pôles, les 
résidus étant les coefficients de la partie principale de F(z) [voir 
aussi Fekele [a, b ] ] . 

Une représentation des séries de Dirichlet proprement dites, d'un 
caractère essentiellement différent de celui de Cahen, a été donné par 
J. Steffensen [a] . 

18. Représentation analytique des séries de Dirichlet dans leur 
étoile d'holomorphie. — M. Riesz [f ] a étendu aux séries de Dirichlet 
les méthodes qui ont permis à G. Mittag-Leffler de donner une repré
sentation analytique des fonctions définies par une série de Taylor, 
valable dans toute l'étoile d'holomorphie. 

L'étoile d'holomorphie de la fonct ion/(s) définie par la série ( i ) , 
supposée convergente en un point (G fini), s'obtient en effectuant le 
prolongement de f(s) suivant les parallèles à 0<J vers les T néga
tifs; si .ç0 est un point singulier rencontré au cours du prolongement, 
on exclut la demi-droite t = t0, a-^TQ. Le domaine restant est l'étoile 
cherchée, c'est une étoile relative au point à l'infini sur Oo-. M. Riesz 
donne des expressions représentant f(s) dans certains domaines de 
forme donnée intérieurs à l'étoile et une expression valable dans 
toute l'étoile. 
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D'après l'hypothèse (G fini) la série 

* < - > - 2 f ë & 5 <•>*> 
définit une fonction entière de 5 qui, lorsque a tend vers zêro,"ctm-
verge uniformément vers f (s) dans toute région fermée complètement 
intérieure au demi-plan cr > G. Dans une telle région »a(*) s'exprime 
aisément au moyen de f (s) grâce à la formule connue de Hankel 

\\*kn-

dans laquelle C désigne un contour tracé dans le plan des u sec
tionné le long de l'axe réel positif; C est constitué par la partie de" 
cet axe pour laquelle u > r, prise au-dessus et au-dessous de la sec
tion et par la circonférence | u \ = r. Pour cr > G, on a 

?«( î )=Ï7^Xe_" / [* + a,OS(_")]^' 
On voit aisément que cette égalité reste valable dans une région A 
intérieure à l'étoile et comprenant une portion du demi-plan de con
vergence pourvu que a soit assez petit, car le second membre définit 
une fonction holomorphe de s qui est égale au premier membre 
pour cr>C?. Comme f[s - ha log ( — u)] est uniformément bornée 
dans A pourvu que a soit assez petit, les fonctions cpa(s) sont bornées 
dans leur ensemble dans A et convergent uniformément dans une 
portion de A vers f(s); elles convergent donc encore uniformément 
dans tout A vers f(s), d'après le théorème de Stieltjes déjà employé 
au n° 6. Donc 

XLH. Lorsque a tend vers o, les fonctions entières <pa(s) con
vergent uniformément vers f (s) dans toute région complètement 
intérieure à l'étoile d'holomorphie. 

Une nouvelle intégration et l'interversion de l'ordre des intégra
tions conduisent M. Riesz à cette seconde proposition : 

XLIII. Soit E a le domaine obtenu en supprimant de l'étoile les 

points s balayés par le segment cr = <r0, t0 — - TZZ < t < /0 -f- i n;a 
1 2 
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lorsque le point s0 décrit la frontière de l'étoile; à l'intérieur 
de E a on a 

f(s) = / e-e'y^s - *v)e»d\>. 

M; Riesz donne également une formule généralisant la formule (10) 
de Cahen, et faisant connaître sur chaque droite £=cons t . l'abs
cisse TE du sommet de l'étoile situé sur cette droite, on a 

<TE = lim T lim (alog21 cpa(—
 a + it) | — cr) | . 

cc=o 1^=-+. «, J 

On pourra déduire de ces beaux résultats de M. Riesz, des consé
quences analogues à celles que l'on tire des propositions correspon
dantes dans le cas des séries de Taylor; il semble cependant que les 
résultats moins parfaits qui ont été donnés ci-dessus (nos 16 et 17) 
sont plus facilement applicables à l'étude des séries de Dirichlet. 

19. Autres méthodes de prolongement analytique. — G.-H. Hardy 
[c] a appliqué aux séries de Dirichlet proprement dites la méthode 
de sommation exponentielle de E. Borel : il attribue pour somme à la 
série (i) pour cr^C la valeur de l'intégrale 

Am\ ns (n — i ) ! / ' 
î 

il montre que le domaine de convergence de cette intégrale est encore 
un demi-plan, il en est de même du domaine de convergence absolue. 
Mais ce procédé peut donner moins que la méthode des moyennes 
dans certains cas, tandis qu'il donne plus dans d'autres cas. Un 
résultat intéressant est cependant à noter : si la série Zanx

n est régu
lière pour x = î, la fonction entière représentée par la série (a) est 
sommable B dans tout le plan (elle est d'ailleurs aussi sommable par 
la méthode d'Abel). 

G. Sannia a de même appliqué la méthode exponentielle généra
lisée de Borel aux séries de Dirichlet proprement dites. 

On peut rattacher aux recherches sur le prolongement analytique 
des propositions obtenues par A. Ostrowski [b], comme consé
quences de théorèmes très généraux sur les suites de fonctions ana
lytiques uniformément convergentes. En supposant qu'il existe une 
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suite d'entiers nq pour lesquels \n \^n,+\ tend vers o, Ostrowski 
montre que la suite de fonctions entières 

Zuun 
l 

ane-^ns 

converge uniformément vers la fonction analytique définie par la 
série (i) dans tout le domaine d'existence de cette fonction qui est 
par suite uniforme dans son domaine naturel d'existence. Cette pro
position s'applique notamment aux fonctions pour lesquelles n l logX« 
tend vers o. 

JV. — LES IDÉES DE H. BOHIÏ. 

20. Rappel de deux théorèmes sur les approximations simulta
nées. — La partie la plus originale de l'œuvre de H. Bohr dans la 
théorie des séries de Dirichlet repose sur deux théorèmes de la théorie 
des approximations diophantiques dus à Kronecker. Le premier de 
ces théorèmes, qui est démontré dans la plupart des traités d'analyse, 
s'énonce comme suit : 

A. Étant donnés N nombres positifs a,, a2, . . ., aN et un entier t 
positif, il existe un entier m au plus égal à t*, et des entiers (3r, 
(32, . . . , {3N tels que 

\mxq— P 7 I < 7 (y = i, 2, . . . , N). 

Ce théorème a reçu le complément suivant que nous aurons sur
tout à utiliser : 

A'. Etant donnés N nombres positifs a,, a2, . . . , aN et un 
nombre e positif, il existe une suite de nombres mp tels que 

lim (tf i jH-i—tfi / ; )>o, lim —- < oo 
J=~« /> = *> P 

et tels que, à chaque mp correspondent des entiers (îf, jîj, . . . , j3§ 
pour lesquels 

(45) I PC—»»/»•* l < i -

Le second théorème de Kronecker employé par H. Bohr est la remar* 
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quable proposition qui a été retrouvée par plusieurs auteurs (Borel, 
F . Riesz) et démontrée d'une façon très simple par Bohr [p] : 

B. Si les nombres a,, a2, ..., aN sont linéairement indépendants 
en ce sens qu'il n'existe pas de systèmes d'entiers non tous nuls 8,, 
82, . . . , oN donnant lieu à l'égalité 

OC ĵ H- a2Ô2-i-. . .-hax§N = o, 

et si (3,, [32, . . . , j3N sont des nombres donnés réels et quelconques, 
on peut faire correspondis à tout nombre e positif un nombre J 
et des entiers y, , y2, . . . , yN tels que 

(46) l * * 7 - P 7 - Y * l < * . 

H. Weyl [51] a en outre étudié la densité des nombres t donnant 
l'inégalité (46) : les nombres t compris entre o et T vérifiant cette 
inégalité forment des intervalles dont la longueur totale / (T) vérifie 
la condition 

T=» T 

21. Étude du cas où les ln sont linéairement indépendants. — 
Nous supposerons dans tout ce paragraphe que les )VI sont linéaire
ment indépendants, c'est-à-dire qu'il n'existe aucune relation linéaire 
homogène à coefficients entiers entre un nombre fini de ces éléments. 
Le théorème de Kronecker montre immédiatement que les abscisses 
de convergence absolue et uniforme coïncident. En outre, si la 
série (i) converge absolument pour <r = <r0, à chaque e correspond 
un nombre t0 pour lequel 

2 I a'1 ' e !—A„ To - / K + * ' o ) < 1 

Il résulte aisément de cette inégalité que, si la série (i) ne converge 
pas absolument pour .cr = x, f(s) n'est pas borné pour *>&. 
H. Bohr établit cette proposition générale : 

XLIV. S9il existe un domaine de convergence v>G, le demi* 
plan de convergence absolue <7>cJl> coïncide avec le demi-plan <r># 
dans lequel f (s) est bornée. 
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Pour le montrer il est loisible de supposer que (i) converge ^pour 
s = oet que ,f < o; la valeur de f(s) pour s = cr + it, cr > S et t 
quelconque, est donnée uniformément par l'égalité ( i4) du n° 5, dans 
laquelle on peut prendre k = i ; on a donc, quel que soit t, 

^ ap(u-X^e-V*+<•') < K a , 

et d'après le théorème de Kronecker la même inégalité où K est rem
placé par 2K a encore lieu lorsqu'on remplace chaque terme du pre
mier membre par son module, a fortiori 

\ 2 l«»l«~X|,ff<2KM» 

ce qui démontre la convergence absolue pour s = 1. 
H. Bohr donne des exemples montrant que le théorèmeXLIV n'est 

pas valable pour des séries de type quelconque. Il étudie aussi les 
valeurs prises par f(s) dans le domaine de convergence absolue. 
Deux cas sont à distinguer suivant que la série des modules converge 
ou ne converge pas pour ? = X', dans le second cas la fonct ion/ (s ) 
prend toute valeur finie pour cr >> x ; dans le premier cas, si S désigne 
la somme de la série des modules pour <r = X, f(s) prend toute 
valeur de module inférieur à S (sauf la valeur o si 2 | aK \e ~VA> ^> S) . 
La démonstration de ces propriétés repose sur une étude préalable 
des valeurs def(s) sur une droite cr = const. 

Un cas particulier important de séries à \n indépendants est celui 
des séries de Dirichlet proprement dites où \n = logpn, pn étant le 
pleine nombre premier. 

22. Étude de l'ensemble des valeurs def(s) sur une droite cr = const. 
— H. Bohr a cherché à étendre les derniers résultats donnés ci-des
sus au cas des séries de type X„ quelconque. 11 étudie d'abord [2, i ] 
le cas des séries proprement dites, puis [2, m] celui des séries géné
rales. 

Considérons d'abord une série (2) absolument convergente pour 
une valeur S = <T; on peut l'écrire en prenant d'abord les termes pour 
lesquels n est premier, puis ceux pour lesquels n est un produit 
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de deux nombres premiers, et ainsi de suite. En désignant par 

PUP2,"., Pq 

la suite des nombres premiers, on a 

/ ( * ) = at -h S ca /^' -4- 2 c ^ p i ' p f -f- S ctfrypï'pfpf + . . . , 

avec 
Ca,£,Y=a« si n^p^p^py. 

Les logarithmes des / ^ étant linéairement indépendants, le théo
rème de Kronecker montre que : l'ensemble F*(G) des valeurs de f(s) 
sur une droite de convergence absolue cr = const. est partout dense 
sur l'ensemble U(cr) des valeurs prises par la fonction d'une infi
nité de variables indépendantes. 

lorsque le point x{, x2, . . . , xn décrit la multiplicité 

Supposons cr supérieur à X et soit E(cr, e) l'ensemble des valeurs 
prises par f(s) dans la bande cr — s, cr-|-e (e est supposé assez petit 
pour que cr—s: > cJV>); les ensembles E(cr, e) ont en commun un 
ensemble E'(cr) que H. Bohr appelle l'ensemble des valeurs def(s) 
dans le voisinage de la droite cr = const. considérée. Les ensembles 
E'(cr) et U(ff) coïncident. 

H. Bohr étudie aussi les séries g(x{, x±, ..., xn, . . .) qui sont bor
nées sur la multiplicité ] xq \ ^\q(q = i, 2, . . . ) . On entend par là que 
la série obtenue en supposant les xq nuls pour q^> m-\-\ est absolu
ment convergente et a un module inférieur à un nombre K indépen
dant de m lorsque | xq | 1 X 7 pour 7 = 1, 2, — Dans ces conditions, 
la série (47) est encore absolument convergente pour \xq\^X.qeq, 
pourvu que les e^'soient compris entre o et 1 et que la série 2e£ con
verge. H. Bohr montre le rôle important que joue la borne supé
rieure S des nombres y jouissant de la propriété suivante : toute 
série (47) bornée sur la multiplicité | ^ r ^ | £ \ ^ converge absolument 
pour I ^ I ^ X ^ , pourvu que les iq soient compris entre o et 1 et 
que la série SsJ converge. Pour toute série de Dirichlet proprement 
dite, on a 
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Gomme d'après ce qui vient d'être dit S est au moins égal à 2, on 
obtient le théorème XVI (dans ce cas particulier des séries propre
ment dites) par une méthode plus compliquée que celles employées 
depuis (nos 7 et 17), mais qui ne manque pas d'intérêt. O. Toeplitz 
[48] avait montré que S est au plus égal à 4> on a vu qu'en fait S = 2 
(n*7) . 

Signalons enfin que Bohr montre, en utilisant ses résultats, que 
X = rj' pour les séries qui s'introduisent dans la théorie des nombres. 

Pour étendre ces résultats aux séries générales, il faut introduire 
des nombres qui jouent le rôle des nombres premiers dans la théorie 
précédente. On appelle base de la suite des \n toute suite finie ou 
infinie de nombres v,,v2, . . . ,vw , ... jouissant des propriétés suivantes : 
i° ces nombres sont linéairement indépendants; 20 tout nombie ~kn 

s'exprime en fonction linéaire homogène à coefficients rationnels 
d'un nombre fini d'éléments v/w; 3° tout nombre v/w est une fonction 
linéaire à coefficients rationnels d'un nombre fini de \n. 

Toute suite \n possède au moins une base et par suite une infinité 
puisque les v/w constituant une base, il en est de même des rmvm où 
les rm sont rationnels. Les éléments de l'une des bases sont évidem
ment des fonctions linéaires homogènes à coefficients rationnels des 
éléments d'une autre base. Si une base renferme un nombre fini P 
d'éléments, il en est de même de toutes les autres bases. Lorsque 
les ln sont des fonctions linéaires à coefficients entiers des v/w, on dit 
que la base est entière. C'est le cas pour \n = logn, la base formée 
par les log/?,i est entière. 

Si les v,„ sont les éléments d'une base des \n on a 

(48) X/i = /'Avi + ''/>2 + . • .-h r j i v ^ , 

et ljon peut écrire 

f(s) = g(xl,xi, . . . , *„„ ...) = Zane^"*i-"'-rlnx9*. 

Si f(s) converge absolument pourcr = T0, g(x{, .r2, .. |.) converge 
absolument lorsque la partie réelle des nombres xm est égale à cr0vm, 

(49) partie réelle xfH = vmv0 (/11 = 1 ,2 , , . . ) 

Nous désignerons encore par U(<70)l'ensemble des valeurs de£-(#1?#2,...) 
lorsque les relations (4g) sont vérifiées, par E(cr0) l'ensemble des 
valeurs de f(<*o-h it) lorsque t varie et par E ' ( T 0 ) l'ensemble des 
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valeurs de /-(.?) dans le voisinage de la droite cr0 = const. En appliquant 
le théorème de Kronecker on montre que : 

XLV. Si la série (i) converge absolument pour cr^>X, l'en
semble E(cr) qui appartient à U(cr) est partout dense sur cet 
ensemble. 

H. Bohr montre en outre que l'ensemble E'(cr0) coïncide avec 
l'ensemble formé par"E(T0) et ses points limites et établit la proposi
tion suivante : 

XLVI. Si les ln possèdent une base entière, les ensembles E'(cr) 
et U(cr) coïncident. 

On peut également rapprocher des séries de même type dont les 
coefficients jouissent de certaines propriétés : deux séries sont dites 
équivalentes lorsque leurs coefficients ont le même module et que la 
différence des arguments des coefficients de rang n est de la forme 

^ 9 1 + ^ ? * ? Ï + - - - + ^ ^ , . 1 

les r£ étant les coefficients de l'égalité (48) et les oq ne dépendant 
pas de n. Cette définition est indépendante de la base vn choisie. Les 
ensembles E'(cr) et U(cr) sont les mêmes pour deux séries équiva
lentes. 

23. Quasi-périodicité de f(s) sur les droites cr = const. — Dans les 
propositions précédentes on a utilisé seulement les théorèmes A et B 
sur les approximations. Les compléments de ces théorèmes per
mettent de montrer que f(s) est quasi-périodique sur certaines 
droites cr= const. Considérons un domaine A complètement inté
rieur au demi-plan de convergence uniforme (cr>ili)) et donnons-
nous un nombre positifs. Le reste de la série (1) est moindre que e 
pour tous les points s -h i-z pourvu que s appartienne à A et que A I > N ; 

on a donc 
N 

\f(s + i-z)-f(s) | < 2e H- ^ | an \ e >»* | e -&»* - i |, 
î 

et en appliquant le théorème (A') on obtient | ce théorème de 
Bohr [o] : 
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XLVII. Si la série f(s) possède un demi-plan de convergence* 
uniforme, à chaque domaine A intérieur à ce demi-plan et à 
chaque e correspond une suite de nombres ip tels que pour s 
appartenant à A 

|/('H-«/0-/(OI<6 (p=±l,±'h ...)> 

les nombres *zp vérifiant les relations 

J l 5 L ( T ^ , - ^ ) > o , "ïm7i^J<-Hoo. 
P =± « />=dtao P 

C'est la propriété de quasi-périodicité. 
D'une façon générale la proposition n'est plus vraie au delà du 

demi-plan de convergence uniforme, c'est ce que montre la fonction 

2 ( — i V * 

ns 

Les propriétés générales des fonctions holomorphes et bornées dans 

un domaine [voir par exemple [33, b] J permettent de montrer que 

la propriété subsiste dans le demi-plan cr > § où f(s) est borné. 
H. Bohr [o] considère le cas particulier où les Àw sont les loga

rithmes de la suite des nombres premiers : la quasi-périodicité a lieu 
pour cr^cr1 >> - (x-{-G). La démonstration s'appuie sur la formule 
de la moyenne (théorème XIV) qui est valable pour c = cr, d'après 
la remarque de la fin du n° 7, on constate que pour 

(T^o'i et x - a l ^ T + a 

le reste de la série (i) est en moyenne inférieur à un nombre donnée. 
On applique d'autre part le théorème de Kronecker avec le complé
ment de Weyl. Ce théorème de Bohr reste vrai lorsque les Xw sont 
linéairement indépendants et satisfont à la condition de Schnee (n° 7). 

24. Caractères analytiques des fonctions définies par les séries de 
Dirichlet. — Pour qu'une fonction soit représentable par une série de 
Dirichlet possédant un domaine de convergence uniforme, il faut 
qu'elle soit quasi périodique. Pour rechercher si cette condition est 
suffisante, H. Bohr [ voir [2, p ] ] a été amené à faire une étude 
approfondie des fonctions quasi périodiques et de leur représentation 
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analytique. Les résultats de cette étude, actuellement en cours, 
semblent devoir être d'une grande importance aussi bien pour la 
théorie des séries de Dirichlet que pour la théorie des fonctions de 
variables réelles. 

A. Ostrowski [a] a montré que les fonctions définies par certaines 
séries de Dirichlet ne peuvent vérifier certaines équations différen
tielles algébriques. Une équation de la forme 

(5o) P [ * , / ( * - + - / i o ) , / ( * - + - A i ) , , . . , / ^ + /1,)) = 0, 

où P est un polynôme par rapport aux p-\-i variables mises en évi
dence, et les hq dos constantes réelles ne peut être vérifiée par une 
série de Dirichlet possédant un domaine de convergence absolue si 
les Xn ne possèdent pas une base finie. Cette proposition s'étend au 
cas où la série posséderait seulement un domaine de convergence 
ordinaire. L'auteur montre aussi que, si Xw I Àrt+i tend vers o,f(s) ne 
peut vérifier aucune équation de la forme (5o); il en est de même 
lorsque les an ne possèdent pas de base finie. Ces résultats s'étendent 
au cas où l'équation (5o) est seulement analytique par rapport à s, le 
point à l'infini étant point régulier ou pôle. 
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48. O. TOEPLITZ. — Ueber eine bei den Dirichletschen Reihen auftretende 

Aufgabe aus der Théorie der Potenzreihen von uncndlichvielen Verânder-
lichen (Gôltinger Nachr., 1913)/ 

49. G. VALIRON. — (a) Sur l'abscisse de convergence des séries de Dirichlet 
(Bull. Soc. math., t. 52, 1924); (b) Sur la valeur des séries de Dirichlet 
dans le voisinage de l'abscisse de convergence (Rendiconti di Palermo, 
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Ouvrages à consulter. 

52. E.-H. H A R D Y et M. R I E S Z . — The gênerai theory of Dirichlet's séries (Cam
bridge University Press, 1915). Cet Ouvrage contient notamment un exposé 
original de la méthode des moyennes typiques de Riesz qui constitue plus 
de la moitié du texte. 

53. E. LANDAU. — Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen (Teub-
ner, Leipzig, 1909). Le Livre 7 contient un exposé très complet de l 'état 
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