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FONCTIONS DE LAMÉ 

FONCTIONS DE MATHIEU 
Par M. Pierre HUMBERT, 

Professeur à la Farullé des Sciences de l'Université de Montpellier. 

AVAINT-PROPOS. 

Je n'ai cherché, dans ce fascicule, qu'à exposer brièvement les 
propriétés fondamentales des fonctions de Lamé et de Mathieu, ren­
voyant parfois le lecteur a des ouvrages plus complets, pour certaines 
démonstrations trop longues ou délicates. On ne trouvera pas ici de 
théorie générale des équations à quatre singularités, ni même des 
équations à coefficients périodiques ou doublement périodiques; de 
telles études auraient grandement dépassé mon but. J'espère néan­
moins avoir résumé ou indiqué d'un mot tout ce que Ton connaît 
d'important sur les cas particuliers considérés. Je n'ai pas craint 
d'insister sur les généralisations des fonctions étudiées : c'est vers 
elles en effet que peuvent surtout se tourner à présent les chercheurs. 

En ce qui concerne les fonctions de Mathieu, il m'eût été impos­
sible d'en faire un exposé complet sans les nombreux renseignements 
que m'ont aimablement communiqués mes amis et correspondants 
britanniques, à qui j'adresse mes remerciements : en premier lieu, 
M. Whittaker, mon ancien professeur à l'Université d'Edimbourg, 
le père de la théorie moderne des fonctions du cylindre elliptique; 
puis MM. E. Lindsay Ince, de l'Université de Liverpool, et E. G. G. 
Poole, d'Oxford. 

Le travail aride de la bibliographie m'a été rendu facile par la 
collaboration d'un de mes étudiants de Montpellier, M. Jean Becqué; 
je suis heureux de l'en remercier ici. 
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Peu de points restent à l'heure actuelle obscurs, dans la théorie des 
équations différentielles du type fuchsien, admettant trois singula­
rités régulières, c'est-à-dire se rattachant à la fonction P de Ricmann 
et à ses confluences. On ne saurait en dire autant des équations du 
même type à quatre singularités. La forme la plus simple à laquelle 
on puisse réduire ces équations est la suivante, indiquée par Karl 
He t in ( l ) : 

x(x — \) (x — a)y" -h [ioi -h [3 -\-\) xn- — (a -4- (3 -+- ay + aS + i) x -\-i*(\y' 

-r-ap(*— q)y = o, 

les points singuliers étant o, i, a et co, avec les exposants respectifs 
o, i —y; o, i — S ; o, 7 + S — a — p ; a, p. 

On désigne par V(a, q} a, [3, y, S; .r) l'intégrale régulière au voisi­
nage de l'origine, et correspondant à l'exposant zéro. De cette équa­
tion générale, l'équation de Lamé est un cas particulier; celle de 
Mathieu un cas de confluence. Ce sont les seules de ce type dont les 
solutions aient fait l'objet d'études poussées. L'intérêt de ces deux 
équations spéciales provient du fait qu'on les rencontre, comme nous 
le verrons, dans d'assez nombreuses applications, en particulier dans 
des problèmes de potentiel, point qui les rapproche des équations du 
type hypergéométrique. 

La curieuse remarque suivante a d'ailleurs été faite par Klein (79) 
et Bôcher (80) que toutes les fonctions jouant un rôle en Physique 
mathématique satisfont à l'une ou à l'autre des équations différen­
tielles que l'on obtient par confluence à partir de l'équation la plus 
générale à cinq singularités. Désignons en effet par a, , . . . , ati les 
cinq points singuliers, et faisons-les confluer de toutes les manières 
possibles : nous obtenons des équations à quatre singularités ou 
moins, dont nous indiquons ci-dessous les noms et les applications. 

i°fl4 = «5- Equation de Lame (fonctions de Laplace pour Vellip­
soïde) ; 

2° a$ = a-t = a:i. Equation de Mathieu (fonctions du cylindre 
elliptique)] 

3° a2~ «3 ; a.i = a6. Equation de Riemann-Gauss (fonctions 
spheriques, coniques, loroïdales)) 
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4° a2 = a* = a.s = a.t. Equation de Weber (fonctions du cylindre 
parabolique)] 

5° at = a2, a,i = aÂ = a/t. Equation de Besstd (fonctions du 
cylindre circulaire)] 

6° #, = a2 = a:ï = ak = a,i. Equation de StoAes (qui se ramène au 
cas précédent). 

Divers fascicules du Mémorial sont consacrés à l'étude des fonc­
tions satisfaisant aux équations des quatre derniers types; nous consi­
dérons dans celui-ci les fonctions de Lamé et de Mathieu. 

FONCTIONS DE LAME. 

Historique de la question.— Introduites par Gabriel Lamé (o l ) à 
propos de la distribution de la chaleur dans un ellipsoïde homogène, 
les fonctions auxquelles on a dès lors donné le nom de Lamé ont 
fait l'objet d'un grand nombre d'études. Celles de Liouville et de 
Heine, indépendantes, mais simultanées, sont les premières en date 
et comptent parmi les plus importantes. Viennent ensuite les belles 
recherches de Charles Hermite, continuées par divers auteurs, sur 
l'intégration de l'équation différentielle à laquelle satisfont ces fonc­
tions. Plus près de nous se placent deux groupes distincts de travaux 
considérables : l\ Klein et ses élèves généralisent les fonctions d<̂  
Lamé et les en\isagent d'une façon très nouvelle; Poincaré, Lia-
pounov et leurs disciples perfectionnent la théorie en vue de son 
application au problème de l'équilibre d'un fluide tournant. Enfin 
M. Whittaker a récemment rattaché les fonctions de Lamé aux équa­
tions intégrales. 

Divers ouvrages généraux font une large place au sujet qui nous 
occupe : celui de Todhunter (3), clair mais élémentaire, et celui de 
Heine (4), trop touffu, ne sont plus à jour. On trouvera l'étude com­
plète de l'équation différentielle de Lamé dans Forsyth (2) ou dans 
Halphen (33) , l'exposition des principales propriétés des fonctions 
dans les traités sur les figures d'équilibre d'un fluide, de Poincaré (6) 
on de M. Appell (5). Nous pourrons donc, dans ce qui suit, être 
assez bref sur certaines démonstrations, qu'on lira ailleurs aisément. 

Coordonnées elliptiques. Équation de Lamé. — Nous introduirons 
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l 'équation de Lamé en écrivant l 'équation de Laplace en coordonnées 

elliptiques. Soi t 'un système de quadr iques homofocales représentées 

par l 'équation 
x1 r2 32 _ 

et soient c, u, v les trois coordonnées elliptiques d 'un point de l 'es­

pace, c'est-à-dire les trois valeurs de À définissant les trois quadr iques 

du système, passant par ce point . Nous supposerons 

c < v < b < \x<a < p. 

On fait souvent c = o ] les formules obtenues sont plus simples, mais 
moins symétr iques. 

Les coordonnées cartésiennes du point considéré sont alors expri­

mées par 

, _ y/( p» — a2)( \x* — a*- ) (y* — a 2 ) 

v / ( a 2 — b*) (a* — c>-) 

( i ; i ^ = V^ft- — ^ j ) ' [^ ~ 6 2 j ( y » - 6* )^ 

j \JK b'1 — dl) ( b- — c2) 

( y / (p 2 — c 2 ) (|Jta — c*-) ( y 2 — ç-2) 

1 " v/(c"2— «2)(t*2~ 62) 

Oii sait d 'autre part que si l 'élément linéaire 

ds2 = dx* -h dy* -+- dz* 

s'écrit, avec les variables p, JJI, V, 

ds"- = A*</p2-h l î 2 ^ 2 + C*^y*, 

l 'équation de Laplace 

v V d2Y <P\ à*y 
(AT 2 f / > ' 2 6*3-

prend, avec les mêmes variables, la forme 

1 -; ûp \ A d? )
 + d{x \ n à.J + 5ï V"c" T,) = °* 

Dans notre cas, les coefficients du cls'1 étant 

( p 2 — « 2 ) ( p 2 _ £ 2 , C p S _ _ c 2 / 
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on formera aisément l'équation de Laplace. Cherchons-en une solu­

tion qui soit un produit d'une fonction de p seul par une fonction 

de u seul et par une fonction de v seul, soit 

B ( p ) M ( | i ) Ni 'y i . 

L'équation (2) devient 

l\(p) dp \ A ~dj) + °' 

ou, remplaçant A, B, C par leur valeur, 

d \"v/ip'-ga)(pi-6')(p*-c«)rfR"l 

dp L ? d? J 
- 1 - . . . = 0, 

les deux termes non écrits étant semblables au premier, toutes per­

mutations effectuées. Nous écrirons, symboliquement, le signe de 

sommation ayant une signification évidente, 

(;J, 3 ( t l i _ v i ) v < p * - « ' ) f ? ' - » ' ) ( P ' - * ) 

d_ f y / ( p 2 — <?2) ( p 2 — &) (p*—c*) dR | _ 

dp L P <*P J °" 
X 

D'autre part, H et h étant des constantes arbitraires, on a identi­

quement 

2AO*-v«;=o f 

^ H p i f f i » — v*) = o. 

L'équation (3) pourra donc s'écrire 

y ( ̂  v. ) r y 7 ^ - "' J ( P' - *' ) T p ^ ^ 2 " ) 

r/p \ p <Yp / l I 

Elle sera vérifiée si nous annulons séparément les trois quantités 

entre crochets; chacune d'elles d'ailleurs ne dépend que d'une seule 

variable. On aura ainsi trois équations différentielles, la première 
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entre R et p, 

y/( p2— a 2 ) ( p 2 - - 62 ;~( p 2 ^ c2") 
<4) 

r v / ( p 2 - a 2 ) ( p 2 - ^ 2 ) ( p 2 - c M ^ l | s 2 + , 
L p dp J v . / » </p 

les deux autres, soit entre M et JJI, soit entre N et v, étant de forme 

tout à fait semblable. Une fonction harmonique en coordonnées 

elliptiques sera alors le produi t RMN, R, M et N définis par les équa­

tions en quest ion. 

Cherchons si ce produi t peut être un polynôme en oc, y, z. Il est 

évident, d 'après la forme même des équations ( i ) du changement de 

coordonnées , que R (p) devra être , soit un polynôme entier en p2 , 

soit un tel polynôme multiplié par une ou plusieurs des trois quan­

tités y^p2— « 2 , y 'p2—/>2 , y / p 2 — c 2 ; M et N s'en déduisant alors par 

simples permutat ions . C'est à de telles solutions de l 'équation (4"), 

si elles existent, que l 'on donnera le nom de Fonctions de Lamé. 

Or, si l 'on cherche, par subst i tut ion, à quelles condit ions doivent 

alors satisfaire le*s constantes arbitraires H et A, on trouve tout 

d 'abord, par l 'examen des termes du plus haut degré en p2 , que H 

doit être de la forme 
H = — n(n -+- i), 

n étant un entier . Quan t à h, cette quanti té doit a \o i r certaines 

valeurs spéciales sur lesquelles nous reviendrons. Admet tant dès lors 

que ces diverses conditions soient vérifiées, Véquation différentielle 

de Lamé sera 

. 5 ) 
( p 2 — g-l) ( p 2 _ &2) ( p 2 _ C 2 ) f / 2 R 

O2 f /p 2 

2p6— ( r t 2 -h& 2 -hc 2 )p ' ' -h r t 2 6 2 c 2 r /R r , , ., , l n -+- -s- - —'-Ï- -7 [n(n^-i)p2-i-h] R = o, 
p'3 Up 

qu 'on pourra encore écrire, en posant p2 = / \ 

( 6 ) ('• — «*) ( / '— b'2) ( , - - r 2 ) ^ 

_+_ L [3.,-2 _ 2 ( ci2 -h b'2-h c2 ) r + a2 62 + «4 c2 -+- 62 c2 ] - ^ 
'i ' dr 

— - [ n ( n -f-1 ) /• H- /* ] R = o. 
4 
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Sous cette forme, on reconnaît une équation à quatre singulari tés. 

Faisons en effet (ce qui ne restreint pas la générali té) c = o et b = i , 

une de ses solutions s'écrira, avec la notat ion de Heun , 

h n n + 1 i i 
-> - y - ; / 

/ i ( « + l) 2 2 2 2 

Autres formes de l'équation de Lamé. — La présence d 'un poly­

nôme du troisième ordre comme coefficient de la dérivée seconde 

suggère l'idée d ' in t roduire les fonctions ell iptiques. 

i° Notations de Jacobi. — Faisons c = o, prenons b pour unité 

et a (que nous désignerons par k) comme module des fonctions ellip­

t iques ; posons enfin 
p = /, sn x. 

L'équation (5 ) devient alors 

(7) LLA — \n (n^- , )/r-$n2x + h] R = o. 
' dxl ' 

2° Notations de \\ eierstrass. — Posons 

>lfl*— 62—c2 

e\ = 7, •> 

_ 2&2 — c 2 — a2 

•;.c2 — a2— b'2 

e,= 3 ; 

considérons la fonction pu définie par 

p'u = *\/(pu — ex) (pu — e2) (pU — ez), 
et soit 

« 2 + 6 2 + c 2 

P* = » " H 3 

L'équation de Lamé s'écrira alors, avec la nous elle variable w, 

d2 R 
— — [/1(/1 + 1) na + /i] R = o. 

Dégénérescence des fonctions de Lamé. — Avant d 'étudier les • 

fonctions de Lamé elles-mêmes, voyons ce qu'elles deviennent dans 

le cas de dégénérescence où, lorsqu 'on fait b = a , les quadr iques du 



PIERRE HUMBERT. 

système orthogonal primitif sont de révolution. Supposons , pour 

simplifier l 'écri ture, c = o. La coordonnée p, qui est comprise 

entre a et b, devient égale à ces deux quant i tés . Posons alors p = as, 

v = rtcosS, e t , à la l i m i t e , ! / ^ - = coscp. Les coordonnées s, h 

et s ainsi introduites sont appelées coordonnées sphéroïdales, et 

l 'on a pour les coordonnées cartésiennes les formules de t ransfor­

mation 
x = as cosÔ, 

y = a\/s^ — i sin 6 coscp, 

z = a\/si— i sin 6 sin<p. 

L'équat ion de Lamé pour R devient 

( P 2 - " 2 ) 2 ^7-T + vofo2—a*; ^ - [ / * ( / * + i ) p 2 + A ] R = o, ' dp"2 ' ' dp u L J 

ou, avec la variable s, 

d* R dR T / , h 1 R 

ou encore, avec un léger changement de notat ion, 

d r ox dRl r , m» l n 

équation des fonctions de Legendre associées, dont une solution est 

R = P; ; ' (* ) . 

L'équation entre N et v prend une forme analogue, et l 'on en aura 

une solution par 
N = PJi'(cosÔ). 

Mais l 'équation en M se simplifie bien davantage et devient 

d*M 

—— m 2 M = o, 
t/cp2 ' 

admettant les solutions M — . m » . 
sm » 

On voit ainsi apparaître un lien de limite entre les fonctions de 

Lamé et les fonctions sphér iques . Une nouvelle dégénérescence, 

consistant à faire croître a indéfiniment, conduirai t aux fonctions de 
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Bessel. Ces problèmes ont été étudiés de façon approfondie par 
Hiinlzschel (18) . 

Il existe d'ailleurs une relation encore plus nette entre les fonctions 
de Lamé et les fonctions sphér iques . 

Lien avec les fonctions sphériques. — Supposons en effet p con­
stant, et faisons correspondre , par la transformation homographique 
ordinai re , à chacun des points de l 'ellipsoïde ainsi fixé les points 
d 'une sphère de rayon i. On aura ainsi 

x = C / p 2 - « 2 , y = 7j \/p'2-b'2, z = Ç K/p2—c-2 

et, sur la sphère , en introduisant les coordonnées polaires, 

Ç = cos^, -r) = sin^ cosnr, Ç = sin<LsiriTO. 

Si Ton passe maintenant des coordonnées elliptiques p et v aux 

coordonnées nouvelles '} et ro, M et N deviendront des fonctions 

de ty et Œ; et, si l 'on cherche à quelle équat ion aux dérivées partielles 

par rappor t à <]* et GJ satisfait le produit MN, on trouvera l 'équation 

. . à r . <J(MN)-| d*-(MN) s m + ^ [ s i n * - 5 f - J + - ^ ^ + » ( # i + i)sin« + .MN = o 

qui est celle de la fonction sphér ique Y7I. Le produi t MN, exprimé 
en '} et rc, est donc une fonction sphérique générale. 

Formation des fonctions de Lamé. Leur nombre. — Comme nous 

l 'avons vu, nous appelons fonctions de Lamé les solutions de l 'équa­

tion (5) de l 'un des types suivants (appelés classe de la fonction) : 

(0 *=.AP2), 

(W) \ R = v ,p î=Âî/(p«), 
R = \ P 2 - c 2 / ( p 2 ) , 

R = v ' ( P , - « , ) ( p , - A f r / ( p 1 ) , 
Mil) j R = V ' ( p 2 - a 2 ) (p 2 _c 2 ) y (p 2 ) , 

R = v / ( p 2 - ^ ) ( p î _ c î ) / ( p i ) f 

(IV) R = v / ( p 2 - « 2 ) ( p ' - - ^ 2 ) ( p 2 - c 2 ) < / ( p 2 / ) J 
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/ ( p 2 ) désignant un polynôme dont le degré en p2 est — pour la 

classe (I), pour la classe (11), ; i pour la classe (111 ) ou —~— 
2 . 2 2 

pour la classe (IV). Il n'existe donc de fonctions que des classes (I) 
et (IH) si n est pair, (II) et (IV) si n est impair. 

Nous pourrons dire aussi, passant aux notations de Weierstrass, 
que les fonctions de Lamé sont les polynômes en pu, multipliés 
par o, i, 2 ou 3 radicaux de la forme y pu — ea, solutions de l'équa­
tion (8). Elles sont donc doublement périodiques en u. 

Voyons maintenant comment l'on peut déterminer la constante h 
pour que les fonctions de Lamé existent. Supposons n pair, et atta­
chons-nous aux fonctions de la première classe. Une telle fonction 

pourra s'écrire sous forme de polynôme en p2 d ' o rd re - , conte­

nant h i coefficients. La substitution dans l'équation différentielle 

donnera un polynôme d'ordre - + i, qui devra être identiquement 

nul. Mais nous nous sommes déjà arrangés, en assignant à la constante 
primitive H la valeur — n(n + î), pour que le coefficient du terme 
de degré le plus élevé disparaisse de lui-même; il reste donc h i 

coefficients à annuler, d'où — \- i équations linéaires et homogènes, 

contenant linéairement la constante // : cette constante devra donc 

satisfaire à une équation de degré - + i, dite caractéristique, obtenue 

par élimination des coefficients entre les •—|-i équations en ques­

tion. Chaque valeur de h donnant naissance à une fonction de Lamé 

différente, il existera donc ;—|- i fonctions de première classe. 

D'ailleurs, si n est pair, il existera aussi des fonctions de troisième 

classe; et le même raisonnement prouvera qu'alors l'équation carac­

téristique est de degré --• A chaque valeur de h correspondra alors 

un polynôme / ( p 2 ) , et à chaque polynôme correspondront trois 

fonctions R : il y aura donc — fonctions de troisième classe; et par 

conséquent, en tout, pour n pair, in + i fonctions de Lamé. 
On verra que ce nombre est le même quand n est impair; leséqua-
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lions caractérist iques sont alors de degrés n ^ ' pour la classe ( I f ) , 

d'où — - — f o n c t i o n s de cette classe, et ' ~ f pour la classe ( I V ) , 

d ' o ù - - — f o n c t i o n s de classe ( I V ) ; en tout , in-\- \ fonctions de 

Lamé. 

Exemples des cas les plus simples. — Nous donnerons ici les 

valeurs des fonctions de Lamé pour les premières valeurs de n. O n 

trouvera ces expressions jusqu 'à n = 10 dans un travail de G. Guer-

ritore ( 1 3 ) . Pour plus de simplicité, nous nous servirons des fonc­

tions ell iptiques, désignant suivant l 'usage par g2 et g 3 les invariants 

de la fonction pu : 

i° n = \ 

Trois fonctions, de classe ( 1) : 

\ P " — e a (a = i, 2, :i) 

2° n = '2 

Cinq fonctions de Lamé : 

a. Deux fonctions de classe (I ), de la forme 

h 
pu--, 

les valeurs de h étant données par l 'équation caractérist ique 

A 2 - 3 ^ 2 = o ; 

b. Trois fonctions de classe (III) , 

s/ipu—ex) (pu —e$). 

3° n = 3 

Sept fonctions de Lamé : 

a. Une fonction de classe ( I V ) , pu] 

b. Six fonctions de classe ( H \ 

/ ecx. h \ i / 
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avec l 'équation caractérist ique 

/*2— §hev-\- f\ïe\ — i5^ 2 = o. 

4° /i = 4 

Neuf fonctions de Lamé : 

a. Trois fonctions de classe ( I ) , 

p ' „ _ ? A p „ + - 2 - / , . - ^ , , 

équation caractérist ique 

/i3 — 52t^2 h + 56o g* = o ; 

6. Six fonctions de classe (III), 

équation caractérist ique 

A2 + io / *^ i — 3 ><?f — 7 -̂.2 = 0. 

Notations. — Poincaré a indiqué (oo) une notat ion à laquelle il 

est nécessaire de recour i r lorsqu 'on veut préciser une fonction de 

Lamé sans aucune ambiguïté possible. Il faut in t roduire un système 

de trois indices, et écrire 

R / I V - ( P ) « 

Les conventions sont alors les suivantes : on admet tout d 'abord que, 

pour simplifier, on fait c = o. Puis : 

i° n est Y ordre de la fonction, c'est-à-dire son degré en o. 

2° Si R est un polynôme en p2 , ou un tel polynôme multiplié par 

y/p2 — c2 , c 'est-à-dire un polynôme en p avec la simplification indi­

quée, on écrira k=\. Si R est un polynôme en p ou en p2 multiplié 

par v o2 &2~ 0 Ï 1 fera k = 2] si multiplié par . '02 a2 /• = 3 ; et si 

par s ( p 2 — « 2 ) ( p 2 — 62'), A ' = 4 -
3° Le dernier indice, /, est choisi de telle façon que, d 'après le 

processus de dégénérescence indiqué plus haut , la fonction R • se 

confonde pour b = a, avec la fonction sphér ique Pù
n. On suppr imera 

cet indice lorsque, de ce chef, il ne pourra y avoir ambiguï té . 
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Théoriquement parfait, ce mode de désignation des fonctions de 
Lamé est pratiquement un peu compliqué. Dans les applications, on n'a 
guère à considérer qu'une seule fonction de chaque ordre : on l'écrira 
simplement R„. 

Néanmoins, d'après une convention adoptée depuis le traité de 
Poincaré (6), les symboles R,, R2, . . ., R9 s'appliquent aux fonctions 
d'ordre i, 2, 3 : le tableau ci-dessous indique les valeurs de ces 
fonctions et la concordance avec les symboles généraux. 

Notation Notation 
Ordre Valeur à 3 ou a indices simplifiée 

\ p 2 - a 2 Rf,3 Ri 

l p * - & * R,2) R2 

[ \ P 2 - c 2 R/ R, 

v ( p 2 - c 2 ) ( p 2 - & 2 ) R2
2 Ri 

] V / ( P 2 - C 2 ; ( P 2 - « 2 ) R2
3 R. 

2 \s\j^r^){p2-bT) RU< R, 

P 2 - " i , ^ , R,2,2 H: 

\ p 2 — a 2 1*2,0 H 3 

3 " v / ( p 2 - c 2 ) ( p 2 ~ 6 2 ) ( p 2 - «*) RJ-' R9 

Il faut remarquer d'ailleurs que certains auteurs emploient des 
notations différentes. Heine, et en général les Allemands, préfèrent 
le symbole E(p) : c'est aussi celui qu'utilise Liapounov, l'affectant 
d'indices analogues à ceux de Poincaré. 

Enfin Darwin (8) , abandonnant complètement la forme ordinaire, 
qu'il trouve impropre au calcul, et renonçant de parti pris à la 
symétrie, met deux des fonctions figurant dans le produit de Lamé 
sous forme de polynômes (dans certains cas multipliés par un radical^ 
dont les coefficients sont des fonctions sphériques ordinaires, la 
troisième fonction étant sous forme de polynôme dont les coefficients 
sont des fonctions circulaires. La complication de cette méthode la 
rend difficilement assimilable. 

Théorèmes sur les fonctions de Lamé. — On trouvera dans les 
ouvrages généraux la démonstration des points suivants, fort impor­
tants, et dont nous avons admis implicitement quelques-uns. 

i° Les équations caractéristiques ont toutes leurs racines réelles et 
distinctes. 
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Cependant si les axes de l'ellipsoïde de référence étaient imagi­
naires, les équations caractéristiques pourraient avoir des racines 
doubles; deux des in + i fonctions d'ordre n se confondraient alors. 
Ce cas a été étudié par Fr. Cohn (17). 

2° Le polynôme/(p2) qui figure dans les diverses classes des fonc­
tions de Lamé a toutes ses racines réelles, distinctes, et comprises 
entre c2 et a1. 

Il existe d'ailleurs, parmi les polynômes f correspondant à une 
valeur n paire donnée, un polynôme ayant o racine entre c- et b2 

et -en t re b2 et a2] un polynôme ayant i racine entre c2 et 62, et 

i entre b2 et a- ; etc. 
2 7 

3° Propriétés d'intégrales définies. Si l'on désigne par /0 la valeur 
de la dérivée de u prise suivant la normale extérieure à Pellipsoïde E0 

défini par p = p0 (u étant la variable elliptique correspondant à p), 
on aura la formule 

f Ç /0 M ( [JU N (v ) M, CM-) NI (V ) da = o, 

l'intégration étant étendue à tous les éléments d& de la surface de 
l'ellipsoïde E0; M(JJL) et M, (u.) étant, soit des fonctions différentes de 
même ordre, soit des fonctions d'ordre différent; NetNj les solutions 
correspondantes en v. 

Celte propriété peut s'écrire aussi 

/ / 
(pv — pw) M(>)N(«>) Mi(p) Nl(w)dvdw = o, 

v et w étant les variables elliptiques correspondant à j/. et v; les 
limites de l'intégrale sont 

v — « 4ti>' 
o < — ^ - < — , 

i i 

o < w — 10' < 4 <»>• 

On aura également, dans les mêmes conditions, 

les constantes a, . . ., [3, étant les premiers termes des décompositions 
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eii éléments simples suivants : 

[ R « ( p ) ] f = * + Pj>* -+-T.P"" + • • • , 
[pu R,*(p)]s = tt! + p,ptt + Yi'p/« + . . . . 

Ces formules permet tent de calculer les coefficients du développement 

d 'une fonction en série de produits MN. Les condit ions de conver­

gence sont les mêmes que celles des développements en séries de 

fonctions sphér iques . 

Dans un ordre d'idées analogue, Heine ( i ) a développé le poly­

nôme Pn de Legendre en série limitée de produits de Lamé. 

Équations intégrales. — M. W h i t t a k e r ( 19) a établi le remarquable 

résultat suivant : les fonctions de Lamé, solutions de l 'équation 

y" — [/1(/1 + 1) k- s u 2 x + // ] y = o, 

sont solutions de diverses équations intégrales dont la plus simple est 

j'(x)=}, I (dn x du z + k eux en z )n y ( z ) dz. 
« - • 0 

Il est intéressant de remarquer que le paramètre h ne figure plus dans 

cette équat ion intégrale. 

Le même auteur a prouvé (20) que les solutions de l 'équation de 

Lamé qui sont rationnelles en sn.r sont solutions de l 'équation in té ­

grale 
»k 

y(x) = K / P„(Â su./: 5115)^(3) dz 

où Pw est la fonction de Legendre d 'ordre /1. 

SOLUTION GÉNÉRALE DE L ' É Q U A T I O N DE LAME. 

Fonctions de Lamé de seconde espèce. — O n obt iendra comme à 

l 'ordinaire , par la méthode d 'Euler , une seconde solution de l 'équa­

t ion de Lamé : cette fonction connue sous le nom de fonction de 

Lamé de seconde espèce, et importante dans la théorie du potentiel , 

est définie par 

/*p p do 
S „ ( p ) = ( 2 / i + i j R w < p ; / — r ' •= 

. U R « ( P J ] 2 V ( P 2 - « 2 ) ( P 2 - 6 2 ) ( P 2 - C 2 ) 
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ou, avec la variable u, 

Lorsque u tend vers zéro, ou p vers l'infini, la valeur principale de 

S ; i est p ~ " _ l , alors que celle de R„ est pw. 

L ' in t roduct ion et l 'étude de cette seconde solution sont, dues à 

Liouville (21) et à Heine (22) . Divers auteurs s'en sont également 

occupés. F . Lindemann (26) a développé la quant i té ( s , — z )~* i 

où z et z-i sont deux quanti tés réelles quelconques, en série procédant 

suivant des produits du type R, i(3)S„.(s , ) ; il étudie aussi d 'autres 

développements du même genre, en séries de fonctions de Lamé de 

première ou de seconde espèce : les domaines de convergence de ces 

diverses séries sont en général limités par des courbes du quatr ième 

ordre . 

Le rôle fondamental joué , dans le problème de l 'équilibre d 'un 

fluide tournant , par des équations où figure le produi t R,*S,/, a amené 

les auteurs qui se sont occupés de la question à chercher pour la 

fonction S une forme propre au calcul numér ique . Liapounov (27) 

donne des expressions où figurent des fonctions symétriques des 

racines des fonctions R, ou plus exactement du polynôme / (p 2 ) qui 

est attaché à ces fonctions : ces formules sont encore assez com­

pliquées. Celles qu'a indiquées Pierre Humber t (28) sont plus simples : 

elles permettent de réduire toute fonction S„ aux fonctions S du pre­

mier ordre . Ainsi , dans le cas où R7i est un polynôme en p, on aura, 

en supposant encore c = o, 

S,,(p) = B„ (p ) a nn(a) S , ( p ) 
(2/1 + 1) R „ (p ) R a ( p ) v ' ( p 2 — a 2 ) ( p 2 — 6 2 ) 3 nn(a) v p 2_a2 

b Y>n(b) S.2(Q) 

3 Hn( b) s/?2_ fc 

où B„(p) est le polynôme, de degré en p inférieur à celui de R„, 

tel que l 'on ait 
A „ ( p ) R / i ( p ) + B / i ( p ) R ; i ( p ) = i3 

A„(p) étant un polynôme de degré inférieur à celui de Rn. L'applica­

tion de cette formule au cas n = i permet d 'écrire la relation 

Si S 2 03 3 

R i R-» R3 R9 
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Intégration de l'équation différentielle. — De très importants 

résultats ont été obtenus par Hermite sur l ' intégration de l 'équation 

différentielle de Lamé (29 , 30, 31) 

y = [n(n + \)pu + h]y, 

dans laquelle on suppose que h n'est plus déterminé par les équations 

caractérist iques, mais a une valeur quelconque. 

On peut alors satisfaire à l 'équation par une fonction doublement 

périodique de deuxième espèce. Prenons en effet y sous forme d 'une 

telle fonction, par 

• g (" -*-<* | - ) g -„^ ; 
A i vu.vai 
i= 1 

où les a sont des constantes. De très élémentaires transformations 

(décomposit ions en éléments simples, e tc . ) nous montreront que 

l 'on a 

r" x^ 
— = n (n + i) pu + (in — i) /kpoj 

+ S 2 Pn« ~ PM' X ( " + " ') ~ ^ (" + »' > ~ C "' + » " '•] • 
1 ' ' ' P^/ P^/ 

Si donc nous annulons séparément les coefficients des termes tels 

que Ç(M + « ; ) — Ç<7/, nous trouverons (n — i) équations distinctes 

entre les in quanti tés pat, p'aL, . . . , qui sont en plus liées par les 

n formules fondamentales 

p'*ai= $p*ai—gipai—gz. 

En y joignant l 'équation 

(2/1 — 1) ^ p « / = /i, 

on aura déterminé par 2 « é q u a t i o n s les m quanti tés a telles que la 

fonction doublement périodique de seconde espèce considérée satis­

fasse à l 'équation de Lamé. 

D'ail leurs, si cette fonction est solution, la fonction 

n * ( « ' - " ) cMg„,-

<T u. aat 

l'est aussi. En sorte que l'intégration complète de l'équation étudiée 




