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FONCTIONS DE LAME

ET

FONCTIONS DE MATHIEU

Par M. Pierre HUMBERT,

Professeur 4 la Faculté des Sciences de I'Université de Montpellier.

— O ——

AVANT-PROPOS.

Je n’ai cherché, dans ce fascicule, qu'a exposer briévement les
propriétés fondamentales des fonctions de Lamé et de Mathieu, ren-
voyant parfois le lecteur a des ouvrages plus complets, pour certaines
démonstrations trop longues ou délicates. On ne trouvera pas ici de
théoric générale des équations a quatre singularités, ni méme des
équations a coefficients périodiques ou doublement périodiques; de
telles études auraient grandement dépassé mon but. Jespére néan-
moins avoir résumé ou indiqué d'un mot tout ce que 'on connait
d’important sur les cas particuliers considérés. Je n’ai pas craint
d’insister sur les généralisations des foncticns étudiées : c’est vers
elles en effet que peuvent surtout se tourner a présent les chercheurs.

En ce qui concerne les fonctions de Mathieu, il m’edt été impos-
sible d’en faire un exposé complet sans les nombreux renseignements
que m’ont aimablement communiqués mes amis et correspondants
britanniques, a qui j’adresse mes remerciements : en premier lieu,
M. Whittaker, mon ancien professeur a I'Université d’Edimbourg,
le pére de la théorie moderne des fonctions du cylindre elliptique;
puis MM. E. Lindsay Ince, de I'Université de Liverpool, et E. G. C.
Poole, d’Oxford.

Le travail aride de la bibliographie m’a été rendu facile par la
collaboration d’un de mes étudiants de Montpellier, M. Jean Becqué;
je suis heureux de I'en remercier ici.
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x x
Peu de points restent a ’heure actuelle obscurs, dans la théorie des
équations différentielles du type fuchsien, admettant trois singula-
rités réguliéres, c’est-a-dire se rattachant a la fonction I’ de Ricmann
et a ses conflucnces. On ne saurait en dire autant des équations du
méme type a quatre singularités. La forme la plus simple a laquelle
on puisse réduire ces équations est la suivante, indiquée par Karl

Heun (1) :

L(x—1(r—a)y"+|[(x+B+1)2?— (a+L+ay+ad+1)x +uv]y
+afl(xr—q)y =o,

les points singuliers élant o, 1, « et o, avec les exposants respeclifs
0, 1—v;0,1—8;0,v+0—a—f;0, 3.

On désigne par ¥(a, ¢; a, B, v, 5; z) Pintégrale réguliére au voisi-
nage de l'origine, et correspondant & I'exposant zéro. De cette ¢qua-
tion générale, I'équation de Lamé est un cas particulier; celle de
Mathieu un cas de confluence. Ce sont les seules de ce type dont les
solutions aient fait I'objet d’études poussées. L’'intérét de ces deux
¢quations spéciales provient du fait qu’on les rencontre, comme nous
le verrons, dans d’assez nombreuses applications, en particulier dans
des problémes de potentiel, point qui les rapproche des équations du
type hypergéométrique.

La curieuse remarque suivante a d’ailleurs été faite par Klein (79)
et Bocher (80) que toutes les fonctions jouant un role en Physique
mathématique satisfont a I'une ou a l'autre des équations différen-
tielles que I'on obtient par confluence a partir de I'équation la plus
générale a cing singularités. Désignons en effet par «,, ..., a; les
cing points singuliers, et faisons-lex confluer de toutes les maniéres
possibles : nous obtenons des équations & quatre singularités ou
moins, dont nous indiquons ci-dessous les noms et les applications.

1° a, = a;. Equation de Lamé (fonctions de Laplace pour Vellip-
soide);

2° ay=a,=a;. F.qualion de Mathieu (fonctions du cylindre
elliptique);

3° ar=ay; a,= a;. Equalion de Riemann-Gauss (fonctions
sphériques, coniques, toroidales);
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P ay=a,=a,—a,. Equalion de Ileber (fox'lcl.ions du ¢ylindre

parabolique);

3° a,=a,, ay=a,;=d;. Equalion de Bessel (fonctions du
cylindre circulaire);

CCay=dr=a,=a,= a;. Equalion de Stokes (qui se raméne au
cas précédent).

Divers fascicules du Mémorial sont consacrés a I’étude des fonc-
tions satisfaisant aux équations des quatre derniers types; nous consi-
dérons dans celui-ci les fonctions de Lamé et de Mathieu.

FONCTIONS DE LAME.

Historique de la question. — Introduites par Gabriel Lamé (51) a
propos de la distribution de la chaleur dans un ellipsoide homogeéne,
les fonctions auxquelles on a dés lors donné le nom de Lamé ont
fait 'objet d’un grand nombre d'études. Celles de Liouville et de
Heine, indépendantes, mais simultanées, sont les premiéres en date
et comptent parmi les plus importantes. Viennent ensuile les belles
recherches de Charles Hermite, continuées par divers auteurs, sur
I'intégration de I'équation différenticlle a laquelle satisfont ces fonc-
tions. Plus prés de nous se placent deux groupes distincts de travaux
considérables : I. Klein et ses éléves généralisent les fonctions de
Lamé et les emvisagent d'une fagon trés nouvelle; Poincaré, lia-
pounov et leurs disciples perfectionnent la théorie en vue de son
application au probléme de I'équilibre d'un fluide tournant. Enfin
M. Whittaker a récemment rattaché les fonctions de Lamé aux équa-
tions intégrales.

Divers ouvrages généraux font une large place au sujet qui nous
occupe : celui de Todhunter (3), clair mais élémentaire, et celui de
Heine (4), trop touffu, ne sont plus a jour. On trouvera I’étude com-
pléte de I'équation différentielle de Lamé dans Forsyth (2) ou dans
Halphen (33), I'exposition des principales propriétés des fonctions
dans les traités sur les figures d’équilibre d’un fluide, de Poincaré (6)
oun de M. Appell (5). Nous pourrons done, dans ce qui suit, étre
assez bref sur certaines démonstrations, qu’on lira ailleurs aisément.

Coordonnées elliptiques. Equation de Lamé. — Nous introduirons
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I'équation de Lamé en écrivant I'équation de Laplace en coordonnées
elliptiques. Soit’un systéme de quadriques homofocales représentées
par I'équation

x? 172 22

A—a ' R )2 2t

et soient ¢, w, v les trois coordonnées elliptiques d’un point de l'es-
pace, c’est-a-dire les trois valeurs de ). définissant les trois quadriques
du systéme, passant par ce point. Nous supposerons

) ) I

c<<v<b<p<a<e.

On fait souvent ¢ = o ; les formules obtenues sont plus simples, mais
moins symétriques.

Les coordonnées cartésiennes du point considéré sont alors expri-
mées par

__\/(92—"2) (12— a?) (v1— a?)

Viar—b?) (a>— ¢2)

x

V(gr—b2) (pr — b2) (v:—02)
= - ’
Vo —az) (62— c?)

—‘/(‘02,_02) (p2—c2) (v*—¢?)

V(et—a?) (¢ — b2)

2]

On sait d’autre part que si I'élément linéaire
ds? = dx? + dy? + dz*
s'écrit, avec les variables o, p, v,
ds? = N2dlo2 + B2dp? 4 C2dv2,
I'équation de. Laplace

_ eV eV v

AV = 2V eV
PR R P

prend, avec les mémes variables, la forme

() . 9 BG oV +i C"QX) 9 (ABOVY _
- da\ A 0o ()p.(?z)lu. Ay TJE)_O'

Dans notre cas, les coefficients du d/s? étant

92(},_2___92‘) (v — ‘:fz) ,
(92_(12) ('92_ [)2) (PQ*C:Z)

A = Br=..., C2
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on formera aisément I'équation de Laplace. Cherchons-en une solu-
tion qui soit un produit d’une fonction de p seul par une fonction
de w seul et par une fonction de v seul, soit

R(e) M () Niv.

L'équation (2) devient

ou, remplacant A, B, C par leur valeur,

mhﬂnwf—ﬁﬂﬁ—mﬂﬁ—ﬁ>
: R

d [\”(.’«”—a‘l)(P’—b'l)(.c'-’—C‘z)gl_R] =

ds 5 de
; i {

>

les deux termes non écrits étant semblables au premier, toutes per-
mulations effectuées. Nous écrirons, symboliquement, le signe de
sommation ayant une signification évidente,

: Ve V(Ei—at) (31— b7) (gT—¢?)
(3 S._;“‘ v?) R
2 [‘/<P"—af><.o-z—m)<.oﬂ—cz;, dn'J .
dp o &

D’autre part, H et / étant des constantes arbitraires, on a identi-
quement
Zh(p‘-’—v’) =o,

2 Ho2(p2—v2) =o.

L’¢quation (3) pourra donc s'écrire
o E—E T
Z(H-—— ve) [ -

XLI<‘/(P~1__(¢2) (p2=—02) (p2—c?) fl_f_‘>_|_H;2+/,]_—_o,
dp P de l :

Elle sera vérifiée si nous annulons séparément les trois quantités
entre crochets; chacune d’elles d’ailleurs ne dépend que d’une seule
variable. On aura ainsi trois équations différentielles, la premiére
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entre R et p,

VE=a) =) (=)
0

d [J( ot —a?) (p?— b?) (p2—c?) dR
X 5= —_—
P dp

(4)

e J + (Hg24+ h)R = o,

les deux aulres, soit entre M et w, soit entre N et v, étant de forme
tout a fait semblable. Une fonction harmonique en coordonnées
elliptiques sera alors le produit RMN, R, M et N définis par les équa-
tions en question.

Cherchons si ce produit peut étre un polynome en z, y, 3. Il est
évident, d’aprés la forme méme des équations (1) du changement de
coordonnées, que R (¢) devra étre, soit un polynome entier en g2,
soit un tel polynome multiplié par une ou plusieurs des trois quan-

tités\/p2 — a2, /p2—b2,y/p?— c*; M et N s’en déduisant alors par
simples permutations. C’est a de telles solutions de Yéquation (4),
si elles cxistent, que 1'on donnera le nom de Jonctions de Lamé.

Or, si I'on cherche, par substitution, a quelles conditions doivent
alors satisfaire I& constantes arbitraires’ H et h, on trouve tout
('abord, par I’examen des termes du plus haut degré en o2, que H

doit étre de la forme
H=—n(n-+r),

n- étant un entier. Quant a /., cette quantité doit avoir certaines
valeurs spéciales sur lesquelles nous reviendrons. Admettant dés lors
que ces diverses conditions soient vérifiées, 'équation différenticlle
de Lamé sera

(l;-z_ae) (92_1,2) (92_02) d?R
02 ([Pz

(5)

6 2 2 29 ok 25202
4 2P (a2+b —:c)P_'_abc(—:{—l;——[ll(/z+1:)gﬂ+lz]R=o,

(qu’'on pourra encore écrire, en posant 2=,

PR— 2 D 2 D .‘Z"Izk
(6) (r—a® (r—>562) @ )
+%[3.1‘2—2(ct’+b'z+c'-')l'+a‘-’bi+a‘lc‘l+ bﬂc?](—;%
p €

—%[n(n—-}—l)r-{—h]l{ = o.
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Sous cette forme, on reconnait une équation a quatre singularités.
Faisons en effet (ce qui ne restreint pas la généralité)c=oet b =1,
une de ses solutions s’écrira, avec la notation de Heun,

h n n-4+1 1 1
I (l’, - y — = 3 —y =3 ")
nin-+1) 2 2 2 2

Autres formes de ’équation de Lamé. — l.a présence d'un poly-

nome du troisicme ordre comme coefficient de la dérivée seconde

suggere 'idée d'introduire les fonctions ellipliques.'

1° Notations de Jacobi. — Faisons ¢ = o, prenons b pour unilé
ct @ (que nous désignerons par &) comme module des fonctions ellip-
tiques; posons enfin

2= hsnux.

L’¢quation (5) devient alors

d2 R .
(7) lx’—[Il(lL—i—l)/{-Sll-z‘—{—-/l]R=0.
D)
2° Notations de I eierstrass. — Posons

20— br— c?
| =——7F"""

considérons la fonction pu définie par

pu= 2\/(J)ll, —e;) (pu—ey)(pu—e;y),
et soit :
R a+ b2+ c?
e? = pu + -—-————3 .

Iéquation de Lamé s'éerirva alors, avec la nouvelle vaviable «,

dzR
T [n(n+1)pu+h]R=o0.
Dégénérescence des fonctions de Lamé. — Avant d’étudier les ,

fonctions de Lamé elles-mémes, voyons cc qu’elles deviennent dans
le cas de dégénérescence ou, lorsqu’on fait b = a, les quadriques du
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systéme orthogonal primitif sont de révolution. Supposons, pour
simplifier I'écriture, ¢ =o0. La coordonnée p., qui est comprise
entre « et b, devient ¢gale a ces deux quantités. Posons alors o = as,

. o 2—a? .
v=acosf, et, a la hmlte,\/% = cosv. Les coordonnées s, §
— v

et = ainsi introduites sont appelées coordonnées sphéroidales, et
Pon a pour les coordonnées cartésiennes les formules de transfor-

mation
x = as cosb,

¥ = ays*—1sinb cosg,

2= ays2—1sinb sing.

I’équation de Lamé pour R devient

d? R dR
9 (02— @) =t
d‘gg—i—)f(p a)dP

22— qt)e

h

—[n(n+1)p2+h]R =0,

ou, avec la variable s,

R

s2—1

d2R dR h
[ PR i kb ) §2 o —
(st—1) 2 T 25 [n(n+|)s -+ a2]

= o0,

ou encore, avec un léger changement de notation,

d dR
ds

(1— s?) —] -+ [n(n—i—l)—i— ——’i_;] R =o,
ds [ —s?
équation des fonctions de Legendre associées, dont une solution est
R =PI (s).
I’équation entre N et v prend une forme analogue, et 'on en aura

une solution par
N = P} (cos6).

Mais ’équation en M se simplifie bien davantage et devient

d:M

de?

— m*M = o,

0s

. [
admettant les solutions M = oin Mm%

On voit ainsi apparaitre un lien de limite entre les fonctions de
Lamé et les fonctions sphériques. Une nouvelle dégénérescence,
consistant a faire croitre @ indéfiniment, conduirait aux fonctions de
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Bessel. Ces problémes ont été étudiés de fagon approfondie par
Hintzschel (18).

Il existe d’ailleurs une relation encore plus nette entre les fonctions
de Lamé et les fonctions sphériques.

Lien avec les fonctions sphériques. — Supposons en effet ¢ con-
stant, et faisons correspondre, par la transformation homographique
ordinaire, a chacun des points de Pellipsoide ainsi fixé les points
d’une sphére de rayon 1. On aura ainsi

z=tVei—at,  y=4/pi— 0, =(/p—a
et, sur la sphére, en introduisant les coordonnées polaires,
£ =cosy, n = siny cosw, { =sindsing.

Si 'on passe maintenant des coordonnées elliptiques . et v aux
coordonnées nouvelles & et w, M et N deviendront des fonctions
de J et @; et, si 'on cherche a quelle équation aux dérivées partielles
par rapport a ¢ et w satisfait le produit MN, on trouvera l'équation

sind ()—1 [»sin'{.o ()(SLN)J -+ d?f):;lzN) +n(n—+1)sin2¢ . MN = o

qui est celle de la fonction éphérique Y,. Le produit MN, exprimé
en 1 et w, est donc une fonction sphérique générale.

Formation des fonctions de Lamé. Leur nombre. — Comme nous
I'avons vu, nous appelons fonctions de Lamé les solutions de I'équa-
tion (5) de 'un des types suivants (appelés classe de la fonction ):

(n R =f(e2),
R =yp?—a? f(p?),
(10 R=\"02— 02 f(p2),
R=\yp—ct f(p),
R=\(p?—a?) (2= b2y f(¢2),
(1) R =\ (p2—a?) (p2—c?) f(¢?),
R =y/(p2—62) (p2— ) f(p?),
(V) R =y(p*—a?) (p2— b%) (p?—c?) f (p?),
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. . , " n
f(pﬁ) désignant un polynome dont le degré en o* est — pour la

classe (I, L=t pour la classe (11), ? — 1 pourla classe (111) ou n—;—)

2.
pour la classe (IV). 1l n’existe donc de fonctions que des classes (I)
et (III) si n est pair, (I1I) et (IV) si n est impair.

Nous pourrons dire aussi, passant aux notations de Weierstrass,
que les fonctions de Lamé sont les polynomes en pu, multipliés

par o, 1, 2 ou 3 radicaux de la forme\ pu — ¢, solutions de 'équa-
tion (8). Elles sont donc doublement périodiques en u.

Voyons maintenant comment I'on peut déterminer la constante /i
pour que les fonctions de Lamé existent. Supposons n pair, et alla-
chons-nous aux fonctions de la premiére classe. Une telle fonction

). . o ) n
pourra s’écrire sous forme de polynome en o* d’ordre ~» conle-
n . . . ,, . . . .
nant — —+1 coefficients. La substitution dans I'équation diff¢rentielle

n . . . .
donnera un polynome d’ordre = 1, qui devra étre identiquement
y 2 » q

nul. Mais nous nous sommes déja arrangés, en assignant i la constante
primitive H la valeur — n(n -+ 1), pour que le coefficient du terme

. RUNET . L . n
de degré le plus élevé disparaisse de lui-méme; il reste donc Pl
~ e . y o n . . o, . N
coefficients a annuler, d’ou 5 -1 équations linéaires et homogénes,
contenant linéairement la constante /i : cette constante devra done

P , . . n . ;e
satisfaire & une équation de degré =+ 1, ditecaractéristique,obtenue

par élimination des coefficients entre les 5 -1 équations en ques-

tion. Ghaque valeur de & donnant naissance a une fonction de Lamé
e, . . n . ..

différente, il existera donc > —+1 fonctions de premiére classe.

D’ailleurs, si n est pair, il existera aussi des fonctions de troisiéme
classe; et le méme raisonnement prouvera qu'alors I'équation carac-

e . n

Léristique est de degré =+ A chaque valeur de A correspondra alors

un polynome f(p?), et a chaque polynome correspondront trois
. . 3n . | vy

fonctions R : il y aura donc 5 fonctions de troisiéme cluasse; et par

conséquent, en tout, pour n pair, 22 + 1 fonctions de Lamd.
On verra que ¢e nombre est le méme quand » est impair; les ¢qua-
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d :_ * pour la classe (D),

tions caractéristiques sont alors de degrés

. 3n+3 .
d’ou —— fonctions de cette classe, et

n—

L pour la classe (IV),

2
. n—1 . o .
d’ou 5 fonctions de clusse (IV); en tout, »n +1 fonctions de

Lamé.

Exemples des cas les plus simples. — Nous donnerons ici les
valeurs des fonctions de Lamé pour les premiéres valeurs de n. On
trouvera ces expressions jusqu’a n = 1o dans un travail de G. Guer-
vitore (13). Pour plus de simplicité, nous nous servirons des fonc-
tions elliptiques, désignant suivant 'usage par g et g; les invariants
de la fonction pu :

1° n=—i
Trois fonctions, de classe (1) :

\ pue—eqy (a=1,2,3)

2° n=—=:u
Cing fonctions de Lamé :
«. Deux fonctions de classe (1), de la forme

h
ple— oo

6
les valeurs de £ étant données par I'équation caractéristique
h*—3g.s=0;

b. Trois fonctions de elasse (1),

\/(pu —ey) (pu — es).
30 n=23
Sept fonctions de Lamé :
a. Une fonction de classe (IV), p'u;

b. Six fonctions de classe (II),

eq h j———— “
Pr— = — = AP — ey (a=1,2,3),
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avec I'équation caractéristique

h2—6he, + f5ef —15g:=o.

-—

4° n=—
Neuf fonctions de Lamé :

a. Trois fonctions de classe (1),

2

2 3 2
' — = hpu +~ — "2 — = 2,
) - J 140 56
¢quation caractéristique
h3— 5287 + 560 g3 =0}

b. Six fonctions de classe (III),

h
(pu ——-e;“ — -%4) V(pu —es) (pu—ey),

équation caractéristique

h?+ 10he,— 3¢} — 723 =o0.

Notations. — Poincaré a indiqué (55) une notation a laquelle il
est nécessaire de recourir lorsqu’on veut préciser une fonction de
Lamé sans aucune ambiguité possible. Il faut introduire un systéme
de trois indices, et écrire

Rllll,)l'(lo)'
Les conventions sont alors les suivantes : on admet tout d’abord que,
pour simplifier, on fait ¢ = o. Puis :

1° n est 'ordre de la fonction, c’est-a-dire son degré en 0.
2° Si R est un polynome en 2, ou un tel polynome multiplié par

\/o* — ¢*, c’est-a-dire un polynome en 5 avee la simplification indi-
‘quée, on écrira k=1. Si R est un polynome en o ou en o2 multiplié

par | 5% — 5%, on fera & = 2; si multiplié par \ 'P-_»_ oz, b= 3; et si

par y (57— @) (g — 6%, k= .

3° Le dernier indice, 7, est choisi de telle fagon que, d’aprés le
processus de dégénérescence indiqué plus haut, la fonction R, se
confonde pour b = a, avec la fonction sphérique Pi. On supprimera

cet indice lorsque, de ce chef, il ne pourra y avoir ambiguité.
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Théoriquement parfait, ce mode de désignation des fonctions de
Lamé est pratiquement un peu compliqué. Dans les applications, on n’a
guére a considérer qu’une seule fonction de chaque ordre : on I'écrira
simplement R,,.

Néanmoins, d'aprés une convention adoptée depuis le traité de
Poincaré (6), les symboles Ry, R,, ..., Ry s’appliquent aux fonctions
d'ordre 1, 2, 3 : le tableau ci-dessous indique les valeurs dc ces
fonctions et la concordance avec les symboles généraux.

Notation Notation

Ordre Valeur a3 ou 2indices simplifice
\pr—a? Ri? Ry
i \ ot — b2 R R,
Lypr—e? R Rs
CETICED! Ry R
V(pt—c?) (p* — a?) Ry R
2 E— @ =6 Ry R,

2 __ 9.

o (> o
3 V= (=0 (7~ @) Ry Ro

[l faut remarquer d’ailleurs que certains auteurs emploient des
notations différentes. Heine, et en général les Allemands, préferent
le symbole E (p) : c'est aussi celui qu’uliiise Liapounov, I'affectant
d’indices analogues a ceux de Poincaré.

Enfin Darwin (8), abandonnant complétement la forme ordinaire,
qu’il trouve impropre au calcul, et renongant de parti pris a la
symétrie, met deux des fonctions figurant dans le produit de Lamé
sous forme de polynomes (dans certains cas multipliés par un radical)
dont les coefficients sont des fonctions sphériques ordinaires, la
troisieme fonction étant sous forme de polynome dont les coefficients
sont des fonctions circulaires. La complication'de cette méthode la
rend difficilement assimilable.

Théorémes sur les fonctions de Lamé. — On trouvera dans les
ouvrages généraux la démonstration des points suivants, fort impor-
tants, et dont nous avons admis implicitement quelques-uns.

1° Les équations caractéristiques ont toutes leurs racines réelles et
distinctes.
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Cependant si les axes de Dellipsoide de référence étaient imagi-
naires, les équations caractéristiques pourraient avoir des racines
doubles; deux des 27 + 1 fonctions d’ordre 2 se confondraient alors.
Ce cas a été étudié par Fr. Cohn (17).

2" Le polynome f(p?) qui figure dans les diverses classes des fonc-
tions de Lamé a toutes ses racines réelles, distinctes, et comprises
entre c? et a®.

Il existe d’ailleurs, parmi les polynomes f correspdndant i une
valeur n paire donnée, un polynome ayant o racine entre c2 et b?

n 2 2 . 2 2
cL - entre b? et @?; un polynome ayant 1 racine entre c* et b2, et
n - N
 — 1 entre b2 et a*; etc.

3° Propriétés d’'intégrales définies. SiI'on désigne par {, la valeur
de la dérivée de « prise suivant la normale extérieure a Iellipsoide E,
défini par p = o (u étant la variable elliptique correspondant a o),
on aura la formule

f [lo M ()N ()M, () Ny(v)de =0,

E,
I'intégration étant étendue a tous les éléments do de la surface de
Pellipsoide E,; M(p) et M, () étant, soit des fonctions différentes de
méme ordre, soit des fonctions d’ordre différent; N et N, les solutions

correspondantes en v.
Cette propriété peut s’écrire aussi

[ [(})0—p(l’) M(¢)N(w)M;(¢) Ny (w)dodw = o,

v et v étant les variables elliptiques correspondant a u et v; les
limites de I'intégrale sont

P — juw’
N

ol w—uw < jw.

o<

On aura également, dans les mémes conditions,
f (po — pw) [M,(¢) Ny (w)]2dodw = 8(2B; — Bay)im,

les constantes z, ..., 3, étant les premiers termes des décompositions
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en éléments simples suivants :

[Re(@)]P=2 +fpu +yp'u—+...,
[puRn(p)2=01+4 Brpu—+"pre+....

Cles formules permettent de calculer les coefficients du développement
d’une fonction en série de produits MN. Les conditions de conver-
gence sont les mémes que celles des développements en séries de
fonctions sphériques.

Dans un ordre d’idées analogue, Heine (4) a développé le poly-
nome P, de Legendre en série limitée de produits de Lamé.

Equations intégrales. — M. Whittaker (19) a établi le remarquable
résultat suivant : les fonctions de Lamé, solutions de I'équation

Y —[n(n+1)krsnx +h]y=o,

sont solutions de diverses équations intégrales dont la plus simple est

1K
y(xr)y="»n / (dnxdns +~LAenwensz)r y(s)ds.
o

Il est intéressant de remarquer que le paramétre / ne figure plus dans
cette équation intégrale.

Le méme auteur a prouvé (20) que les solutions de I'équation de
Lamé qui sont rationnelles en snx sont solutions de I'équation inté-
grale .

)/(1‘):3\/ Pu(ksnawsns)y(z)ds

o

ou P, est la fonction de Legendre d’ordre n.

SOLUTION GENERALE DE L'EQUATION DE LAME.

Fonctions de Lamé de seconde espéce. — On obtiendra comme &
Iordinaire, par la méthode d’Euler, une seconde solution de 1'équa-
tion de Lamé : cette fonction connue sous le nom de fonction de
Lamé de seconde espéce, et importante dans la théorie du potenticl,
est définie par

¢ (
_ . pdap
Sn(p)=(an 1) Ra ""[,[nnw)ln’(w— a®) (= 61 (pr— &%)
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ou, avec la variable «,

Sa(u)y=(2n+1)Ryiu) [ W

du

n() ]

Lorsque « tend vers zéro, ou p vers l'infini, la valeur principale de
S, est 377, alors que celle de R, est z7.

L’introduction et I'étude de celte seconde solution sont dues a
Liouville (21) et a Heine (22). Divers auteurs s’'en sont également
occupés. I'. Lindemann (26) a développé la quantité (3, — 3)7',
ou s et 3, sont deux quantités réelles quelconques, en série procedanl
suivant des produits du type R,,( )Su(3); il étudie aussi d'autres
développements du méme genre, en séries de fonctions de Lamé de
premiére ou de seconde espéce : les domaines de convergence de ces
diverses séries sont en général limités par des courbes du quatriéme
ordre. .

Le role fondamental joué, dans le probléme de I'équilibre d'un
ffuide tournant, par des équations ou figure le produit R,,S,, aamené
les auteurs qui se sont occupés de la question a chercher pour la
fonction S une forme propre au calcul numérique. Liapounov (27)
donne des expressions ou figurent des fonctions symétriques des
racines des fonctions R, ou plus exactement du polynome /f(g?) qui
est attaché a ces fonctions : ces formules sont encore assez com-
pliquées. Celles qu’a indiquées Pierre Humbert (28 ) sont plus simples :
elles permettent de réduire toute fonction S, aux fonctions S du pre-
mier ordre. Ainsi, dans le cas ot R, est un polynome cn 2, on aura,
en supposant encore ¢ = o,

Su(p) _ B,(p) aB,(a) S(p)
(2n+1)Ru (o) Ra(p)y (c2— a?) (92— b?%) T 3R, (a) Vpi— at
bB,(b) S;(p)
-3 Rn(b) Ve 2 — b’

ou B,(p) est le polynome, de degré en o inférieur a celui de R,,
tel que I'on ait
An(o)Ru(p)+ Bu(p) R, (p) =1,

A,(p) étant un polynome de degré inférieur & celui de R;,. L’applica-
tion de cette formule au cas n =1 permet d’écrire la relation

Si Sy Sy 3

RTRTRTR
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Intégration de l’équation différentielle. — De trés importants
résultats ont ¢té obtenus par Hermite sur U'intégration de I'équation

différentielle de Lamé (29, 30, 31)

y'=[n(n+1)pu+h]y,

dans laquelle on suppose que /i n’est plus déterminé par les équations
caractéristiques, mars a une valewr quelconque.

On peut alors satisfaire a I’équation par une fonction doublement
périodique de deuxiéme espéce. Prenons en effet y sous forme d’une
telle fonction, par

i=n

BT
su.sa;

i=1

ot les a sont des constantes. De trés ¢lémentaires transformations
(décompositions en éléments simples, etc.) nous montreront que
I'on a

"

Yo o X
;_n(n—i—l)pu+(zn I)Zpa,

pai—paj., . _
+A2pa,—pa [C(e+a;)—C(u+a;)—La;+La;].

Si donc nous annulons séparément les coefficients des termes tels
que §(u—a;) — La;, nous trouverons (n — 1) équations distinctes
entre les 2n quantités pa;, p'a;, ..., qui sont en plus liées par les
n formules fondamentales

prtai=ipia;— g:1pa;— gs.

En y joignant 'équation
(2n—1) Z pa;=nh,

on aura déterminé par 2n équations les 2n quantités a telles que la
fonction doublement périodique de seconde espéce considérée satis-
fasse al’¢ quauon de Lamé.

D’ailleurs, si cette fonction est solution, la fonction

lI g(a;—u) enlai
cu.ca;

I'est aussi. En sorte que l'intégration compléte de I'équation étudiée






