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SUR 

LES FONCTIONS HYPERGÉOMÉTRIQUES 

DE PLUSIEURS VARIABLES 

LES POLYNOMES D'HERMITE 
ET AUTRES FONCTIONS SPHÉRIQUES DANS L ' H Y P E R E S P A C E 

Par M. Paul APPELL 

INTRODUCTION. 

La fonction hypergéométriqué d'une variable de Gauss et les 
fonctions sphéri.ques qui s'y rattachent, notamment les polynômes de 
Legendre, ont été l'origine de très nombreux travaux, théorie et 
applications, qui ont été résumés dans l'Ouvrage de E. Heine (36). 

Ces diverses théories peuvent être étendues à des fonctions de 
deux ou de plusieurs variables. Déjà Hermite se plaçant à un point 
de vue purement algébrique a, en i865, étendu la théorie des poly
nômes de Legendre à des fonctions de deux variables; j 'ai étendu de 
même en 1880 la théorie des fonctions hypergéométriques au cas de 
deux variables, et j 'ai montré en 1913 comment les polynômes 
d'Hermite se rattachent aux fonctions sphériques dans l'hyperespace. 

Les nombreuses recherches relatives aux deux théories se trouvent 
indiquées, sous le rapport bibliographique, d'abord dans l'ouvrage 
cité de Heine, dans VEncyclopédie des Sciences mathématiques 
{49 et 17), puis dans l'Ouvrage (16) que je publie en collaboration 
avec M. Kampé de Fériét, chez Gauthier-Villars. On trouvera dans cet 
Ouvrage, avec la bibliographie antérieure à 1914? l'indication de 
travaux récents de P. Humbert, de J. Rampé de Fériet, de Pérès, de 
B. Jekhovvsky, de M. Akimoff : ces trois derniers se sont occupés des 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N° 3 . 



2 PAUL APPELL. 

fonctions de Foùrier-Bessel à plusieurs variables introduites dans 
l'analyse en 1915. 

PREMIÈRE PARTIE. 

I. — FONCTIONS HYPERGÉOMÉTRIQUES DE DEUX VARIABLES. 

1. Définition des quatre séries hypergéométriques de deux 
variables. — Considérons les deux séries hypergéométriques dépen
dant chacune d'une seule variable. 

F(«, p,Y , *) et F(«\ V,i,y). 

Si nous formons leur produit, nous obtiendrons une série double 
dépendant des deux variables x et^', dont le terme général aura pour 
expression 

(a, m) (a', n)(% ;#i)(Pf, n) ^ 
(y, # W ) ( 7 ' , / I ) ( I , //1)(1, n ) J ' 

où nous employons la notation suivante : k étant un entier positif ou 
nul, on pose 

(X, * ) = T ( \ * k ) = X ( X + I ) . . . ( X + ^ - I ) . 

Pour obtenir une série double, généralisant la série de Gausset ne 
se décomposant plus en un produit d'une fonction de x par une 
fonction de y , nous modifierons le terme général de la manière 
suivante : 

Nous remplacerons un, deux, ou trois des produits 

(oc, #n)(a', AI), (p , m ) ( P \ /1), (7, / n ) < y , n) 

par les expressions correspondantes 

(ct,m-+-n), ((3,//1 + / i ) , (y, /n-t-ra). 

Sur les cinq combinaisons possibles, nous écarterons celle-ci : 

(a, m + / i j (B , m -+- /1 ) -1—2 LUI! L xm yti, 

(Y, iw-h n ) ( i , #11)(1, n) ^ 

qui est tout simplement le développement de la fonction 
F(a, p ,T , x+y\ 
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comme on s'en assure en remarquant que , dans la série double , l ' en

semble des termes pour lesquels m + n a une valeur donnée k est 

égal à 
(a, * ) ( ? , * ) 

( T , Â - ) ( i , * / ^ 

Les quatre combinaisons qui restent donnen t les séries doubles (3) 

(i) F,(a S S' yx y) y (a, m + n) ( ^ /n) (p', ») ,„ 

(a) F,<.,p,v,-i,Y,.,7.» =2 ( T , . ) t f l!,)p
( , ,m)(;,»rr' 

(3) F,(«, a', p, p', ï f x, y ) = Y (g/ m ) ( a ' ' ">(i*> m ) / P ' ' " ^ y " , x J v ' ' r> r » i» ' ^ 7 ^ (Y, m + / i ) ( i , m ; ( i , n ; -7 ' 

/ , \ 1- / n , s VT< ( a , m + / i ) ( P , / w - t - 7 i ) ,„ ' 

où la sommation doit s 'étendre à toutes les valeurs entières de m et n 

depuis zéro jusqu 'à l'infini. 

Dans ces séries doubles, on considère les éléments a, a', [3, (3', y, ^ 

comme des paramètres , x et y comme des variables; ces paramètres et 

ces variables peuvent p rendre des valeurs complexes; on doit seule

ment exclure pour y et y' les valeurs entières et négatives. 

Dans la série F 3 , on peut permuter les éléments a et j3, a' et [3'; de 

même dans la série F , , les éléments a et (3. 

Il est aisé de donner les valeurs entières, négatives des éléments 

a, a , [3, [3', pour lesquelles les quatre séries F se réduisent à des 

polynômes. 

On aperçoit immédiatement que pour des valeurs part iculières des 

éléments a, a', [3, (3', y, y' ces quatre séries s'identifient avec des 

développements connus : 

- ( , - 3 . ) - 0 ( , - , , ) - ^ = Fi(a, p, p', a, x,y), 

(i - x -y)~* = F2(a, p, p', p, p \ *, y), 

(t-y)P-*(i-x-y)-V = F2(a, p, P', a, p', x, y), 
( , _ * j P ' - a u ^ - 3 - ^ ) - ^ = p2(a, p, P', p, a, x, y), 

Log i _
 l

x_ = # F 2 ( i , i, P', 2, P', x,y) 

-+-jrF2(i, p, i, p, 2, x,y\ 
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En ordonnant les quatre séries doubles par rapport à x, elles 
prennent la forme de séries simples dont les éléments sont des fonc
tions hypergéométriques dey. On obtient des expressions analogues 
en ordonnant les quatre séries doubles par rapport à y. 

Nous n'insistons pas sur les cas élémentaires où les séries doubles 
se réduisent à la série de Gauss. 

2. Domaine de convergence des séries doubles : F ( . — La série 
Fj est convergente tant que les modules de x et de y sont moindres 
que l'unité : 

M o , | r l < ' . 

Si j x | ou \y ] est plus grand que l'unité, la série F4 est divergente. 

F 2 . — La série F 2 est convergente tant que 

l* l-+-Lrl<i-
Elle est divergente si 

M - H . / ] > i . 

F 3 . — La série F 3 est convergente lorsque x ety sont moindres 
(jue l'unité : 

M o . IJKI < r. 

Elle est divergente si | x\ ou \y\ est plus grand que l'unité. 

F 4 . — La série F4 est convergente si 

Iv l̂ + l / r l o . 
On déduit facilement de ces résultats les cercles de convergence 

associés et les domaines d'existence des quatre fonctions. 
La fonction hypergéométrique F (a, [3, y, x), définie par la série 

de Gauss seulement à l'intérieur du cercle | x \ = i , peut être calculée 
en dehors de ce cercle par prolongement analytique et constitue une 
fonction uniforme de x dans tout le plan, une fois tracée la coupure 
i à H- oo. De même, on peut prolonger analytiquement les quatre 
séries doubles hypergéométriques en dehors des cercles de conver
gence associés et parvenir, par cheminement, à des valeurs quel
conques de x ety. Nous appellerons alors fonctions hypergéomé
triques de deux variables, les quatre fonctions définies à Vintè-



SUR LES FONCTIONS HYPERGÉOMÉTRIQUES DE PLUSIEURS VARIABLES. 5 

rieur des cer*cles de convergence associés par les quatre séries 
convergentes (1),,(2), (3), (4) et à Vextérieur par le prolonge
ment analytique de ces séries. 

Pour rendre ces fonctions uniformes, il suffit de tracer certains 
systèmes de coupures; pour F, et F 3 , par exemple, il faut prendre 
comme coupures les deux segments (1-i-oc) des axes réels des 
variables x et y. 

Nous donnerons plus loin des expressions analytiques des quatre 
fonctions uniformes F M F 2 , F 3 , F 4 , valables dans tout leur domaine 
d'existence. 

3. Dérivées partielles des fonctions hypergéométriques. Fonctions 
contiguës. — En dérivant terme à terme les séries (1) à (4), on 
s'assure aisément que la dérivée partielle d'ordre m par rapport à x 
et n par rapport à y d'une des quatre fonctions F s'exprime par une 
fonction du même type. 

Deux fonctions hypergéométriques du même type caractérisées 
respectivement parles éléments a, a', [3, [3', y, y' et a,, a'n J3,, (3'n y< y\ 
sont dites contiguës lorsqu'une des différences a, — a, a', — a', 
j34 __ [3? (3't __ ^ y, _ y ? y', —y' est égale à ± : 1, les autres étant 
nulles. Les fonctions F , , F 2 , F 3 , F4 admettent respectivement 
8, 10, 10, 8 fonctions contiguës. 

Quatre fonctions F, ou F2 contiguës sont liées par une relation 
linéaire; de même trois fonctions F 3 ou F4 contiguës. 

Entre trois des huit fonctions : 

F^a-f-i , p, P', Y, # , 7 ) ; "Fi(«> P-+-I, P', Y, x,y)\ 

F^a, p, P ' - + - I , T , * , J O ; F I (« , P,P', T-+-!,*, .r); 

F ^ a - i , p, p', Y, *,y)\ Fi(a, p — 1, P', Y, *>y)\ 

Fi(a, P, p ' - i , t,**y)\ Fi(«, P, P', Y - I , ar,y); 

contiguës à F, (a, p, |3', y, x,y) et cette fonction elle-même, il y a 

ainsi ÎLLZIË = 56 relations linéaires, les coefficients étant rationnels 
1.2.3 

en x ety. De même entre trois des dix fonctions contiguës à 

F2(a, p, p', Y, Y', <*,y) 

et cette fonction elle-même, il y a I O '^ ' = 120 relations linéaires. 
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Entre deux des dix fonctions contiguës à F 3 (a , a', (3, (3', y*, x, y\ 

et cette fonction elle-même, il y a — ^ = 45 relations linéaires. 
7 J 1 .2 

Entre deux des huit fonctions contiguës à F.s (a, j3, y, y', x, y) et cette 
Q _ 

fonction elle-même, il y a - ^ = 28 relations linéaires. 
J 1 .2 

On trouvera à la page 20 de l'Ouvrage (16) les équations entre 
fonctions contiguës que l'on peut faire correspondre aux relations 
données par Gauss. 

Les fonctions contiguës à une fonction F donnée s'expriment 

linéairement au moyen de cette fonction F et de ses dérivées par

tielles — et — • Par exemple les fonctions contiguës à la fonction F \ 
s'expriment par des formules qui ont été données par M. R. Le 
Vavasseur (51) pages 8, 11 et 12, et qui se trouvent reproduites à 
la page 21 de l'Ouvrage (16). 

4. Formules de réduction et de transformation des quatre fonc
tions hypergéométriques. — En dehors des cas évidents où les séries 
hypergéométriques F<, F 2 , F 3 , FA se réduisent à la série de Gauss, 
il en existe encore d'autres. 

Prenons, par exemple, la fonction F , sous la forme d'une série 
ordonnée par rapport k x et faisons y= 1, on a, en supposant 
& ( y — a — [ 3 ' ) > o , 

F,(«, P, P', Y, *, 0 = l
r y ^ ~ " l ^ F ( a , p > T ~ P ' , * ) . 

En particulier, si dans cette formule on fait encore x = 1, on 
obtient d'après la valeur de la série de Gauss au point 1 [en suppo
sant que.Jl (y — a — (3 — (3') > o] 

F (* a a' v 1 ,\- r ( T ) r ( r - « - P - P 0 

La série F, se réduit encore à la série F quand y = x; pour le 
montrer, faisons y = tx; on a, en ordonnant la série double (1) par 
rapport aux puissances de x, 

F,(«, p, r, Y, *, tx) = 2 (
(
g
Y', »/(?; "j F ( - », F, - P - » + 1 , 0 » - . 
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La fonction F qui figure dans le coefficient de xtl est un polynôme. 
Si l'on fait / = i, on a 

F ( - . p - , - P - + . , 0 « ( i ^ . 
Donc 

Ft(«, P , P \ Y , * , * ) = = F ( * , P - * - P ' , T * * ) . 

Voici un exemple relatif à la fonction F 2 ; faisons j3'=.y', nous 
pouvons écrire 

F,<., P, P', Y, P', ^^)°2i^y (f;;io-^)-"^ 

En échangeant les rôles de x et y, on voit que la fonction F2 se 
ramène à la fonction de Gauss chaque fois que [3 = y ou (3' = y7. 

Pour d.onner un exemple élémentaire relatif à la fonction F 4 , par
tons de la formule établie par Gauss [(27), p. 12-7] : 

(i + jr)« + ( i - a r ) » = a F (— - , - - -4- - , i , *»V 7 \ 2 2 2 2 / 

On en tire une formule qui, dans un cas particulier, ramène la 
fonction F., à une somme de deux fonctions de Gauss : 

F» (*, . + 1 . ^ . ^ ) = ^ ( I H - V ^ H - F ^ . H - I . Y , - - ^ — - ] 

Pour obtenir d'autres formules de transformation et de réduction 
des quatre fonctions hypergéométriques, on peut partir des formules 
donnant le\ir expression sous forme de séries simples ordonnées par 
rapport aux puissances de x auxquelles on joint la suivante : 

7 / 1 = + 00 

F ( « , p , T , * + ^ ) « 2 ("', Z!)l\ m) F(a -1- m' P + m> T + m' y)xm-

En appliquant aux fonctions F qui figurent dans ces cinq séries 
les formules de transformation d'Euler, on obtient les formules de 
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réduction suivantes : 

Ft(«, P, P', p + p\ x, y) = ( ( - / ) " « F (a, p, p + P', ^ j ) 

qui ramène la fonction F , à la fonction de Gauss, toutes les fois 
que 

Y=P-hp ' ; 

(5) F t(a, p, p', Y, * , / ) = ( i - j ) - P ' F3 (a, Y - *, P, P', Y, *, J=\) < 

La fonction ¥s se ramène donc toujours à la fonction F 3 : 

F2(«, P, P ' .Y .Y ' .^ j r ) 
7/1 = 00 

-^d(Y, w ) ( i , m) v J V y — i/ 
7W = 0 

On trouvera d'autres formules analogues dans l'Ouvrage 16, 
pages 25, 26, 27, et dans le Mémoire 7. 

S. Expression des fonctions F M F 2 , F 3 par des intégrales 
définies. — Les quatre séries doubles précédentes ne définissent les 
fonctions hypergéométriques qu'à l'intérieur des cercles de conver
gence associés; on peut donc se proposer de rechercher des expres
sions analytiques représentant ces fonctions dans tout leur domaine 
d'existence. On obtient ce résultat pour F4 , F2 , F3 en les exprimant 
par des intégrales doubles qui généralisent l'expression connue 
donnant F (a, j3, y, x) (4). 

On a en effet 

r ( P ) r ( p ' ) r ( T - p - - p ' ) p 
• f (Y) F,(a, p, p, Y, x9y) 

(w^o,p^o, I — u — *>>o), 

l'intégrale double ayant un sens tant que <&(£) > o, & ((3') > o, 

*(r->-P')><>; 

/ f B M p N ( i - B ) T + i ( I - p ) i r - f ' - i ( i - « a ? - i » r h a * * , 
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l'intégrale double ayant un sens tant que & ((3) > o , &($') > o, 

A ( Ï - ? ) > O . A ( Y , - P ' ) > ° ; 

r(P)r(y)r(T-P-y)Fi ( .^ t , , ^ , . , , , 

== /̂  JuV-ivP-i(ir- U— P)Y-'P-P'-1(I—M^)-«(l—P^)-«'^Mq?P 

(w = o, f ^ o , i — a — P = O) , 

(8) 

l'intégrale double ayant un sens tant que .ft ((3) > o, & (P') > o, 

A(y-P-P')>o. 
La fonction F, peut aussi, comme l'a montré M. E. Picard (59), 

s'exprimer par une intégrale simple : 

(9) r ( y F . ( ^ y , ï , v ) 

= r aa-i(i — M ) Y - « - I ( I — Ma?)-P(i — uy)-P'du, 

& ( « ) > o , &(Y — a ) > o . 

Pour démontrer ces résultats, il suffit de constater qu'à l'intérieur 
des cercles de convergence associés, les intégrales (6) et (7), (8) et (9) 
sont développantes en des séries procédant selon les puissances 
de x et y et coïncidant respectivement avec les séries hypergéo
métriques (1), (2) et (3). Cette vérification s'effectue aisément en 
s'appuyant sur les formules élémentaires de la théorie des intégrales 
eulériennes. 

Les formules de transformation des fonctions hypergéométriques 
peuvent se déduire de leurs expressions par des intégrales définies. 

Les expressions des fonctions F , , F 2 , F 3 par des intégrales définies 
permettent d'établir simplement certaines autres de leurs propriétés; 
il est notamment aisé d'en déduire les équations récurrentes qui lient 
les fonctions contiguës. C'est ce qu'on verra à la page 33 de l'Ou
vrage 16. 

6. Développement de F3 / a, a', 1, 1, y, \ i j analogue au déve

loppement de F ( a, 1, y, lj en fraction continue. — L'expression de 

F 3 par une intégrale définie permet de démontrer pour cette fonc
tion une proposition intéressante par son analogie avec le résultat 
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obtenu par Jacobi dans le développement en fraction continue de 

, x r ( a ) r ( T —a) i „ / i \ 

Jacobi détermine le dénominateur Qn (x) de la réduite de rang n 

par la condition que le développement de Q,t(x)<f(x), selon les 

puissances de -> commence par un terme en - ^ - , et obtient pour 

son expression 

Q»(*> " (,,¾ S". I-^-'O -*>^"-"-'4. 

Considérons ( 5 ) la fonction 

. r ( a ) r ( a , ) r ( Y - a —a') i i _ / , i i \ 
?(*» y) = W v — F 3 ( a , a', i , i , Y, - » - • 

T(Y) ^ r V * r/ 

En vertu de la formule ( 8 ) , on a 

T ^ J J ( « - W ) ( j - P ) 
f w^o, P^O, i — u — P^O, / (w , P)^= ua-1

 V^'-1 (Î— u— p)Y -a-«' -J]. 

Proposons-nous, par analogie avec la question traitée par 
Jacobi, de déterminer un polynôme Qm,n {x, y) de degré m-\-n 
tel que le produit 

Q»i,n(*> y) <?(*>?) 

développé selon les puissances de - et - ne contienne aucun 

terme en ———^ » / et k étant des entiers positifs ou nuls tels que 

i -h k < /n n- n ou j -+- k = /7i -t- /i ( / ^ /n; k =4 n); 

O {x .__xl-*yi-«(l-x-y)W+^ 

()rn-hn 
X r^an-m-l va'-t-«-l C r — # y\Y-f-/n wi—oc-oc'-ll 

c)a7 /; i o y w L -7 v J ' J" 

Comme on le voit, l'analogie est complète avec la formule de 
Jacobi; mais elle se poursuit plus loin; en effet, dans le problème de 
Jacobi Q/*(#) s'exprime par un polynôme hyper géométrique 

Qll(a?) = (i —ar)»FU-*-i —y —/i, — n, ^ ^~j' 
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Or on peut donner du polynôme Qm,n (x, y), au moyen delà 
fonction hypergéométrique F 2 , une expression qui généralise la for
mule précédente. En effet, on a 

QffMito y) = (l — x — y)m+n F2 (OL -t- a ' + i — Y — »i — n,—m,— /i, 

' x _ 2 1 _ \ a, a , 9 1 • 
' x n- y — i x-+-y — i/ 

La méthode suivie dans l'étude du développement de l'intégrale ( 18) 
est, avec quelques modifications faciles à apercevoir, un cas particu
lier d'une méthode générale indiquée par Didon (25). 

7. Représentation des quatre fonctions hypergéométriques par des 
intégrales prises le long de contours complexes. — Au paragraphe 6, 
nous n'avons pas donné de représentation pour la fonction F4 ; en 
outre, les formules relatives aux fonctions F , , F 2 , F 3 ne sont valables 
que si les éléments (3, [3', y, y' vérifient des conditions assez restric
tives; il y a donc intérêt à rechercher un mode de représentation 
valable pour ces quatre fonctions hypergéométriques et dans des 
conditions plus larges. 

En partant de la représentation de F (a, [3, y, x) par l'intégrale de 
Barnes on obtient 

<..> ™ * . 

r(a)r(p'), 
r(ï') oo V,:AP;F,. 

- à£>- + ' ' p ' " '> T-±t$$Fïr(-*-y>*, 
t„\ r(«')r(p')p 
<I2> r (T)

 F» 

= - • / 
+l'F(a, p, T + ï> .) ïi3L±imiftAT(-t)i-y)ldi, 

/ m r(«)r(p)F 

2 **v_i. . 

T(T-*-0 

F K ^ p ^ , , ^ " ; ^ ; ; ' ) ^ - ^ - , ) . ^ . 
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Ces expressions sont valables tant qu'aucun des éléments a, a', (3, ji' 
n'est un entier négatif. M. Kampé de Fériet a montré qu'em peut 
condenser les expressions précédentes en une expression unique 
qui fait ressortir le lien existant entre les quatre fonctions hyper
géométriques de deux variables. 

Soit 

= ~J^f f vi.hW-iW-tH-xYC-yYdtdt, 
" *S — £ 90 J / 0 0 

r(oc-r- S4-ea,a'0l,(a'-+-£a,a'S.-l- t) 
I x r( p + s -H eptP.Q r ( y •+- EPtP.j -+-1) r [ T -+- eY,r(s -+- p] j 

' r[a + 6afa .(*-Hp]r[p-HEP ,p'(*H-p] x 

x r(y + 5 + £ r , T ' / ) r ( f+s r , T 'S + 1 ) 

le symbole e^).' ayant la signification suivante : 

ex,X'=° P o u r * 5 ^ \ £X,X=i-

En annulant 2, i, o ou 3 des différences a' — a, (3' — [3, y' — y, on 
obtient comme cas particuliers de la fonction ¢ , les quatre fonctions 
F ! , F 2 , F 3 , F 4 , ou le produit F (a, |3, y, x) F (a ' , £', y', y), ou la 
fonction F (a, (3, y, x-\-y). 

II. — ÉQUATIONS SIMULTANÉES AUX DÉRIVÉES PARTIELLES ( 3 ) . 

8. Les quatre systèmes d'équations aux dérivées partielles. — De 
même que la fonction hypergéométrique de Gauss vérifie une équa
tion différentielle linéaire qui permet de définir cette fonction 
pour toutes les valeurs de la variable indépendante, les quatre fonc
tions Ft, F 2 , F 3 , F4 satisfont à des équations différentielles simul
tanées permettant de les définir pour tous les groupes de valeurs des 
variables indépendantes x ety. 

Ces équations sont les suivantes : 

1 x(\ — x)r -¥• y(\ — a?) 5 + [Y — (cc-H P -H i)a?]/? — $yq — ap.z = o, 

y(i— y)t + x(i — y) s-h [«( — (*+• P ' + i ) ^ ] y - $xp — «.§'z = o, 

(* — y)* — P>-+-P? = <>, 

où la troisième équation est une conséquence nécessaire des deux 
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autres : 

x(\ — x)r — xys -+- [y — (a -f- f* -+-i)x]p — $yq —at$z = o, 

#( i — 07) / -+^54- [Y-— (a •+• P -H 0^]/>— aP^ = o, 

^ ( i — ̂  )* -+-**-+- [Y — (a-H P '-M)7]gr—a'p '^ = o; 

x(i — x) r—y^t — ixys -+- [y — (a -t- p H- i)#]/> 

— (a -h P-Hi)jK£ — ap^ = o, 

y(\ —y) t — xlr — ixys-^- [y' —(a -t- p -h i)y]q 

— (a -+- 3 -H i)^7? — a P * = o. 

F4 

Dans ces équations les lettres p, q, r, s, t désignent, comme il est 

d'usage, les dérivées partielles ^ , ^ , ^ , ^ - ^ , j±. Pour les véri

fier, il suffit d'y remplacer les fonctions hypergéométriques et leurs 

dérivées partielles par leur développement en série double et de cons

tater que le coefficient de xm yn est identiquement nul, quels que 

soient les entiers positifs m et n. 

9._ Théorèmes généraux sur les systèmes de deux équations simul
tanées du second ordre aux dérivées partielles. — Les systèmes 
d'équations aux dérivées partielles vérifiées parles fonctions F 2 , F 3 , 
F4 se ramènent à la forme suivante : 

( r = ai(x9y)s + al(x,y)p-ha*(x,y)q + ak(x,y)zt 

j t =bl(x,y)s-+-b2(x,y)p-+-b3(xiy)q + bl>(x1y)z. 

On peut étendre, à ces systèmes, les théorèmes essentiels de 
Riemann et de Fuchs relatifs aux équations linéaires et homogènes. 

Cette extension repose sur un théorème démontré par Bouquet (20) 
sur les systèmes de p équations aux différentielles totales entre 
n variables indépendantes xK,..., xn et p fonctions de ces variables 
z \ i • • •? ZP-

On dit que le système de p équations 

k = n 

dzj= ^fjM*i> ...,*#•> *i» . . . , *P)dxk (y = i , a, . . . , p) 
k-l 

est complètement intégrable lorsque les np coefficients fj, k véri-
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fient identiquement (c'est-à-dire quels que soient x{, ...,xn,Zi, ..., zp) 

les —-—:—p conditions d'intégrabilité 
i 2 r ^ „ _ ^ ^ 

à*zj _ à*Zj 
àxrdxs ~~ àxsdxr 

ou 
Wbr^àf^ 
âx 

%LTf§ + • - + - ^ / - ^ôAs,àfj,s .àfJtt 

Ceci rappelé, voici le théorème démontré par Bouquet : 

Tout système complètement intégrable — ou les coefficients fj,k 
sont des fonctions holomorphes de xK,..., xn, zs,..., zp dans le 
voisinage du système de valeurs 

ÛC\ = 1iu • • • ! Xn— £w, * l = Ç l , ...,* Zp=$p, 

— admet un système d'intégrales zh (xt,..., xn),..., zp(x{,. . ., xn) 
holomorphes dans le domaine de £ , , . . . , \net prenant respective
ment les valeurs ^ , . . . , ^ pour xK = ^ , . . ., xn = £„. 

Ceci étant, revenons au système d'équations aux dérivées par
tielles (1 ) ; nous allons d'abord supposer que la quantité 1 — aK bK 

n'est pas nulle identiquement, ce qui exclut provisoirement de nos 
considérations les deux premières équations vérifiées par F , . Lorsque 
les coefficients a et b vérifient, en outre, la condition d'intégrabilité, 
que nous indiquerons plus loin, on déduit facilement du théorème 
précédent la proposition suivante : 

THÉORÈME I. — Soit x0, y0 un système de valeurs des variables 
x et y tel que, pour des valeurs de ces variables voisines de x0 ety0, 
les coefficients des équations ( i5) soient holomorphes, et que la 
quantité 1 — aKbK ne soit pas nulle pour x = x0, y=y0; on 
pourra satisfaire aux équations (i5) par une fonction de x et y 
holomorphe dans le.voisinage des valeurs x0, y0, les valeurs de 
cette fonction et des trois dérivées p, q, s étant arbitraires pour 

&= xo,y=yo-

En effet, en différenciant la première des équations ( 15 ) par rapport 

à x, et remplaçant^- par ^ , — par ^ , on obtient deux équations 
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d u premier degré par rappor t à ^ - » ~> d'où l 'on pour ra t i rer ces 

deux quant i tés . On a ainsi 

ds lâs 
T- = ais + «s/î M-a3gr + a t « , j - = Pi* + fap + hq-*- P*?* 

Cela posé, considérons le système des quat re équations aux diffé

rentielles totales, définissant les quatre fonctions z, p, q, s de x çty ; 

(16) 

dz = p dx -\- q dy, 

dp— (aïs -t- a2/? •+• «3̂ f H- a4s) C?J? -+- s dy, 

dq = sdx-\-(bxs -+- 62/> H- 63£ -+-64*•) ^ , 

<r/s = (ai5-+- a2/> -h oc3 «7 -4-a4 3 ) <nte-+- ( P1 s-+- ?2/> -H ?3<7 -+- P**)^» 

Les quatre conditions d' intçgrabili té de ce système se réduisent à 

T .. d^s d*s 
une seule qui est -r—-- == -7—7-> *- dx dy dy dx 

diOLjS 4- ct.2p-ha1.3q -4-oc4s) _ â( Pi s -+- 6a^-4- p3iy -H p4*) 

que nous supposons remplie ident iquement , ce qui veut dire cfue 
i . . , àz \dz dp dp dq dq ds ds 

dans la dérivation on remplace ^ - , ^ , ^ , ^ , ^ - , ^ > ^ par 

leurs valeurs tirées des équations (16) et que la relation obtenue est 

vérifiée ident iquement en z, p, q, s, x ety. 

O n peut donc appliquer le théorème de Bouquet , et l 'on a le 

théorème I qu' i l fallait démontrer . 

Dans ce qui suit, nous appelons couple de valeurs singulières 

un couple de valeurs x ~ \ , y = 't\ tel que pour ces valeurs 1 — av bx 

s 'annule, ou que les coefficients a et b ne soient pas, dans le voisi

nage de ces valeurs, des fonctions holomorphes de x et j , c 'est-à-dire 

développables en séries de la forme 

00' 

0 

Il est, alors, aisé de définir ce qu ' i l faut entendre par une fonction 

satisfaisant aux équations (15). D o n n o n s à ^ une valeur constante j ^ 0 , 

qui ne soit pas une valeur singulière pour les coefficients « et b et qui 

n ' annule pas la quanti té 1 — a, bh. Soit T une por t ion du plan dés x 

l imitée par un contour simple, dans laquelle les coefficients à et b 

http://ct.2p-ha1.3q
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soient des fonctions holomorphes de x et la quantité i — at b{ soit 
différente de zéro, à l'exception de points singuliers isolés les uns des 
autres. Soient x0 et x deux points non singuliers du domaine T; 
joignons-les par une courbe quelconque x0 x située entièrement dans le 
domaine Tet ne passant par aucun des points singuliers ; choisissons 
arbitrairement les valeurs de z et des dérivées p, q, s au point x0. 
Au moyen de la continuité, on pourra en déduire les valeurs de la 
fonction z tout le long de la courbe x0 x. Inversement, on pourra 
laisser x constant et faire varier y. De sorte que l'on pourra toujours 
passer de la valeur de la fonction pour x = x0,y=y0 à la valeur de 
la fonction pour x = xK, y = y\, pourvu que les couples de valeurs 
(#o, y0), (x{, y{) ne soient pas des couples de valeurs singulières. 

THÉORÈME 11. — Si Von a cinq fonctions zK, z2, zz, z$, z$, satis
faisant aux équations (i5), il y a entre ces fonctions une relation 
linéaire à coefficients constants, telle que 

G i ^ j - h C j ^ " * " C"3*3-f- C 4 ^ 4 -4 - C5Z5 = O. 

Corollaire. — Si l'on a quatre fonctions zK, z2, z$, 
aux équations (i5), et telles que le déterminant 

satisfaisant 

D = 

zi %2 *Z £ 4 

Pi Pi P3 Pk 

Ci q* q* q\ 
S\ S% Ss s 4 

soit nul identiquement, il existe entre ces quatre fonctions une rela
tion linéaire à coefficients constants, telle que 

Ci *!-+- C 2 *2-4- C 3 £ a - H C 4 £ 4 = o . 

THÉORÈME III. — Soient zK, zt, z$, zh quatre fonctions satisfai
sant aux équations (i5), le déterminant D vérifie la relation 

rflogD = (a2-+-oL1)dx-h(b3 + $i)dy, 

D = A efr%
 ("3+ a<} " +fyo <*H-P. Wfr 

Soient £ l 5 s2 , zz, zh quatre fonctions satisfaisant aux équations (i5), 
et telles que, pour x = x0, y=y0j le déterminant D ne soit pas nul; 
d'après le théorème III, ce déterminant ne sera nul que pour les 
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couples de valeurs singulières. Nous donnerons à l'ensemble de ces 
quatre fonctions le nom de système fondamental d* intégrales. On 
voit immédiatement, d'après le théorème II, que toute solution des 
équations différentielles peut s'exprimer linéairement au moyen 
des éléments a" un système fondamental quelconque. 

On peut encore démontrer cette proposition en remarquant que, si 
l'on pose 

Z = Ci Z\ - t -02^2 •+• C3,s3-f- C 4 ^ , 

on pourra déterminer les coefficients constants C/de façon que, pour 
00 = x0, y=yo, z, p, q, s prennent des valeurs données d'avance. 
On aura, pour cela, à résoudre quatre équations du premier degré 
dont le déterminant D est différent de zéro, puisque zK, z2, z3, zk 

forment un système fondamental d'intégrales. 
Supposons, dans les équations (i5), que, lorsqu'on laisse une des 

variables constantes, y=i\ par exemple, les coefficients soient des 
fonctions uniformes de x dans une région T du plan des x et n'y pré
sentent qu'un nombre fini de points dont les affixes forment avec r 
des couples de valeurs singulières. D'après le théorème I, une inté
grale quelconque z des équations différentielles sera une fonction 
de x holomorphe en tous les points situés dans la région T, excepté 
aux points singuliers en question. 

Soit £ un de ces points singuliers, et soient zK, z2, z3, zk les élé
ments d'un système fondamental d'intégrales. Supposons que, 
y restant égal à Y;, la variable x fasse le tour du point \ en restant 
dans le domaine T, et appelons (zt), (z2), (z3), (z*) les nouvelles 
valeurs que prennent les intégrales quand le tour est accompli. Ces 
nouvelles fonctions sont encore des solutions des équations, et, 
d'après ce qui précède, elles forment encore un système fondamental. 
On a donc 

(st) = X/1^1-+-Xrt^ î-t-X/3^3-HX,-4^4 (t = i, 2, 3, 4) , 

le déterminant des constantes X^ étant différent de zéro. Les consé
quences de ces relations sont analogues à celles qui se présentent, 
dans la théorie des équations différentielles linéaires à une variable 
indépendante (voir, par exemple, les Annales de V'Ecole Normale, 
t. VI, Mémoire de Tannery, p. 134 et suiv.). 

10. Intégrale générale des systèmes d'équations aux dérivées par-
MÉMORIAL DES SC. MATH. — N° 3 . 2 
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tielles des fonctions F 2 , F 3 , F 4 . — Voici comment on peut déter
miner les intégrales générales des équations F 2 , F 3 , F 4 , qui rentrent 
dans la catégorie des équations que nous venons d'étudier. 

i° Equations de F2 . — Dans les équations de F2 posons 

z — x'-yV-z', 

X et [JL désignant deux indéterminées. Nous obtenons pour les équa
tions vérifiées par la fonction z' des équations qui prennent la même 
forme que les équations de F 2 , si l'on annule simultanément les 
deux expressions 

X ( X H - Y — Ï ) , ^( fH-Y'— O, 

ce qui nous donne quatre combinaisons pour déterminer X et u,, 
La combinaison X = o, \k = o redonne identiquement les équations 
de F2 Finalement nous obtenons pour l'intégrale générale des équa-r 
tions de F2 

z= AF 2 (a , p, p', y» Y'> *, JO 
+ Bo;i-TF2(a.+ i - ï , p -t-Ï - y, p', 2 - y, y', x, y) 

+ 0 / 1 - 1 7 ^ + 1 - / , p, P ' + i - y ' , y, *-i,x,y) 

-H Dxi-y yi-Y F2(« + 2 - y —y', P-H r — y, P'-Hi-y' , 2 — y, 2 — y', x,y), 

A, B, C, D étant des constantes arbitraires. Cette intégrale, dans 
laquelle on considère y comme une constante, est, dans le voisinage 
du point singulier x = o, de la forme trouvée pour le cas général. 

20 Equations de F 3 . — Les équations F 3 peuvent, par un chan
gement dé variables^ se ramener à la forme F2 . Comme on connaît 
l'intégrale générale des équations de F2, il en résulte l'intégrale 
générale des équations de F 3 

* = Aa7-«^-*'-Fj l a •+- a'— y 4-1 , à, a',-a— p + 1 , a'— P'4-1, l > — ) 

+-B*-P7-* 'F 2 ^p ' -h-a ' -Y -h i , p, a', .p - « H - i, a ' - p ' + ! ; I , ± \ 

-h Ga7~«^-P'F2^a-h^^-YH-l ,a ,- g', a — p + l,* ?'—a'-H i / i , —) 

. + D ^ P r - P ' F 1 ( p + p ' - Y + i i p , p \ p ^ « + I > p ' _ « ' + I | I f ' i ^ 
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Notamment la fonction F3 (a, a', (î, P',. y, x, y) qui est une inté
grale particulière des équations doit pouvoir s'exprimer sous la forme 
précédente; effectivement en posant (4) 

*/i / \, x , .r(Y)r(p — *)r(ff — n) 

on a (16, p. 43) 

F3(a,a',p, p',Y,tf,.r) 
= /(*y,P,P>-aJK-a 'F2(Wa'-y4-^^ 

+ / ( P , « ^ a , P > - ^ a ' F 2 ( p + a'-Y + I ,p ,a^p^a4-I ,a ' -p'4-I ,^ , i ) 

+/(P,P^a ,«>-Pr- p 'F 2 (p^-p , -Y + I , P J ^ P - « + I ^ ' - « , + I ^ ^ ) • 

3° Equations de F 4 . — En faisant dans les équations F4 la substi
tution z = xlyV-z', on obtient pour z' des équations qui se ramènent 
aux équations de F4 pour des valeurs de X et [x aisées à déterminer. 
On obtient ainsi quatre intégrales particulières des équations de F4 ; 
d'où l'intégrale générale 

z= AF4(oc, p, y, y', x, y) 
+ Ba?»-YF4(« + i - Y , p-*-i — y, 2 - y, y', x, y) 
4-G ix»-Y'F4(a4-i-y', P 4-i - y', y, 2 — y', x, y) 
+ Da?i-Yixi-Y'F4(a4-2 — y — y', p 4-2 — y —y', 2 —y, 2 —y', x, y). 

Remarque. — La méthode employée pour obtenir l'intégrale 
générale des équations F 2 , F 3 , F4 tombe en défaut lorsque les élé
ments a, a', [3, j3', y, y' prennent certaines valeurs spéciales; pour F 2 

et F4 il faut supposer que ni y, ni y' ne sont entiers; pour F 3 qu'au
cune des deux différences a — j3, a'— (3' n'est un entier; dans le cas 
contraire il se passe un fait analogue à ce qui se produit pour l'équa
tion de Gauss dont l'intégrale générale contient un terme loga
rithmique lorsque y est entier. 

11. Intégration du système de la fonction Ff". — Comme on 
Ta déjà remarqué, les théorèmes généraux du paragraphe 9 ne 
s'appliquent plus aux équations de la fonction F{, car pour ces 
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équations i — a{ bs = i — ( — - ) ( ] est identiquement nul. Si 

nous différentions la première équation par rapport à y, la deuxième 
, dr dt . ds 

par r a p p o r t a i et si nous remplaçons —- et — respectivement par — 
et —•, nous avons deux équations du premier degré en -r- et -r-> entre 
lesquelles nous pouvons éliminer ces deux quantités puisque le déter
minant de leurs coefficients est nul; on obtient ainsi une équation 
qui, simplifiée à l'aide des équations de F n se réduit à 

(x —y)s — p'/? 4- p? = o. 

La fonction Vt vérifie donc aussi cette équation, qui est une consé
quence des deux autres. Elle vérifie donc trois équations linéaires 
simultanées de la forme 

!

r = axp 4- a2q 4- a3z, 
t = bxp 4- b2q 4- 63s, 
S = cxp 4-c2# 4- c3.z, 

les a, b, c étant des fonctions de x ety, et les conditions d'intégra-
i .,• , dr ds dt ds . , . , . 
bihte j - = -r-» T-==-r-étant remplies quels que soient z, p, q, x 
et y. En considérant le système des équations aux différentielles 
totales, complètement intégrable, définissant z, p,q en fonction de x 
ety 

! dz = p dx 4- q dy, 
(18) < dp = (aip 4- a2q 4- azz)dx -h(cxp 4- c2q 4- c3z)dy, 

f dq = (cxp 4- c2q 4- csz) dx 4- (b^p 4- b2q -h bzz)dy, 

on pourra appliquer à ce système le théorème de Bouquet déjà cité, 
et l'on verra que : 

THÉORÈME a. — Si pour x = x0, y = y0 les coefficients a, b, c 
sont holomorphes, on pourra satisfaire aux équations (17)/?«^ 
une fonction z de x et y holomorphe pour x = x0, y = y0; les 
valeurs de cette fonction et des dérivées p et q étant arbitraires 
pour x = xQ,y=yQ. 

THÉORÈME b. — 5 / Von a quatre fonctions zK, z2, z3, z4 vérifiant 
les équations (17), il existe entre ces fonctions une relation 
linéaire à coefficients constants 

CiZj 4- C 2 £ 2 4 - Ga-s34- C 4 s 4 = o. 
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Corollaire. — Si l'on a trois fonctions *,, z2, zz vérifiant les 
équations (17) et telles que le déterminant 

A = 

Zi z% z3 

Pi P2 Pi 

q\ qt q* 

soit nul identiquement, il existe entre ces fonctions une relation 
linéaire à coefficients constants. 

THÉORÈME C. — Si Von a trois fonctions zK, z2, s3 vérifiant les 
équations (17), le déterminant A satisfait à la relation 

tflogA = (ai 4- c2) dx -v- (ci4- b2) dy. 

Les conclusions qu'on tire de ces théorèmes relativement à l'inté
grale générale des équations (17) sont analogues à celles du para
graphe précédent; on a un autre exemple dans les Mémoires 12 
et 13. 

Dans le cas particulier des équations F x , on a 

A = Aa??'-Y^P-Y(i — a?)Y-«-P-i(i— y)y «-P'-i(* —^)-<P+P'>. 

12. Tableau des soixante intégrales des équations de la fonction F<. 
— De même que Véquation différentielle de la fonction hyper-
géométrique de Gauss admet vingt-quatre intégrales de la forme 

*'(i — *)'"F(X, JA, v, p , 

t étant rationnel et du premier degré en x, il est possible de 
trouver soixante fonctions du type suivant : 

xl ( Ï - . xynyV ( , —y)m' (x _ y)n F l ( X , (X, [x', v, *, * ' ) , 

£ e£ £' étant rationnels en x et y, vérifiant le système d'équations 
aux dérivées partielles de F 4 . 

Pour obtenir le tableau de ces 60 intégrales, il suffit d'employer 
une méthode indiquée par M. Goursat (32) qui est l'extension au cas 
de deux variables de la méthode que l'on, peut suivre pour former le 
tableau des 24 intégrales de Ruminer. La méthode de M. Goursat 
repose sur la proposition suivante : La fonction 

rh 

? ( ^ , 7 ) = / wP+P'-ï(w — i)y-*-i(tt — x)-$(u — y)-$' du, 
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0¼ g et h désignent deux des cinq quantités or\, oo, x, y, est une 
intégrale du système d'équations aux dérivées partielles de Ff. 

Pour démontrer cette proposi t ion, due à M. E. Picard ( 6 0 ) , il 

suffit de calculer les dérivées partielles />, q, r, s, t de la fonction z 

et de subst i tuer leurs valeurs ainsi trouvées dans les équat ions de F , . 

Mais il est préférable (64 , t. III, p . 319) de former les équat ions 

vérifiées par la fonction 

* ( x , y ) = / (u — «! )''i-i (u — a t )V-i (u — apX-i ( u — 7)^-1 du7 

on trouve ainsi que g et h étant deux des quanti tés a1? a 2 , 00, et xy 

y; X, [JL étant tels que l ' intégrale ait un sens: 

O n a, par un calcul que l 'on trouvera développé à la page 56 de 

l 'Ouvrage 16, le résultat suivant : 

rh 
z(x,y) = / uP+P'-y(u — \)y-*-i(u — x)-P(u—y)-P'du 

s 

vérifie les équations de¥h. 

En prenan t pour g et h deux des cinq quant i tés o, 1, 00, x, y-, 

nous obtenons ainsi dix intégrales part iculières des équations de F x . 

Les dix intégrales z s'expriment au moyen de la fonction F , ; 
si, à chacune de ces dix fonctions F{, on applique cinq transfor

mations connues, on obtient le tableau des 60 intégrales du 

système d'équations aux dérivées partielles de la fonction F f . 
Les équations de la fonction F , n 'admet ten t que trois intégrales 

l inéairement indépendantes ; par conséquent si l 'on considère 4 des 

60 intégrales du tableau précédent , elles doivent être liées par u n e 

relation l inéaire. 

Ces relations ont été formées par M. Le Vavasseur dans sa Thèse , 

où leur énoncé occupe les pages 76 à 112; nous ne pouvons donc 

songer à les reprodui re toutes ic i ; nous avons donné une idée de la 

méthode suivie et des résultats acquis aux pages 65 à 68 de l ' O u 

vrage 16. 

13. Équations adjointes des équations de F M F 2 , F 3 , F 4 . — Étant 

donnée une équation linéaire aux dérivées partielles du second ordre 

1 / v i à'2 u à1 u „d*u _ du _ du 
ciUCw/) = A T - 4 - 2 B -r—r- 4 - G - 3 - - 4 - D — 4 - E — 4 - F w = o, 

dx2 dxày dy2 dx dy ' 



SUR LES FONCTIONS HYPERGÉOMÉTRIQUES DE PLUSIEURS VARIABLES. &3 

on désigne sous le nom d'équation adjointe de cette équation, 
l'équation 

* ( P > - £ < A O + . ^ < B P ) + £ ( C P ) - £ < D , ) - | - ( E , ) + F ^ . 

Ceci rappelé, considérons les trois équations vérifiées par la fonc
tion u = Fx(a, (3, [3', y, #, y). Pour les adjointes de ces équations, 
on a la proposition : 

Les trois équations adjointes de la fonction F , (a, (3, (3', y, x^y) 
sont les équations de la fonction 

F!(2 —a, i— p, i— P', 3 — y, x, y). 

En particulier, les trois équations vérifiées par la fonction 

sont identiques à leur adjointe. 

Des calculs analogues aux précédents conduisent, pour les autres 
fonctions hypergéométriques, à la proposition suivante : 

Les équations adjointes des équations des fonctions 

*"«(«, P, P', T,T>>/); F3(a, a', p, p', y, x, y); F4(a, p, y,, y', x} y) 

sont respectivement les équations vérifiées par les fonctions 

F2(2 —a, i —p, i - P ' , 2 —y, 2 —y', x, y); 
F 3 ( [ - a , i - a ' , i - p , i - p - , 3-"y,* f>)r-
F4(2— a, 2 — p, 2 — y,-2 - y ' , X, y). 

En particulier, les équations vérifiées par les fonctions 

F^i, l-*^> i, i, x,y); F3Q, i , ,̂ ^ , - , x, yy, F4(i, i,.i, i , ^ > ) 

sont identiques à leurs adjointes. 

14. Équations différentielles des fonctions F<, F2, F3, F4 consi
dérées comme fonctions d'une seule variable. — Au n° 7, nous avons 
étudié quelques propriétés des systèmes de deux équations aux déri-
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vées partielles de la forme ( i5) en supposant la quantité i — a1b1 

non identiquement nulle. 
Supposons que dans la fonction z(x, y) la variable y garde 

une valeur constante y=y0j alors la fonction vérifie une équa
tion différentielle linéaire du quatrième ordre 

dkz . , • . d3z 4 , N d%z 
A o ^ J r o J ^ + A 1 ( o ? - , i r o ) S î + A 1 ( a r > j r 0 ) _ 

4 - A 3 ( ^ , j ^ 0 ) ^ 4- Ai(x: yQ)z = o. 

On pourra appliquer à l'étude de cette équation les méthodes clas
siques de Fuchs. De même z considérée comme fonction de y seul 
(x = x0) satisfait à une équation différentielle du quatrième ordre 
en y. 

Si nous considérons, par exemple, le système vérifié par la fonc
tion F 3 nous obtenons, pour F 3 considéré comme fonction de x seul, 
l'équation du quatrième ordre 

4 / . d k z k . .d*z . . d*z 

^rXz(x,y)-£c + A ^ j ) ^ o , 

où les coefficients ont les valeurs suivantes : 

A0=x*(i — x)[(i — x)(i—y) — i], 
A1 = o?[(i — x)(i— y)-— i] [y-+-2 — (a-h p 4- 5)x] 

4-37(1 — ̂ ) [ ( a ' 4 - p ' - Y - i ) r — ( a 4 - p 4 - 3 ) # ( i - j p ] , 
A 2 = [ y 4 - i - ( a 4 - P 4- 3)#] f (a ' - p ' - y - i)y — (a 4- P 4- 3)x(i—y)] 

— x[(i — x)(i—y)—i] [ 2 a P 4 - 3 a + 3 p 4 - 5 ] —(a-hi)(P4-i)a? —a'P>, 
A8 = - ( a 4 - i ) ( p 4 - i ) î ( a ' 4 - p / - y — i ) y - ( a 4 - P 4 - 3 ) ^ ( i - y ) 

4- [ y - (a 4- p 4- i)x] (i - y) \, 
A4 = aP(a 4- i ) (P 4 - 0 ( 1 - ^ ) . 

Pour les fonctions F 2 et F 4 , on obtiendrait des résultats entière
ment analogues. 

Supposons au contraire que l'on parte d'un des systèmes étudiés au 
paragraphe 11 quand on y considère z comme une fonction de x 
seul z(x) = z(x, y0); on obtient pour z une équation différentielle 
linéaire du troisième ordre 

_. dsz ' . , . . d2z _. . . dz _. . N 
Bo(a? ' y)dx~* "*" B | (ar» y) dx~* "*" B2(a? ' y) dï "*" B3(a? ' y)z = °" 

Ce cas est en particulier celui de la fonction F 4 . 
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III. — EXTENSION AUX FONCTIONS DE DEUX VARIABLES 

DU PROBLÈME DE RIEMANN. 

15. Historique. Recherches de M. E. Picard relatives à F,. — 
Dans un Mémoire célèbre, Riemann a défini la fonction hypergéo-
métrique d'Euler et de Gauss, comme fonction d'une variable com
plexe x, par ses trois points critiques et les exposants relatifs à ces 
points, exposants assujettis à une relation convenable. Le Mémoire 
de Riemann est fondamental : il forme la base des recherches de 
Fuchs sur les équations différentielles linéaires {Journal de Crelle, 
t. 66), recherches qui ont été exposées et complétées par Tannery 
(Annales de VÉcole Normale supérieure, année 1874). Les mathé
maticiens Gauss (28) et Kummer (48) ont donné des relations 
linéaires à coefficients constants entre trois des intégrales de l'équa
tion différentielle de la fonction hypergéométrique; mais comme ils 
se sont placés au point de vue des valeurs réelles delà variable, les 
formules qu'ils ont obtenues présentent quelques difficultés quand 
on veut passer aux applications. Ces difficultés ont été levées par 
M. Goursat dans sa Thèse (30); la méthode de Riemann est encore ici 
le fil conducteur. 

Un problème analogue à celui de Riemann se pose pour les fonc
tions hypergéométriques de deux variables. C'est à M. Emile Picard 
qu'on doit la solution de la question, dans le cas d'une fonction de 
deux variables vérifiant trois équations aux dérivées partielles linéaires 
simultanées du type considéré dans le paragraphe 11 (59, 60). 
M. Emile Picard est, par cette voie nouvelle, conduit à la fonction Fv 

Nous ne pouvons ici exposer sa méthode en détail; nous renver
rons soit à son Mémoire des Annales de VEcole Normale, soit à 
l'Ouvrage (16), pages 76 et suivantes. Pour les fonctions F 2 , F3 , F 4 , qui 
vérifient deux équations aux dérivées partielles simultanées du type 
du paragraphe 9, on peut traiter le même problème en partant des 
méthodes de Pochhammer (67); c'est ce qu'a fait M. Goursat (n° 16). 

Ces recherches montrent que les fonctions F , , F2 , F3 , F4 constituent 
les généralisations de la fonction F aussi bien du point de vue de 
Gauss que de celui de Riemann. 

16. Recherches de M. Goursat relatives aux fonctions F2, F3 et F4. 
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— En s'appuyant sur les résultats de Pochhammer, M. Goursat (33) 
a montré que les fonctions F 2 , F 3 , F4 peuvent être définies par leurs 
points critiques et les exposants correspondants. M. Goursat retrouve 
la fonction F 3 comme solution d'un problème analogue à celui de 
Riemann. Il existe effectivement une fonction z(x) remplissant les 
conditions du problème; cette fonction satisfait à une équation 
linéaire du quatrième ordre complètement déterminée 

d*z sd*z d-z . dz . . '. 

où les coefficients ont des valeurs telles que si l'on remplace la 

constante c par sa valeur y , l'équation s'identifie immédiatement 
y — j i 

avec celle que vérifie la fonction F3 considérée comme fonction de x 
seul. Donc le problème posé conduit directement à la fonction F 3 . 

17. Résultats de M. E. Picard. Groupe des équations de F, . Fonc
tions hyperfuchsiennes déduites de F , . — A l'étude du système 
d'équations aux dérivées partielles de F<, envisagé à un point de vue 
connexe de celui des paragraphes précédents, se rattache un ensemble 
de travaux de M. E. Picard (63) dont nous ne pouvons que résumer 
les résultats les plus importants. D'abord l'intégrale générale des 
équations de FK n'est pas une fonction uniforme de x et y, il y a 
donc lieu de chercher comment elle se transforme lorsque les 
variables x ety tournent autour d'un des points singuliers 

x - o , y = b^o, I, oo, 

x = i, y = b 5*0; i,oo, 

C'est le problème de la détermination du groupe des équations 
deF^ 

M. Picard considère trois intégrales particulières de ces équations : 

(Oi= / Y du, u>2= / V du, w 3 = / Y du, 
JQ *SQ *^0 

V =s MP+P'-Y( u - i)Y-*-» (u — x)~$(u-y)-V 

qu'il met sous la forme suivante : 
Wi = U.c—U 0 , t o 2 = U r — U 0 j w 3 = U 1 — U 0 
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en posant 

U..r= f Y du, \}y- f Y du, 
0 ° ° 

Uo= f Y du, U,== f Y du, « . = Ç Y du, 

u0 désignant un point arbitraire du plan de la variable u, les chemins 
d'intégration étant des courbes, ne se coupant pas, joignant u0 aux 
points x, y, o, i, oo, disposées en éventail autour de u0 dans l'ordre 
(de gauche à droite), o, x, \,y, oo. On étudie alors comment varient 
les U lorsqu'on fait décrire à x un circuit autour du point o, puis 
autour du point i, etc.; des formules de transformation des U s e 
déduisent immédiatement celles des o>, d'où le groupe de F | qui con
tient cinq substitutions fondamentales. Voici, par exemple, celle qui 
correspond à la circulation dans le sens direct de x autour de l'origine : 

10; = e«*+P'-Y>w/w'i, 

w'.2 = to24- [e*u-P>itf— i]aj!, 

wî, = w 34- [eîti-P)iw"— i ] W l . 

A l'étude du groupe de Fj se rattache le problème connexe de 
l'inversion du quotient de deux intégrales : à quelles conditions 
les fonctions x (s, t) et y (s, t) définies par les équations 

«>i(x,y) = , <*t(x,y) = t 

u»(x,y) ' <»i{xiy\* 

sont-elles des fonctions uniformes de s et t. 
On sait (64, t. III) que le même problème, résolu pour l'inversion 

du quotient de deux intégrales de l'équatian hypergéométrique, 
conduit à une classe particulière remarquable de ces fonctions que 
H. Poincaré a appelées fuchsiennes. 

M. E. Picard (61) a démontré que, pour que l'inversion se fasse 
d'une manière uniforme, il faut que dix nombres soient les inverses 
d'un nombre entier positif ou négatif. 

Tous les systèmes de nombres vérifiant ces conditions ont été 
déterminés par M. Le Vavasseur (51, p. i i3-iC;i) qui en a trouvé 102. 

Lorsque l'inversion conduit à des fonctions x et y uniformes, ces 
fonctions rentrent dans la classe de fonctions que M. E. Picard a appe
lées hyper fuchsiennes et dont il a fait l'étude. 

M. E. Picard a considéré (62) spécialement le cas qui correspond à 



28 PAUL APPELL. 

F4 (-zy -> -> i, x,y ) ; les intégrales w des équations de F< sont ici 

de la forme 

' [û(u—i)(u — x)(u—y)] *du. 

Les fonctions uniformes x (s, t) et y (s, t) jouent dans la théorie 
des fonctions abéliennes auxquelles conduit la relation algébrique 

p3 = u(u — i)(u — x)(u—y) 

le même rôle que la fonction modulaire dans la théorie des fonctions 
elliptiques. 

IV. —- RÉDUCTION DES FONCTIONS HYPERGÉOMÉTRIQUES DE DEUX VARIABLES. 

18. Considérations générales. — On peut concevoir de deux 
façons différentes le problème de la réduction : 

Premier mode de réduction, obtenu en supposant y fonction 
de x^ ou réductions de première espèce. — Imaginons un système 
d'équations aux dérivées partielles linéaires et homogènes simultanées 
dont l'intégrale générale z est une combinaison linéaire à coefficients 
constants d'un certain nombre p de fonctions linéairement indé
pendantes zK, z2, . . ., Zp 

(19) z = C1^14-C2^24-.. .4-Cp3p. 

Les variables indépendantes sont supposées être au nombre de 
deux, x ety ; z{, z2, . . ., z? sont des fonctions de x ety. Si alors on 
établit une relation quelconque y=f(x) entre x et y, z devient 
fonction de x seul et vérifie une équation différentielle linéaire et 
homogène d'ordre p. Mais, quand y est une fonction spéciale de x, 
définie par une équation différentielle non linéaire d'ordre p •— 1, 
z vérifie une équation linéaire et homogène d'ordre p — 1. L'équation 
différentielle non linéaire qui donne y en fonction de x est Véquation 
différentielle réductrice ; son intégrale générale est 

(20) Ki^14-K2S24-...4- Kp3p= o, 

avec p — 1 constantes qui sont les rapports des constantes K,, 
K2, . . . , Kp, à l'une d'entre elles. 
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Deuxième mode de réduction. — En se plaçant dans l'hypothèse 
d'une fonction z de x et y définie par un système d'équations aux 
dérivées partielles linéaires et homogènes simultanées, dont l'intégrale 
générale est de la forme (19) et dont les coefficients sont rationnels 
en x ety, on peut dire que ces équations ne sont pas irréductibles 
et par suite qu'il y a réduction, quand il existe une intégrale z 
vérifiant des équations analogues», à coefficients rationnels, dont 
l'intégrale générale renferme moins de p constantes arbitraires. Si 
cette nouvelle intégrale générale renferme p-r-o- constantes arbitraires, 
on peut dire que la réduction est d'ordre ¢7. 

Nous allons envisager successivement ces deux points de vue. 

19. Réductions de première espèce. Premier cas de réduction. — 
Soit z une fonction des deux variables indépendantes x et y 
satisfaisant à deux équations différentielles linéaires aux dérivées 
partielles de la forme (i5) qui admettent quatre intégrales 
communes linéairement indépendantes. Si l'on établit une relation 
entre y et x, y=f(x), l'intégrale générale z des équations ( i5) 
devient une fonction de x seulement, et cette fonction z satisfait, 
en général, à une équation différentielle linéaire du quatrième ordre; 
mais, pour certaines déterminations spéciales de la fonction f(x), 
cette fonction z de x pourra satisfaire à une équation différentielle 
d'ordre moindre que 4-

Voici comment on obtiendra ces déterminations particulières 
de f(x) (8). On a, puisque z dépend de x directement et par l'inter
médiaire de y, 

dz , 

à?z , M ,„ „ 
— = r-+-isy + ty*+qy , 

y1 et y" désignant les dérivées de y par rapport à x, tirées de la 
relation y = f(x). En vertu des équations, ces expressions deviennent 

dz , 
3 5 = ^ + ^ -
d2z 
— =s(at 4-2/4-61/ 2 ) + ^ ( ^ 4 - 6 2 / 2 ) 

4-?(a34-63/2 4 - / ) 4- *(a44- bhy'*). 

Donc la fonction z de x vérifiera une équation différentielle du 
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deuxième ordre facile à former, si Ton peut trouver une fonction y 
de x remplissant les deux conditions 

ai + 2 / -4- biy'*= o, 

«3 -+• b3y'2 4- y" = (a2 4- b2y'i)y'. 

Il pourra ne pas exister de fonctions y de x vérifiant ces deux 
équations; c'est même ce qui arrivera en général. 

Voici comment on obtient les déterminations de / ( # ) pour 
lesquelles z vérifie une équation linéaire et homogène du troisième 
ordre. Nous avons trouvé plus haut 

d*z 
dx* 

m(i*-*-7ip + T*q-+-ti*, 

où y4, y2, y3, y4 sont les coefficients qui viennent d'être calculés et 
qui contiennent^' ety'. En prenant encore une fois la dérivée par 
rapport à x, on a 

dx* *l\dx^ dyy / ^ \dx^ dyy ^ dy,y ) ^ ' " 

et, à l'aide des équations (16), on pourra mettre cette équation sous 
la forme 

dsz ^ * 
^ =81*4-82/?-+-83? 4 - M , 

les coefficients 8/ contenant x, y, yf, y", y'". Une nouvelle dérivation 
donne, après un calcul analogue, 

d'*z 
— = e, s 4- e2/> 4- z*q 4- e4 z, 

les e£ contenant ^, y, y!, y", y"f etylx. On a alors, par élimination 
de s, p,q, l'équation linéaire et homogène du quatrième ordre prévue 

dz 
dx y 

d*z 

dx* 

d*z 

dx3 

d^z 

dx1* 

— Y * * Y» Y2 Y3 

— Ô 4 S Ôi 

— e 4 2 Sy e2 e3 

C'est là le cas général. 
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Pour qu'il existe une équation linéaire du troisième ordre à 
laquelle satisfasse z, il faut et il suffit que l'on ait 

81 82 83 

( a O Yi Y, Y3 

0 1 y 

ce qui est une équation différentielle du troisième ordre donnant 
y en x. 

Cette équation différentielle (21) est attachée, d'une façon 
invariante, aux équations données (i5). On peut l'appeler l'équation 
différentielle réductrice. 

Intégration de r équation différentielle réductrice. — Les 
équations aux dérivées partielles ( ID) admettant quatre intégrales 
communes linéairement indépendantes zt, z2, z3, zk fonctions de x 
et y, leur intégrale générale contient linéairement quatre cons
tantes arbitraires C ( , C2, C3, C4. Mais si l'on établit entre x et y 
une relation de la forme (20) où K<, R2, K3, R4 sont des constantes, 
la fonction z devient fonction de x seul et ne contient plus linéai
rement que trois constantes; elle vérifie donc alors une équation 
différentielle linéaire du troisième ordre p — 4-

L'intégrale générale de l'équation réductrice (2 1 ) définissant y en x 
est fournie par la relation donnant y en fonction de x et de trois 
constantes arbitraires qui sont les rapports de trois des quan
tités K|, K2, K3, K4 à la quatrième (52, 14). 

Les théorèmes généraux qui donnent les intégrales des équations 
simultanées F 2 , F 3 , F4 (13) fourniront des exemples de ces 
considérations générales. 

Inversement, si l'on connaît l'intégrale générale de l'équation 
différentielle réductrice (21), on en déduit l'intégrale générale du 
système (i5), par l'intégration d'une différentielle totale à deux 
variables. 

20. Réduction de première espèce. Autres cas de réduction. — 
On obtient des cas analogues plus simples en supposant qu'une 
fonction z de x et y vérifie comme F \ trois équations différentielles 
simultanées; ou deux équations de la forme 

( i? = « i ? - + - « 2 * , 

1 s- bxq-+b%z, 
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ou enfin deux de la forme 

(23) p =az, q = bz, 

21. Réductions de seconde espèce. — Cas de réduction des 
fonctions hypergéométriques. — En se plaçant à un autre point de 
vue sur l'irréductibilité des systèmes d'équations différentielles à 
coefficients rationnels en x et y, on peut considérer les cas de 
réduction suivants. 

D'abord, pour chacune des fonctionsF2, F 3 , F 4 , il y aura réduction 
du premier, du second ou du troisième ordre, si, pour certaines 
relations établies entre les éléments a, (3, a , (3', y, y' qui y figurent, 
cette fonction vérifie, non seulement un système tel que ( i5) , mais 
un autre système tels que ceux du numéro précédent, avec des 
coefficients rationnels en x et y. 

De même, pour la fonction F n il y aura réduction du premier ou 
du second ordre si, sous certaines conditions imposées aux éléments 
a, (3, (3', y de F , , cette fonction vérifie, non seulement un système tel 
que (17), mais un autre système tel que (22) ou (23) avec des 
coefficients rationnels en x et y (15). La recherche systématique de 
tous ces cas de réduction est un problème très digne d'intérêt. Nous 
nous bornerons ici à donner des exemples. 

Exemples de réduction du premier ordre. — La formule 

Fi(a, p, P', y, x,y)=(i-y)-ï'F3(*, y - a , p, P', y, x, ^yj 

donne, en changeant j ' en _ > 

F3(*, a', p, P', y, x, y) = ( I - r ) - P ' F 1 (a, p, p', y, x, ^jj 

sous la condition unique a + a'==y. La fonction F 3 , dans laquelle 
cette condition est remplie, vérifie donc non seulement deux 
équations du type (i5), mais, comme F , , trois équations du type (17) 
à coefficients rationnels ; la condition est donc une condition de 
réduction du premier ordre de F 3 . 

Exemple de réduction du second ordre de F 3 . — Considérons 
les deux équations suivantes de la forme (22) que nous écrirons 
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d'une manière symétrique 

0 — x)p—(i—y)q—'kz = o, 
(24) . 

( (xy — x— y)s— n(i — x)p-+-v(\— y) q 

\, [A, v désignant des constantes données différentes de zéro. 11 existe 
une fonction particulière F 3 vérifiant ces équations. Les cinq éléments 
a, a', (3, [3', y qui figurent dans F 3 vérifient les cinq équations 
suivantes : 

(25) a 4 - p 4 - a ' 4 - p , — 2Y = o, (a - p ) 2 - (a' - P';2 = o, 

(26) 1 + p — a' — P'— 3.1 = o, «P4-Xv = 0, a'p'4-A(JL=o. 

Les deux premières (25) indépendantes de \, \K, V donnent les 
conditions nécessaires et suffisantes que doivent remplir a, (3, a', (3', y 
pour que la réduction ait lieu ; les trois autres (26) donnent ensuite 
X, [Ji et v. Comme la fonction F 3 ne change pas quand on permute 
a avec (3 ou v! avec [3', on peut toujours réduire la seconde des 
relations (25) à a — (3 = a' — p'. Dans cette hypothèse, les équations 
(24) admettent l'intégrale particulière F 3 , les éléments de cette 
fonction étant donnés par les relations 

<X4- P =» X4- p — v, a p = —Xv, Y = [ J L — v, a'=oc — X, P '= p — X. 

La fonction F 3 correspondante peut s'exprimer à l'aide de la série 
hypergéométrique de Gauss. 

V. — LES FONCTIONS HYPERGÉOMÉTRIQUES DE n VARIABLES. 

22. Définition des fonctions hypergéométriques de Lauricella. 
Leurs propriétés. — Le procédé, utilisé au paragraphe 2 pour 
former des séries à deux variables généralisant la série hypergéomé-
trique de Gauss, est susceptible de s'étendre, sans d'ailleurs mettre 
en jeu aucune idée essentiellement nouvelle, à la formation de séries 
hypergéométriques de n variables. Celte extension a été faite par-
Lauricella (50) dans son Mémoire Sulle funzioni ipergeometriche 
a piu variabili, dont nous allons exposer brièvement les résultats. 

Formons le produit des n séries hypergéométriques 

F(«i, pi, Yi, a?i), F(a2, p2, y2, x2), . . . , F(a„, pn> y», xn). 
MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 3 . 3 
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Le terme général aura pour expression 

(«i» "*i)(Pi> mû (a , , m,>(Pf, m2) ### (ou, m») (P* , «*») y m . . . m xmn . 
(yi , m,) (i, mt) ( Y ^ m 2 j ( i , //i2 ) "" fy», m » ) ( i , m») 4 

Considérons, dans ce terme général, le produit de p facteurs, 

( i £/>£»> 
( o , , iny) ( a / + i , i 7 i ; + i ) . . . ( a 7 + p . i , m ; + p _ i ) , 

et remplaçons-le par l'expression 

(a, iwy-f- my + i4- . . .H"/»t/+/i- i ); 

répétons la même opération sur un ou plusieurs des groupes de 
produits de facteurs (a, m), puis sur des groupes de facteurs ^ ( ^ m) 
et de facteurs (yy m ) ; le terme général ainsi obtenu définira nae 
série hypergéométrique de n variables. Telles sont les quatre fonc
tions suivantes : 

F^(a, p4, . . . , p^Yu . . . , y», . . . , x^ xn) 

2 (a, vu 4-.. .4- m») (Pu mi)...(Pit, "**) ^ ^ . 
(yi, m1)...(y„ ïin„)(i,mi)...(i J m,,) * ' " " ' 

FB(ai, . . . , aw, p!, . . . , pw, y, xu . . . , xn) 

2(alt /m). ..(«,„ i»w)(pi, /iin)...(pw, " ^ ^ #a7™}J 
(y, /n , -h . . . 4 - m w ) ( i , / / ? 0 . . . ( i , />/,*) - « • • ' « ' 

Fc(a , P, Yi> •••» Y"» *i i - . ^ ) 

2 ( a, //i! 4 - . . . 4 m/t) ( p, m14-...4- mH) 
(yt , mO.- . ty , , , m„) ( i , m , ) . . . ( i , mn) 

F D (a , Pi, - . . , P«, y, a?i, . . . , xn) 

xm», 

= y ( a , / / 1 , 4 - . . . 4 - mra) (Pi, #iî i) . . . (Pm ™n) ^ ^ ^ 
Jmi (y , Wi-T- . . . 4 - l» i i ) ( l , IWi). . . ( l , /w») * "*" " 

Ces quatre fonctions, qui sont la généralisation directe respecti
vement des fonctions F 2 , F 3 , F 4 , F \ , sont les seules qu'a étudiées 
Lauricella; mais, comme il le fait remarquer, le procédé de formation 
que nous venons d'exposer permet d'en construire bien d'autres. 
Pour se borner au cas de /i = 3, on peut obtenir i4 fonctions 
hypergéométriques de trois variables, en excluant bien entendu les 
combinaisons qui correspondent au produit de trois fonctions de 
Gauss, ou d'une fonction de Gauss par une fonction hypergéométrique 
de deux variables. 
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Les domaines de convergence àes séries se déterminent tx>mme 
pour le cas de deux variables. 

Ces fonctions hypergéométriques peuvent être exprimées par des 
intégrales définies analogues à celles que nous avons données. 

Elles vérifient des systèmes de n équations aux dérivées partielles qui 
contiennent comme cas particuliers : pour /1 = 1, l'équation hyper-
géométrique de Gauss; pour n = 2, les quatre systèmes d'équations 
du cas de deux variables. 

On peut ramener ces systèmes à la forme générale 

Lauricella a démontré au sujet des systèmes de cette forme ifwe 
série de propositions qui constituent la généralisation complète des 
théorèmes du paragraphe 2 ; pour le détail des calculs nous renvoyons 
aux pages 122-129 de son Mémoire. 

9\. — LES DÉGÉNÉRESCENCES DES QUATRE FONCTIONS HYPERGÉOMÉTRIQUES 

DE DEUX VARIABLES. 

23. Dégénérescences de la fonction de Gauss : fonction Ôe 
Bessefl. - 1 Si Ton remarque que M étant un entier positif quelconque, 
l'on a, en faisant tendre £ vers zéro, 

l im ( - , M ) s M = 1 , 
e=o \s / 

on trouve aisément les dégénérescences de la fonction de Gauss, 
étudiées par Kummer (48), qui considère la fonction 

(28) G (a, y,.#) = limFhx, -̂, y, zxj ; 

l'équation, à laquelle satisfait la fonction G (a, y, x), se déduit 
immédiatement comme limite de celle de F. 

Dans ce passage à la limite, l'équation de la série h^pergéométrique, 

qui admettait les points singuliers o, 1, 00, admet leipoint - qui vient 

se réunir au point 00. On dit alors que Ton obtient une fonction 

hypergéométrique confluente. 
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De même on pose habituellement 

(29) I i m F ( i , - , y, t*x) = J (y , x). 
6=0 \ £ £ / 

La fonction J (y , # ) , qui apparaît ainsi comme une nouvelle 
dégénérescence de la fonction de Gauss, se ramène très simplement 
aux transcendantes J^(x) introduites dans l'Analyse par Fourier et 
Bessel ; on a, en effet, 

/x\k 

24. Les dégénérescences des fonctions hypergéométriques de 
deux variables. — La méthode de passage à la limite, qui permet de 
déduire les deux fonctions hypergéométriques confluentes G (a, y, x) 
et J (y , x) de la fonction F (a, [3, y, x), peut, comme l'a montré 
M. Pierre Humbert (40), s'étendre aux fonctions de deux variables et 
conduit à des fonctions confluentes dont il a fait l'étude ; voici les 
résultats qu'il a obtenus. 

En procédant comme au paragraphe précédent, on trouve 23 fonc
tions confluentes de deux variables dont le tableau est donné 
pages 124 et 125 de l'Ouvrage 16. Certaines de ces fonctions hyper
géométriques confluentes se ramènent à des fonctions d'une variable; 
d'autres se réduisent l'une à l'autre en mettant (a, a') à la place de 
([3, |3'); d'autres sont identiques; d'autres enfin se déduisent l'une de 
l'autre en échangeant le rôle de x et de y. 

M. Pierre Humbert introduit les notations suivantes : 

* i t« . P , ï , * , . r ; - 2à ( T l m 4 - n ) (i,m)(i,n)> 

*.(Q P'- Y * r) - y ( f rmHP' .n) _ ^ L _ T L . 
*«(P, P , Y, x, y) -2* (Y, m 4- 11) (1, m) (,, n)> 
^ /n v v"i (S, m) xm v'1 

W,y,t,*,y) ~Z ( T ,m)( T ' ,«) (1, *») (TTS)' 

g - ( a ,,. g j . x _ y («,m)(a',n)(P,m) *"* J» . 
- . ( « , « , P, Y, * , . T ) - ^ , ( ï l , „ H - n ) (i, m) (,,«)> 
B.(a-B- v « r) - \ («, ^ ) ( 3 , m) g» .rB 
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25. Propriétés élémentaires des fonctions hypergéométriques 
confluentes. — Comme les fonctions hypergéométriques elles-mêmes, 
les fonctions confluentes s'expriment par des séries simples dont les 
éléments sont l'une des fonctions F (a, [3, y, x), G (a, y, x), i (y, x); 
on obtient ces expressions en passant à la limite dans les formules 
correspondantes. 

M. P. Humbert a encore exprimé les fonctions confluentes sous forme 
de séries dont les éléments sont des produits de fonctions F, G ou J. 

Dans le même ordre d'idées, on peut montrer que, de même que 
Fi se ramène toujours à F 3 , <ï>, s'exprime simplement au moyen de S, . 

Enfin les fonctions hypergéométriques confluentes s'expriment par 
des intégrales définies qu'on obtient aisément comme limites. 

Les sept fonctions hypergéométriques confluentes vérifient chacune 
un système de deux équations aux dérivées partielles linéaires du 
second ordre, que l'on obtient en passant à la limite dans le système 
de la fonction F , , F 2 , F 3 ou F4 , dont elle dérive; tous ces systèmes 
se ramènent à la forme du n" 9. 

La quantité i — aKbK est identiquement nulle pour les systèmes 
vérifiés par ¢ , , <ï>2, 4>3 ; pour ceux des fonctions W{, W2, S i , Ej , au 
contraire, elle n'est pas identiquement nulle. 

Chacune des fonctions O vérifie, en plus des deux équations 
précédentes, une troisième équation qui est une conséquence 
nécessaires des deux premières : 

<!>! xs — p 4- P? = o , 
¢2 (a\— y)s— P > H - P ? = 0 , 
<Pj xs — p 4-P^ = o. 

On obtient ces équations en passant à la limite dans la troisième 
équation vérifiée par la fonction F, 

F, (x — y)s — P> 4- p q = o. 

Les intégrales générales des systèmes d'équations précédentes 
s'expriment à l'aide des fonctions correspondantes. 

Les équations adjointes des équations des fonctions confluentes se 
déterminent aisément; par exemple, les équations adjointes de celles 
de ¢2((3, $'] *{ ] x•> y) s o n t l e s équations vérifiées par la fonction 
* I ( I - P , I - ? ' ; 3 - Y ; - X , - 7 ) . 
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26. Les fonctions WktV.^(x,y) <et W\^, i i i i | l M ' ( - r h ...,xn) de 
M. Pierre Humbert. — Aux fonctions confluentes déduites ée 
F (a, J3, y, x) se rattachent deux fonctions définies par M. Whittaker 
(68, p.*337). Pour définir des fonctions de deux variables généralisant 
les fonctions M*)|JL et WA>(A de M. Whittaker (68, p. 337), M. Pierre 
Humbert part de la fonction hypergéométrique confluente 

^ ( j x - H v — Ar-h 1, 2 p i 4 - i , 2V4-I , x, y) 

= lim F 2 ( fA4-v — k 4 - 1 , -> - j 2|X + I , 2 V + I , £.r, e^J. 
e=o \ £ e / 

Il pose 
M w ( * > JK) = * 2JK 2 e * ^ 2 ( |J i4 -v — k 4 - 1 , 2[i + i, 2 V 4 - I , ^ , 7 ) . 

Du système de deux équations vérifiées par la fonction hyper-
géométrique confluente *F2 (a, y, y', x, y) on déduit deux équations 
vérifiées par M ^ v ( . r , y ) 

(3o) 

/ x* xy , 1 _\ 
x*r — xyq 4-1 — 4- k x 4- - — [X2 1 z = o, 

qui admettent pour intégrale générale, lorsque JJL et v ne sont pas des 

multiples de - , 

u = AMA)[Lr,(x, y) 4- BM^,v (x, y) 4- C M ^ ^ ^ y ) 

4- DM*^.^*:, 7). 

La fonction W * ^ v ( # , y ) , définie par M. Pierre Humbert, est une 
intégrale particulière du système (3=o), où les constantes A, B, C, D 
ont pour valeurs, lorsque j / . et v ne sont pas des multiples de - , 

i
_ r (—2,u)r ( -2v) _ r ( - 2 t o n ? v ) 

A - r ^ . v . * ) ' < " - r ( - m - v - A ) ' 
E ^ r ( 2 ^ ) r ( - 2 v ) D_^ r(2^)r(2v) 

r(4- |JL — v — /c / F(4- | i + v - k) 
Pour passer au cas de n variables, M. Pierre Humbert (39) part de 

la fonction hypergéométrique FA de Lauricella et considère la 
fonction confluente 

^ 2 ( 3 , Yn •••> Y»i ^11 • • • ! * » ) = l i m F A ( a , -
e=o \ e 

-> Yi> ' - .« Y™ £^»> •- o e ^ J 
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pui& il pose 

M*,f.„ .,l>n(^i, • . . , *n) 

2fA,4-I, . . . , 2 ^ 4 - 1 , ^ , . . . , 3 ^ ) . 

On voit facilement que cette fonction vérifie les n équations 

I td»F ^ i dF T xj x. v» * i *lr? 

X}j—Ï — X, > Xr- h f i ^ Xr-*r X H_7 — a j F = 0 J dx) J jLà dxr 4 2 ^ d y 4 r y 

( y = « , 2, . . . , / i ) . 

Pour avoir l'intégrale générale on peut remarquer que, toutes les 

équations demeurant invariantes quand on y change l'un des [/. en 

— jx, les 2n fonctions déduites de M^ ^ ^ en y affectant de toutes 

les manières possibles les ui du signe — sont des intégrales parti

culières. Par conséquent, lorsque aucun des JJL n'est un multiple de - , 

l'intégrale générale de (3k)) a pour expression 
(33) u(xu ..., xn) = ZAMjt.u.iL» ..,<ùn\Ln(xt, ..^xn), 

Les to devant être faits de toutes les manières possibles égaux à - | - i et 

à — i . La fonction WA ^ , . . , ^ (xs, ...,xn) est une intégrale 

particulière du système (3o ) , définie lorsque aucun des nombres uv 

n'est un multiple de - , par la relation 

(34) WA,J ,„ . .,11,,(^1, . . . , Xn) 

^ r ( — 2w,fA,).. . r ( — 2w„{j„) 

W l — — — (Ol^l —. . .— W|tfX«— k\ 

VU. — LES FONCTIONS HYPERGÉOMÉTRIQUES D'ORDRE SUPÉRIEUR 

A DEUX VARIABLES. 

27 . Les fonctions hypergéométriques les plus générales à deux 
Variables. — Les deux points de vue, qui permettent de passer d e l à 
fonction de Gâuss à ses généralisations dans le domaine d*u:ne 
variable ( 16, p. i 3 6 ) , sont susceptibles d'être employés pour obtenir 
la généralisation des quatre fonctions F t . 
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Le premier point de vue, analogue à celui de Pochhammer, 
consisterait à considérer des fonctions telles que 

rh 

z(x, y) = j (u— « O * ! - 1 . ^ u — ak)
hk-i( u — xy-*(u—y)V>-i du, 

g et h désignant deux des quantités as,.. . , ah, oo, x,-y. 

Cette expression contient comme cas particulier l'expression de la 
fonction F , : (A* = 2) 

ai — o, a 2 = i , bi = p-h p'4-1 — y, 

£2 = Y - S A = I - P , J A - I - P ' . 

On pourrait former deux équations linéaires aux dérivées partielles 
d'ordre k vérifiées par la fonction z (x, y). Ce point de vue n'a pas, 
à notre connaissance, fait l'objet d'une étude systématique. Signalons 
cependant que M. René Garnier, au cours de ses recherches sur les 
équations différentielles à points critiques fixes (26) a été amené à 
considérer des systèmes d'équations aux dérivées partielles de ce 
type, dont il a indiqué plusieurs propriétés, en connexion avec 
l'étude qu'il poursuivait. 

Le second point de vue a été envisagé par MM. Hj. Mellin (55,56,57), 
R. Birkeland (19), Kampéde Fériet, qui considèrent comme la fonc
tion hypergéométrique la plus générale à deux variables toute 

fonction définie par une série double ^ a„liflx
my", dont les coeffi-

0 
cients vérifient les conditions 

(35) «w4i,» _ P ( / M , n) a,n,n+i _ Q(m, n) m 

a„tin R(m, /1)' am,n S ( m , n)' 

P, Q, R, S désignant des polynômes soumis seulement aux restric
tions suivantes : 

i° Les degrés de P et Q sont au plus égaux respectivement à ceux 
de R et S, pour que la série puisse converger en dehors des valeurs 
x=y = o] 

20 R et S ne s'annulent pour aucune valeur des en'tiers positifs m 
et n, afin qu'aucun des coefficients amn ne soit infini; 

3° Les deux relations (35) doivent être compatibles. 
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Ces trois restrictions étant satisfaites, les polynômes P, Q, R, S 
peuvent être choisis arbitrairement. 

La propriété fondamentale (44) des fonctions hypergéomé
triques générales c' est que la connaissance des polynômes P, Q, 
R, S suffit pour former un système de deux équations linéaires 
aux dérivées partielles vérifiées par cette fonction. 

La place nous manque pour démontrer cette proposition pour 
laquelle nous renverrons à la Note de M. Kampé de Fériet et à 
l'Ouvrage 16, p. Ï44 c t suivantes. 

La méthode que nous venons a"indiquer est susceptible de 
s'étendre (45) aux fonctions beaucoup plus générales, dont les 
coefficienls amn vérifie ni un système de deux équations aux 
différences finies linéaires, mais d? ordre quelconque : 

/- = />, t = q r = p',s = q' 

(35') 2J P',*(m> /0«/#i4rfn+s=O, 2^ Q.r,s(m,n)a,n+nn+s=ii0^ 

r = o,s=0 r = 0, »=0 

Prs et Q, v désignant des polynômes en m et n, au nombre de (p - j - ï) 
(<jr-|-i) e t ( / / + ï) (gr'- |-i). soumis seulement aux restrictions sui
vantes : 

i° Les degrés de Prs et Q r 5 sont au plus égaux respectivement à 
ceux de Pm et Q ^ ; 

2° P ^ et Q ^ ' ne s'annulent pour aucune valeur des entiers positifs 
m et n; 

3° Les deux équations (35') sont compatibles. 

28. Les fonctions hypergéométriques à deux variables d'ordre 
supérieur. — Pour les fonctions d'une variable les polynômes P (n) 
et R ( « ) s e décomposent toujours en facteurs du premier degré : 

P ( / i ) = (0^4-/1). . . (0^4-/1), 

R(/i) = (Pi4-n). . .(pw4-/i)(i4-n). 

On est donc, dans tous les cas, conduit à considérer des fonctions 
du type suivant : 

4- « 
(g t , n). . .(«p, n) F(x) - V , (»1, ")---(«n, "J xn 
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Mais il n'en est plus de même pour les fonctions de deux variables,. 
Les polynômes P, Q, R, S ne peuvent pas en général se décomposer 
en facteurs du premier degré. 

Le cas exceptionnel où cette décomposition est possible conduit 
à considérer une classe particulière de fonctions hypergéomé-
triq ues généra les. 

Ces fonctions définies et étudiées par J. Kampé de Fériet sous le 
nom de fonctions hypergéométriques d* ordre supérieur (46, 47) 
jouissent de propriétés remarquables dont on trouvera l'exposé succinct 
dans les Notes citées et dans l'Ouvrage 16 (p. i4g)* 

Les systèmes d'équations aux dérivées partielles des fonctions 
hypergéométriques d'ordre supérieur et leurs intégrales ont été 
formés par M. Kampé de Fériet : les calculs sont développés dans 
l'Ouvrage 16 (p. 155 et suivantes). 

VIII. —- FONCTIONS DE FOURIER-BESS?EL A PLUSIEURS VARIABLES. 

29. Définition. — On peut définir des fonctions de Fourier-Bessel 
à plusieurs variables comme je l'ai montré dans une Note aux 
Comptes rendus (17). La théorie de ces fonctions, l'étude des 
systèmes d'équations différentielles simultanées qu'elles vérifient, ont 
été développées par MM. Pérès (58), Jekowsky (42), Akimof (1) . 
La façon la plus simple de définir ces transcendantes paraît être ( I ) 
de partir de la fonction génératrice 

(35) eI±{u-L)+Xi(lt>-.\)+. .+^(,^-^) h=^T 

d'où l'on tire aisément les principales propriétés des nouvelles 
transcendantes J*. 

Parmi les applications il convient de citer l'inversion d'une inté-
rx P (x) dx grale de la forme / ~ —- ( H ) et la résolution des problèmes 

*/_i y i — x* 
de mécanique dans lesquels intervient l'équation de Kepler géné
ralisée. 
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DEUXIÈME PARTIE. 

LX. - - POLYNOMUS GÉNÉRALISANT LES POLYNOMES DE JACOBI. 

30. Polynômes hypergéométriques déduits de la fonction F 2 . — La 
fonction de Gauss F ( — n, (3, y, x) où le premier élément est égal 
à un entier négatif se réduit à un polynôme de degré n ; comme on 
peut toujours poser (3 = 01 + 71, l'étude des polynômes hypergéomé
triques se ramène à celle des polynômes de Jacobi 

$n(a, Y, x) = F(— « , a + n , y, x). 

En partant de la fonction hypergéométrique F 2 , j 'ai défini (6) 
une famille de polynômes à deux variables qui généralisent les résul
tats de Jacobi. La fonction 

^/",«(a> Y» Y'i ' > / ) 

• (1 — x — j ) Y + Y - a -
(y, m) (y', 11) J dx'»dy11 

X [xl+'»-iyT+n-i(l — X - y)*+"i+n-y-r) 

est un polynôme de degré (m + n) en x et y s'exprimant au moyen 

de la fonction F 2 . On a, en effet, 

#//i,7i («, Y» Y ' > ^ 7 ) 

= (1 — x—y)m+n 

Ces polynômes à deux variables constituent à un autre point de 
vue une généralisation des polynômes de Jacobi; en effet, d'après une 
formule de transformation d'Euler, on obtient^ pour lé polynôme de 
Jacobi, l'expression équivalente 

Ai(«, Y» * ) = (i — aOBFnr — « — n, — n, Tl—£-j. 

La propriété dyorthogonalité s9 étend aux polynômes êm>n de la 
manière suivante. 
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Considérons l'intégrale 

(36) ffxy-*yr-i(i — x—y)*-y-rP(x,y)$m,n(*, Y, Y'» x,y)dxdy 

étendue au domaine x>o, y > o , ï — x—y = o, P (x, y) désignant 
un polynôme et supposons (pour que l'intégrale ait un sens) 

<*Wy)>o, &(Y' )>o , J l ( a 4 - i - y - - Y ' ) > o . 

Si le polynôme arbitraire P (x, y) est de degré inférieur à 

m + n, U intégrale (36) est nulle, comme on le voit par l'intégration 
par parties. 

La propriété d'orthogonalité des polynômes §m>n résulte comme 
cas particulier de cette proposition. En effet, faisons dans l'inté
grale (36) 

P ( * I y) = §m',n'(*, Yi Y'» X-> y)-

Lorsque m!-\-n est différent de m-\-n, on peut supposer, pour 
fixer les idées, que c'est m! + n qui est inférieur à 7/? 4 - n, on a donc 

f f xy-tyT-^i — x —y)a-y-V§ m ,n$m' ,n dx dy = o (/714-/1 yà m'-h nf). 

Au contraire, si mA-n = m'-\-n' la dérivée —; -^r- est une 
' • ' ' dx"1 ôyn 

constante, on a 

ffxy-iyr-i(i - x-y)*-l-V§m,}Jwrn,dxdy 

= + -L-, — ^ ^ / / tfT+"*-*yr+»-i(i--a?— y)*+m+n-y-Tdxdy 
(y, //i> (y', /7) àxmdy» J J J \ J> J 

= F ( y ) F ( y , ) r ( a 4- m 4- n 4- ï - y - y') „ d^n§m,nl 

F(a 4- un 4- 2/i 4- i) ' dx^'ày'1 

(m 4- /i =5 m'4- /V). 

Essayons alors de développer une fonction arbitraire F (x, y) 

définie dans le domaine considéré en série de polynômes §mjH : 

tn = oo, /ï = oo 

r(^r)= 2 A™,»£»,«(*, Y- Y', x>y)-
/71=0, /1 = 0 

En partant des formules précédentes, nous avons 

f f xl-*yr-i(i — ^ — y)«-Y-r F^ndr^ dy 

= 2 Am'',,,
t/ f^-'y^Hl- * —y)*^-Vimtn$m'#dx dy% 

7/j'+/l'=//î -f- rt 
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résultat beaucoup plus compliqué que dans le cas d* une vuriable 
puisque le second membre, au lieu de contenir un seul des coeffi
cients à déterminer, est formé d1 une combinaison linéaire des 
{m + 7 î + ï ) coefficients Am > , , pour lesquelsm'-+-n = m-\-n. 

Pour obtenir les coefficients des polynômes d'un degré donné 
m + 7? = k, il faut donc écrire les k + 1 équations analogues à la 
précédente en donnant dans le premier membre à m et n toutes les* 
valeurs compatibles avec la relation m-hn = k] les deuxièmes 
membres de ces équations sont des combinaisons linéaires des k-\-\ 
coefficients A m > , tels que m* -\-n' = /r; on a ainsi un système de ( / c + i) 
équations linéaires entre ces ( / t + i ) inconnues Am , x , qui permettra 
de les déterminer. Il est à peine utile de faire remarquer à quels 
calculs pratiquement inextricables on sera ainsi conduit pour déter
miner effectivement les coefficients Amw du développement d'une 
fonction donnée. Nous indiquerons plus loin comment, en adjoignant 
aux polynômes §m n une autre famille de polynômes, il est possible, en 
appliquant la méthode de Fourier, d'obtenir une formule simple 
déterminant un à un les coefficients A.m>n. 

Le système des deux équations de F2 donne le système des 
deux équations aux dérivées partielles vérifiées par la fonction 

z{r,y) = (i-x-y)*-i-v$mA*, Y, Y'/ *,y) 
vl-Yvl —Y' Am+/i 

(y, m)(y', n) dxmây»1 J K J) J 

31. Propriétés de l'équation aux dérivées partielles obtenue en 
faisant la somme des deux équations de la fonction. F 2 . — Faisons 
la somme des deux équations de F 2 et posons 

P + P' = 8, 

nous obtenons l'équation 

(37) x(\ — x) r — ixys + y(i—y)t-£ TY ~ (a •+-*-+- i)&]p 
4- [y' — (a:-\-%-\-i)x]q — a8s = 0 

dont nous voulons établir quelques propriétés générales (3) . 
D'abord il est clair que l'on a une infinité de solution de cette 
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équation,en prenant 

z = F2(a, 8 4- h, - h, y, y', #, y), 

h étant une constante arbitraire. 
On a une nouvelle solution de (37 ) en prenant 

* = F 4 ( « , 8 > T l 1 f ' , f , £ ) . 

Si l'on cherche une série entière en x et y vérifiant l'équation 

$}=ZA„hn,xmyn, 

on trouve 

*., * r \ V* (x, m-*-n) (S, m-h n) ^ m n 

771 = 0,71 = 0 

o ù BTO ra vérifie une équation aux différences finies de premier ordre. 
On, voit, en particulier, que la condition suffisante pour que 

<!>(a, 8, y, *{,.x,y) soit un polynôme est que a ou 8 soit égal à 
un entier négatif. Si cette condition est remplie, a = — N par 
exemple, l'expression $ donne une infinité de polynômes satisfaisant 
à l'équation (37). On peut démontrer que cette condition est néces
saire en remarquant que si l'équation (37) est vérifiée par un 
polynôme z de degré m H- n = A*, l'équation que vérifie la fonction 

à'"+»z 
z =• dxm dyh 

doit admettre la solution ^ ' = c o n s t . ; par conséquent le coefficient 
de z' doit y être nul. Or on forme facilement cette équation : en déri
vant le premier membre de (37) m fois par rapport k x, n fois par 
rapport à y, on obtient 

x(\ — x)r'— ixys' -+-y(i — y)t' -+- [y 4- m — (a 4 - 8 4 - 2 / / 1 4 - 2 / 1 4- i)x]p' 

4- [y' 4- /¾ — ( 3 4 - 0 4 - 2 m 4 - 2 / 1 4 - i)y]q'— ( a 4- m -+r n) (& 4- m 4- n)z'=o. 

On retrouve la condition 

(a 4- /O(&-4-/<0 =*=o< 

Une solution <$(a, 8, y, y', x, y) de l'équation (29) étant connue, 
on peut en déduire de nouvelles solutions grâce à la remarque sui-



SUR LES FONCTIONS HYPERGÉOMÉTflWJBS DE PLUSIEURS VARIABLES. 4? 

vante. Dans cette équation faisons 

z = xlyV-(i-~x-~yyx', 

et désignons par p, q , r , s , t'les dérivées partielles de z\ 
Si l'on donne à X, JJL, V des valeurs annulant les trois termes 

A(X4-y,—1) = 0, 

HU*+Y'— O = °I 
v(a4-8 — y + y'+v) = o, 

l'équation prend la forme (37) où l'on aurait remplacé a, 8, y, y' par 
a + A + fx + v , S + X +[ji + v, y + 2>, y ' + 2 [x ; par suite, elle 
admet, pour z , la solution 

/ 3 ' = $ ( < X 4 - ' X 4 - | J L 4 - V , 8 4 - X 4 - f J l 4 - V î Y 4 - 2 X , y ' 4 - 2 ^ , x, y)\ 

d'où,, pour l'équation (37), la solution 

z =± xky&( 1 -— a? — y)V-&1'. 

, Ces généralités étant posées, parmi les fonctions qui satisfont à 
l'équation (37), considérons maintenant celles qui restent finies pour 
les valeurs réelles de x ety satisfaisant aux conditions 

(38) x>o, y^o, i — x—y^o. 

Ces fonctions possèdent des propriétés intéressantes que l'on trouve 
de la façon suivante : 

Soient z une fonction satisfaisant à l'équation (37) 

tX>(z) == x (1 — x)r — ?xys -\-y(i —y)t 

4- [y — (a 4- S 4- \)x]p 4- [y'—(a 4-^4-1)^1^ — a»8* *= o 

et s, une fonction satisfaisant à l'équation 

«Ub(*i) s x(i — x)rl—*xysi + y(i —y)h 

4-[y —(a4-8 4-i)^J/?i 

-+- LY'— (* •+• & -*- Or \q\ — (a — x) (* -+- X)*i =*= <>> 

obtenue en changeant oc en oc — X et 3 en S + X (X désignant une 
indéterminée). Entre les deux équations X(z) = o et \!l> (3,)==0 
existe une relation analogue à celle qui lie deux équations adjointes. 
En effet, multiplions la première par zt, la deuxième par —z et 
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ajoutons. Nous avons 

Zi A>(z) — z^\y(zl)^ x(i — x) (rzx— zrt) — ixy(sz\ — zsx) 

"+-7(1 —y) (t*\ — *t\) 4- [y — (a 4- 8 4- i)x] (pzi — zpi) 

4- [y' —(a4- 84-1)7] (qzx — zqx) — X(8— a 4 a ) ^ = : o . 

Posons 
pzi — zpx = P, qzx — zqi = Q, 

on peut écrire 

(39) ^ [*YJKY'-I(I _ x - y )«48-Y-Y'41 P ] 

- £ [*T-W. - - -7)«-8 w Q ] + £ - 5p 
= X(o — a 4- X ) ^ - 1 ^ - ^ ! — x — ̂ )a+8-Y-r*s„ 

H = ^YjrY'(i — ̂  — /)a+8-Y-ï'( P — Q). 
Cela posé, supposons que les fonctions z et zK restent finies pour 

les valeurs réelles de x et y du domaine d'intégration, et que les 
fonctions Q, P, P — Q soient, aux limites, finies ou infinies d'ordre 
moindre que 

*-*, y~r> 0 - SD -^Y+Y'-a-S-i, 
et que, en outre, 

& ( y ) > o , <ft(y')>o, iH(a4-8 —y — y ' 4 - i ) > o . 

Multiplions les deux membres de l'équation ( 39 ) par dx dy, et pre
nons l'intégrale double étendue aux valeurs x>o, y > o , 1 — x—z^o. 

On trouve 

X(8 — a 4- X) f fxy-iyT-i (1 — x — y^-y-Tzzidx dy = o. 

On conclut de là que, z etz{ désignant respectivement des solu

tions des équations précédentes vérifiant les conditions voulues 

dans le domaine x>o, y^o, 1 — x—y = o et aux limites, 

l'intégrale double étendue à ce domaine 

(40) I = f fxy-iyT-^i — x — j)a48-.y-r^1 dx dy 

est nulle tant que 

(4i) X(8 —a4-X)^o . 

Les conditions a"application du théorème sont évidemment 
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remplies dans le cas particulier oit les. deux fonctions z et zs sont 
des polynômes. Alors Inéquation (4i) exprime que les deux poly
nômes sont de degrés différents; car nous avons vu précédemment 
que la condition nécessaire et suffisante pour que l'équation (37) 
admette comme solution un polynôme de degré k est 

(a -hit) (8 4-/:) = o; 

et la condition nécessaire et suffisante pour que l'équation qui se 
déduit de (37) par le changement de a, 8 en a —X, o + X , admette 
comme solution un polynôme de degré k\ est par conséquent 

( a — X 4 - Z i ) ( o - h X 4-ÀrO = 0 . 

Donc si k = kK, on aura nécessairement 

X(8 — j 7 - h X ) = o. 

Il est à remarquer que l'équation aux dérivées partielles classique 
des fonctions Yn (9, <p) de Laplace se ramène à la forme (37) par la 
substitution sin 9 cos cp = \Jx, sin 9 sin © = \/y, (3) et (69). 

32. Orthogonalité des deux systèmes de polynômes FTOf„ et Em>n. — 
La propriété générale exprimée par la formule (4°)? que nous 
venons d'établir pour deux solutions z et z{ des équations A>(z) 
et ifc(Zi), va nous permettre de démontrer la propriété d'orthogonalité 
de deux systèmes adjoints remarquables de polynômes (7, p. 208) : 

F«i,»(Yi Y'» ̂ , r ) = F2(— m — n, y 4- m, y'H- n, y, y', x,y\ 
Em,/*(Y, Y'» ^,JK) = F 2 ( Y 4 - y , - h / 7 i 4 - / î , — m, — n, y, y', x, y), 

dont les premiers sont des cas particuliers des polynômes $(m,n). 
En ajoutant les deux équations différentielles de Fnl>n d'une part, 
celles de Em>n d'autre part, on obtient le même résultat, cas particu
liers de l'équation (37). 

Considérons donc l'équation vérifiée par Vm>n 

x(i—x)r — ïxys-hy(i—y)t-h[i — (y + ï-{-i)x]p 

H. [y— (y 4- y'-h i)y]q H- (m + n)(y + y'-h m 4- n)z = o, 

et l'équation vérifiée par Em>* 

*(i —ar)r — 2xys-hy(i— y)t + [y — (Y + Y'+0«]/> 
4-"[y' —(y 4-y'4-\)y]q + (m + n') (y -hy'4- m'4- n')z = o. 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N° 3 . 
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Ces équations s'identifient immédiatement <avec (Jt) et^ife) r a 
y faisant 

a = — m — n , 8 = y -h y'4- m 4- /i, X = /77/4- /V— m — 71* 

Par conséquent, si les deux polynômes F„iW et E^.,,. sont de degrés 
différents, 

/R4-/i^ m'4- n', 
comme on a 

X(8 — a —X) ==(//?/4-/1' — /71— n ) ( y 4- y '4- /71 4- n 4- /n'-h »'), 

cette quantité est différente de zéro et l'on a 

J r^Y-^r-iF / / I>re(Y, y', ,r, j)E / w > ' (y, y', x, y) dx dy = o 

( # = 0, J' = ° j Ï — ^ ~ J = °)« 

Supposons maintenant les deux polynômes Fmn et Em >- de même 
degré : m-\-n= mf-\- n. L'application à Fm>n de la formule démon
trée pour les polynômes $miU permet d'écrire 

J fx1+iyr^F„,,nEm>>n'dx dy 
( i~\m+n f r* f)m+n Rm, „, 

= T — ^ — + - 7 / / J ? Y + « - I yY'+»-i (1 — x — y)m+n—, —'- dx dy, 

(ï, m)(f, n)J J J K J) dx™dyn J> 
ceci d'ailleurs quel que soit le degré de Em / l , . 

En particulier, si Em, n, est de degré m + n, la dérivée qui figure dans 
la seconde intégrale est une constante; comme dans le polynôme 

E / Wv= F2(y 4- y'4- m' 4- n\ — m', — n', y, y', a?, jO 

le seul terme de degré m -\-ri est le terme en xm'ynf, cette cons
tante est nulle si l'on n'a pas m=m, n'=n. Mais 

dm+n^,n = , +„ (™ + n -h y + y', m 4- n) 
àx»iày* { } ( y , / M ) ( y ' , / i ; l , , M ) ( I ) / l ) ' 

l'intégrale 

y*y*Y+*-*^r+»-i(1 - » - r ) - + » ^ " y <to «*r 

a pour valeur 
/ ^ »j.„ ( /71 -h /1 4 - y 4 - y', 771 4 - /l ) . w x 

(— ijm+ni ' J » • ' ( , i w ) ( l , 71) 
(y, m) (y', n) 

( - i > /n4/t 

X f ixy+n-iyT+n-i^ — x—yn+ndxdy, 

r (Y)r (yQ (1, m ) ( i , 71)(1, m-+-n) 1 
r ( y - h y ' ) (y + y ' , / n 4 - n ) y 4 - y ' 4 - 2/n 4 - I Î / I 
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Nous pouvons donc conclure que Vintégrale 

*Z%~ff*T-lyr-**mAl* Y', *. X)E/W>'(Y,yr, x,y)dxdy 
(x^.o,y^o, ï — x — v^o) 

est nulle tant que Von n'a pas a la fois m1 = m, nf = n. Dans ce 
dernier cas, elle a pour valeur 

i r m . i i - r ( Y ) r ( Y ' ) d , m) d , / i ) ( i , m - h 7i) 

r(y-h y') (y, m) (y', /i)(y -t- y', m 4- n) y 4- y'4- aTTI 4- 2/z 

Cette propriété d'orthogonalité des deux systèmes adjoints de poly
nômes F m n et Em n permet de résoudre le problème posé plus haut : 

Une fonction F(x, y) étant donnée dans le domaine x > o ,y > o? 

ï — x —y = o, calculer les coefficients de son développement 

F (a?, y) = SAm>ÏIFmt„(y, y', x, y) 

par la méthode de Fourier. 

Il suffit de multiplier les deux membres parx^~ l yr~x Emndxdyet 
d'intégrer dans le domaine considéré; on obtient immédiatement 

K^k^,i = f f ^-'y^'-^mA y, y', x,y)¥(x, y)dxdy. 

La même méthode permet encore de calculer les coefficients du 
développement 

F (x,y) = S B/W,w Em,„ (y, i,x,y) 

par la formule 

KS;S Bm,n = f f x l - i y V * Fm,n (x,y) F (x,y) dx dy. 

X. — POLYNÔMES D'HERWTE ET ANALOGUES. POTENTIELS. 

33. Polynômes d'Hermite. — Ch. Hermite (37-38) s'est proposé 
d'étendre à des fonctions de deux variables la définition des poly-

wr , T , , - . sinf(/î 4-1) arc cos^l 
nomes X„ de Legendre et des fonctions —^— -> en écrivant 

° y i — .r' 
pour deux variables les équations analogues aux équations bien 
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connues 

(42) (1 — iax-t-a*) '2 = y\ anXn, 

n = Q 
« = 0 0 

/ / /v / «n A V „ sinf(/ i 4-i)arccosa?] 
(42) (1— iax-\-aï) i= 2_ia 

^ si 1 — x* 

Pour cela, Hermite, se plaçant au point de vue purement algé
brique, prend deux groupes de formules, le premier analogue à ( 4 2 ) 

!

(i — iax — iby-\-a*-\ 62) 1 = ^ a M ^ V M , B , 
m,n 

_ 1 

[ ( ï - ^ ^ - . / 3 ^ ) ^ 4 - ( ^ 4-62) (1—072—72)] 2 = S a m ^ / i U m ^ 

le second analogue à (42 ' ) 

Î ( 1 — 2 aa? — 2 6 7 4 - a 2 - h 62)""2 = 2a '" A>t?TOfïl 

[(, _ «37 - ô r )14. (a*-h ô»)(i - a72_72)]-i = > = rjm,w. 

* ^ Sj\ —x*—y2 

L'analogie des polynômes \Jm,n avec les polynômes de Legendre 
éclate quand on a démontré que ces polynômes sont 

_ 1 àm+n(xi+y*—i)m+n 

m>n~~ 7t>i+nm\ n\ dxm dyn ' 

et qu'ils se présentent comme coefficients de ambn dans le déve
loppement de 

[(1 —aar —&jr)«4-(a»-h6«)( i — #*— y*)] 3, 

de même que les polynômes X„ de Legendre s'écrivent 

__ 1 dn(x*—i)n 

n~~ 2 /̂Tl dx^ ' 

et se présentent comme coefficients de an dans le développement de 

_ i 
[(1 — ax)*+a*(i — x9)] 2. 

Ces polynômes vérifient un système de deux équations simultanées 
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aux dérivées partielles, donné par Hermi te , 

t ' - ^ ^ - ^ S ^ + ^ - ^ S ~(m + ^Ty 

4- ( m 4- n ) ( m 4- 1 ) U = 0, 

{X-y)W~*J'^Mm-*)yl>ï-{n + l)*te 
4- ( /77 4- n ) ( /* 4- 1 ; U = 0, 

analogues à l 'équation des polynômes X „ . Ce système de deux 

équations peut se ramener à celui de la fonction F 2 , de sorte 

que les polymones Um ? 7 l d 'Hermi te s 'expriment à l 'aide de F 2 

comme ceux de Legendre à l 'aide de la fonction F de Gauss . 

Si l ' on fait x2 =%,y2 = yj, on trouve que le polynôme Umtn vérifie 

les deux équations F 2 où 

/71 -h XI _ /77 4 - 1 . . , » 4 - 1 , 1 
a == , p = , p ' = , y = y = - . 

2 2 r 2 4 ' 2 

On voit alors immédiatement , d 'après l ' intégrale générale des 

équations F 2 , que ces équations admettent toujours deux intégrales 

qui sont des polynômes en x ety. 

% 
34. Orthogonalité. — Les polynômes d 'Hermi te possèdent la 

propriété d 'orthogonali té suivante. 

Si l ' on pose 

W,n=ffVm,nUwdxdy 

étendue au cercle 

(G) x* 4- y1— 1^0, 

on a 

quand les deux polynômes sont de degrés différents; cette intégrale 

a une valeur connue quand les deux polynômes sont de même degré . 

Pour calculer plus facilement, par la méthode de Four ier , les 

coefficients du développement d 'une fonction en série de poly

nômes \Jm,n, Hermi te associe à ces polynômes les polynômes V w > „ 

qui possèdent, entre autres , la propriété suivante : soit 

KWn^ffVnt^wdxdy 

l ' intégrale étant é tendue au cercle ( C ) . 
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Cette intégrale est nulle tant que 

(m — [1^-4-(71-V)«>Q; 

elle prend la valeur 
K i» , , . = * (m + rc)! 

111,11 m_hn^-I m\ n\ 

pour [JL = m, v = n. 
Hermite, généralisant la méthode de Legendre, rattache le calcul 

de 1¾^ et K£;f
v
#J à celui des deux intégrales 

r rdxdy r rdxdy 
J J ~PF~ ' J J PVQ 

où l'on a 
P =: i — 2 a x — 2 by -h a14- b*, 

Q a ( i ~ a a ? ~ 67)2-4- (a* -h 62) (ï — # * — y*h 

Pf étant obtenu en remplaçant a et b par a' et 6' et l'intégration 
étant étendue au cercle (C). 

Les fonctions t),M,„ et X>mtn ont des propriétés analogues. On a 
notamment la formule 

m + n 4 _ 
_ /71 4 - n ! (— I )»'+-'(771 4 - w - h i ) d'"+/»(i — g » — 7 2 ) a 

ï ) m « ' , ~ mî/z ' i.i.5 . . . ( 2 / / 2 4 - 2 ^ 4 - 0 dxmôyn 

qui rapproche ces fonctions de la fonction de Jacobi 

( - Q » ( / i 4 - i ) ^ ( i - g » ) " " * " » 
sm[(/z 4- ï) arccos-r] = —— -r -r-r, ' L J i . i . 5 . . . (2/1 4-1) dxn 

35. Généralisations de Didon. — Ces résultats ont été généralisés 
par Didon (24). 11 donne les développements de U,,,,,, en somme 
de polynômes V et de Ym,n en somme de polynômes U. 11 étend les 
recherches d'Hermite au cas de p variables en considérant les poly
nômes U qui naissent du développement de 

[(l— ax — by ~ CZ. . .)* — (a*+ b* + C* + . . .) (x* + y*+ Z* + . . . — l)] 5» 

suivant les puissances positives de a, b, c, . . . , et il montre que 
ces polynômes sont identiques à 

177/4-/»' + / / *"+ 

J 
m ! ni' \m"\ ... Ï"1 + '"' + m" + Ox"1 Oym'ôzm" ... 

il leur associe les polynômes V coefficients de ambm'cm"... dans. 
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ie développement de 

(ï — iax — iby — icz — . . . + « 2 + /32 + c 2 + . . .) i , 

il donne les systèmes d'équations différentielles auxquels satisfont 
ces polynômes; en particulier, il donne celui des polynômes Vw,« 
qu'il intègre. Il généralise les fonctions cos[7i arc cos#] . Il montre 
que les intégrales 

X/M X/* 

/ / \/i — x*—y-
dx dy 

étendues au cercle (G) sont nulles quand my^n, Xm et Xra désignant 
des polynômes de Legendre. Cette propriété est étendue par lui 
aux polynômes 

dV-Xn 4-fJi 
P»(*) ' dx* 

36. Les polynômes d'Hermite et leurs analogues rattachés aux 
potentiels à q + ï variables. — De nombreux mathématiciens ont 
généralisé les fonctions sphériques en considérant des potentiels ou 
des fonctions harmoniques et des formules analogues à la formule 
de Green, dans l'espace à q + ï dimensions. On en trouvera la liste 
dans les articles de M Encyclopédie des Sciences mathématiques 
consacrés aux fonctions sphériques. Je me bornerai ici à citer 
Green (34), Cayley (22), Heine (35). Nous allons donner une 
méthode générale rattachant à ce point de vue les polynômes V,„>n 

qu'Hermite a créés comme généralisation des polynômes de Legendre 
et associés aux polynômes U,,,^, nous verrons ensuite que les poly
nômes Utn>n se rattachent de même au potentiel comme les poly
nômes X„ de Legendre et que ce sont de véritables fonctions 
sphériques sur l'hypersphère dans l'espace à q + ï dimensions. 

On sait que la fonction 

Tfl+ l f7+ i = (jrî + * ï + . . . + a?j4.|) * , 

o u q _|_ ! désigne le nombre des variables, vérifie l'équation 

C/-2T 0*T 0>T 

Pour q=i, l'exposant est nul, et la fonction P correspondante 
devient un logarithme : 

T2,2 = log(;r? + ai) . 
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Dans cette notation T#/, le premier indice i indique le nombre 
des variables, le deuxième j le nombre de dimensions de l'espace 
considéré. 

Chacun de ces potentiels donne naissance à des fonctions sphé
riques sur l'hypersphère 

(46) a?î + a ? | - h . . . + arj} + i = ï. 

Je me propose d'abord de montrer brièvement que les poly
nômes V,„3n d'Hermite peuvent être considérés comme des fonctions 
sphériques déduites du potentiel dans l'espace à quatre dimensions. 
Nous désignerons les quatre coordonnées par x, y, z, t et nous 
écrirons 

T ï 
4'4 ^ 4 - / 2 4 - ^ 4 - r 2 ' 

On arrive au résultat en suivant une méthode analogue à celle qu'em
ploie M. V. Giulotto (29) pour déduire son polynôme X£ de la déri-

2<7— ï 

vation réitérée de (x2 + X 2 ) 2 . Pourcela, remarquons quelles fonc
tions 

K<\,) "m,n K ) Um[\n dx>»ày" x*-+-y*+• z*•+-1* 

vérifient évidemment l'équation du potentiel 

d*W d*W à*W à*W _ 
~ôÂ* "*" ày* "*" dz* + dt* ~~ ° ' 

comme la fonction T4 ,f dont elles sont les dérivées partielles. Or ces 
fonctions, sur l'hypersphère 

3 7 2 4 - ^ 2 . ^ 2 . ^ 2 = : ^ 

se réduisent aux polynômes V,„3n d'Hermite. En effet, en posant 

p = \Jx* h y* + z* + **, 

on voit d'abord que W /w^ est de la forme 

W _ Q.m,n(x,y, p) 

P* 

k désignant un entier et Q/IVI un polynôme en x, y, p. Mais, d'après 
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la formule de Taylor appliquée à la fonction 

i 

(07— a y -+-(y — by + *• -+- t* ' 

où — a , — b sont les accroissements donnés à x et à y, on a 

p«-aa*-aV+*i-ft' = 2«'"^V»-
/71,71 

Faisant alors p = i, on voit que Wm>n devient un polynôme 

et que 1 on a 

(48) 'T ; ; n = ya'»b»Qm,n. 
i — iax — iby + a'-\- b* Jm* ^ ' 

La fonction génératrice des polynômes V,„ n d'Hermite est précisé
ment cette fonction (48). On a donc 

» in,n — Q/w,«< X, y, i ) . 

Ces polynômes apparaissent ainsi comme une généralisation directe 
des fonctions sphériques : on pourra leur appliquer les méthodes 
classiques pour l'étude de ces fonctions et pour la formation des dé
veloppements correspondants en séries. 

A ce point de vue, les polynômes Vtiljn sont compris dans d'autres 
polynômes Vw , déduits du même potentiel ï 4 4 , mais contenant trois, 
variables et obtenus en faisant 

dans les dérivées partielles de T* * : 

y tfm+n+p f 
( — i)'«+*+P-

nmT\nUp Ox»idyndzP x* + y* + z* + *« 

Ces polynômes ont pour fonction génératrice 

i — 2 a x — 2 b y — 2cz -+- a1 + 6 2 + c2 

Nous donnerons plus loin leur propriété fondamentale comme consér 
quence des formules générales que nous allons maintenant établir. 

On peut rattacher les formules d'Hermite et les généralisations que 
Didon en a données aux considérations générales suivantes. 
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Posons, dans l'espace à <jr+ i dimensions^ en «xes rectattgulairesy 

P = v/^î + ^ î + . . .-+^5+1,-
La fonction 

p i - * 

étant harmonique, les fonctions 

( 1)/71,+771^4-...+//^ ^ml+mtr+. . .4-/»ç 

W f " n m , i i m , . . . n m 7 dj?y.dj?p....</aryf 

le seront également. Ces fonctions sont de la forme 

ofcn lx* x% X(i\ 

où Q,W|,W3,...,W/Ï est un polynôme en — 5 ~ ? • • • y — de degré 
P r r 

M = / 7 1 ! + /7Ï2 + . . . + mq, 
et où 

k = i —y — M. 

Les fonctions harmoniques 

son*t uniformes et n'ont d'autre point singulier que l'origine 

xx = X% = . . . = Xq+\ = O. 

Diaprés, la formule de Taylor appliquée à la fonction p1"* àam& 
laquelle on donne à xK, x2, ..., xq les accroissements 

— a i , — a 2 , . . . , aq, 

on a 
i—$ 

(p4 — vaiX\ — %a%x% —...— 2aqxq-\- a\ + . . . + aq)
 2 

= Sa '^a ; ' . . . . a^W W l , W j m?. 

Sur l'hypersphère 
p = i , 

les fonctions WmitWhtmm>mn se réduisent à des polynômes 

Vrni,mi,...,m<i(Xi, X%, . . . , Xq) 

en Xi) x%, . . . , #^, et l'on a 

(40)' (* — a« i* i~• • *— *œqi*q+ *} + . .*+ «$)) * 
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La 'fonction est donc la fonction génératrice des polynômes consi
dérés V, que l'on pourra désigner parV ( ? + , ) pour rappeler qu'ils 
proviennent de potentiels dans l'espace à q + i dimensions. Ces 
polynômes contiennent en général les q variables X\, x2, . . . , xq. 
Mais si l'on faita^ = o, on obtient une fonction génératrice où manque 
la variable â?9 donnant des polynômes V (^ f , ) contenant en général 
les variables X\, x2, . . •, %q-K. De même, si Ton fait 

Clq = (Xq-\ = Clq-2 = . . . = = a,y_ ç + > i = O, 

on obtient une fonction génératrice donnant des polynômes V(?"H) 

contenant les variables xK, x2, . • •, xq_s seulement. 
Considérons alors deux fonctions 

telles que 

soit différent de 

et par suite 

différent de 

W/w^wij , ,.:,m^t ™ / » i , m'i,..., m' 

M = //ij + /7Î2 + . . . + nxq 

M' = m\ + /n2 + . . . + m'9 ; 

k = ï ~ q — M 

k'=i — q - M ' . 

Nous désignerons, pour abréger, ces deux fonctions .parW et W et 
nous écrirons, comme plus haut, 

W = P*Q, \V^p*'Q'', 

Q et Q' étant deux polynômes en ^ , S , . . . , ^ de degrés M et MT, 
P P P 

qui se réduisent aux polynômes V et V en xKlx2, ..., xq sur 
l'hypersphère p = i. 

Appliquons la formule de Green généralisée : 

f ( W A W ' - W ' A W ) ^ = f ( W ^ ~ W ' l p V f f ' 

où la première intégrale est étendue à l'espace à q + i dimensions 
compris entre deux hypersphères 

P = R, p=R' 
( R > R ) . 

lia première intégrale étant nulle, la seconde ^pû î'esl également^t 
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qui est étendue aux aires des deux hypersphères limites se calcule 
par une méthode connue. Sur l'hypersphère p = R , on a 

\ P P P / 

V p p p / 

±1, £!, . . . , Ï£ étant les cosinus directeurs du rayon par rapport aux 
P P P 
axes des X\, x2, ..., xq. On a alors 

dn d\K ^ ' 

«/* ~ d\\ " ^ ' 
rfd = R^-irfd!, 

rfo1, désignant l'élément superficiel de l'hypersphère p = i. 
On obtient des formules analogues sur l'hypersphère p = R ' , avec 

un changement de signe, car 

dn = — dR'. 

On a donc finalement, en posant k + k' + q — i = h : 

(A'-*)(R*-R'*)y -Q(£i,-..)Q'(Ç,...)rf(Ti = ol 

l'indice S t indiquant une intégrale étendue à tous les éléments de <r{ 

de l'hypersphère p = i . Comme, sur cette surface, Q et Q' se ré
duisent aux polynômes V et V , avec M différent de M', on a finale
ment, pour deux polynômes V et V de degrés différents : 

( Y(xux%, ...,xq)V'(xuxt, ...,xq)dai = o. 

L'élément d<r{ de la surface 

x\ + x\ + . . . + Xq+i sa i 
est 

__ dx i dxî... dxq 
ddi : 

y/1 — x\ — x\ —. . . — x(j 

Comme deux éléments d<r{ symétriques par rapport au p lan# ? + l = o 
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sont équivalents, la formule devient 

, 5 | v rV(xu xs< • • . , xq)\'(xi, x^ ..., xq)dxxdx<j% ,.dxq = 

J \l\ — x\ — x\ — ...— X* 

quand M^M' , l'intégrale étant étendue au domaine 

Telle est la formule générale pour les polynômes V définis par la 
fonction génératrice. Quand M = M' l'intégrale prend une valeur 
qu'il est trop long d'écrire ici et qui a été donnée par M. Kampé de 
Fériet (43). Voici maintenant les divers cas particuliers qui peuvent-
se présenter et qui mettent bien en évidence la liaison intime des 
polynômes d'Hermite et des polynômes plus généraux que nous ve
nons de définir, avec les fonctions sphériques. 

i ° Si toutes les variables xs, x2, ..., xq figurent effectivement dans 
l'ensemble des deux polynômes V et V , la formule fondamen
tale (5i) ne peut pas être simplifiée. 

L'exemple le plus simple de ce cas est relatif à l'espace à 2 dimen
sions, q = 1 ; alors log ( 1 — 2 a j ? + a2) =%anVÇ?(x) et les poly
nômes V1^ (x), comme il est classique, possèdent la propriété 

_1 dx 
V„V„ - = ^ = . = 0, 

/_i \/i-~ x* 

quand 71^/1'. 
Un autre exemple est donné, pour q = 2, par les polynômes V^ n 

définis à l'aide du développement 

/ : 

On a 

quand 

\/i — 2 a x — iby + ar* + b2 
= Za>nbnV%(x,y). 

ff Vc» v<v dxdy 

m.n T m, tv sjl — a?2 — y * 

m + n ^ m' + /V, 

le champ d'intégration étant 

- y * - i £ c 

Enfin pour ¢ = 3, si l'on fait 

1 j- ^Xa^b^cPy^nJx, y, z), 
i — iax — %by — %cz-+a*-+b* + c*t "W^ ' •" 
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l'intégrale triple 
r r rV(n\]n,Pv[Àln',n>dxdydz 

J J J ^x — xï—yî—zï 

(champ j72 + ^'2_j_ ^2—i £o) 
quand 

/71 + /1 + p \ m' + n' + p'. 

2° Supposons maintenant, en reprenant la formule fondamen
tale (5i ) , qu'une des variables xx, x2, ..., xq manque dans les deux 
fonctions V et V De telles fonctions peuvent être appelées zonales, 
d'après la dénomination que certains géomètres anglais appliquent à 
la fonction X„ de Legendre. 

Supposons, pour fixer les idées, que xq manque dans V et V . On 
peut alors, dans ( 5 i ) , intégrer d'abord par rapport à xq; ce qui 
donne 

r dxq 
J v/i — x'î — x\ —...— x}t 

entre les limites 
-± s/i-x\-x\ — ...-xq_u 

imégrale de la forme 

s X dr 

v/X2 — X* 

La formule devient, après cette intégration, 

{52) / YW'dxi dx2... dxq-x *= o 

quand M^M' , l'intégrale étant étendue au champ 

x\-+- x\ + . . . + #<*,_, — ' =°-

C'est là le cas des polynômes de Legendre (q = 2) 

1 = Za"Xn, 
y 1 — 2 a x + a2 

-et celui des polynômes V^,, d'Hermite {q = 3) 

\ - rz = Sa'»&*V„, n 
i — 2ax — 2by-ha*-{-bi . * 

qui donnent 
/ J Vm,„(^, y)Vm;n>(*i y) dx dy = o 

(m + n ^^i'-+ n'), 
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le champ d'intégration étant 

X\ - j - yl _ ! ^ Q# 

Ce serait encore le cas des polynômes suivants correspondant 
à q = 4, et a4 =• o pour que #4 manque : 

__3 

(i — iax — iby— icz + a2 + 6* + c2) ï — sambncP\'sm]n,p(*, ^, s) , 

pour lesquels 

fff^ÀlnfP^UP'dxdydz=o (/n + 7i + j>>/7i'+/i'+//), 

le champ d'intégration étant 

^ 2 4 . ^ 4 , 3 ¾ — - i £ © i 

3° On pourrait, de même, supposer que^dans les polynômes V et Vr 

de la formule générale, il manque 2, 3, . . . variables. Supposons, 
pour prendre le cas général, qu'il en manque s : 

Xq,
 xq—\, &q—2i « . . j ^qr-s+ly 

s étant un entier inférieur à q. 
Alors, dans la formule (5 i ) , on pourra calculer d'abord l'intégrale 

multiple, d'ordre s, 

dXq-s+i dxq-S+? . . . dxq 

v/, _ x\ —.. .—"#}-*+, —'...— x}, 

étendue au domaine 
I X j . . . Xq_s+i — . . . Xq— Oh 

c'est-à-dire, en faisant 

À = 1 x\ x% . . . xq^.s, 

/
dz\ dz2... dzs 

s/\*-z\ — z\—...^~zj 
étendue au domaine 

\*—z2 — z\—...- zj^o. 
Le changement 

*i = \ r i » ' ^ A 7 2 , . . . 7 ^ = ^ , -

donne immédiatement 
\s-i r dyx dyt... dys 

J ^i—yl—yl-.-.—yî 
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avec 

Cette dernière intégrale a une valeur numérique connue N. Substi
tuant dans la formule ( 5 i ) et divisant par N, on a enfin, d'après la 
valeur de X, 

r — 
(53) / (\ — x] — xl — ... — x2_s)

 2 YY,dxldxi...dxq-s=o, 

quand M^M' , le champ d'intégration étant 

x'j + a\j — . . . + x\_s —1^0. 

Par exemple, prenons < /= 3, 5 = 2, alors il ne devra subsister 
dans V et V qu'une variable. La fonction génératrice sera 

Zan\^(x) 
1 — lax + a2 

et l'on aura le résultat classique 

/ v/', _ arîVtf'V^dx = o 

(n>n'). 

Prenons encore 
q = 5, s = 3; 

il subsistera deux variables; les polynômes seront définis par la 
fonction génératrice 

(i — 2ajF — 27jj + a2
+/32)-2= Sa ' i^V^. 

On aura 

y ^ ( 1 - *-y*)V^VÏÏ9n'd**y = o 
(m -\- n^m'-+- n'), 

le domaine d'intégration étant 

^2+- y1—1 = °. 

Dans les mémoires que nous avons cités, Hermite adjoint aux 
polynômes Vm>n d'autres polynômes Um)n, qui jouent un rôle impor
tant dans la détermination des coefficients du développement d'une 
fonction d o n n é e / (x, y), en série de polynômes VOTflI ou Uw>It. 

Il y a lieu, de même, d'associer aux polynômes V, que nous venons 
de définir, d'autres polynômes U qui sont définis comme il suit et 
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qui comprennent, comme cas particuliers, ceux d'Hermite et de 
Didon. Nous considérerons successivement les cas particuliers i, 2,3 
envisagés au paragraphe 4. 

i° Cas général. — Toutes les variables figurent dans les poly
nômes V. Posons 

\ n = 1 — X j x% — • • x n , 

où n est le nombre des variables. Les polynômes associés sont 

r v 4 dml+m%+...+m9 v m , + /n,+...+ i g y - l 
U r t"# , ,« m1-**dxï'idx?*...dxm ? . 

2° Supposons que, dans les polynômes V, il manque une va
riable xq, de telle façon qu'ils contiennent seulement xK, x2, ..., xq_K. 
Alors les polynômes associés sont 

3° Supposons que, dans les polynômes V, il manque s va
riables xq, xq-\, xq__2, . . . , xq_s+i, de telle façon qu'ils contiennent 
seulement les variables 

xt, Xt, . . . , xp (p = q — s). 

Alors les polynômes associés sont 

U/rc„/na,...,/»,,— &p dx™idx™* . . . Oxnip P 

On peut poursuivre les résultats précédents et rattacher de même 
les polynômes U,„^ à la théorie du potentiel (10). Pour cela imagi
nons que, dans l'espace à 7 + 1 dimension^, on fasse un change
ment d'axes de coordonnées en prenant s hyperplans rectangulaires 
deux, à deux pour plans de coordonnées. Nous aurons alors de 
nouvelles coordonnées 8 n âa, . . . , 3, constituant des coordonnées 
dans un espace à s dimensions. Soit 

<V = 
Clp,\X\ + q/?,2#g"+. • ' + fl/>ty+|a?y+l + bp 

la distance d'un point quelconque de l'espace à q + 1 dimensions à un 
MÉMORIAL DES SC, MATH. — IN0 3 . 5 
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des hyperplans fixes P^, la fonction des q + 1 variables xK, # 2 , . . . , xq+{ 

2—s 
I \ 2 » Ty+1,,= (8î + ê ï + . . . + 8 | ) 

où <5,, d2, ..., ès sont les distances du même point aux s hyperplans 
P , , P2 , . . . , Ps, deux à deux rectangulaires, vérifie aussi l'équation 
de Laplace 

~dx\ dx'i " ' 0x*+i ~" 

à condition que s soit un entier quelconque inférieur à q + i. 
Pour s = i, la fonction T y + ^ 2 devient un logarithme 

T, /+i,2=log(8'f+ 8;;;. 

Avec ces notations les polynômes Ufflj« d'Hermite sont des fonc
tions sphériques dérivées de T4^3 ; les polynômes ym>n et ?)m,n 
sont des fonctions sphériques déduites de T 3 ^ T5 j 4 . Par exemple, 
dans l'espace à quatre dimensions x, y, z, t, en appelant 

ax^-by — i j , a , 
Û| = ' •> oz = z, 03 = t, 

sjaï + b ' 

le* distances d'un point quelconque aux trois hyperplans rectangu

laires 
ax-\-by — i = o, z = o, t = o, 

la fonction T4}3 est, à un facteur constant près, 

T * . . = -7 
y\ax + by — i)*+ la*+ b*) (z* +• t*) 

Si l'on développe cette fonction suivant les puissances positives 
de a et b, ces coefficients sont des polynômes harmoniques et homo
gènes dans l'espace à quatre dimensions ; sur l'hypersphère 

tf2 + j / 2 + s2 + * 2 = ï, 

ces polynômes deviennent, par l'élimination de z2 + t2, des poly
nômes Um>« d'Hermite, comme on le voit en remarquant qu'on 
transforme ainsi la fonction T 4 3 en la fonction génératrice des poly
nômes U/,, «. 
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XI. — APPLICATION AU C\LCUL APPROCHÉ DES INTÉGRALES MULTIPLES. 

37. Calcul approché des intégrales doubles. — On sait que 
Didon a été conduit à d'importants résultats en considérant des 
polynômes Um n en x et y de degré m +• n tel que l'on ait 

(54) / f K(x, y) \Jm},llJv.)Vdxdy = o, 

tant que (m — [JL)- + (71—v)2 n'est pas nul, K(.r, j ) étant une 
fonction donnée gardant un signe constant dans le champ d'intégra
tion, qui a une forme déterminée, d'ailleurs quelconque. Certains 
de ces polynômes peuvent être rattachés aux fonctions hypergéo
métriques à deux variables. D'autre part, dans la méthode de Gauss, 
les polynômes de Legendre interviennent pour le calcul approché 
des intégrales définies simples ; on peut faire intervenir les poly
nômes plus généraux P„ (x) caractérisés par les conditions 

/ 
b 

K(x) Pn(x) Pv(x)dx = o, 

quand /7. — v n'est pas nul, dans le calcul approché des intégrales 
simples de la forme 

C\(x)f(x)dx, 
J a 

si K(x) est une fonction donnée. Les polynômes d'Hermite et plus 
généralement ceux de Didon, et ceux qui proviennent des séries 
hypergéométriques interviennent dans le calcul approché des inté
grales doubles de la forme 

(55) / f^ix, y)f(x,y)dxdy, 

K étant une fonction déterminée servant à la définition des polynômes. 
Dans un Mémoire inséré au tome IV, en 1890, dans les Annales de la 
Faculté des Sciences de Toulouse, pages 1-20, je démontre ce qui 
suit. Soient K une fonction de x ety gardant un signe constant dans 
le champ d'intégration et/(x,y) une fonction développable dans 
ce champ en une série de puissances entières et positives de x ety, 
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pour évaluer approximativement l'intégrale 

1= yJKf(x,y)dxdy, 

on prend un polynôme <p(.r, y) de degré/? en x ety contenant 

/z = 
2 

coefficients arbitraires que l'on détermine par des équations linéaires 
en exprimant que <p prend la même valeur que la fonction f(x, y), 
en n points (xs, ys), (x2, y 2) , . . . , (xn, y„) situés dans le champ et 
n'appartenant pas à une courbe d'ordre/?; la valeur approchée de 
l'intégrale est alors 

1 = / / &y(3'9y)dxdy. 

Comme le fait Gauss dans sa méthode pour les intégrales simples, 
il s'agit de déterminer les points (xi, yi) de manière à obtenir 
la plus grande approximation possible au sens de Gauss. On forme 
les équations qui déterminent ces points : des difficultés se pré
sentent pour déterminer ces points comme intersection de deux 
courbes algébriques x. 

Pour des détails nous ne pouvons que renvoyer au Mémoire, à une 
Note de M. Bourget (22) et à la Thèse de M. Angelesco (2). 
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