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FONCTIONS ENTIERES

Er

FONCTIONS MEROMORPIIES D'UNE VARIABLE

Par M. G. VALIRON.

I. — InrronucTION.

1. Le premier théoréme de Woeierstrass. — Une fonction en-
tiere f(5) est une fonction holomorphe pour toute valeur de z, qui
ne se réduil pas @ un polynome. Son développement de Taylor étant

(1) .ﬁ‘;ﬁ=i cp 3t
0

le rapport — log| ¢, | : » tend vers 4 . C’est la condition necessalre
et suflisante pour que le développement (1) définisse une fonction
enliére. .

Les zéros d'une fonction entiérc sont des points isolés, leur seul
point limite possible est le point a 'infini, ils peuvent étre rangés en
une suite par ordre de modules non décroissants. Nous désignerons
par a, le " terme non nul de cette suite et par r, son module.
Weierstrass a montré qu’on peut former une fonction entiére admet-
tant pour zéros une Lelle suite infinie de points @, ; si 'on pose

u? ni

(2) E(u,0)=1-u, L(ug)=>0— u)e” T (g entier 21).
le produit infini

(3) p<z)=ﬁn(ai",p,,)
1

est en effet uniformément et absolument convergent dans tout
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2 G. VALIRON.

domaine fini si la série

r \putt
(4) 2 (—>

I'n

converge quel que soit r. 11 suffit de prendre p, = n pour que la
série (4) converge, P(z) définit alors une fonction entiére s’annulant
aux points @, et en ces points seulement.

P (z) est appel¢ produit canonique, les facteurs de ce produit
sont les facteurs primaires de 1Veierstrass. Toute fonction en-
tiere f(5) peut se mettre sous la forme

(8) S(3) = zm estz) P(3),

ot P(z) est un polynome ou un produit canonique et g(s) une
fonction entiére ou un polynome; c’est la formule de décomposition
en facteurs.

Une fonction méromorphe @ (z), c’est-a-dire dont les seuls points
singuliers a distance finie sont des poles, est donc le quotient de
deux fonctions entiéres ou polynomes.

Soit 5, un point singulier isolé et essentiel d’une fonction uni-
forme, en envoyant ce point a I'infini on obtient une fonction I' ( 5)
qui est la somme d'une fonction entiére et d’une fonction 4 (z) holo-
morphe pour |3]2A et nulle a I'infini; F(3) est aussi le produit
d’'une fonction entiére par une fonetion 4, (5) holomorphe pour|z| > A
sauf peut-étrc au point i Uinfini qui peut étre un pole, ¢, (z) nes’an-
nulant pas pour |s|>A. De méme, si le point & Uinfini est point
singulier essentiel limite de poles d'une fonction ® (=) méromorphe
dans tont domaine A << '] 5|~ A" < e, cette fonction est le produit
d’une fonction méromorphe (dans tout le plan) par une fonction
holomorphe, non nulle, pour | 5| > A et égale a 1 a 'infini.

La plupart des résultats de la théorie des fonctions entiéres sont
applicables aux fonctions F (z) considérées ci dessus; de méme ceux
obtenus pour les fonctions méromorphes sont aussi valables pour les
fonctions méromorphes autour du point a I'infini.

2. Lo second théoréme de Weierstrass et le théoréme de Picard. —
Dans la suite nous désignerons toujours par M (r) le maximum
pour | z| = r du module d’une fonction holomorphe sur cette cir-
conférence. Pour une fonction entiére les théorémes de Cauchy
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montrent que, quels que soient » et n,
(6) len|rn < M{r).

Pour toute fonction T (z), quel que soit le nombre positif K, le
rapport M (r) . r® finit par dépasser tout nombre donné. On en
déduit le théoréme de Liouville et le théoréme classique de
Weierstrass sur 'indétermination d’une fonction uniforme dans le
voisinage d’une singularité essentielle isolée (point singulier isolé
essentiel ou point essentiel limite de poles).

I. L'ensemble des valeurs prises par une fonction uniforme
dans le voisinage d’un point singulier essentiel isolé admet toute
valewr finie ou (nfinic pour valeur limite.,

En 1879, E. Picard apporta a ce théoréme un complément essen-
tiel. En utilisant les propriétés de la fonction modulaire elliptique,
il établit cette proposition qui fut l'origine d’une théorie déja trés
riche et qui se développe encore chaque jour.

Il. Une fonction uniforme prend wune infinit: de fois toute
valeur sauf deux valeurs exceptionnelles au plus dans le voisi-
nage d’une singularité essentielle isolée.

En 18¢6, E. Borel donna de ce théoréme, dans le cas particulier
des fonctions entiéres, une démonstration ne faisant intervenir que
des propriétés élémentaires nouvelles des fonctions holomorphes et
des fonctions croissantes; il mit ensuite en évidence des relations
trés serrées entre la densité des zéros des fonctions f(z) —z et le
mode de croissance de la fonction M (7). Ce sont ces résultats de
E. Borel qui, avec ceux de J. Hadamard, ont été la base de la théorie
des fonctions entiéres et méromorphes. Dans cet exposé, consacré
spécialenient & ces fonctions, nous nous placerons surtout au point

de vue de E. Borel.

II. — Lrs INEGALITES DE BoREL. LA FoncrioN M(r)
ET LA SUITE DES COEFFICIFNTS.

3. Les inégalités de Borel. — La présence de facteurs e8(?) dans
la décomposition (5) et les méthodes de démonstration élémentaire
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du théoréme de Picard ont conduit a4 étudier des relations entre la
croissance de certaines fonctions. Solent .

(7) $(z) =E cp st

0

une série entiére convergente par exemple pour|z| <1, M (7) son mo-
dule maximum et A (r)le maximum de sa partie réelle pour | z|=r<1.
L’emploi des formules de Fourier a conduit J. Hadamard (a) aux
inégalités

(®) leal PS4 A(r)+2le0] (1)

qui permeticnt d’étendre le théoréme de Liouville au cas ou I'on
a A(r)<r¥. De ces formules, E. Borel (6, ¢) déduisit une inégalité
entre M(r) et A(R), (r <<R) qui a été complétée par Calatheodory
par une toute autre méthode [voir (22, ¢)] : on a

(9) M(r)<

R .
R [2AR)+dlall  (r<R).

Si M' (r) est le maximum du module de la dérivée &' (z), les théo-
rémes de Cauchy montrent que I'on a

(10) Ell’o <MI(r) < R—7r

M R
(r M( ’)‘ (r < R).

Si m(r) désigne la fonction qui pour chaque r est égale au
plus grand des nombres |c,|/”, les inégalités (6) dunnent [Borel

(b, ¢)]
(11) m(r)<M(r)<m(R)RR_r (r <R).

Nous dirons que m(r) est le terme maximum, si 4(r) est une
fonction entiére, m (r) est une fonction croissante.

E. Borel a montré que U(r) étant une fonction indéfiniment crois-
sante lorsque 7 croit indéfiniment et o. un nombre positif donné, on
a, en général, 'inégalité

U+ v | < v

+
(') Nous désignerons avec R. Nevanlinna par A () une function égale a A (z) si
A(z)2o0,etdosiA(z)Zo.
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il en déduit (b, ¢) que les fonctions A (r), M(r), m(r), M'(r) sont
du méme ordre de grandeur :

HL. Lz rapport des logarithmes de drux des fonctions M (r),
A(r), m(r), M'(r) tend vers un lorsqu’on exclut certains inter-

valles (r>ry> o) dans lesquels la variation totale de log r reste
finie.

Une étude détaillée des propriétés des fonctions croissantes a éLé
faite par O. Blumenthal (¢) en vue de I'édification d'une théorie
des fonclions entiéres d’ordrc infini (voir aussi les travaux de
G. Rémoundos et de ses él¢ves).

4. Méthode de J. Hadamard. — Une application trés simple du
théoréme de Cauchy sur le maximum du module d’unc fonction mo-
nogéne a conduit J. Hadamard au théoréme suivant :

IV. La fonction logM(r) est une fonction convexe de log r

[voir (15,0), (4, aet b), (11, a)].

Divers auteurs ont étendu ce résultal a des fonctions analogues :
G.-H. Hardy (b) montre que, I(r) étant la valeur moyenne
de | f(3)] pour | s|=1r, log I(r) est aussi une fonction convexe
de log r; R. Nevanlinna montre que les fonctions qu’il introduit
(voir n° 22 21) sont aussi convexes; O. Faber et G. Valiron (u)
¢tablissent et utilisent un résultat analogue a 1V pour les fonctions
de plusieurs variables.

Dans un ordre d’idées analogue, O. Blumenthal (6) a obtenu la
proposition suivante :

V. La fonction M(r) est analytique par sections, les points
tels que | f(3)| = M(r) sont sur des arcs de courbes analytiques,
le nombre de ces arcs étant fini dans tout cercle | 3| SR.

Il montre sur un exemple que la dérivée seconde de M (r) peut ne
pas étre continue [voir aussi (16,a)].

J. Hadamard déduisit de son théoréme IV une méthode pour étudier
la relation entre les fonctions m (r) et M(r); il utilise lc polygone
de Newton =(f) dont les sommels sont certains points A, (z = n,
¥y = —log|cg]), les autres poinls A, étant sur les cotés ou au-dessus
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des colés. La polaire réciproque de m(f) par rapport a la para-
bole 2* =2y donne log m(r) en fonction de log r; J. Hadamard
définit une seconde courbe donnant une limitation supérieure de
log M (). Cette méthode et les théorémes IV et V sont valables
pour une série entiére.

G. Valiron (¢, g) introduit le rang N (7) du terme maximum; en
supposant ¢, £ 0, on a

(12) logm(r)=log|co| +f N(x):l:’ < log M(7),
0

S sl
L’inégalité (13) donne la méme précision que la méthode de

J. Hadamard. Ces résultats s'étendent au cas des fonctions de
plusieurs variables (46, «). G. Valivon montre aussi que le rap-

(13) M(r)y<m(r)

port r :{_z; (log M (7)) : N(r) tend vers un si I'on exclut des ipter-

valles analogues a ceux figurant dans I'énoncé 111,

5. Classification d’aprés le mode de croissance. Fonctions d’ordre
fini. — E. Borel (&, ¢) a introduit la notion d’ordre. L'ordre p d'une
SJonction ¥ (z) est la limite supérieure pour r infini du rapport
log, M(7) : log r. Les fonctions d’ordre fini ont été longtemps les
seules pour le-quelles on ait obtenu des résultats simples et précis
autres que le théoréme de Picard. Pour qu’une fonction soit d’ordre
fini g, il faut et il suffit que le rapport log N(r) : log rr admette p pour
limite supérieure d'indélermination pour 7 infini; on déduit alors
des iné¢galités (12) et 13) ce résultat (46, c, o) :

VI. Pour une fonctior. d’ordre fini les rapports des logarithnies
de deuzx des fonctions M(r), m(r), A(r), M'(r) tendent vers un
lorsque r croit indéfiniment; st o est lordre et < positif quel-
conque, on a, & partir d’une valeur de r,

M(r)y< m(r)re+z, M(r) < A(r)rets, Mi(r) < M{r)yre-t+e (1),

J. Hadamard (&), E. Borel (d), Lindelsf, Pringsheim, G. Valiron
{c, &, 3) ont donné des méthodes pour étudier les relations entre

(') La derniére inégalité «st nouvelle.
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la loi de décroissance de la suite des coeflicients |c, | et la fonctiom
M(r). Siles|c,| sont donnés on calcule unc valenr approchée de
m(r) etFon emploie I'inégalité (13) ou la proposition VI si 'ordre
est fini. Lorsqu'on se donne a priori une valeur approchée de
lag M (1), elle est assujettie a certaines conditions; dans le cas de
Iordre fini, il suftit que log M(r) soit asymptlotiquement égal a
unc fonction dérivable V(r), fonction convexe de logr |le rapport
de logM(r) a V(r) tend vers un, ce qu’on écrit

(4 log M(r) ~ V(r)].

Les inégalités (6), (12) et (13) donnent des limitations pour |c, |
et N(r). On peut a fortiori supposer que log M(r) 1 V(r) a des
limites d’indétermination finies et positives, que log, M (r) est
asymplotiquement égal a log V (r), etc. Un grand nombre d’énoncés
ont été dennés, je me bornerai a citer les deux suivants :

VL. La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction
- [ L Y .
sottd’ordre fini égal a p est que

1‘15) h—m Iﬂg[ﬁ,i:

I
n=w nlogn P

[Borex (¢ )]

VL. La condition nécessaire et suffisante pour que l'on ait

—— log M(r) _
o Jm = A
est que
_ e
(17) lim E—:—;|c,, Ir=A [LinptLo¥ (@)].

Signalons a ce propos la terminologie de Lindclif et Pringsheim :
la fonclion est dite du type minimun, moyen ou magimum de son
ordre suivant que dans l'égalité (16) on a : A=o0, 0 A<+,
A= —+ 0. *

Des résultats analogues ont éLé donnés, nolamment par E. Maillet,
pour les fonctions d’ordre nul ou d’ordre infini.

6. Valiron a distingué dans certaines questions deux sortes de
fonctions d’ordre fini o, les fonctions de la classe inférieure pour
lesquelles I'intégrale

* log M(x)
(18) [
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converge, ct les fonctions de lu classe supérieure pour lesquelles
elle diverge. L’intégration de l'égalité'asymptolique entre log M (r)
et log m () multipliée par un facteur convenablc et emploi d’un
théoréme de Carleman et Littlewood [coir (48, )] sur les séries
conduit a la proposition suivante dans laquellelog R, désigne la pente
du polygone =( f) d’'Hadamard entre les points d’abscisse n et n + 1.

IX. Lu condition nécessaire et suffisante pour qu une fonction
soit de la class:z inféricure est que la série

E(R,,) P

converge; les fonctions pour lesquelles la série de terme gé-
néral|c,|*" diverge sont de la classe supérieure (46, p, 3).

E. Borel (¢) a montré I'importance des fonctions & croissance
réguli¢re, fonctions pour lesquelles le rapport

loga M(r) : logr
tend vers o lorsque 7 croit indéfiniment. E. Lindel6f a montré que :

X. La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction
d’ordrepsoit @ croissance réguliére est que la condition (13) étant
réalisée, on puisse trouver une suite d’indices n, telle que

. leglen,|
Iim ——' = =

I . logny,
=— -y lim —2—2*1
p=w=tp logn, 4

p=w logn,

\

On peut de méme considérer des fonctions & croissance trés
réguliére pour lesquelles le rapport log M (1) 1 7? a des limites d’in-
détermination (pour r =) finies et positives, et des fonctions &
croissiunce parfaitement réguliére pour lesquelles ce rapport tend
vers une limite finie non nulle. Les conditions nécessaires et suffi-
santes pour qu’on se trouve dans ces cas ont été données par
E. Lindelof (b) [voir aussi (46, 5)], qui a aussi comparé log M (r)
ades expressions de la forme 1P (log )%, .... Ces résultats de
E. L'nd :16f peuvent étre groupés de la fagon suivante (46, c) :

XI. Soient g (r)une fonction dérivable tendant vers o et telle
iy N ,
que o'(r) rlogrtende vers o lorsque r croit indéfiniment, - (x) la
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fonction inverse de x =r?"). Pour que le rapport

log M(r) : rptn)

ait des limites d'indétermination finies positives (ou tende vers
une limite A non nulle), i/ faut et il suffit que les nombres

e (l‘l>
vieal 1, 0

aient une limite supéricure d'indétermination finie (ou égale

1\
aB= (Ae)5> et quil existe une suite d'indices n, pour lesquels
ces nombres aient une limite inféricure d’indétermination positive
(ou tendent vers B), le rapport npyy i np ayant deslimites d’indé-
termination positives finies (ou égales a 1).

Des résultats analogues sont donnés par E. Lindelif pour Vordre
infini, par R. Mattson et G. Valiron (¢) pour l'ordre nul.

Pour les fonctions a croissance parfaitement réguliére log M(r)
est asymplotiquement égal a une fonction simple de N(r) et r;
G. Valiron a déterminé toutes les fonctions pour lesquelles cette
circonstance se produit, et donne les conditions correspondantes
relatives aux coeflicients; les fonclions obtenues, qui peuvent étre a
croissance trés irréguliére, peuvent servir de fonctions de compa-
raison. Pour toute fonction d’ordre fini o existent des fonctions p ()
telles que

limp(z)=¢, limp(x) =p,> 0o, lim.ro'(x)logr =o,
= == Xr=n
pour lesquelles on a
Tim log M) _ .
r=w rowr)

o(r) estun ordre précisé; on peut prendre p, =3, e (r) est alors un
ordre L (Lindelof); on, si p n’est pas entier, o, supérieur a la partie
entiére de p, on a un or./re B (Boutroux) (46, z). G. Valiron intro-
duit des considérations analogues dans le cas des fonclions d’ordre
nul.

La plupart des résultats ici exposés s’étendent aux séries entiéres
dans leur cercle dz convergence lorsque la cro'ssance de M(r) est

assez rapide (46, 2).
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6. Méthode de Wiman et Valiron. — Dans deux remarquables
Mémoires, A. Wiman (e, f) a obtenu des inégalités beaucoup plus
précises que celles de Borel; il en a déduit diverses propriétés et
notammenl une démounstration élémentaire du théoréme de Picard.
G. Valiron {j, k) a compléié les résultats de Wiman en montrant
d’abord que ses inégalités sont valables sauf dans certains intervalles
exceptionnels, puis en donnant des inégilités valables dans de pelits
domaines; il a utilisé le polygone =(/) de J. Hadamard et a donné a
la démonstration une forme géométrique. En posant

S(wy=N evur  (0<a<),

0
on oblient ce lemme fondamental :

XIl. La fonction [(s) étant donnée, & une valeur r corres-
pondent en général des couples de nombres L et k tels que la
Jonction k ¥ <'—}) majore f(3), les deux fonctions ayantdes termes
mazx ma égaur et de méme rang pour cetlevaleur r. Les valeurs r
pour lesquelles cette circonstance ne se p-oduit pas forment
entre 1 et R, N(R) intervalles an plus dans lesquels la variation
totale de log r reste finie lorsque R croit indéfiniment.

“Les valeurs r satisfaisant a I’énoncé sont les valeurs ordinaires
d'indice 2. Dansle cas d’une fonction 4 (z) holomorphe pour|s|< 1,
tl existeencore une suite de valeur s remarquables vérifiant le lemme

pourvu que log, M(r) : log - ne tende pas vers o et que a soit

—r
eonverablement choisi.
En écrivant f( ) sous la forme

Jiz) =.(_z")" [f(zo)+ 20 g (50) + (\z——z")z'/,(?-, zo)]

\ %o 139 Zy

"avec
g(3)=235f"(3)—n f(3),

en arrive a la proposition suivante (40, 4, z) :
. . . ) . I -
X1l Soient R une valeur ordinaire d'in lice - suffisamment

grande, b un nombre donné, z, un point pour lequel

1
I/(so\)|>M(R)N 16, 2] =R,
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et D, larégion définie par

|r—R|<~§R, |<p—-cpol<N_‘ (z =re?).

=

Il existe une constante K ne dépendant que de h telle que :
1° En tont pointdeD, lerapport |f(s)
entre K-V et \;
2" Sisetz sontdansD,, ona

|G el

. II/'(S.)')l reste compris

3° Sizet s, sontdeux pointsdeD, tels que

|z — 3 \M:\R)<5(R)N‘”’
on a
N
[f(:)— (zi.) f(.z.)’<e(n,|<;

4 Linégalité

13
|z /"a)— N f(z1] < KN'® MeR)
. ’ . . s Py /
est vérifice en tout point s de module inférieur a R (1 + %)

1t suffit de supposer que N =N (R) dépasse une constante abso-
lue K’ dépendant de % et K pour que ces résultats soient vrais, ils
restent vrais pour une série enti¢re $(z) de rayon de convergence
égal a 1 §'il existe des valeurs remarquables pour lesquelles N est
supérieur & K'. Les conséquences suivantes qui précisent les théo-
rémes de Borel (n® 3) sont done aussi valables dans certaines condi-
Lions pour ces séries (47, /3 46, 7, &) :

Pour toute valeur ordinaire r, on a

A(r)~M(2),  rMi(r)~N(r)M(r).
et dans le voisinage des points ou | f(z)|ou |3 f'(3) : N|est voisin
de M(r)

Sz _ SSYN(R)
_f(—z)— —<I+II.\ ) 2

Cette derniére égalilé se généralise pour les dérivées successives,
ce qui conduit & des propriétés des solutions de certaines équations
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différentielles (47, f; 40, d; 46, ¢). Les inégalités entre M (1) et m(r)
sont complétées de la fagon suivante : ¢ étant donné et positif, on a

1 1, .
I\l(/')<N(/')2+vm(r), i\h\r)<[|0gm(r)]2+ m(r),

sauf dans des intervalles dans lesquelsla variation totale de log r reste
finie.

En remplacant la série de comparaison ¥ («) par une fonction
entiére, on obtient des résullats plus serrés pour les fonctions a
croissance moins rapide (17, e: 46, ), par exemple : pour toute
fonction d’ordre fini moindre que g, il existe une suite de valeurs
indéfiniment croissante 1 pour lesquelles

M(r)<yaramir Viog m(r).

D’aprés les inégalités de E. Le Roy, ce résultat ne peut étre amé-
lioré.

III. — LE TnéorEME DE Picanp.

7. Le théoréme de Picard. — Lorsqu'une fonction F(z) est holo-

morphe et non nulle autour du point a 'infini, qui est point essentiel,
I

F(s
exact du mot étant donné par le :héoréme NHI; Ao Wiman (f) et
G. Valivon () déduisent de la des démonstrations ¢lémentaires
du théoréme de Picard; A. Bloch («) remarque que la fonc-
ton F(z) [IF(s)—1]| ne jouissant plus de la propriété indiquéc
si F — 1 ne s’annule pas, le théoréme est démontré. G. Valiron (k)
donne une démonstration directe utilisant la troisiéme partie du
théoréme XIII: si I'(z) ne s’annule pas dans le voisinage du point
essenticl a I'infini, les équations () — .z ont, dans des domaines
analogues a ceux définis dans ce théoréme, un nombre de racines
supérieur & Klog M(»). Si n(r, z) est le nombre des zéros de
F(z) — z dont le module est moindre que r, le vapport n(r, z) : r
a une limite inférieure d’indéterminatiou (pour r infini) positive
et indépendante de z [comparer (33, b)].

Dans sa These, W. Saxer a présenté la méthode de Wiman et
Valiron sous forme arithmétique et I'a utilisée a la démonstration de
Pimpossibilit¢ de certaines identités, géndéralisant celles considérées
par Borel dans sa démonstration du théoréme de Picard (n° 16).

les modules maxima de I'(s) et

sont du méme ordre, le sens
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A. Bloch (@) remarque que la seconde partie du théoréme XIII
contient le résultat suivant :

XIV. Si 2=V (s) admetlepoint & Uinfini pour point singulier
isolé et est holomorphe autour de ce point, la surface de Riemann

décrite par le point T comprend des cercles a un seul feuillet de
rayon ausst grand que l'on veu!.

Il applique ce résultat a la démonstration de ce théoréme général
obtenu par Picard (0, ¢) en 1883 : Deux fonctions admettant un
méwe point pour singularité essentielle isolée ne peuvent étre liées
par unc rclation de genre supérieur a 'unité.

8. Théoréme de Bloch. Théorémes de Landau et de Schottky. —
La proposition XIV reste vraie pour les séries entiéres convergenles
dans le cercle de rayon 1 dans les conditions indiquées plus haut.

En examinant séparément le cas des fonctions holomorphes dans le
cercle | 5| <1 de la forme

(19) Z=VY(3)=2z+c332+...,

pour lesquelles le nombre N(r) correspondant aux valeurs remar-

quables reste inférieur a une constante K', A. Bloch (b) obtient cette
proposition générale :

XV. lexiste une constanteK telle que lasurface de Riemann,
correspondunt ¢ une fonction quelcongue de la forme (19) conver-

gente pour |3| <1, compren( un cercle a un seul feuillet de
rayon au moins égal a K.

En appliquant ce théoréme a la fonction

loa Viogy —aim —logd
T Vlogb —aim+ ylogd

A. Bloch obtient le théoréme de Landau :

XVL. Soit une fonction définie par une série entiére congver-
gente dans le voisinage de Uorigine

b(z)=co+c13+... (cy#o0).

Il existe un nombre R(co, c,), ne dépendant que des deuz pie-

UNIVERSITE GRENOBLE 1
CNRS
INSTITUT FGURIER
Laboratoire de Mcathématiques
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miers coefficients, tel que, dans le cercle |z] <R (co, ¢,) : ou
bien § (z) ne reste pas holomorphe; ou bien cette fonction prend
une fois aw moins U'une des valeurs o ou 1.

C’est en employant la méthode de Borel que E. Landau (a) avait
tout d’abord établi cette si remarquable proposition; il donna ensuite
une démonstration trés simple en utilisant les propriétés de la fonc-
tion modulaire. Carathéodory a montré que cette derniére méthode
donne la valeur exacte de la fonction R(c¢,, ¢,); Hurwitz (4) donne,
¢galement au moyen de la fonction modulaire, 'inégalité trés simple

2 1
R(eq, c1) 1 [S16] ¢y 5| co—1]2.
Un grand nombre de travaux, dont il sera question dans d’autres
fascicules, ont ¢té publiés sur ce sujet: je me bornerai a signaler ici
le Mémoire de E. Lindelof (g) [voir aussi (£)] dont il sera question
au n°® 12; toute cette théorie y est traitée d’une facon trés naturelle.
E. Landau (/) a déduit de son théoréme une proposition qui gené-
ralise un théoréme de Koebe et qui doit étre rapprochée du théo-
réme XV :si une fonction de la forme (19) est holomorphe dans
le cercle |5|< 1, les valeurs Z recouvrent toute une circontérence
|Z|=hZzK', K' étant une constante absolue.

Le théoréme de Landau est une conséquence simple de Fimpor-

lante proposition obtenue a la méme époque par I, Schotthy (a) :

XVIIL. 8¢ une fonction 4(z) est holomorphe pour|z| <R et ne
prend pas les valeurs o et 1 & Uintérieur de ce cei cle, son module
vérifie lincgalite

(20) 4311 <K(e0 )5
le nombre K(cy, u) ne dépendant que de c, =4 (0) et de u.

Comme le théoréme de Landau, celuide Schottky peut étre obtenu
par les méthodes ¢lémentaires de Borel ou par I’emploi de la fonction
modulaire; A. Bloch () a remarqué que lintégration de I'inégalité
obtenue pour le rayon du cercle de convergence dans le théoréme de
Landau conduit au théoréme de Schottky. La valeur explicite de la
fonction K est sans importance dans certaines questions, par exemple
dans la théorie des familles normales (n° 40), mais elle joue un role
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essentiel dans les extensions du théoréme de Picard dont il sera
question au n° 9. Par les méthodes élémentaires, on trouve que
K1 (Cn)
21 log K(ey, v P
( ) o ( 0y )<(I—u)§’
f étant supérieur & 2, E. Landau (0) obtint au moyen de la fonction

modulaire la valeur 8 =1, qui est la plus petite possible commeon le
1
voit en considérant la fonction e'—=.

9. Le théoréme de Picard dans un secteur. — Le théoréme de
Schottky, avec le complément de Landau qui vient d’éire signalé,
montre que le théoréme de Picard s’applique aux fonctions ¢ (z) holo-
morphes pour|z|<_1 pourvu que

{22) m([—ﬁ')!og M(r) =+ =,
r=1

mais il ne s’applique plus dans tous’les cas lorsque le premier membre
de (22) est borné ('). Cette remarque conduit, par une trans-
formation immeédiate a des propositions complétant le théoréme
de Picard relatif au point essentiel isolé. Considérons une fonc-
tion 0(z), (z=re¢?), admettant une singularité a Dorigine, mais
- ™ .
holomorphe dans un secteur S, |z | <Ry, 99 < o < 0y 7 st A est
un angle de sommet O intérieur a S, on désignera par M(r, A)le
maximum de | §(z)] pour les points |z | =r appartenant & A et I'on
appellera ordre de §(z) dans A le nombre

On obtient alors cette proposition (2, a, b; 46, j, m) :
XVIIL S¢ une fonction §(z) est holomorphe dans un secteur S
d’ouverture 7—; et est dordre supérieur a v dans un angle inté-

rieur, elle prend toute valeur, sauf une au plus, en une suite de
points de S admettant Uorigine pour point limite.

(1) La méthole élémentaire de Nevanlinna (Chap. V) conduit également’ & ce
résultatl, mais avec une condition un peu plus restriclive que (22).
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Dans le cas d’une fonction F(z) admettant le point o pour point
essentiel (et holomorphe autour de ce point), le théoréme XVIII

H 3 , 1 . . .
s’applique dés que 'ordre o dépasse = il existe au moins un angle
a . Y )
[et méme deux comme le remarque Milloux ()] d’ouverture; —+ e

¢ élant positif et arbitrairement petit, dans lequel F(z) — z <’annule
une infinité de fois, sauf peut-étre pour une valeur . On peut consi-
dérer de méme des domaines limités par des arcs spiraliques (45, m).
H. Milloux (¢) a complété le théoréme NVIII en délinissant dans le
secteur S une suite de régions duns lesquelles les fonctions F(35)—z
s'annulent, c’est une conséquence de son théoréme du n° Il.
L. Bieberbach (b, ¢) déduit de la proposition XVIII ct des méthodes
de Lindel6f-Phragmén (voirn® 20) un théoréme d’une forme remar-
quable, mais qui n’est plus applicable aux fonctions d’ordre infini :

. - , . L1 c e .
une fonction F(s) d’ordre o supérieur & - prend une infinité de fois
2

toute valeur, sauf une au plus, dans un angle fixe mais arbitraire-

ment placé dont I'ouverture est supérieure au plus grand des deux

T .
nombres 5 27— 5

10. Les familles normales de fonctions de P. Montel ('). — Le
théoréme de Schottky permet de montrer que les fonctions holo-
morphes dans un domaine ou elles ne prennent pas deux valeurs
exceptionnelles forment une famille normale. La notion féconde de
famille normale cst due a P. Montel qui en a fait de nombreuses
applications.

. Montel dit qu’une suite de fonctions ¢, (z) holomorphes dans
un domainc A (un domaine est un ensemble de points tous intérieurs
et bien enchainés) converge uniformément dans A lorsque, ou
bien il y a convergence uniforme sur tout ensemble fermé intérieur

a A, ou bien la suite

oni3) converge uniformément vers o sur tout
i<

ensemble fermé intérieur. D'aprés le théoréme de Borel-Lebesgue,
si chaque point de A est centre d’un cercle appartenant & A dans
lequel la suitc converge uniformément, elle converge uniformément

(1) Les propriéiés des familles normales seront étudiées plus compléteme: t dans
le fascicule consacré aux familles de fonctions analytliques.
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dans A. Une suite de fonctions ®, () méromorphces dans A converge
uniformément duns A lorsque chaque point de A est centre d’un

cercle dans lequel 'une des deux suites @, ( 3) ou q)—'(?) est une suite
n -

uniformément convergente de fonctions holomorphes.

P. Montel (b, ¢, /) ditqu'une famille de fonctions méromorphes
dans A est normale lorsque, de toute suite de fonctions de la famille,
on peut extraire une aulre suite uniformément convergente dans A.
Une famille est normale en un point de A lorsque ce point est centre
d’un cercle dans lequel la famille est normale. En utilisant le théo-
réme de Borel-Lebesgue, P. Montel montre que :

XIX. La condition nécessaire et suffisante pour qu’une fa-
mulle soit normale dans un domaine est qu'elle soit normale en
chaque point du domaine.

Le lemme fondamental dans cette théoric :

XX. Une suite de fonctions ©,(z) holomorphes dans le
cercle |s|<<R et telles que Uon ait uniformément

len(2)| <M
est normale dans ce cercle,

combiné avec le théoréme NI\ et le théoréme de Schottky, conduit
P. Montel & cette importanic conséquence :

XXI. Les fonctions holomorphes dans un domaine A ok elles
ne prennent pas les valeurs o et 1 forment une famille normale
dans A.

Une méme transformation homographique effectuée sur les fonc-
tions d’une famille normale dans un domaine conduit a une famille
normale, ce qui permet de passer a la proposition générale :

XXIL. Les fonctions méromorphes dans un domaine A ot elles
ne prennent pas trois valeurs exceptionnelles fixes forment une
Jamille normale dans A.

G. Julia a remarqué que, si des fonctions méromorphes dans un
domaine ne forment pas une famille normale, il existe un point du
domaine ou cette famille n’est pas normale; dans un cercle ayant

MEMORIAL DES SC. MATH. — VALIRON 2
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pour centre ce point 'ensemble de ces fonctions prend toute valeur,
sauf peut étre deux valeurs exceptionnelles. Cette remarque est le
point de départ des recherches qui vont étre exposées.

11. Le théoréme de G. Julia. — Soit ® (5) une fonction admettant
le point a l'infini pour singularité essentielle isolée (limite de pdles
ou non). Soient I' un chemin continu aboutissant a ce point, M un
point de I' et E(M) ensemble des valeurs de ® (z) sur T entre M et
I'infini et des points limites de ces valeurs. L’ensemble E commun a
tous les E(M) est le domaine «’indétermination de (s ) le long
de I : si E est borné, T est un chemin d’indétermination finie; s'il
se réduit & un point w, T est un chemin de détermination v, T est
la valeur asymptotique le long de U'. Si ®@(z) est holomorphe autour
du point al'infini, il existe des chemins de détermination oo (voirn°® 21).

G. Julia (a, b) a établi les propositions suivantes :

X\II. S’ existe un chemin de détermination v (finie ou
non) pour la fonction ®(3), on peut ussurer que toute fonc-
tion ®(z)—x sannule une infinité de [ois, sauf pour deux
valeurs ry, x\, aw plus, sur certains ensembles D définis de U'une
des facons suivantes :

1° Soient Lun chemin donné aboutissant au point a Uinfini, c un
nombre positif donné, D' le domaine balayé par un cercle C, dont
le centre s décrit L et dont le rayon est c|s|; il existe un do-
maine D qui se déduit de D' par une rotation convenable autour
de lorigine;

2° Soient s un nombre de module supéricur a 1 etz un nombre
positif arbitraire, il eriste un point sy aw moins de module
compris entre 1 et 5 (égalité permise) tel que lensemble des
cercles C, (n =1, 2,...) de centres z,o™ et rayons | ™| constitue
un ensemble D;

3 Soient w, un nombre, distinct de v, pour lequel ®(3) —w, a
wune infinité de zéros; ay, dasy,..., @An,... une suite infinie e ces
zéros et G, le cercle de centre a, et rayon <|anp| (¢ arbitrairement
choisi), il existe un ensemble D qui se déduit de Uensemble
des G, par une rotation convenable autour de U'origine.

Pour obtenir la seconde proposition, par exemple, G. Julia
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applique la remarque faite a la fin du n° 10 a la suite des foxictions
méromorphes ®,(3) = ® (zs"). 1l étudie également I'ensemble E;
des points o cetle suite n’est pas normale (et les ensembles ana-
logues dans les deux autres cas) : I, cst un enscmble fermé, ¢’est
sa seule propriété générale, il peut ne comprendre qu’un point dans
chaque région |¢|”2s<<|a|”*!, mais il est parfait si ®(z) admet
une seconde valeur asymptotique; il peut étre linéaire et méme com-
prendre tout le plan.

G. Julia a abordé aussi le cas ou ®(z) n’admet pas de valeur
asymptotique (c’est ce qui se produit pour les fonctions elliptiques),
matis les résultats alors obtenus ne présentent plus le méme degré de
géndéralité; il considére aussi d’autres définitions de 'ensemble D.
P. Montel (f) a complété le théoréme de Julia dans le cas des fonc-
tions F (=) holomorphes autour du point a I'infini qui possédent en
oulre un chemin d’indétermination finie. Ses résultats et le théo-
réme NNIII sont des conséquences d’une proposition plus précise

due a H. Milloux (b, ¢) :

XXIV. Soit Z=®(z) une fonction admettant le point @ Uin-
fini pour point singulier essentiel isolé et admeltant un chemin I’
de détermination o. Soit u(r) une fonction croissante, mais

croissant moins vite que surT. Posons

v
53]
D(r)=[logu(r)[T%  g(r)= 5 logsw(r).

L’un des deux cas suivants se présente :

° Dans la couronne ||z| —r| < 20, on alinégalité

)
tog| @ ()} << —[log p(l')]"’;

2® Kl existe un cercle C(r) dont le centre a pour module r ct

dont le rayon est g(lr{-} dans lequel ® () prend toutes les valeurs Z

de module inférieur a D (r), sauf peut-étre celles comprises dans

3
deux cercles de rayons 57

Dans sa démonstration, H. Milloux s’appuie directement sur le
théoréme de Schottky et sur cette proposition qui découle du théo-
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réme de Phragmén et Lindelsf (th. XLIII) : si 4 (3) est holomorphe
et de module inférieur a M dans un cercle C et sur sa circonférence
et de module moindre que m (m < M) sur une ligne polygonale -
joignant le centre a un point de la circonférence, on a dans le cercle
concentrique a G et de rayon moitié

o
’|¢15)|<M(%) ’

a étant une constante positive facile a calculer. La démonstration
de Milloux montre que le théoréme de Julia peut se généraliser
au cas ou l'on considére I'ensemble des fonctions F(3)+4 P (3)
ou P(z) est un polynome, ou des enscmbles encore plus généraux;
le résultat obtenu est d’ailleurs plus précis puisque les rayons des
cercles G(r) tendent vers o. Mais I'étude des ensembles tels que Eq,
qui s'introduisent dans la méthode de Julia, semble digne d’intérét.

12. Théorémes de Lindelof et de Montel. — La méthode des fa-
milles normales a permis a P. Montel (b, ¢, /) de retrouver et de com-
pléter des théorémes démontrés d’abord par E. Lindelof (g, ¢) par unc
toute autre méthode. Ces théorémes sont relatils a la distribution des
valeurs d’une fonction méromorphe §(3) dans un secteur S, | 5| <Ry,
9y << ® <9, + 7Y, dans lequel elle ne prend pas trois valeurs exceplion-
nelles @, b, ¢ : on introduit la suite de fonctions 6, (s)=10(z3"),
 étant positif ct inférieur a 1. On établit ainsi ces propositions :

XXV. 1° Soit I un-chemin aboutissant & lorigine en restant
alintérieur d'un angle A de sommet intérieur a S. Si0(s) tend
vers une limite lorsque s tend vers o sur T, §(z) tend unifornmi-
ment vers celte limite lorsque s tend vers o en restant dans A.

y . . I
Si10(z)—a (ou !fTZ)
cetle expression reste uniformément supéricure & un nombre K'
dans A (');

2° Le domaine d’indétermination de 8(3z) le long de deux che-
mins tangents en O @ un méme rayon intérieur a S estle méme;
le domaine d’indétermination Q, le long d’'un rayon o= const.
varie contindment avec o; '

sl a= oo> reste supérieur a K>o sur I’

(') P. Moutel suppose I' rectiligne, sa démonstration s'étend au cas général.
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3° r,(z) étant le module du n"¢ zéro de §(3) — x contenu
dans A, lasérie T r,(z)%converge pour tout ¢ positif si x n’appar-
tient pas a tous les domaines Q.

Ces résultats peuvent étre complétés lorsque |4(3s)| est borné
dans S [voir Montel (d)]; dans ce cas E. Lindelof donne quelques
démonstrations extrémement simples au moyen du principe dont il
sera question au n® 20.

IV. — FoNcTIONS ENTIERES ET MEROMORPHES D'ORDRE FINI.

13. La formule de Jensen-Poisson et I’exposant de convergence. —
J. L. Jensen («) a donné une formule, aujourd’hui classique, qui
joue un role essentiel dans les recherches quantitatives relatives aux
zéros des fonctions analytiques. . et IF. Nevanlinna (34) ont établi
une formule générale, dont ils ont donné de belles applications, qui
comprend comme cas particuliers celle de Jensen et la formule bien
connue de Poisson. Soient @ (3) une fonction méromorphe dans une
couronne R'3|3|SR limitée par deux circonférences T et I': ay,
(ayeeny ay les zéros et by, ba,..., by les poles supposés tous inté-
rieurs a la couronne et z, un point de la couronne distinct de ces
zéros et poles. Si

0(3) = ehlz) ki)

désigne une fonction mondogénc dans la couronne, sauf en z, qui
est un pole d’ordre 1, et de module égal & 1 sur I' et I (fonclion
de Green), l'intégration de la fonction

lOg q)(e)

0()

sur un contour convenable conduit & la formule qui sert de point de
départ a F. et R. Nevanlinna. En supposant R'=o0, on obtient la
formule de Jensen-Poisson qui sera seule utilisée dans ce qui suit :

R2 — 2
+ r:— lecos(v—-(p)
loo R — )5 |
i P R(5—0]

2T
(23) log|®(re?)| = f log| ®(Refv)| e

_Z]O R> —a,..

R(z a;)
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(les a; et b sont les nombres imaginaires conjugués des a; et b;
et r<R). On en déduit de suite la formule de I et R. Nevanlinna

(a4) 1og¢(z)—-_— [' thQ(ReW)\ggnjlfdv

_2l0° H(z— —I-Z log s R(z +iK

Pour r=o, la formule (23) donne la formule de Jensen; si 'on
désigne par n (1) le nombre des zéros a; de module inférieur ou égal
a z, on peut écrire

ZM

et Pon obtient, pour une fonction entiére f(z) (f(0) # o), laformule
de Jensen sous la forme souvent utilisée :

" dz ,
Md“[”ﬂ?_“”%

T
(25) W(r)+log|f(o)| = ;%_f log| fire?)|de <log M(r).
< Jo

Celle formule est a rapprocher de celle du n® 3 et fait prévoir que la
fonction W () est appelée a jouer un role analogue a celui du terme
maximum.

Pour une fonction d’ordre fini p, 'inégalité (25) montre que n(r)
est inféricur a r*e, ¢ posilif, 4 partir d’une valeur de 7, la série

(26) Z,i

converge pour t>>p. On appelle exposant de convergence de la
suite des zéros ou ordre réel (Borel) le nombre p, jouissant de celte
propriété : la série (26) converge pour T >p, el diverge pourt<Cg,;
on reconnait aisément que p, est /la limite supérieure pour n infini
de la suite logn : logr,. Le résultat obtenu ci-dessus s'¢nonce alors
de la facon suivante :

XXVI. L'exposant de convergence de la suite des zéros d une
Jonction F(z) holomorphe autour du point & Uinfini est au plus
égal a Uordre [Borel (c)}.

Remarquons ici que la série (26) converge ou diverge en méme
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n(.w:)
f z1+l d

I'4. Théorie de J. Hadamard. — J. Hadamard a montré que la
fonction g(3) qui s'introduit dans la formule de décomposition en
facteurs de Weierstrass (n” 1) est un polynome de degré au plus
€gal & o 41, si pest Pordre, et si P(z) est convenablement défini.
La méthode de J. Hadamard est encore celle qui conduit aux résultats
les plus complets, c'est la seule que nous exposerons avec quelques
détails, avec les diverses additions qui y ont été faites.

Si g est Uordre supposé fini, p, 'exposant de convergence, le plus
petitentier p qui est tel que la série (26) converge pour 1= p -1 mais
diverge pour t=p est la partie entiére de o, si p, n’est pas entier, il
est égal a o, ouwd p, — 1 si 3, estentier. On forme le produit P(3)de
Wererstrass en prenant p,=p, p est le genre du produit cano-
aique (Laguerre). L’étude des produits canoniques ainsi définis,
amorcée par Poincaré, a été faite par J. Hadamard et E. Borel (¢). En
utilisant des limitations assez grossiéres de E(«, p) on établit les
inégalités suivantes, ou £ est donné supérieur a 1 et K un nombre
fixe :

temps que U'intégrale

o/

N
~KH4%][L—§¢<MMP@H<KI (rySkrEr),
1

I=[ n,(.z:) et (I.Z',

Jo v+ g

{27)

qui permettent d’établir les deux théorémes de Borel (c).

XXVIL Lordre oy d'un produit canonique de genre fini p est
égul a lexposant de convergence de la suite de ses zéros.

XXVII. 8¢ de chaque séro a, comme centre on décrit un cercle
derayon ry—h(h>p). dans le domaine restant, qui comprend
des cercles de rayons aussi grands que l'on veut centrés a Uori-
gine, on a, quel que soit «,

log| P(3)]| > — ré+,
Jrourvu que r soit asses grand.

Le second énoncé est dit en partie a E. Maillet, E. Borel le résume
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d’une fagon frappante cn disant que, en général, le minimum du
module pour |z[=r est d’ordre infinitésimal au plus égal & celui

- G. Valiron (¢) a remarqué que, M () étantle module maxi-

de 1 “k r)
mum de P(z), p(r) le module minimum, on a

, r
»/a‘ lggl—)(—;)dz'<([“ log M(x) dx (x> 0.k >1);
cette formule comprend un résultat donné antérieurement par
E. Lindelof («) qui montra que : lorsque n (z) : 2% tend vers o,
non seulement log |P(s)]: r? tend vers o (Borel (¢)), mais aussi
+ I
log m
aussi (30, ¢)].

En résolvant la formule de décomposition en facteurs par rapport
au facteur exponentiel et en utilisant son résultat sur la partie
réelle (n' &), J. Hadamard obtient son théoréme fondamental, qui,

: 7% pour une suite de valeurs tendant vers l'infini [voir

complété par Borel, s’énonce ainsi :

XXIX. Une fonction entiére d’ordre o non entier est de la
Sforme (3), P(3) étant de genre p (partie entiere de p) et d'ordre p
et g(z) dtant un polynome de degré q au plus égal a p. S1p est
entier, P(z) est d’ordre o, aupluségala g, g(s) estde degré q au
plus égal a o, Uun aumoins des nombl es p‘ ou q étant égal a p.

Le plus grand des deux nombres p et ¢ est le genre de Laguerre;
il est bien déterminé si p n’est pas entier, égal 4 gou a ¢—1 si
I'ordre ¢ est entier, le second cas ne pouvant se présenter que si
log M(r) : 1? tend vers o.

G. Valiron (p, s) a complété le théoréme précédent en utilisant la
formule de Jensen sous la forme plus générale

" n log M(r) "log M
(28) £ z "’)d <K+-°—-i’—+lt %)d (2> 0, k> o0),

A
et en intégrant une inégalité déduite de (27); il donne ce résultat :

XXX. Si lordre p n’est pas entier, la conition nécessaire et

suffisante pour que la série (26) converge pour ==y est que la
Jonction soit de la classe inférieure. Lorsque p est entier et la
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Sonction de la classe inférieure, la série {26) converge pours=op,
le penre est p—1.

Le cas de I'ordre entier et des fonctions de la classe supérieure
sera envisagé au n" 16. La définition de la classe (n° 8) ne faisant
intervenir que les propriétés asymptotiques de logM(r), les
séries (26) relatives aux diverses tonctions F(3)+F,(z) ou F(3)
est donnée et I, (3) d’ordre inferieur convergent toutes en méme
temps si I'ordre de F(z) n’est pas entier, on a de méme des pro-
priéiés relatives a la dérivée.

F. Nevanlinna (4) a déduit le théoréme de la décomposition cn
facteurs d'une formule obtenue cn dérivant ¢ +1 fois la formule (24).
La formule (24) renferme en effet la proposition sur la partie réelle
(qui peut étre déduite de la formule de Poisson) et évite 'emploi du
théoreme XXVIII sur le minimum du module; on montre que la
différcnce

dr+! N (—1)7!
Tmilles /@] = X o
rp<;R

, 1 N .. L.
tend vers zéro avec R dés que ¢ = p, dans ces condilions la série

introduile converge absolument, ce qui conduit a la formule de décom-
position ('), mais ne donne pas le théoréme XXIX (pour Pobtenir il
faut utiliser le théoréme XXVII ou une proposition analogue).

prop 8

15. Distribution des zéros des fonctions d’ordre non entier. —
Lorsque Pordre n’est pas entier, les théorémes \\I\ ¢t X\ X donnent
déja des renseignements sur la densité des zéros, on peut étudier
d’une fagon plus précise les rclations entre les fonctions log M ()
et n(r), surtout dans les cas de croissance réguliére.

Lorsque la suite des modules des zéros est connue, le théoréme de
Jensen et l'inégalité (27) donnent des limitations de logM(r)
E. Lindelof («) a donné une limitation supérieure exacte dans le
cas des genres o et 1 lorsque n(s) est asymptotiquement égal aux
fonctions V (r) considérées au n* 5; G. Valiron (c¢) a généralisé ses
résultats en comparant n (r) aux fonctions 7#", o(r) jouissant des

(") La fin de la démonstration de FF. Nevanlinna doit ¢lre modifiée dans le sens
indiqué ici.
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propriétés de Vordre L (n° 5) et en ne limitant plus le genre. Dans
un ordre d’idées analogue, G. Pléya (g) montrc que la limite infé-
rieure d’indétermination de n(r) :log M(r) est au plus égale a
I'ordre ¢, la limite supérieure étant am moins égale a une fone-
tion o(¢) dont Ia valeur exacte est donnee par G. Valiror (y).

Lorsque F'on conuait une valeur approchée de log M(r), I'inégalité
de Jensen donne une limitation supérieure de n(r), I'emploi conve-
nable de Finégalité (27) fournit alors une limitation inférieure. On
obtient ainst le théoréme de Borel (¢) :

AXXI. La condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonc-
tion d'ordre p non entier soit & croissance réguliére est que le
rappost de logn & logr, tende vers p lorsque n croit indéfini-
ment.

E. Lindelof (a) a complété ce résultat en introduisant des hypo-
theses plus précises; parmi ses résultats je citerai le suivant :

XXXII. p w’étant pas entier, les limites supérieures d'indéter-
mination de logM(r) : re et de n @ 1§ sont & la fois o, 4 w0, finies
posutives. Si l'une de ces expressions a ses deux limites d'indéter-
mination finies et positives. il en est de méme de Uautre.

En remplacant dans cet énoncé p par g(r), ordre L, le résultat
reste valable, il comprend tous ceux donnés par E. Lindelsf dans le
méme ordre d'tdées. E. Lindelof a montré les difliculiés qui se pré-
sentent dans le calcul exact de 'une des limites ligurant dans I'énoncé
lorsqu'on donne la valeur de Pautre. En remplagant p par o(r),
ordre B, on obtient de méme les résultats de I'. Boutroux (a); dans
ce cas log M (r) peut étre a croissance trés irréguliére pourvu que
les irrégularités soient lentes : la relation entre log M (r) et n(r) ne

. . r
depend en somme que de ce qui se passe dans un intervalle £ kr.

G. Valiron (c) a déterminé toutes les fonctions pour lesquelles le
rapport n(r) :logM(r) a des limites d’indétermination finies posi-
tives quels que soient les arguments des zéros, il retrouve les fonc-
tions de Boutroux; il donne le résultat suivant implicitement contenu
dans ceux de Boutroux (46, ¢) :

XXXIIL. Pour toute fonction ¥ (z) d'ordre o non entier, on
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peut trouver trois constantes K, K/, K" et une suile infinie
de couronnes non empiétantes Cn, R, <|5| <K Ry, dans les-
quelles logs M (r) 1 log r tend vers o et telles que chaque fonc-
tion ¥ (z) — x possede

hlog M(KR,), K'<h <K,

dans toute couronne C, de rang asses grand (n > ng).

16. Les zéros des fonctions d’ordre fini entier. — Dans le cas de
Vordre p entier, le cas d’exception de Picard peut se produire, la
fonction peut n'avoir qu'un nombre fini de zéros. E. Borel (c) a

apporté dans ce cas cet important complément au théoréme de
Picard :

XXXIV. F(z) étant d’ordre entier o, Uexposant de conver-
gence des séros de F (z) —z est égal a o, sauf pour une valeur x
au plus.

Le processus de la démonstration doit étre indiqué ici (on suppo-
sera la fonction entiére) : si f(z) — a et /(z) — b ont un ordre réel
moindre que p, ces fonctions sont de la forme

J(3)—a=eUPy, J(3) —b=1etPy,

Q. et Q, étant des polynomes de degré g, Pi-et Py des fonctions
d’ordre inférieur a 5. En éliminant e entre l'identité

e P, - eQanzb—a

et sa dérivée, on obtient % sous forme du quoticnt de deux fonctions
d’ordre moindre que o, ce qui est impossible d’aprés les théorémes
XX VIl et XXVIIL.

E. Borel (c) généralise le résullat en remplacant z par le quotient
de deux fonctions d’ordre inférieur a p. Le cas d’exception de Borel,
est-a dire le cas oit 'exposant de convergence des zéros est inférieur
alordre p, ne peut se produire que st le rapport

(29) log M(r): re

a une limite finie non nulle pour r = co. Si cetle circonstance se
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présente, la série (26) relative a F(3)—.r diverge, sauf peut-étre
pour une valeur exceptionnelle x.

En suivant la méthode de Borel, mais en décomposant f(3)—a en
un produit d'une exponentielle par un polynome formé avec les zéros
intérieurs au cercle | 3| < Ar, (A>>1), et en introduisant systémati-
quement la fonction de Jensen a la place du nombre des zéros,
G. Valiron (g) a démontré cette proposition générale :

XXXV. f(z) étant une fonction entiére d’ordre fini, n(r, x) le
nombre des zéros de f(3)— x dans le cercle |5|_r, si Uon pose

(30) Wi, )= [ niz, %,

a tout nombre k supéricur a 1 correspond un nombre H(k) tel
que, si a= b, on a pourr>r,,

(31) W (kr, a)+W(kr, b) >H(k)log M(r).

Le théoréme reste vrai sil’on remplace f(z) — 2 par f(3) — f,(2),
J1(3) étant d’ordre moindre que f(z); 'extension aux fonctions F (z)
holomorphes sculement autour du point a I'infini résulte de ce théo-
réme de A. Bloch : si F(z) est holomorphe pour|z| > A saufal'infini,
on peut effcctuer une représentation conforme de l'extérieur d'un
cercle [ z2]Z A’ >> A sur l'extérieur d'une courbe, transformant F(z)
en le quotient d’une fonction cntiére par un polynome.

En intégrant les deux membres de (31) multipliés par »=¢ ! dr, on
compléte le théoréeme XXX de la fagon suivante (46, s) :

XXXVL Pour une fonction d’ordre o entier de la classe supé-
rieure le genre du produit canonique relatif a f(z) — x est égal
ap, sauf pour une valeur x au plus.

Le cas d’exception ne se produit pas si la fonction est du type
maximum.

Le théoréeme XAXVavecle complément indiqué ci-dessus contient
les résultats obtenus par E. Lindelsf (d) el tels que le suivant :

XXXVIL. Considérons les fonctions f{z) f,(z) — fa(5), ot f(3)
est Lordre o, f1(3) et fo(z) d’ordre moindre que o : si f(z) estdu
type moyen, le rapport n : rf reste au-dessous d'une limite finie,
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madis ne tend vers séro pour aucune des fonctions considérées, sauf
une au plus; si f(3) est du type maximum, ily a une fonction au
plus pour laquelle ce rapport reste borné.

Remarquons qu’ici encore le cas d'exception ne se produit pas si
log M(#) : rf logr a une limite supéricure infinie.

On retrouve de méme les résultats de E. Lindelof (d) concernant
les fonctions a croissance réguliére, par cxemple : si f(z) est a crois-
sance trés réguliére et si le rapport #(r, #) : 7? tend vers o pour une
valcur de x, il a des limites d'indétermination positives pour toutes
les autres valeurs. J. Sire (¢) a montré que les choses sont moins
simples en général : pour les fonctions f(z) d'ordre entier a crois-
sance réguliere, le rapport logn(r, z) : logr tend vers p quel
que soit x, sauf au plus pour les x appartenant & un ensemble de
‘mesure lindaire nulle. Cet ensemble exceplionnel peut effectivement
exisler et admettre tous les points d’une aire pour points de conden-
sation. G. Valiron (I, z) a complété ces résultats, qui rentrent dans
celte conséquence du théoréme XXXV :

XXXVHL & étant donné et plus grand que un, Uinégalité
W(kryz)> Hy(h)logM(r) [H(L) > o]

a licu pour toutes les valeurs z, sauf au plus pour les va-
leurs x appartenant a un ensemble de mesure linéaire nulle, et
pour r>r,.

Diverses anomalies qui peuvent se présenter pour lcs fonctions
d’ardre entier ont été mises en évidence par E. Lindelof (a, d),
A. Wiman (a, b) et P. Boutroux (a) : la somme de deux fonctions
d’ordre o et de genre p — 1 ou la somme d’une fonction d’ordre p et
de genre p—1 et d’une fonction d’ordre inférieur & p peut éire de
genre g; la dérivée d’une fonction d’ordre p et genre p peut éire de
genre o —1: mais G. Valiron (¢) et M. Alander (d) ont montré que :

XXXIX. Le genre de la dérivée ne dépasse jamais le genre
de.la fonction.

‘Wiman, Boutroux, Lindelsf ont aussi mis en évidence le role des
arguments des zéros; si A est le coefficient de z7 dans g(z), l'ordre
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de grandeur de la fonction dépend de celui de I'expression

E. Lindelsf (d) en déduit les conditions nécessaires et suffisantes
pour qu’une [onction d’ordre entier donnée par ses zéros soit du type
minimum, moyen ou maximum et généralise ce résultat en comparant
aux fonctions r? (logr)P:, etc.

De nouvelles propriétés des fonctions d’ordre enticr ou non, se
rattachant aux recherches de R. Nevanlinna, seront données au

Chapitre V.

{7. La dérivée logarithmique des fonctions entiéres. — P. Bou-
troux (@) a étendu & la dérivée logarithmique H(z) d’un produit
canonique le théoréme relatif a I'ordre. En supprimant le voisinage
des zéros on oblient une limitation supérieure de |sH(z)| ana-
logue a celle trouvée pour logP(z). On peut en particulier former
un domaine 4, contenant des rayons v=const. dans tout angle
donné de svmmet O et d'ouverture donnée o ainsi que des cir-
conférences |z|=r dans toute couronne RZ|s|SR (1 + «), dans
lequel |H(3)| est inférieur a re ‘+¢, ¢>>o0, que p soit enlier
ou non, et & Kret”—! logr, p(r) étant un ordre B, sip n’est pas
entier. Si p est entier et si le genre est o —1, il existe des circonfé-
rences | 3| = r de rayon aussi grand que I’on veul surlesquelles ]H(:)|
est inférieur a ¢ '. La formule de Cauchy donnant n(r) au moyen
d’une intégrale fournit d’autre part une limitation inférieure du
maximum de | H(z) | sur des circonférences appartenant a A,.

P. Boutroux donne des propriéiés analogues pour les dérivées suc-
cessives de H(3) et étend ses résultats a certaines classes de fonctions
d'ordre infini; il les applique a I'étude des solutions des équations
différentielles de P. Painlevé.

18. La mithode do Laguerre et les fonctions & zéros réels. —
Laguerre a donn¢ quelijues indications sur une méthode qui lui a
fourni d’importantes propriétés des fonctions de genre o et 1;
E. Borel (¢) a complété les démonstrations de Laguerre et établi
en toute rigueur le théoréme suivant :
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XL. Si une fonction entiére réelle de genre p posséde q séros
complexes seulement, sa deérivée est de genre p et posséde, en

dehors des zéros réels décelés parle théoréme de Rolle, p + q zéros
au plus.

L. Leau a démontré cette proposition et Pa complétée en utilisant
des expressionsapprochées de la dérivée logarithmique H(z), il donne
une borne inférieure du nomhre des zéros extraordinaires (non
décelés par le théoréme de Rolle) et étend certains résultats au cas
ou il y aune infinité de zéros ecomplexes; certains de ses résultats
sont complétés par G. Valiron (¢), M. Alander a étudié les propriétés
des dérivées des fonetions réelles & zéros réels, il donne une limitation
inférieure du nombre des zéros complexes pour les petites valeurs du
genre et cette proposition générale : les seules fonctions entiéres
réelles n’ayant ainsi ‘quc toutes leurs dérivées que des =éros réels
sont le produit d’une fonction de genre v par e ** (k>o0). 1l
étend ce théoréme au cas ou 'on supprime I'hypothése de la réalité:
de Ia fonction (1, ¢).

M. Biernacki a énoncé, pour la dérivée des fonctions nen réelles
a zéros réels, un résultat qu’il n'a pu élablir complétement;
M. Alander (e) montrec que pour ces fonctions la dérivée n’a qu’un
nombre fint de zéros dans deux des quatre angles formés par les axes
du plan des =.

E. Lindelof (a), A. Wiman (a), L. Leau, G. Valiron (¢) ont donné
des expressions asymptotiques de logP(z) lorsque les zéros sont
voisins d'une demi-droite et lcur distribution réguliére; ils mettent
ainsi en évidence diverses circonstances qui peuvent se présenter dans
la distribution des zéros des fonctions f(3)—2. G. Valiron montre
que n(r) peut étre calculé asymptotiquement lorsqu’on sait que les
zéros sont positifs et lorsque log M () est suffisamment régulier (ordre
non entier).

Les fonctions réelles a zéros réels qui sont le produit d'une fone-
tion de genre o ou 1 par e~*", k >> o, sont fonctions limites de suites
de palynomes a zéros réels, elles jouissent d’'un grand nombre de pro-
priétés communes avec les polynomes. Sur ce point, G. Pélya a com-
plété et étendu des résultats de Laguerre : dans un premier mé-
moire (40, #), en collaboration avec I. Schur, il étudie les suites de
nombres ¥, qui sont telles que la transformation (€., €,Yx) effectuée
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sur les cocfficients n'influe pas sur la réalité des zéros ou sur leur
signe; dans un second mémoire il étend notamment & ces fonctions
un théoréme énoncé par Poulain pour les polynomes |woir aussi
Jensen (0)].

J. Grommer a donné les conditions nécessaires et suffisantes aux-
quelles doivent satisfaire les coeflicients du développement de Taylor
de la dérivée logarithmique H(z), (/(0) # 0), pour que tous les zéros
soient réels. Ses recherches se rattachent a la théorie des moments de
Stieltjes,

La méthode de Laguerre ct Borel pour établir Ie théoréme XL
consiste a considérer la dérivée logarithmique H(s) de la fonction
cntiére comme la limite de la swite de fractions rationnelles oblenues
en prenant les m premiers termes dans le développement de H(z).
Cette méthode a été employée par E. Lindwart pour démontrer le
théoréme d'Hadamard sur la décomposition en facteurs (mais non
pas le théoréme XXI\ complet). . Montel (¢, ¢) a aussi démontré
ce théoréme en s’appuyant sur les propriétés des familles de poly-
nomes d'ordre g : ce sont les polynomes pour lesquels les p premiers
cocfficients ( p = partie entiére de ) sont hornés ainsi que la somme
des puissances — o —z des modules des racines; une famille d’ordre ¢
est normale et toute fonction limite est une fonction entiére de
genre p au plus. Cettc méthode, (ui rattache la démonstration du
théoréeme d’'Hadamard a la théoric des familles normales de fonc-
tions (n° 10), conduit d’une fagon trés naturelle aux théorémes de
Laguerre-Borel (th. XL) ct de Poulain. G. Pélya (f)a employé une
méthode qui s'apparente a la fois a celles de Lindwart et de Montel.

19. Les fonctions d'ordre nul. — Les fonctions d’ordre nul r;ré-
sentent de grandes analogies avec les polynomes, ces analogies sont
d’autant plus grandes que la croissance cst moins rapide; mais la
théorie de la croissance et la définition de T'ordre présentent les
mémes difficultés ue pour les fonctions d’ordre infini. E. Maiilet
et R. Mattson ont étudié des classes de ces fonctions définies par la
comparaison de logM () avec des fonctions simples : (logr)*, & > 1;
logr(log,r)*, etc. J. E. Litlewcod (a) a considéré le cas ou
logr, :logn est une fonction croissante de n et a donné des formules
trés précises pour certaines classes de fonctions. G. Valiron (a)
a complété ces résultats en donnant une théorie analogue a celle de
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Blumenthal pour l'ordre infini puis en se placant au point de vue
signalé au n° 3, ce qui permet de former un nombre restreint de
classes aisées a étudier (46, c).

J.-E. Littlewood a donné la proposition générale suivante :

XLI. Pour une fonction f(z) d’ordre nul existe une suite de
circonférences |z|=r, dont les rayons tendent vers Uinfini, sur
lesquelles on a

(32) log| /(2)] ~ log M(r)~W (r).

G. Valiron (¢) retrouve le théoréme précédent et obtient le
suivant :

XLIL. Pour toute fonction d’ordre nul f(z)telle que le rapport
de logM(r) a (logr)? reste borné, la premiére partie de Uéga-
lité (32) a lieu a condition ’exclure du plan des aires ren-
Jermant les zéros a, et infiniment petites par rapport & r, la
seconde partie de Uégalité est vérifiée quel que soit r.

~ Pour ces fonctions on peut établir une correspondance simple
entre les zéros des fonctions f(z) — z, le probléme de la distribution
des zéros est résolu avec une grande. précision. On a un résultat moins
précis, mais valable pour toutes les fonctions d’ordre nul, en appli-
quant la méthode de Carleman (46, w).

20. Le principe de Lindelof-Phragmén et le théoréme de Wiman. —
E. Lindelsf et E. Phragmén ont généralisé le théoréme de Cauchy
sur le maximum du module d’une fonction analytique de la fagon
suivante (28, e) :

XLII. Soit ©(z) une fonction monogene et réeguliére dans un
domaine A ¢t dont le module est uniforme dans A et moindre
que M--¢, si petit que soit le nombre positif <, lorsqu’on approche
du contour & lexception d’un ensemble E de points de ce contour.
Supposons qu’il existe une fonction w(z), également monogéne et
réguliére dans A, ne s’annulant pas dans A, de module uniforme
et inférieur ou égal & 1 dans A et telle que, si petits que soient les
nombres positifs s et ¢, on ait

|w(2)76(3)| < M-+e,

MEMORIAL DES SC. MATH. — VALIRON 3
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dés que 3z est suffisamment voisin d’un quelconque des points
de E. Dans ces conditions |©(3)| vst au pluségalaM en tout point
de A.

Cette proposition élémentaire conduit a de nombreuses consé-
quences, non seulement dans la théorie ici exposée, mais dans beau-
coup d’autres. En voici une premiére : une fonction ©(z), z=e"r,

holomorphe dans un secteur S, I?liq—Z—,, 2] >Ry, et telle que

log|®(3)|: ré’ tende uniformémentvers o lorsqu’on s’éloigne inde-
Siniment dans S, est bornée dans S si elle Pest sur le contour
de S (38, a; 28, ¢). On tire de la le theoréme de Bieberbach dun®9.
Lindelof et Phragmén ont déduitde leur principe le théoréme général
suivant qui s’applique en particulier aux fonctions F( z) holomorphes
autour du point a Iinfini :

XLIV. Soit ©(z) holomorphe dans le secteur S défini ci-dessus
et d’ordre : au plus égul a o' dans ce secteur. Soit V(z) une fonc-
tion holomorphe dans S, réelle et positive pour z réel, positif
et assez grand, telle que V(re?):V(r) tende uniformément
vers ef¥ dans S lorsque 1 croit indéfiniment et telle que
logV(r):logr admette ¢ pour limite supérieure pour r infini.
Désignons par h(9) la limite supérieure pour r infini du quotient
log|® (re®)| : Vir). Dans ces conditions, h() est au plus égal a
la valeur de lu fonction linéaire et homogéne en cosop el sin®p

qui prend les valeurs h(-— ;%) h(%,\ sur les cétés du secteur.

E. Lindel6f et Phragmén appliquent leur théoréme en prenant
pour Vi(:z) des fonctions telles que z¢, z¢ (logz)¢', etc., on peut
prendre aussi V(r)=r¢"), ¢(r) étant un ordre L (46, c), ce qui
conduit & des résultats valables pour toutes les fonctions d’ordre fini
et en particulier au suivant :

XLV. Pour une fonction ¥(z) d'ordre égal a p(r), la limite
supérieure pour r infini du rapport log|F(re®)| : ret) est au
moins égale a— 1 pour toute valeur de p et au moins égale «
coswp si p<1; un angle dans lequel cette limite est négative a

s LT . . 1
une ouverture au plus égale a - En particulier pour o < . quel-

que petit que soit € > o, il existe une suile de circonférences de
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rayons indéfiniment croissants sur lesquelles on a
log| F(3)| > (cosmp — ¢)log M(r).

La derniére partie de cette proposition constitue le théoréme de
Wiman (46, ¢), (47, «) qui rapproche les fonctions d'ordre infé-

. R . L
rieur a - des polynomes; certains résultats de la théorie des poly-

nomes, par exemple ceux relatifs a la représentation par la formule
de Lagrange, s'étendent a‘ces fonctions (46, /). Dés que lordre

. | . . . .
est égal a 5 la fonction peut avoir une valeur asymptotiquc finie;

G. Valiron (¢, 3) indique pour les fonctions d’ordre quelconque une
proposition, encore incompléte, analogue au théoréme de Wiman.

F. et R. Nevanlinna (3%) ont montré que le principe de Phragmén-
Lindeldf se déduit de propositions plus générales qui découlent de
Iextension de la formule du n° 13. Parmi les résultats nouveaux
obtenus par ces auteurs signalons le suivant qui se déduit de la for-
mule de Poisson et compléte ceux donnés ci-dessus :

XLVI. Si 0 (3), s=x -+ iy, est réguliére pour x > o, et si,
pour tout e positif, |@( )| < 1+4¢< dans le voisinage de la droite
x =0, deur cas sont possibles : 1° en tout point du demi-plan
x >0,0nal0(z)|<1; 2° la fonction n'est pas bornée dans ce
demi-plan et il existe un nombre positif + tel que

+ I
2

1 +
E_"?./ log|6(re®)

1
1r=wu

cose do > 7.

]

21. Les chemins de détermination et le théoréme de Carleman. —
Le théoréme XLITI montre que toute fonction F(z) holomorphe
autour du point essentiel o admet des chemins de détermination

infinie (18, a), (46, /). E. Lindelif en déduit aussi cette importante
proposition :

XLVIL. S¢F (z) admet deux chemins de détermination v,, w,
et est bornée dans 'un, A, des domaines délimités par ces chemins
dans le voisinage du point o, w, est égal a v, et ¥ (z) tend
uniformément vers w, lorsqu’on s’éloigne indéfiniment dans A.
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Ce théoréme et les propositions du numéro précédent permettent
d’affirmer que p étant lordre, il existe au plus 2o chemins sur
chacun desquels 'argument de z a une limite et qui sont chemins de
détermination finie non contigus [deux chemins de détermination
finie sont non contigus si F(z) n’est borné dans aucun des deux
domaines déterminés par ces chemins]. Des remarques de cette
espéce ont conduit A. Denjoy (@) & penser que le nombre des
valeurs asymptotiques finies est au plus égal au double de Vordre,
proposition qui n’est pas encore complétement démontrée ou mise
en échec. T. Carleman a établi la proposition suivante :

XLVIL. Le nombre des chemins de détermination finie non
. . h ; . w2
contigus d’une fonction ¥ (z) d’ordre ¢ est au plus égala —o; a

. e =2 ) .
Jortiori, il y a —o valeurs asymptotiques au plus.

Dans sa démonstration, qui sappuie sur les propriétés des
fonctions de Green [ou ce qui revient au méme sur le principe de
Lindelof-Phragmen (46, )|, T. Carleman montre que, s'il existe
s chemins de détermination finie non contigus, on a

lim loga M(7) 5 28
——  logr ~m?

ri=o

ce qui donne une condition supplémentaire pour l'existence de tels
chemins. L’exemple des fonctions

3 m\2
f sinz? ) z=mdsz
0

signalé par A. Denjoy montre qu’il peut exister effectivement 20
valeurs asymptotiques distinctes. L’étude de la distribution des
chemins de détermination finie demande encore beaucoup de

recherches [voir (10), (18, d)].

22. Les fonctions méromorphes d’ordre fini. — Les fonctions
méromorphes avaient été beaucoup moins étudiées que les fonctions
entiéres, les seuls travaux importants étaient ceux de E. Borel (e, f)
qui a étendu a ces fonctions, dans le cas de 'ordre fini, son théoréme

sur les fonctions entiéres (th. XXXIV). E. Borel appelle fonction
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d’ordre fini o une fonction méromorphe ® (3) qui est le quotient
d’une fonction entiére d’ordre g, <o par un produit canonique
P(z) d’ordre p,<p, l'un au moins des deux nombres o, ou p,
étant égal a p. Cet ordre est invariant lorsqu’on effectue sur @ (z)
une transformation homographique dont les coefficients sont des
fonctions entiéres d’ordre inférieur a p. En s’appuyant sur son
théoréme relatif aux fonctions éntiéres, E. Borel établit la proposition
suivante :

XLIX. Parmi les fonctions ® (z) + @, (5) o ®(z) est donnée
et d’ordre 3 et ®,(3) une fonction quelconque d’ordre inférieur

o, ily en u deux au plus pour lesquelles U’exposant de conver-
gence de la suite des zéros est inférieur a o.

E. Borel étudia aussi la représentation des fonctions méromorphes
par des séries de fractions rationnelles mettant en évidence les parties
principales des poles. Dans cette étude difficile, la distribution
relative des poles b, joue un role important par suite de la présence
des quantités P’ (b,,) dans les dénominateurs des péles simples, aussi
E. Borel doit-il supposer cette distribution ordinaire, entendant par
la que la plus courte distance de b,, au zéro le plus voisin est d'un’
ordre infinitésimal inférieur a celui de [M(b,)]~!, M(r) étant le
module maximum de P(s). Une question importante qui reste a
élucider est de savoir si les distributions non ordinaires peuvent se
présenter dans les fonctions que 1'én obtient d’une fagon naturelle.

R. Nevanlinna (¢) a renouvelé la question en introduisant les
valeurs moyennes comme dans la théorie des fonctions entiéres

(Chap. V). Sil'on pose

” 2m
¢, Ie
Wiray= [ "eDa,  m x)——f %8| 55 el”_r)dcp,

vo

lorsque z est fini, et

" pity . i, .
W(r, 30)::/ — dt, m(r, ®) = Py [ log| ®(ref?)|dy,

/o : <o

p (t) désignant le nombre des poles et n (¢, x) le nombre des zéros
non nuls de ® () — z pour |3/ < ¢; et

Iry,x)=W(r, )+ m(r, z),
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le théoréme de Jensen montre que le rapport J(r, @) : J(r, b) tend
vers 1 lorsque 7 croil indéfiniment, ce qui justifie cette définition :

On appelle ordre de ®(s) le nombre

— logJ(r,
P - ]]m -g_.__’ ).
r=w logr
Pour une fonction entiére on retombe sur la définition de Borel,
puisque, en prenant x = =, on a, d’apreés la formule de Poisson,

r—7

’:,lo'g M(r'y < m(r,»)<logM(r) (r<r).

r+
La méthode d’Hadamard conduit a la proposition suivante :

L. Une fonction méromorphe ®(3) d’ordre g est le quotient
d’une fonction entiére d’ordre o au plus par un produit cano-
nique d’ordre p au plus, l'une des deuzx [onctions au moins étant:

d’ordre p.

La définition de l'ordre coincide donc avec celle de Borel. R. Nevan-
linna généralise également le résultat de G. Valiron (n°14).

Désignons par M (r, o) le maximum |® (z)| pour |5{=r et par
M (r, z) celui de qm lorsque z est fini. La convergence de
I'intégrale

(33) [ (k>0

entraine celles des expressions

© -+
1 “logM(r, xz) ,
(34) P e

et inversement, par suite :

L. Si pour une valeur z et k>>o les expressions (34)
convergent, elles convergent pour cette valeur k quel que soit x.

On aura aussi des résullats de la forme suivante : pour qu’une
fonction @ (z) soit d’ordre fini g, il faut et il suffit que les exposants
de convergence des zéros de trois distributions ® (z) — z soient au
plus égaux a p, 'un au moins étant égal & o ; si en outre la série (34)
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converge pour & = ¢ pour ces trois valeurs de z, elle converge quel
que soit z (*). On pourra compléter ces résultats dans le cas de
I'ordre non entier.

V. — LE THEOREME DE BOREL.

23. La théorie de Borel et les résultats de O. Blumenthal. — Dans
son Mémoire fondamental des .4cta. Borel (b) énonca pour les
fonctions d’ordre infini un résultat analogue & celui du n° 16. Il
suivit une marche analogne a celle indiquée pour les fonctions
d’ordre fini; le produit canonique est défini par un choix convenable
des nombres p,. Ce choix judicieux de p, a été fait par E. Borel
dans le cas ou la croissance des r, n'est.pas trop lente, ce qui lui
permit de généraliser son théoréme XXXIV de la fagon suivante :

Lll. Le nombre n(r,z) des séros de f(z)—x ne peut étre

d’un ordre de grandeur inferieur a celui de logM (r) que pour
une seule valeur x au plus.

La sigrification du mot ordre de grandeur est celle du n°3.
E. Borel énonce d’ailleurs son résultat en considérant 'ensemble des
fonctions fy(2) f(3) — f2(5), f1 et fy étant d’ordre moindre que f.

O. Blumenthal (¢) et son éléve Kraft ont construit une théorie géné-
rale des fonctions d’ordre infini reposant sur une étude approfondie
des propriétés des fonctions croissantes. Une fonction type Te(xz)
adjointe & un infiniment petit ¢(z) est une fonction croissante
vérifiant la condition de croissance normale

T2’y < [Tz |1+ si loga'= | 14+ [T. ()] | loga.

A toute fonction croissante v (z) on peut adjoindre une fonction
type telle que

— logw(z)
.l';m.o fog T-(z) -~

pourvu que ¢ (#) soit convenablement choisi. En posant

logg M(r)=w(r)logr,

(') Voir aussi & ce sujet une Note de R. Nevanlinna (C. R. Aead. Sc.,
7 juitlet 1g24), parue peu aprés la rédaction de ce fascicule.
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toute fonction type adjointe & w(r) est appelée un ordre de la
fonction entiére; on définit de méme au moyen de la suite des zéros
des exposants de convergence qui sont des fonctions types g,(z)
telles que la série

converge si o> o et diverge si a < 0. Les propositions du n° 14 se
généralisent de la facon suivante :

LIIl. Tout ordre d’un produit canonique d’exposant ¢,(r) est
moindre que ¢,(r)'*%; Uinverse du minimum du module est de
méme ordre que le maximum si l'on supprime le voisinage des
zéros. Tout exposant de convergence de la suite des zéros d’une
Jonction d’ordre o (r) est motndre que o (r)!+2.

O. Blumenthal donne également les relations entre A (), M (r),

M! (r); une proposition sur la décomposition en facteurs et le
théoréme de Borel sous la forme suivante :

LIV. Parmi les fonctions f (3) — z, il  en a une au plus dont
Uexposant de convergence des zéros soit constamment inférieur
ao(r)' =8 o(r)étant un ordre.

Il montre les difficultés qui se présentent lorsqu’on veut appro-
fondir la nature de la relation entre n(r, z) et logM(r) et pose la
question suivante : qu’arrive-t-il si la distribution des zéros, pour
une valeur z, est infranormale par passage, c'est-a-dire si o (r) est
égal a o (r)' () dans certains intervalles et d’ordre inférieur a p (r)
dans d’autres intervalles? Une telle valeur .z est-elle ou non unique?
O. Blumenthal montre que, dans tous les cas, de la connaissance de
deux exposants o, (r) et py(r) relatifs a deux distributions, on peut
déduire 'ordre o (r). Ces considérations sont a rapprocher.de celles
du n" 24.

A. Denjoy (c) a donné une limitation trés précise du module d’un
produit canonique donné par ses zéros. Ses résultats s’appuient sur
une étude du facteur E (u, p) qui épuise la question [voir aussi

(4, e)]: le logarithme du maximum du module de E (u, p) pour
| ¢| = const. est donné par

" S0P 0 : _ sin(p +1)8 T
‘/; x! sing dx avec x——srl—];r 0<6<P+!
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siv=|u|z 1+%etpar

°

0—!—-0- (2 1
5 e 7)——1— og(v —1)

dans le cas contraire. Ces expressions exactes ont aussi été utilisées
par G. Valiron (¢). A. Denjoy donne une définition remarquable de
ce qu’il faut entendre par produit canonique : si les /-, sonl donnés
et les p, choisis, le module maximum M (r) de P (z) dépend de la
suite p,, on doit choisir p, pour que M (r) soit minimum j il montre
que les deux portions de P(z) correspondant a r,<<7r et & r,>7
sont alors du méme ordre.

Parmi les inégalités obtenues par A. Denjoy dans les cas de régula-
rité, citons la plus simple :

log| P(3)| < (2+¢)n(r)logp,

ou p est I'exposant choisi comme il vient d’étre dit.

24. Théorémes de Valiron et de Nevanlinna. — La méthode
indiquée au n" 16 conduisit dans le cas de 'ordre infini a ’énoncé
suivant (46, ¢, z).

LV. f(z) étant une fonction entiére quelconque, azb, la
relation

(35) logM(r) < [W(r, a)+ W(r, b)]+¢

est valable, si pelit que soit le nombre positif =, sauf peut-étre
dans des intervalles ot la variation totale de logr pour r>1
reste finie; ’égalité

(36) W(r )= [logM<£> ]’“’ (1< h <k |q]<e)

ot k est un nombre donné supérieur & 1 et e donné et positif, a
licu & partir d’une valeur ry de r, sauf au plus pour des valeurs
de x appartenant & un ensemble de mesure linéaire nulle.

L’ensemble exceptionnel peut effectivement exister et admettre
tout point du plan pour point de condensation, il en est de méme pour
I'ensemble des valeurs infranormales par passages de O.Blumenthal.

Le théoréme de Valiron a été précisé et complété par R. Nevan-
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linna. (&) dont les résultats ont une forme particuliérement simple
grace & introduction des valeurs moyennes. Si ¢(3) est une fonction
holomorphe dans un certain cercle |3| <R, on posera ici

27
mir, ) = = [ Tog|u(rei)| dy.
0

fonction qui est liée a log M (1) par les inégalités du n° 22. 1’identité
fondamentale de Borel (n°® 16)

y—b_Y-b ¥

Y —a V. Y—a’

dans laquelle on calcule une limitation supérieure des quantités

7=

l’emplm des valeurs moyennes, a ce lemme fondamental :

par la formule obtente en dérivant (24). conduit, grace a

Si Y(z)=co+cpzp+ ... est holomorphe pour |z|<R et
a # b, il existe un nombre C ne dépendant que de cq, cp, a, b,
tel que

+ +
(37) m(r,4)<C +8plogr’+6]ng __':, W, a)+W(r, b)

W (r V) §logm(r, ) +8plog L.

r

pourvu que o << r < r' <_R.

-I") est la fonction W (r) relative a la dérivée. En prenant

r_.;—+—

de cette 1négahté multipliés par r=% 'dr, (k> o), on obtient cette
conséquence :

" et en intégrant de 1 =r, a r = 1", les deux membres

LVI. Si f(z) est une fonction entiére, a % b, k> o, on a

. "mz, f) W, a)+ W@, b)
I d.v<c,+02[ dz,

11+/m
‘o

C, ne dépendant que de r, et k et G, que de a, b, co, cpy p, 7o €t k.
Lorsque le premier membre diverge, on peut remplacer C, par
une fonction tendant vers 1 lorsque r croit indéfiniment.

R. Nevanlinna donne comme premiére application de ce théoréme
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une proposition qui se déduit aussi des théorémes de Valiron : soient
S (3) une fonction entiére, r,(x) le n'*™ zéro de f(z) — ., si la série

2

converge pour deux valeurs de z, la fonction est d’ordre fini p et de
la classe inférieure; si la série diverge pour une valeur z, elle diverge
pour toutes les autres sauf une au plus et la fonction est de la classe
supérieure si elle est d’ordre p.

En combinant les inégalités (37) et (38), on obtient la nouvelle
relation

(39)  m(r, f)+W(r, f)
[
r—r

+
< 10log

+[r4+e(r)][W(r', @)+ W(r, b)] (1),

e(r') tendant vers o lorsque r croit indéfiniment. En négligeant
W (r, f') dans le premier membre, on obtient I'inégalité

logM(r)<[f_—ti—+ s(r)] [W(kr, @)+ W (kr, b)] (k>1),

qui comprend l'inégalité (31) de Valiron et celle, moins précise, que
I'on déduirait de (33) [pour les fonctions d’ordre infini rapidement
croissantes l'inégalité (35) vaut la précédente]; en négligeant le
terme en m (r, f) dans le premier membre de (39) on retrouve le
théoréme XXXIX.

Mais les inégalités (38) et (39) permettent d’obtenir également des
résultats nouveaux tels que le suivant :

LVII. Pour une fonction entiére, I'inégalité

-— W(r,z) N
I w7 s

a lieu pour toutes valeurs de xz, sauf une au plus.

Des exemples simples montrent que, dans I'inégalité précédente, le

nombre ;— ne peut étre remplacé par 1 (2).

(1) Voir dans la note citée au n° 23 une formule plus précise.
(®) Voir le Mémoire de R. Nevanlinna qui doit paraltre aux deta mathematica
et deux Notes de E. Collingwood (C. R. Acad. Sc., t. 179).
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R. Nevanlinna étend ses résultats au cas des fonctions F(3)
holomorphes autour du point a l'infini.

23. Le théordme de Borel dans un secteur. Théorémes de
Nevanlinna. — G. Valiron (o) avait montré que la méthode de
Blumenthal s’appliquait aux fonctions holomorphes dans le cercle
"|z|<C 1 et d'ordre infini dans ce cercle, donc telles que

Tim _loga M(r)

r=1 — log{1t—r)

=+ x,

et que, par suite, le théoréme de Borel restait valable pour ces
fonctions; mais sa méthode conduisait a des résultats insuffisants
dans le cas de 'ordre fini. La méthode de R. Nevanlinna s’applique
au contraire sans modification a ces fonctions, dés que l'ordre est
supérieur & 1 le théoréme de Borel est encore vrai. En partant
toujours de l'inégalit¢ (37) on arrive a cette proposition corres-
pondant a LLVI :

LVIIL. 4 (3) étant holomorphe pour |z|< 1, a2 b, et k > o, i/
existe deux constantes C, et G, telles que, pour ry<_ r <1,
” r
f m(xr, )1 —x)h tdr < C+ Csy [ [W(z,a) +W(z, b)] dz.
['o . . ['o
Lorsque le premier membre diverge pour r-—=i, on peut
remplacer G, par une. fonction de r tendant vers 1. ‘

La théorie se développe parallélement a celle relative & une fonction
entiére, on a en particulier cette conséquence : si pour.A >> o, la série

2 [1= rpte)]i+t

converge pour deux valeurs différentes de x, elle converge quel que
soit z et les deux intégrales

1
[ m(x, 4)(1- x)-tdz, f!logM(x)(l—-m)'fdx'

convergent. Les résultats relatifs a une fonction F'(s) et & un secteur
s’en déduisent de suite. On a notamment le résultat suivant qui est

actuellement 'un des plus profonds de la théorie des fonctions
d’ordre fini :

LIX. 8¢ la fonction F (z) est d’ordre fini p>£, dans tout
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e . T
angle de sommet o et d’ouverture supérieure a ; dans lequel F (3)

est d’ordre g, Pexposant de convergence de la suite des zéros de

F(z)—x intérieursalangle est égal & o, sauf pour une valeur x
N o )

au plus. Si en outre lu fonction est de la classe supérieure, la

série formée avec les puissantes — g des modules de ces zéros
A 5 . p r b N .

diverge, sauf pour un x au plus, pourvu que Uangle soit conve-

nablement choisi.

On peut compléter d’une fagon analogue le théoréme de Bieberbach
dun° Y.

26. Les généralisations de Borel. — E. Borel (5) a démontré
I'impossibilit¢ de certaines identités entre des fonctions entiéres,
généralisant celle qui s’introduit dans la démonstration du théoréme

de Picard. En utilisant la notion d’ordre de Blumenthal, on a
I’énoncé suivant :

LX. Soient g,(z), ..., g4(2) des fonctions entiéres telles que
la différence de deux d’entre elles soit d’ordre o (1) au moins, et
Si(3)y oony Jaga(3) des fonctions dont Uordre est inférieur a

—a . .,
ep)  Uidentité

Ji(3)edd .+ fr)z) e84 fr(3) =0

ne peut avoir liew que si toutes les fonctions +f;(z) sont identi-
quement nulles.

Cette proposition a été I'origine des travaux de G. Rémoundos (a)
qui, dans de nombreux mémoires, a généralisé aux fonctions multi-
formes 3 un nombre fini de branches les résultats de la théorie des
fonctions uniformes.

V1. — LES FONCTIONS INVERSES DES FONCTIONS MEROMORPHES.

27. Les valeurs asymptotiques et les points critiques trans-
cendants. — L’étude des fonctions inverses des fonctions entiéres ou
méromorphes n’a été abordée que trés récemment. Amorcée par
A. Hurwitz (¢) et A. Denjoy (a), redevable a P. Boutroux (c) de
progrés importants, cette théorie a été édifiée d’une fagon rigoureuse
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par F. Iversen. Si

(40) w=®(z)

est ane fonction méromorphe, z, un point tel que @' (z,)5%0 et
wo=®(2,), il existe, d’aprés la théorie des fonctions implicites,_
une série entiére '

3—3Zp=P(w — wy)

qui vérifie identiquement I'égalité (40) dans son cercle de convergence,
€z, C'est un élément e, de la fonction inverse de ® (3). L'ensemble
K des éléments e; constitue la fonction inverse 1 (w) de ® (z) : on
peut passer de 'un e a un autre quelconque par prolongement
analytique au sens de Weierstrass, et tout prolongement de ¢, donne
un élément de E. On peut étendre ce résultat aux péles de @ (3)
[Iversen («)]. -

Un point w du plan des w est point singulier pour une branche
de 1 (w) s'il existe une chaine d’éléments e, e;, ....c., ... dont
chacun est un prolongement immédiat du précédent (les circonfé-
rences ¢z, et ¢;,, se coupent et e; et e;  coincident en un point
commun de ces cercles) telle que le rayon de c;, tende vers o, son
centre lendant vers w. F. Iversen montre que 3, tend alors vers
un point déterminé du plan des = : si ce point est a distance finie,
®'(3) y est nul, o est un point critique algébrique pour la branche
considérée ; si ce point est a I'infini, il existe un chemin de détermi-
nation w passant par les z,, w est donc une valeur asymptotique.
Le domaine d’indétermination du point w pour la branche
considérée se réduit au point a U'infini, » est un point transcen-
dant ordinaire au sens de P. Painlevé. [Rappelons que le domaine
d'indétermination se définit comme suit : on considére 'ensemble E,
décrit par 3 lorsqu’on prolonge a intérieur du cercle |w —w|<p
les éléments e;, appartenant a ce cercle, ¢t on lui adjointL ses points
limites, ce qui donne un ensemble E;; on prend alors 1’ensemble
commun a tous les E; lorsque 5 tend vers zéro.| Inversement, a un
chemin de détermination @ correspond un point w qui est point
transcendant pour une branche de I'(w), et 'on a ce résultat de
F. lversen (a) [voir aussi (9, a), (17, ¢)] :

LXI. Les seuls points singuliers a distance finie de 1(w) sont
les points critiques algébriques correspondant aux zéros de la
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dérivée et des points transcendants ordinaires qui se confondent
avec les valeurs asymptotiques.

F. Iversen remarque que, si le nombre des points algébriques est
fini, il y a au moins deux valeurs asymptotiques.

L’étude de I'ensemble E'des valeurs asymptotiques de ® (z) est
capitale dans cette question; le théoréme de Carleman (n° 21)
montre que E' renferme 5.0 points au plus pour une fonction
entiére d’ordre o ; on a cru longtemps que E’ était dénombrable pour
toutes les fonctions ‘entiéres. J. Sire (&) a donné un premier exemple
d’une fonction d’ordre infini pour laquelle E' a la puissance du
continu ; [*. Iversen donna un exemple plus simple; enfin W. Gross
a construit une fonction pour laquelle 15" couvre tout le plan. 11 y
aurait intérét a définiv des classes de fonctions pour lesquelles ces
circonslances ne se présenleraient pas, et a examiner les cas des
fonctions méromorphes.

Soient w un point du plan des w, Ce un cercle de rayon ¢ et centre ©
et e; un élément de [ (w) dont le cercle ¢; coupe C, prolongeons-le
sans sortir de C;; les valeurs 5 obtenues couvrent un domaine A (¢, w)
dans lequel | ® () — w | << <. La branche L4 («v) de 1 (w) ainsi définie
est la fonction inversc restreinte a A. F. lversen étudie cette
fonction et en donne des propriétés qui découlent de cette conséquence
du principe de Lindelof et Phragmén : si une fonction ¥ (z) est
holomorphe dans un domaine D et sur son contour sauf en un point A
de ce contour et & un module constant sur le contour (A excepté),
ou bien 4 (z) s’annule dans D, ou bien il existe un chemin aboutissant
a A sur lequel ¢ (3) tend vers o ou vers oo (48, ¢). F. Iversen (a)
donne ainsi cette importante proposition :

LXIL. La fonction la(«) restreinte a un domaine A (e, w)
prend ou admet pour valeur limite toute valeur telle que
|w—w| <.

11 en résulte notamment une propriété que 'on peut énoncer sous
forme abrégée de la fagon suivante : la surface de Riemann décrite
par w = @ () ne renferme pas d’espaces lacunaires. Ces propositions
rentrent dans le cadre des propriétés générales des fonctions
multiformes énoncées par L. Zoretti (48) et démontrées rigoureu-
sement par divers auteurs (voir les autres volumes de la collection).
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lin utilisant le théoréeme XXV, F. lversen 'démontre encore
quelques propositions telles que celle-ci : si le domaine A n’a qu’un
nombre fini de contours dont 2 sont infinis, la fonction inverse
restreinte @ A posséde au plus n points transcendants. Il montre
aussi (¢) que le domaine d’indétermination de ®(s) au point a
I'infini restreint 4 un domaine A comprend tout le cercle C; ou bien
se réduit 4 un ensemble partout discontinu de points de sa circon-
férence. ’

28. La classification des points transcendants. — Dans ses
recherches, P. Boutroux (c), guidé par ce qui se passe pour les fonc-
tions les plus simples, a introduit quelques notions nouvelles telles
que celle de langue [voir (48) et (46, ¢, z)], et il a donné une classi-
fication des points transcendants qui a été reprise et modifiée par
F. Iversen (a).

La classitication de F'. Iversen s’applique a un pornt transcendant w
tsolé sur une branche, c’est-a-dire tel qu'il existe un cercle ., (voir
n°27) de centre w dans lequel la fonction inverse restreinte a A(e, )
n’a pas d'autres points singuliers que des points critiques algébriques.
C’est le cas pour les fonctions inverses des fonctions entiéres d’ordre
fini. Iversen montre que I'on peut alors construire systématiquement
la surface de Riemann & une infinité de feuillets sur laquelle la branche
considérée est uniforme en joignant les points critiques algébriques
intérieurs a G a la circonférence de ce cercle suivant le prolongement
des rayons. Cela revient a diviser le domaine A en régions 3, dans
lesquelles @ (5) prend une fois et une seule les valcurs intérieures a C,
(sauf peut-étre w). Le cas le plus simple est celui ot ® (z) ne prend pas
lavaleur w al'intérieur de A : Loutes les régions ¢, ont le point a'infini
pour point frontiére, le point w est appelé point transcendant direc-
tement critique. Si w est le seul point critique dans C; (¢ étant
supposé assez petit), chaque région 6, a pour frontiére une portion de
la frontiére v de A (correspondant a la circonférence de C;) et deux
branches infinies correspondant & un meéme rayon, le point est dit
de premiére espéce ; dans le cas contraire on a un point directement
critique de deuzieme espéce. Pour log 3, 0 et w sont de premiére
espéce ; pour la fonction inverse de z sinz, le point o est directement
critique de deuxiéme espéce.

Lorsque A contient une infinité de zéros de ®(z) — w, il peut arri-
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ver que le prolongement de Io(w) le long d’un rayon de C, conduise
toujours a une valeur finie, quelle que soit la fagon dont on contourne
les points algébriques. Les chemins de détermination w coupent une
suite infinie de régions 3,, les valeurs de w correspondantes tournent
autour de w en suivant un chemin en spirale, v est dit point indirec-

.. . . Sin 3 \
tement critique (exemple : fonction inverse de (v = ~— pour w = o).

Les points isolés n’appartenant pas aux deux classes précédentes
sont dits points directement et indirectement critiques, c’est le cas
e —1

pour la fonction inverse de —— et pour & =o.

S

F. Iversen (d) a étudié le cas des fonctions entiéres d’ordre fini
entier qui présentent le cas d’exception de Borel : il y a un point eri-

tique unique a distance finie qui peut étre directement ou indirectement
critique.
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