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FONCTIONS ENTIÈRES 

ET 

FONCTIONS MÉROMORPIIES D'UNE VAUIABLE 

Par M. G. VALIRON. 

I. — INTROLUCTIOX. 

1. Le premier théorème de Weierstrass. — Une fonction en­
tière f(z) est une fonction holomorphe pour tonte valeur de 3, qui 
ne se réduit pas à un polynôme. Son développement de Taylor étant 

(I) /.5> = 2 c « 3 « 

le rapport — log | cn | : // tend vers -f- *>. C'est la condition nécessaire 
et suffisante pour que le développement (i) définisse une fonction 
entière. 

Les zéros d'une fonction entière sont des points isolés, leur seul 
point limite possible est le point à l'infini, ils peuvent être rangés en 
une suite par ordre de modules non décroissants. Nous désignerons 
par an le /iiè:,,c terme non nul de cette suite et par rn son module. 
Weierstrass a montré qu'on peut former une fonction entière admet­
tant pour zéros une telle huile infinie de points an ; si l'on pose 

M2 / / ' / 

( 2 ) IÏ(M, o ) = i - w , K ( K , g) = (i— u)e 2 '/ (q entier II). 

le produit infini 

(3) p <*>-n E (£"«) 
i 

est en effet uniformément .et absolument convergent dans tout 
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domaine fini si la série 

mr 
converge quel que soit r. 11 suffit de prendre pn = n pour que la 
série (4) converge, P ( z) définit alors une fonction entière s'annulant 
aux points an et en ces points seulement. 

P (z) est appelé produit canonique, les facteurs de ce produit 
sont les facteurs primaires de IVeierstrass. Toute fonction en­
t iè re / \z) peut se mettre sous la forme 

(5) f(z) = z'"e«MP(z), 

où P(z) est un polynôme ou un produit canonique et g (z) une 
fonction entière ou un polynôme; c'est la formule de décomposition 
en facteurs. 

Une fonction méromorphe ¢ ( ^ ) , c'est-à-dire dont les seuls points 
singuliers à distance finie sont des pôles, est donc le quotient de 
deux fonctions entières ou polynômes. 

Soit z0 un point singulier isolé et essentiel d'une fonction uni­
forme, en envoyant ce point à l'infini on obtient une fonction F (z) 
qui est la somme d'une fonction entière et d'une fonction 'L (z) holo-
morphe pour | c | ^ A et nulle à l'infini; F (z) est aussi le produit 
d'une fonction entière par une fonction 'j>, (z) ho lomorphepour | s |>À 
sauf peut-être au point à l'infini qui peut être un pôle, ^, ( s ) ne s'an­
nulant pas pour | c . | > A . De même, si le point à l'infini est point 
singulier essentiel limite de pôles d'une fonction &(z) méromorphe 
dans tout domaine A < \ ' 1\ z \ 1_ A" < oc, cette fonction est le produit 
d'une fonction méromorphe (dans tout le plan) par une fonction 
holomorphe, non nulle, pour | c | > A et égale à i à l'infini. 

Lu plupart des résultats de la théorie des fonctions entières sont 
applicables aux fonctions F (z) considérées ci dessus; de même ceux 
obtenus pour les fonctions méromorphes sont aussi valables pour les 
fonctions méromorphes autour du point à l'infini. 

2. Le second théorème de Weierstrass et le théorème de Picard. — 
Dans la suite nous désignerons toujours par M ( / ) le maximum 
pour 151 = /' du module d'une fonction holomorphe sur cette cir­
conférence. Pour une fonction entière .les théorèmes de Cauchy 

file:////L1R0N


FONCTIONS ENTIÈRES ET FONCTIONS MÉKOUORPHES D'UNE VARIABLE. 3 

montrent que , quels que soient r et /?, 

( 6 ) I C i l / • " < » ! ( # • ) . 

Pour toute fonction F ( s ) , quel que soit le nombre positif K, le 

rappor t M ( r ) : />K finit par dépasser tout nombre donné . On en 

dédui t le théorème de Liouville et le théorème classique de 

Weiers t rass sur l ' indéterminat ion d 'une fonction uniforme dans le 

voisinage d 'une singularité essentielle isolée (point singulier isolé 

essentiel ou point essentiel limite de pôles) . 

I. L? ensemble des valeurs prises par une fonction uniforme 

dans le voisinage d'un point singulier essentiel isolé admet toute 

valeur finie ou infinie pour valeur limite. 

En 1879, E. Picard apporta à ce théorème un complément essen­

tiel. En utilisant les propriétés de la fonction modulaire el l iptique, 

il établit cette proposi t ion qui fut l 'origine d 'une théorie déjà très 

r iche et qui se développe encore chaque jour . 

IL Une fonction uniforme prend une infinité de fois toute 

valeur sauf deux valeurs exceptionnelles au plus dans le voisi­

nage d'une singularité essentielle isolée. 

En 18()6, E. Borel donna de ce théorème, dans le cas part iculier 

des fonctions entières, une démonstrat ion ne faisant intervenir que 

des propriétés élémentaires nouvelles des fonctions holoniorph.es et 

des fonctions croissantes; il mit ensuite en évidence des relations 

très serrées entre la densité des zéros des f o n c t i o n s / ( s ) — x et le 

mode de croissance de la fonction M(/*) . Ce sont ces résultats de 

E. Borel qui , avec ceux de J. Hadamard , ont été la base de la théorie 

des fonctions entières et méromorphes . Dans cet exposé, consacré 

spécialement à ces fonctions, nous nous placerons sur tout au point 

de vue de E. Borel. 

IL — LES INÉGVLITÉS DE BOREL. LA FONCTION M(>) 

ET LA SUITE DES COEFFICIENTS. 

3 . Les inégalités de Borel. — La présence de facteurs e8{z) dans 

la décomposit ion (5 ) et les méthodes de démonstrat ion élémentaire 

http://holoniorph.es


4 G. VALIRON. 

du théorème de Picard ont conduit à étudier des relations entre la 
croissance de certaines fonctions. Soient . 

00 

(7) <K*)=2C""" 
0 

une série entière convergente par exemple p o u r | s | < 1, M (/•) son mo­
dule maximum et A ( /•) le maximum de sa partie réelle pour | z \ — / • < 1. 
L'emploi des formules de Fourier a conduit J. Hadamard (a) aux 
inégalités 

(8) \cn\r»é/iX(r) + *\c0\ (1) 

qui permettent d'étendre le théorème de Liouville au cas où l'on 
a A ( / ) < > K . De ces formules, E. Borel (6, c) déduisit une inégalité 
entre M ( / ) et A ( R ) , ( r < R ) qui a été complétée par Carathéodory 
par une toute autre méthode [voir (22, c)] : on a 

(9) M( / - )< 5 -5_ [aA(R) + 4|c„|] ( r < R ) . 

Si M1 ( r ) est le maximum du module de la dérivée A' (2), les théo­
rèmes de Cauchy montrent que l'on a 

00) ^ ' " 7 ^ ' - < M . ( 0 < ^ ( r < R ) . 

Si m(r) désigne la fonction qui pour chaque /• est égale au 
plus grand des nombres |c„ |/-", les inégalités (6) donnent [Borel 

(M)l 
(11) « ( r X M t / K m i R ) ^ (' < R ) . 

Nous dirons que m(r) est le terme maximum, si A(r) est une 
fonction entière, m(r) est une fonction croissante. 

E. Borel a montré que U( r ) étant une fonction indéfiniment crois­
sante lorsque /• croît indéfiniment et a un nombre positif donné, on 
a, en général, l'inégalité 

ul"r+i—rT7—J < u 
L logU( r ) J 

( r ) i 

(') Nous désignerons avec R. Newinlinna par A {x) une fonction égale à A ( # ) si 
A ' (# )^o , et à o s i A ( # ) ^ o . 
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il en déduit (b, c) que les fonctions A(>), M(/ ') , rn{r), M1 ( r ) sont 
du même ordre de grandeur : 

III . L3 rapport des logarithmes de deux des fondions M(/*), 
A( /•), /«(/•), M' ( r) tend vers un lorsqu'on exclut certains inter­
valles ( / "> / ' 0 > o) dans lesquels la variation totale rfe .log /• reste 
fin ie. 

Une étude détaillée des propriétés des fonctions croissantes a été 
faite par O. Blumenthal (c) en vue de l'édification d'une théorie 
des fonctions entières d'ordre infini (voir aussi les travaux de 
G. Rémoundos et de ses élèves). 

i. Méthode de J. Hadamard. — Une application très simple du 
théorème de Gauchy sur le maximum du module d'une fonction mo­
nogène a conduit J. Hadamard au théorème suivant : 

IV. La fonction logM(/*) est une fonction convexe de log r 
[voir (15, b), (4, <? et b), (11, a ) ] . 

Divers auteurs ont étendu ce résultat à des fonctions analogues : 
G.-H. Hardy (6) montre que, \(r) étant la valeur moyenne 
de 1/(^)1 pour | ^ | = /*? log ! ( / ) est aussi une fonction convexe 
de log /•; R. Nevanlinna montre que les fonctions qu'il introduit 
(voir n°* 22, 21) sont aussi convexes; O. Faber et G. Valiron [u] 
établissent et utilisent un résultat analogue à IV pour les fonctions 
de plusieurs variables. 

Dans un ordre d'idées analogue, O. Blumenthal (6) a obtenu la 
proposition suivante : 

V. La fonction M(r) est analytique par sections, les points 
tels que \/(z) \ = M( / ) sont sur des arcs de courbes analytiques, 
le nombre de ces arcs étant fini dans tout cercle \ z | < R. 

Il montre sur un exemple que la dérivée seconde de M ( r ) peut ne 
pas être continue [voir aussi (16, a ) ] . 

J. Hadamard déduisit de son théorème IV une méthode pour étudier 
la relation entre les fonctions m (r) et M(/*); il utilise le polygone 
de Newton ^ ( / ) dont les sommets sont certains points A.fi (x =z 11, 
y = — log |Crt|), les autres points \ „ étant sur les côtés ou au-dessus 
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des côtés. La polaire réciproque de TC(/) par rapport à la para­
bole x- = iy donne log m(r) en fonction de log /•; J. Hadamard 
définit une seconde courbe donnant une limitation supérieure de 
log M (/•). Cette méthode et les théorèmes IV et V sont valables 
pour une série entière. 

G. Valiron (c, g) introduit le rang N(/*) du terme maximum; en 
supposant c0 ^ o, on a 

J C ' dx 

' fS'O) < l o g M ( 7 - ) , 
0 x 

(13) M ( r ) < / # i ( r ) j a w [ r H - J ^ j + i J. 

L'inégalité (i3) donne la même précision que la méthode de 

J. Hadamard. Ces résultats s'élendent au cas des fonctions de 

plusieurs variables (46, u). G. Valiyon montre aussi que le rap­

port r -r? (log M ( / ) ) : N ( / ) tend vers un si l'on exclut des inter­

valles analogues à ceux figurant dans l'énoncé III. 

5. Classification d'après le mode de croissance. Fonctions d'ordre 
fini. — E. Borel (b, c) a introduit la notion d'ordre. L'ordre p dune 
fonction F ( s ) est la limite supérieure pour r infini du rapport 
log2 M ( / ) : log r. Les fonctions d'ordre fini ont été longtemps les 
seules pour lesquelles on ait obtenu des résultats simples et précis 
autres que le théorème de Picard. Pour qu'une fonction soit d'ordre 
finie, il faut et il suffit que le rapport log N ( / ) : l og r admette p pour 
limite supérieure d'indétermination pour /' infini; on déduit alors 
des inégalités (12) et i3) ce résultat (46, c, d) : 

VI. Pour une fonction d'ordre fini les rapports des logarithmes 
de deux des fonctions M(#i), m (/*), A ( r ) , M'( / ' ) tendent vers un 
lorsque r croit indéfiniment; si p est l'ordre et s positif quel­
conque, on a, à partir d'une valeur de r, 

M(r)<m(r)/•?+', M('") < A(/-)rP+e, M * ( r ) < M(>)rp- l+ £ , ( 1 ) . 

J. Hadamard (b), E. Borel {d)% Lindelof, Pringsheim, G. Valiron 
(ci g-> z) o n t donné des méthodes pour étudier les relations entre 

( 1 ) La dernière inégalité t s t nouvelle. 
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la loi de décroissance de la suite des coefficients \cn | et la fonction 
M(r ) . Si les \cn\ sont donnés on calcule une valeur approchée de 
m(r) etl 'onemploie l'inégalité ( i3) ou la proposition VI si Tordre 
est fini. Lorsqu'on se donne a priori une valeur approchée de 
log M (/•),. elle est assujettie à certaines conditions; dans le cas de 
l'ordre fini, il suffit que log M ( r ) soit asymptotiquement égal à 
une fonction dérivable V(/*), fonction convexe de log/* [le rapport 
de logLVI(r) à V(r ) tend vers un, ce qu'on écrit 

(«4) logMO)~V(/-)]. 

Les inégalités (6), (12) et ( i3) donnent des limitations pour | cn \ 
et N^ r ) . On peut a fortiori supposer que log M(/') I V ( r ) a des 
limites d'indétermination finies et positives, que log 2 M(r) est 
asymptotiquement égal à log V ( r ) , etc. Un grand nombre d'énoncés 
ont été donnés, je me bornerai à citer les deux suivants : 

VIL La condition nécessaire et suffisante pour qu une fonction 

soit d'ordre fini égal à p est que 

(,5) hTi ^ ^ 1 = - 1 [Borna, (c)] . 

VllL La condition nécessaire et suffisante pour que Von ait 

.— log V(r) . 
(,6) . hm ' }=X 

/• = 00 ' r 

est que 
P 

(17) fïm — | cw |" = A [LiNDiLOF ( a ) ] . 
n = « p6 

Signalons à ce propos la terminologie de Lindcliif et Pringsheicn : 
la fonction est dite du type m''nimu/u, moyen ou maximum de &on 
ordre suivant que dans l'égalité (16) on a : A = o, o < A <_ -+- ooT 

A = -+-00. 
Des résultats analogues ont été donnés, notamment par E. Maillet, 

pour les fonctions d'ordre nul ou d'ordre infini. 
G. Valiron a distingué dans certaines questions deux sortes de 

fonctions d'ordre fini p, les fonctions de la classe inférieure pour 
lesquelles l'intégrale 

/
* logM(r) , 
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converge, et les fonctions de la c'asse supérieure pour lesquelles 
elle diverge. L'intégration de l'égalité asymptotique entre log M (/•) 
et log m(r) multipliée par un facteur convenable et l'emploi d'un 
théorème de Carleman et Littlewood [voir (46, z)] sur les séries 
conduit à la proposition suivante dans Inquelle log R„ désigne la pente 
du polygone iz(f) d'Hadamard entre les points d'abscisse n et n -f- i. 

IX. La condition nécessaire et suffisante pour qu une fonction 
soit de la class3 inférieure est que la série 

£(R«) p 

converge; les fonctions pour lesquelles la série de terme gé­
néral | cn |P : , i diverge sont de la classe supérieure (4(3, p, z). 

E. Borel (c) a montré l'importance des fonctions à croissance 
régulière, fonctions pour lesquelles le rapport 

Iog2 M(/') : Iogr 

tend vers p lorsque r croit indéfiniment. E. Lindelof a montré que : 

X. La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction 
d'ordre p soit à croissance régulière est que la condition ( 15) étant 
réalisée, on puisse trouver une suite d'indices np telle que 

lim ; = , lim , n p + 1 = i. 
p = » npU\gnp p p = 00 log/?;, 

On peut de même considérer des fonctions à croissance très 
régulière pour lesquelles le rapport log M(f) : /-P a des limites d'in­
détermination (pour /--=00) finies et positives, et des fonctions à 
croissance parfaitement régulière pour lesquelles ce rapport tend 
vers une limite finie non nulle. Les conditions nécessaires et suffi­
santes pour qu'on se trouve dans ces cas ont été données par 
E. Lindelof (b) [voi/- aussi (46, z)], qui a au->si comparé log M(/-) 
à des expressions de la forme /,p (log /•)?•, Ces résultats de 
E. L'nd dijf peuvent être groupés de la façon suivante (46, c) : 

XL Soient o(r) une fonction dérivablc tendant vers 0 et telle 
que p\r) /log/* tende vers o lorsque r croit indéfiniment, y (x) la 
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fonction inverse de x = r?(/,). Pour que le rapport 

l o g M ( r ) : /•?<'•> 

ait des limites dindétermination finies positives (ou tende vers 
une limite A non nulle), il faut et il suffit que les nombres 

vM/ . (p ) 

aient une limite supérieure d indétermination finie \ou égale 

à B = (Ae)Pj et qu'il existe une suite d'indices np pour lesquels 
ces nombres aient une limite inférieure d'indétermination positive 
(ou tendent vers B), le rapport np+K \ np ayant des limites d'indé­
termination positives finies (ou égales à i). 

Des résultats analogues sont donnés par E. Lindelof pour l'ordre 
infini, par R. Mattson et G. Valiron (c) pour l'ordre nul. 

Pour les fonctions à croissance parfaitement régulière log M(r) 
est asymptotiquement égal à une fonction simple de N( r ) et /•; 
G. Valiron a déterminé toutes les fonctions pour lesquelles cette 
circonstance se produit, et donne les conditions correspondantes 
relatives aux coefficients; les fonctions obtenues, qui peuvent être à 
croissance très irrégulière, peuvent servir de fonctions de compa­
raison. Pour toute fonction d'ordre fini p existent des fonctions p (# ) 
telles que 

lim p(a?) = c, lim p(x) = ? i > o , lim x p'(x) l og^ = o, 

pour lesquelles on a 
Tr- logM(r) T. 

un —s : = I 

p( r ) est un ordre précisé; on peut prendre p, = p, p (#•) est alors un 
ordre L (Lindelof); ou, si p n'est pas entier, p, supérieur à la partie 
entière de p, on a un ordre B (Boutroux) (46, z). G. Valiron intro­
duit des considérations analogues dans le cas des fonctions d'ordre 
nul. 

La plupart des résultats ici exposés s'étendent aux séries entières 
dans leur cercle de convergence lorsque la cro'ssance de M ( r ) est 
assez rapide (46, g). 
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6. Méthode de Wîman et Valiron. — Dans deux remarquables 
Mémoires, 4 . Wiman (e,f) a obtenu des inégalités beaucoup plus 
précises que celles de Borel; il en a déduit diverses propriétés et 
notamment une démonstration élémentaire du théorème de Picard. 
G. Valiron '(/', k) a complété les résultats de Wiman en montrant 
d'abord que ses inégalités sont valables sauf dans certains intervalles 
exceptionnels, puU en donnant des inég; dites valables dans de petits 
domaines; il a utilisé le polygone TZ(J) de J. Hadamard et a donné à 
la démonstration une forme géométrique. En posant 

00 

£{u) = V en" u" ( o < a < i ) , 

o 

en obtient ce le m me fondamental : 

XIL La fonction J (z) étant donnée, à une valeur r corres­
pondent en général des couples de nombres l et k tels qae la 
fonction k J M - ) majore f\z), les deux fonctions ayant des termes 
maxtma égaux et de même rang pour cette valeur r. Les valeurs r 
pour les quel 1rs cette circonstance ne se poduit pas forment 
entre î et R, N(RN) intervalles au plus dans lesquels la variation 
totale de log r reste jinie lorsque R croît indéfi/liment. 

' Les valeurs r satisfaisant à l'énoncé sont les valeurs ordinaires 

d'indice a. Dans le cas d'une fonction ty(z) holomorphe pour | 3 | < i, 
il existe encore une suite de valeui s remarquables vérifiant le lemme 
pourvu que log\2 M ( / ) : log —— ne tende pas vers o et que a soit 
convenablement choisi. 

En écrivant f{z) sous la forme 

A*) = (f)H\fi*>) + ^ff(3*)+(^y•/.(>, **)] 
• \ * o / L lso \ *\i / J 

avec 

8{z) = *f'{*) — "f{*\ 

on arrive à la proposition suivante (46, k, z) : 
XIIL Soient R une valeur ordinaire dm lice — suffisamment 

grande, h un nombre donné, z0 un point pour lequel 
_ i _ 

| / ( V > I > M ( K ) N « | * | = R, 
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et D,^ la région définie par 

• R | < N R ' • — ? o | < N 16 (z = re!'9). 

Il existe une constante K ne dépendant que de h telle que : 

i° En tout pointrfeDv le rapport |/< z)\ '. | / (-30) | reste compris 
entre K~l et K ; 

2° Si z et zy sont dans D . , on a 

(*iy.f<*) K 

3Nl6 

3° Si z et Zy sont deux points de Do tels que 

\z — zx | M ^ R ) < s ( R ) N " 

on a 

4° Uinégalité 
' < 3 > - f ê ) * * i ) < e ( R ) K ; 

h i ^ ) ~ N / ( 3 i | < K \ ' 4 I f R ) 

est vérifiée en tout point z de module inférieur à R ( i - V 
11 suffit de supposer que N = N (R) dépasse une constante abso­

lue K' dépendant de h et K pour que ces résultais soient vrais, ils 
restent vrais pour une série entière ty(z) de rayon de convergence 
égal à i s'il existe des valeurs remarquables pour lesquelles N est 
supérieur à K/. Les conséquences suivantes qui précisent les théo­
rèmes de Borel (n° 3) sont donc aussi valables dans certaines condi­
tions pour ces séries ^47, / ; 4 6 , / , k) : 

Pour toute valeur ordinaire r, on a 

À ( r ) ~ M(r), r M»(>') ~ N ( r ) M(r) . 

et dans le voisinage des points où \f(z) | ou j zfl(z) : N | est voisin 

d e M ( r ) 

/ (* ) z 

Cette dernière égalité se généralise pour les dérivées successives, 
ce qui conduit à des propriétés des solutions de certaines équations 
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différentielles ( 4 7 , / ; 40, d ; 4 6 , v). Les inégalités entre M(r) elm(r) 

sont complétées de la façon suivante : s étant donné et positif, on a 

IM(/')<N(/-)2"h^ #»(/'), iM( r )< [«ogm( / - ) ] 2 + 4 m(r ) , 

sauf dans des intervalles dans lesquels la variation totale de log r reste 

finie. 

E n remplaçant la série de comparaison S(u) par une fonction 

ent iè re , on obtient des résultats plus serrés pour les fonctions à 

croissance moins rapide (17 , e\ 46 , / ) , par exemple : pour toute 

fonction d 'ordre fini moindre que p, il existe une suite de valeurs 

indéfiniment croissante /' pour lesquelles 

M(/') < v/'27rp mi r) y/log /n(r). 

D'après les inégalités de E. Le Roy, ce résultat ne peut être amé­

l ioré. 

III. — LE THÉORÈME DE PJCVHD. 

7. Le théorème de Picard. — Lorsqu 'une fonction F ( s ) est holo­

morphe et non nulle autour du point à l'infini, qui est point essentiel, 

les modules maxima de F( 'z) et r; sont du même ordre , le sens 

exact du mot étant donné par le théorème JS. 111 ; A. W i m a n ( / ) et 

G . Valiron (j) déduisent de là des démonstrat ions élémentaires 

d u théorème de Picard; A. Bloch (a) remarque que la fonc­

tion F(z) [F( \c) — î] ne jouissant plus de la proprié té indiquée 

si F — i ne s 'annule pas, le théorème est démont ré . G. Valiron (k) 

donne une démonstrat ion directe utilisant la troisième partie du 

théorème XIII : si V(z) ne s 'annule pas dans le voisinage du point 

essentiel à l'infini, les équations ¥(z)—x ont , dans des domaines 

analogues à ceux définis dans ce théorème, un nombre de racines 

supér ieur à K log M(/,N). Si n(r, x) est le nombre des zéros de 

F ( s ' ) — x dont le module est moindre que r, le rapport n(r, x) I r 

a une limite inférieure d ' indéterminat iou (pour r infini) positive 

et indépendante de x [comparer ( 3 3 , b)]. 

Dans sa Thèse , W . Saxer a présenté la méthode de W i m a n et 

Valiron sous forme ar i thmét ique et l'a utilisée à la démonstrat ion de 

l ' impossibilité de certaines identités, généralisant celles considérées 

par Borel dans sa démonstra t ion du théorème de Picard (n° 16 ) . 
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A. Bloch [a) remarque que la seconde partie du théorème XIII 
contient le résultat suivant : 

XIV. 5 / Z = F( z) admet le point à l'infini pour point singulier 
isolé et est holomorphe autour de ce point, la surface de Rie matin 
décrite par le point Z comprend des cercles à un seul feuillet de 
rayon aussi grand que l'on veut. 

Il applique ce résultat à la démonstration de ce théorème général 
obtenu par Picard (b, c) en 1883 : Deux fonctions admettant un 
même point pour singularité essentielle isolée ne peuvent être liées 
par une relation de genre supérieur à l'unité. 

8. Théorème de Bloch. Théorèmes de Landau et de Schottky. — 
La proposition XIV reste vraie pour les séries entières convergentes 
dans le cercle de rayon i dans les conditions indiquées plus haut. 
En examinant séparément le cas des fonctions holomorphes dans le 
cercle | z \ «< i de la forme 

(19) Z = ty(s) = z-+-cÈz* + ..., 

pour lesquelles le nombre N(/#) correspondant aux valeurs remar­
quables reste inférieur à une constante K/, A. Bloch [b) obtient cette 
proposition générale : 

X.V. Il existe une constanteK. telle que la surface de Riemann, 
correspondant à une fonction quelconque de la forme (19) conver­
gente pour | z | << 1, compren l un cercle à un seul feuillet de 
rayon au moins égal à K. 

En appliquant ce théorème à la fonction 

/ log •!; — 1 ITZ -h / l o g ^ 

A. Bloch obtient le théorème de Landau : 

XVI. Soit une fonction définie par une série entière conver­
gente dans le voisinage de Vorigine 

/ / existe un nombre R ( c 0 , c , ) , ne dépendant que des deux pie-
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miers coefficients, tel que, dans le cercle [ ^ | < R ( c 0 , c,) : ou 
bien $ (z) ne reste pas holomorphe ; ou bien cette fonction prend 
une fois au moins l'une des valeurs o ou i. 

C'est en employant la méthode de Borel que E. Landau (a ) avait 
tout d'abord établi cette si remarquable proposition; il donna ensuite 
une démonstration très simple en utilisant les propriétés de la fonc­
tion modulaire. Carathéodory a montré que cette dernière méthode 
donne la valeur exacte de la fonction R(c„, <?,); Hurwilz (b) donne, 
également au moyen de la fonction modulaire, l'inégalité très simple 

R(c0, c i ) | c , | g i 6 | c 0 | 7 | c 0 — i | i 

Un grand nombre de travaux, dont il sera question dans d'autres 
fascicules, ont été publiés sur ce sujet; je me bornerai à signaler ici 
le Mémoire de E. Lindelof (g1) [voir aussi (h)] dont il sera question 
au n° 12; toute cette théorie \ est traitée d'une façon très naturelle. 
E. Landau ( / ) a déduit de son théorème une proposition qui géné­
ralise un théorème de Koebe et qui doit être rapprochée du théo­
rème XV : si une fonction de la forme (19) est holomorphe dans 
le cercle | z j <^ 1, les \aleurs Z recouvrent toute une circonférence 
| Z | = h > K \ K' étant une constante absolue. 

Le théorème de Landau est une conséquence simple de l'impor­
tante proposition obtenue à la même époque par F. Schottky (a ) : 

XVII. Si une fonction ù(z) est holomorphe pour \ z\<^R et ne 
prend pas les valeurs o et 1 à Vintérieur de ce cet de, son module 
vérifie Vinégalité 

O ) | ' K * ) | < K ( r 9 l ijjr M 

le nombre K(c 0 , u) ne dépendant que de c0 = »i(o) et de u. 

Comme le théorème de Landau, celui de Schottky peut être obtenu 
parles méthodes élémentaires de Borel ou par l'emploi de la fonction 
modulaire; A. Bloch (b) a remarqué que l'intégration de l'inégalité 
obtenue pour le rayon du cercle de convergence dans le théorème de 
Landau conduit au théorème de Schottky. La valeur explicite de la 
fonction K est sans importance dans certaines questions, par exemple 
dans la théorie des familles normales (n° 10), mais elle joue un rôle 

file:///aleurs
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essentiel dans les extensions du théorème de Picard dont il sera 
question au n° 9. Par les méthodes élémentaires, on trouve que 

K,(c«.) . 
( a i ) l o g K ( e 0 , ù)< 

(i-u)^ 

P étant supérieur à 2, E. Landau (b) obtint au moyen de la fonction 
modulaire la valeur jâ = 1, qui est la plus petite possible comme on le 

1 

voit en considérant la fonction e l~ r . 

9. Le théorème de Picard dans un secteur. — Le théorème de 
Schottky, avec le complément de Landau qui vient d'être signalé, 
montre que le théorème de Picard s'applique aux fonctions §(z) holo-
•morphes p a u r | s | < ^ i pourvu que 

(22) lim (1 — r ) log M ( r ) =-+- oa, 

mais il ne s'applique plus dans tousles cas lorsque le premier membre 
de (22) est borné (*). Cette remarque conduit, par une trans­
formation immédiate à des propositions complétant le théorème 
de Picard relatif au point essentiel isolé. Considérons une fonc­
tion 8(3), (z = reiy), admettant une singularité à l'origine, mais 

holomorphe dans un secteur S, j z j <C R'o? °o <C ̂  <C ̂ 0 H~ 7*; si A est 

un angle de sommet O intérieur à S, on désignera par M ( r , À | l ë 
maximum d e | 9 ( ^ ) | pour les points ] z j =-r appartenant à A et l'on 
appellera ordre de 9(s) dans À le nombre 

r = o — l o g r 

On obtient alors cette proposition (2, a, b; 4 6 , / , m) : 

XVIII. Si une fonction 9 (s) est holomorphe dans un secteur b 

d'ouverture ^ et est d'ordre supérieur à y dans un angle inté­

rieur, elle prend toute valeur, sauf une au plus, en une suite d$ 

points de S admettant F origine pour point limite. 

C1) La méthoie élémentaire de Nevanlt'nna (Chap. V) 'conduit également à ce 
résultat, mais avec une condition un peu plus restrictive que (22 ). 
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Dans le cas d'une fonction F(z) admettant le point oo pour point 
essentiel (et holomorphe autour de ce point), le théorème XVIII 

s'applique dès que l'ordre p dépasse - : il existe au moins un angle 

[et même deux comme le remarque Milloux (a)] d'ouverture — h e, 
P 

s étant positif et arbitrairement petit, dans lequel F (s) — x s'annule 
une infinité de fois, sauf peut-être pour une valeur x. On peut consi­
dérer de même des domaines limités par des arcs spiraliques ( 46, m). 
H. Milloux (c) a complété le théorème XVIII en définissant dans le 
secteur S une suite de régions dans lesquelles les fonctions F(^) — x 
s'annulent, c'est une conséquence de son théorème du n" 11. 
L. Bieberbach (b, c) déduit de la proposition XVIII et des méthodes 
de Lindelôf-Phragmén (voirn" 20) un théorème d'une forme remar­
quable, mais qui n'est plus applicable aux fonclijns d'ordre infini : 
une fonction V(z) d'ordre p supérieur à - prend une infinité de fois 

toute valeur, sauf une au plus, dans un angle fixe mais arbitraire­
ment placé dont l'ouverture est supérieure au plus grand des deux 

nombres -5 2 7: "-• 
P P 

10. Les familles normales de fonctions de P. Montel ( ' ) . — Le 
théorème de Schottky permet de montrer que les fonctions holo-
morphes dans un domaine où elles ne prennent pas deux valeurs 
exceptionnelles forment une famille normale. La notion féconde de 
famille normale est due à P. Montel qui en a fait de nombreuses 
applications. 

P. Montel dit qu'une suite de fonctions <?n(z) holomorphes dans 
un domaine A (un domaine est un ensemble de points tous intérieurs 
et bien enchaînés) converge uniformément dans A lorsque, ou 
bien il y a convergence uniforme sur tout ensemble fermé intérieur 

à A, ou bien la suite N converge uniformément vers o sur tout 

ensemble fermé intérieur. D'après le théorème de Borel-Lebesgue, 
si chaque point de A est centre d'un cercle appartenant à A dans 
lequel la suite converge uniformément, elle converge uniformément 

(1) Les propriétés des familles normales seront éiudiées plus complètemei t dans 
le fascicule consacré aux familles de fonctions analytiques. 
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dans A. Une suite de fonctions 0>n(z) méromorphes dans A converge 
uniformément dans A lorsque chaque point de A est centre d'un 

cercle dans lequel l'une des deux suites <!>„ ( z) ou ———• est une suite 
1 ' ' *«(*) 

uniformément conxergcnte de fondions holomorphes. 
P. Montel (b,c, d) dit t[n une famille de fonctions méromorphes 

dans A est normale lorsque, de toute suite de fonctions delà famille, 
on peut extraire une autre suite uniformément convergente dans A. 
Une famille est normale en un point de A lorsque ce point est centre 
d'un cercle dans lequel la famille est normale. En utilisant le théo­
rème de Borel-Lebesgue, P. Montel montre que : 

XIX. La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fa­
mille soit normale dans un domaine est quelle soit normale en 
chaque point du domaine. 

Le lemme fondamental dans cette théorie : 

XX. Une suite de fonctions ®n(z) holomorphes dans le 
cercle \ z | < R et telles que Von ait uniformément 

| ¥„(*)!< M 

est nçrmale dans ce cercle^ 

combiné avec le théorème XIX et le théorème de Schottky, conduit 
P. Montel à cette importanlc conséquence : 

XXI. Les fonctions holomorphes dans un domaine A ou elles 
ne prennent pas les valeurs o et i forment une famille normale 
dans A. 

Une même transformation homographique effectuée sur les fonc­
tions d'une famille normale dans un domaine conduit à une famille 
normale, ce qui permet de passer à la proposition générale : 

XXII. Les fonctions méromorphes dans un domaine A où elles 
ne prennent pas trois valeurs exceptionnelles fixes forment une 
famille normale dans A. 

G. Julia a remarqué que, si des fonctions méromorphes dans un 
domaine ne forment pas une famille normale, il existe un point du 
domaine où cette famille n'est pas normale; dans un cercle ayant 

MÉMORIAL DES SG. MATH. — VALIRON 2 
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pour centre ce point l'ensemble de ces fonctions prend toute valeur, 
sauf peut être deux valeurs exceptionnelles. Cette remarque est le 
point de départ des recherches qui vont être exposées. 

I I . Le théorème de G. Julia. — Soit ¢ ( ^ ) une fonction admettant 
le point à l'infini pour singularité essentielle isolée (limite de pôles 
ou non). Soient V un chemin continu aboutissant à ce point, M un 
point de T et E(M) l'ensemble des valeurs de <ï> (z) sur V entre M et 
l'infini et des points limites de ces valeurs. L'ensemble E commun à 
tous les E (M) est le domaine d'indétermination de {z) le long 
de r : si E est borné, V est un chemin d indétermination finir ; s'il 
se réduit à un point to, V est un chemin de détermination to, Test 
la valeur asymptotique le long de V. Si ®(z) est holomorphe autour 
du point à l'infini, il existe des chemins de détermination ao (voira0 21). 

G. Julia (a, b) a établi les propositions suivantes : 

XXIII. S'il existe un chemin de détermination w (finie ou 
non) pour la fonction ¢ ( ^ ) , on peut assurer que toute fonc­
tion ¢(-3)— x s'annule une infinité de fois, sauf pour deux 
valeurs xb, x'u au plus, sur certains ensembles D définis de l'une 
des façons suivantes : 

i° Soient L un chemin donné aboutissant au point à l'infini, e un 
nombre positif donné, D' le domaine balayé par un cercle C3 dont 
le centre z décrit L et dont le rayon est t\z\\ il existe un do­
maine D qui se déduit de D' par une rotation convenable autour 
de l'origine ; 

2° Soient e un nombre de module supérieur à \ et z un nombre 
positif arbitraire, il existe un point z$ au moins de module 
compris entre î et >J (égalité permise) tel que l'ensemble des 
cercles C,, (n = î, -2,. . .) de centres z0<jn et rayons s | a-" | constitue 
un ensemble D; 

3° Soient w, un nombre, distinct de to, pour lequel $>(z) — w, a 
une infinité de zéros; aK, a.2,. . . , an,. . . une suite infinie de ces 
zéi os et C'n le cercle de centre an et rayon s j an \ (s arbitrairement 
choisi), il existe un ensemble D qui se déduit de l'ensemble 
des Cn par une rotation convenable autour de l'origine. 

Pour obtenir la seconde proposition, par exemple, G. Julia 



FONCTIONS ENTIÈRES ET FONCTIONS MÉROMORPHES D'UNE VARIVBLE. 1$ 

applique la remarque faite à la fin du n° 10 à la suite des fonctions 
méromorphes $/#(*) = ¢ (zv"). 11 étudie également l'ensemble E a 

des points où cette suite n'est pas normale (et les ensembles ana­
logues dans les deux autres cas) : E^ est un ensemble fermé, c'est 
sa seule propriété générale, il peut ne comprendre qu'un point dans 
chaque région | <j |" ^ j < | Œ | / I + I , mais il est parfait si ¢ ( ¢ ) admet 
une seconde valeur asymptolique; il peut être linéaire et même com­
prendre tout le plan. 

G. Julia a abordé aussi le cas où ¢ ( 0 ) n'admet pas de valeur 
asymptolique (c'est ce qui se produit pour les fonctions elliptiques), 
mais les résultats alors obtenus ne présentent plus le même degré de 
généralité; il considère aussi d'autres définitions de l'ensemble D. 
P. Montel ( / ) a complété le théorème de Julia dans le cas des fonc­
tions F ( ^ ) holomorphes autour du pointa l'infini qui possèdent en 
oulre un chemin d'indétermination finie. Ses résultais et le théo­
rème XXIII sont des conséquences d'une proposition plus précise 
due à H. Milloux (b, c) : 

XXIV. Soit rL=&(z) une fonction admettant le point à l'in­
fini pour point singulier essentiel isolé et admettant un chemin V 
de détermination o. Soit [*(/*) une fonction croissante, mais 

croissant moins vite que U-,—-J sur F. Posons 
J l * ( * ) | 

D(/-) = [log n ( r ) p , ç'r) = ^ log,V(r). 

L'un des deux cas suivants se prescrite : 

i° Dans la couronne \ \ z\ — r | < ^--, on a linégalité 

l o g | * ( * ) | < - [ » o g ^ ( / - ) ] ^ 

2° / / existe un cercle C(r) dont le centre a pour module r et 

dont le rayon est •—.— dans lequel $(z) prend toutes les valeurs Z 

de module inférieur à D (/•), sauf peut-être celles comprises dans 

deux cercles de rayons p • 

Dans sa démonstration, H. Milloux s'appuie directement sur le 
théorème de Schottky et sur cette proposition qui découle du théo-
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rème de Phragmén et Lindelof (th. XLIII) : sity(z) est holomorphe 
et de module inférieur à M dans un cercle C et sur sa circonférence 
et de module moindre que m (m <^M) sur une ligne polygonale 
joignant le centre à un point de la circonférence, on a dans le cercle 
concentrique à C et de rayon moitié 

J * ' ^ l < M ( g ) a , 

a étant une constante positive facile à calculer. La démonstration 
de Milloux montre que le théorème de Julia peut se généraliser 
au cas où l'on considère l'ensemble des fonctions F(3) + P(3) 
où P ( - ) est un polynôme, ou des ensembles encore plus généraux; 
le résultat obtenu est d'ailleurs plus précis puisque les rayons des 
cercles C(/*) tendent vers o. Mais l'étude des ensembles tels que ECT, 
qui s'introduisent dans la méthode de Julia, semble digne d'intérêt. 

12. Théorèmes de Lindelof et de Montel. — La méthode des fa­
milles normales a permis à P. Montel (b, c, d) de retrouver et de com­
pléter des théorèmes démontrés d'abord par E. Lindelof (g, i) par une 
toute autre méthode. Ces théorèmes sont relatifs à la distribution des 
valeurs d'une fonction méromorphe H(z) dans un secteur S, j z | <^ R0, 
<?o < rf < <?o -b "fi dans lequel elle ne prend pas trois valeurs exception­
nelles a, b, c : on introduit la suite de fonctions §„ (z) =§ (z?n), 
? étant positif et inférieur à i. On établit ainsi ces propositions : 

XXV. i° Soif L un-chemin aboutissant à l origine en restant 
à Vintérieur d'un angle A de sommet intérieur à S. Si §(z) tend 
vers une limite lors/ue z tend vers o sur Y, §(z) tend unijorne­
ment vers CPtte limite lorsque z tend vers o en restant dans A. 

Si | 9 (z) — a | ( ou I r— si a = 00 ) reste supérieur À K > O sur V, 

cette expression resté uniformément supérieure à un nombre K/ 
dans A ( ' ) ; 

20 Le domaine d'indétermination de 9(z) le long de deux che­
mins tan cents en O à un même ray-on intérieur à S est le même; 
le domaine d'indétei mination il^ le long d'un rajon cp = const. 
varie continûment avec ©; 

(1) P. Montel suppose r recliligne, sa démonstration s'étend au cas général. 



FONCTIONS ENTIÈRES ET FONCTIONS MÉROMORPHES D'UNE VARIABLE. 21 

3° rn(x) étant le module du niiiue zéro de 9 ( s ) — x contenu 

dans A, la série H r„ (x)* converge pour tout z positif si x n'appar­

tient pas à tous les domaines Q?. 

Ces résultats peuvent être complétés lorsque | 9 ( - ) | est borné 

dans S [voir Montel (d)]; dans ce cas E . Lindelof donne quelques 

démonstrat ions extrêmement simples au moyen du principe dont il 

sera question au n° 20. 

IV. — FONCTIONS ENTIÈRES ET MÉROMORPHES D'ORDHE FINI. 

13. La formule de Jensen-Poisson et l'exposant de convergence. — 

J. L. Jensen (a) a donné une formule, aujourd 'hui classique, qui 

joue un rôle essentiel dans les recherches quantitatives relatives aux 

zéros des fonctions analytiques. R. et F . Nevanlinna (34) ont établi 

une formule générale, dont ils ont donné de belles applications, qui 

comprend comme cas particuliers celle de Jensen et la formule bien 

connue de Poisson. Soient ¢ ( 3 ) une fonction méromorphe dans une 

couronne R' = | 3 | < R limitée par deux circonférences V et r ' ; ai, 

a*,. . . , aa les zéros et bK, b2,. . . , b,H les pôles supposés tous inté­

rieurs à la couronne et z0 un point de la couronne dist inct de ces 

zéros et pôles. Si 

désigne une fonction monbgène dans la couronne , sauf en z0 qui 

est un pôle d 'ordre 1, et de module égal à 1 sur T et T (fonction 

de Green ) , l ' intégration de la fonction 

5 ( ' 0 ( 3 ) 

sur un contour convenable conduit à la formule qui sert de point de 

dépar t à F . et R. Nevanlinna. En supposant R' = o, on obtient la 

formule de Jensen-Poisson qui sera seule utilisée dans ce qui suit : 

, . 2 ^ R2 — /"2 

(23) Io<H <ï>Oe'?) I = — I los|4»(K C / V ) |TT: ; n ; ^ ds> 

V? , I R* — o.'tz V . 
2*°*\K(z-aï)\ ±à ° 

1 * ' - ^ 
lUz — b,)\ 
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(les a'i et b'. sont les nombres imaginaires conjugués des ai et b/ 
et r < R). On en déduit de suite Informulé de F. et i?. Nevanlinna 

(*/,) log4>(s)= ^ ^ j T " ^ o g | 4 > ( R e - ) | ^ | ^ ^ 

Là ° R ( 3 - a / ) ^ ° R ^ - 6 y ) 

Pour r = o, la formule (a3) donne la formule de Jensen; si l'on 
désigne par n(r) le nombre des zéros a/ de module inférieur ou égal 
à #, on peut écrire 

2 l 0 Sw=X'n ( a ? ) î = W(r)' 
et l'on obtient, pour une fonction en t i è re / ( s ) ( / ( 0 ) 5 * 0 ) , la formule 
de Jensen sous la forme souvent utilisée : 

1 r27r 

25) W(#->+log| /(o) |= - / log | / t re '¥) | t f?<logM(r) . 

Cette formule est à rapprocher de celle du n° o et fait prévoir que la 
fonction W ( / ) est appelée à jouer un rôle analogue à celui du terme 
maximum. 

Pour une fonction d'ordre fini p, l'inégalité (25) montre que n(r) 
est inférieur à /"P+"6, e positif, à partir d'une valeur de r, la série 

converge pour T > p . On appelle exposant de convergence de la 
suite des zéros ou ordre réel (Borel) le nombre p, jouissant de celte 
propriété : la série (26) converge pour x > p , et diverge pour T < p, ; 
on reconnaît aisément que p4 est la limite supérieure pour n infini 
de la suite log/i : log /v Le résultat obtenu ci-dessus s'énonce alors 
de la façon suivante : 

XXVI. L'exposant de convergence de la suite des zéros dune 
fonction F(z) holomorphe autour du pointa l'infini est au plus 
égal à l'ordre [Borel (c)]. 

Remarquons ici que la série (26) converge ou diverge en même 
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temps que l'intégrale 

.r n(x) 

11. Théorie de J. Hadamard. — J. Hadamard a montré que la 
fonction g(z) qui s'introduit dans la formule de décomposition en 
facteurs de Weierstrass (n° 1) est un polynôme de degré au plus 
égal à p -f- i, si p est l'ordre, et si P ( s ) est convenablement défini. 
La méthode de J. H.idamard est encore celle qui conduit aux résultats 
les plus con*plets, c'est la seule que nous exposerons avec quelques 
détails, avec les diverses additions qui y ont été faites. 

Si p est l'ordre supposé fini, p, l'exposant de convergence, le plus 
petitenlierp qui est tel queb> série (26) converge pour T =p-\-i mais 
diverge pour i = p est la partie entière de p, si p, n'est pas entier, il 
est égal à p, ou à p, — 1 si p, est entier. On forme le produit P(z)de 
Weierstrass en prenant pn=p, p est le genre du produit cano­
nique (Laguerre). L'étude des produits canoniques ainsi définis, 
amorcée par Poincaré, a été faite par J. Hadamard et E. Borel {c). En 
utilisant des limitations assez grossières de E(f/, p) on établit les 
inégalités suivantes, où k est donné supérieur à 1 et K un nombre 
fixe : 

Kl + Jogl I | , _ ^ - | < i o g | P ( 3 ) | < K I ( r N ^ r < r H 1 ) , 
<27) ' -• I l «»l 

J0 W+1 x -H /,' 

<jui permettent d'établir les deux théorèmes de Borel (c) , 

XXVII. L'ordre p, d'un produit canonique de genre fini p est 
égal à V exposant de convergence de la suite de ses zéros. 

XXVIII. Si de chaque zéro an comme centre on décrit un cercle 
de riiyon rlt— h (h > p), dans le do/naine /estant, qui comprend 
des cercles de rayons aussi grands que Von veut centrés à l'ori­
gine, on a, quel que soit s, 

^g\P(z)\>-r?^ 

pourvu que r soit assez grand. 

Le second énoncé est dû en partie à E. Maillet, E. Borel le résume 
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d'une façon frappante en disant que, en général, le minimum du 
module pour | z \ = r est d'ordre infinitésimal au plus égal à celui 

de TJ—-• G. Valiron (t) a remarqué que, M (/•) étantle module maxi­

mum de P ( s ) , p(i') Ie module minimum, tm a 

/•'• + Ï rhr 

/ log——dx< \ogM(x)dx (x > o.7c > i) ; 
Ja P[x) d* 

cette formule comprend un résultat donné antérieurement par 
E. Lindelof (a) qui montra que : lorsque n (x) l . retend vers o, 
non seulement log | P ( ; ) | : /,? tend vers o (Borel (c)), mais aussi 

loo- l i'? pour une suite de valeurs tendant vers l'infini \voir 

aussi (36, c)\. 

En résolvant la formule de décomposition en facteurs par rapport 
au facteur exponentiel et en utilisant son résultat sur la partie 
réelle (n1 {*), J. Hadamard obtient son théorème fondamental, qui, 
complété par Borel, s'énonce ainsi : 

XXIX. Une fonction entière d'ordre p non entier est de lu 
for/ne (5) , P(z) étant de genre p (partie entière de p)et d'ordre p 
et g(z) étant un polynôme de degré q au plus égal à p. S> p est 
entier, P(z) est d'ordre p, au plus égal à p, g(z) estde degré q au 
plus égal à p, l'un au moins des nombres p4 ou q étant égal à p. 

Le plus grand des deux nombres/? et q est le genre de Laguerre; 
il est bien déterminé si p n'est pas entier, égal à p ou à p— i si 
l'ordre p est entier, le second cas ne pouvant se présenter que si 
log M ( / ) : /,p tend vers o. 

G. Valiron (p, s) a complété le théorème précédent en utilisant la 
formule de Jensen sous la forme plus générale 

, N rr n(x) , „ logMO) . r rJoçi\I(#) _ _ 
(28) / - T T 7 ; ^ < K + - • + A / » \ }dx ( a > o , * > o ) , 

et en intégrant une inégalité déduite de (27); il donne ce résultat : 

XXX. Si lordre p n'est pas entier, la condition nécessaire et 
suffisante pour que la série (26) converge pour T = p est que la 
fonction soit de la classe inférieure. Lorsque p est entier et la 
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fonction de la classe inférieure, la série (26) converge pour-= p, 
le genre est p — 1. 

Le cas de l'ordre entier et des fonctions de la classe supérieure 
sera envisagé au n" 16. La définition de la classe (n° 5) ne faisant 
intervenir que les propriétés asymptotiques de l o g M ( r ) , les 
séries (26) relatives aux diverses fonctions F (^ ) - f -F 1 ( s ) où. F (s ) 
est donnée et F, (3). d'ordre inférieur convergent toutes en même 
temps si l'ordre de F(z) n'est pas entier, on a de même des pro­
priétés relatives à la dérivée. 

F. JNevanlinna (b) a déduit le théorème de la décomposition en 
facteurs d'une formule obtenue en dérivant q -\- 1 fois la formule (24). 
La formule ( ? \ ) renferme en effet la proposition sur la partie réelle 
(qui peut être déduite de la formule de Poisson) et évite l'emploi du 
théorème XXVIII sur le minimum du module; on montre que la 
différence 

/ H < R 

tend vers zéro avec FT dès que q=p, dans ces conditions la série 

introduite converge absolument, ce qui conduit à la formule de décom­
position (•), mais ne donne pas le ihéorème XXIX (pour l'obtenir il 
faut uliliser le théorème XXVII ou une proposition analogue). 

15. Distribution des zéros des fonctions d'ordre non entier. — 
Lorsque l'ordre n'est pas entier, les théorèmes X X 1 \ c t \ X X donnent 
déjà des renseignements sur la densité des zéros, on peut étudier 
d'une façon plus précise les relations entre les fonctions logM(/ ) 
et n(r), surtout dans les cas de croissance régulière. 

Lorsque la suite des modules des zéros est connue, le théorème de 
Jensen et l'inégalité (27) donnent des limitations de logM(r) : 
E. Lindelof (a) a donné une limitation supérieure exacte dans le 
cas des genres o et 1 lorsque n(r) est asymptotiquement égal aux 
fonctions V(/-) considérées au n" 5; G. Valiron (c) a généralisé ses 
résultats en comparant n(r) aux fonctions /-\Ar), p (r) jouissant des 

(') La fin de la démonstration de F. Nevanlinna doit êlre modifiée dans le sens 
indiqué ici. 
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propriétés de l'ordre L (n° 5) et en ne limitant plus le genre. Dans 
un ordre d'idées analogue, G- Ploya (g) montre que la limite infé­
rieure d'indétermination de / ? ( / ) : log M (r ) est au plus égale à 
l'ordre p, la limite supérieure étant au moins égale à une fonc­
tion o(p) dont la valeur exacte est donnée par G. Valiron (y). 

Lorsque l'on connaît une valeur approchée de log M(r) r l'inégalité 
de Jensen donne une limitation supérieure de n(r), l'emploi conve­
nable de l'inégalité (27) fournit alors une limitation inférieure. O a 
obtient ainsi le théorème de Borel (c) : 

XXXI. La condition nécessaire et suffisante pour qu une fonc­
tion d'ordre p non entier soit à croissance régulière est que le 
rapport de log/i à log/",* tende vers p lorsque n croît indéfini­
ment. 

E. Lindelof (a) a complété ce résultat en introduisant des hypo­
thèses plus précises ; parmi ses résultats je citerai le suivant : 

XXXII. p n'étant pas entier, le$ limites supérieures d'indéter­
mination de logM(r) : r? et de n : /-g sont à la fois o, H- 00, finies 
positives. Si lune de ces expressions a ses deux limites d'indéter­
mination finies et positives, il en est de même de l'autre. 

En remplaçant dans cet énoncé p par p(r), ordre L, le résultat 
reste valable, il comprend tous ceux donnés par E. Lindelof dans le 
même ordre d'idées. E. IJndelof a montré les difficultés qui se pré­
sentent dans le calcul exact de l'une des limites figurant dans l'énoncé 
lorsqu'on donne la valeur de l'autre. En remplaçant p par p(r), 
ordre B, on obtient de même les résultats de P. Boutroux (a); dans 
ce cas log M (/•) peut être à croissance très irrégulière pourvu que 
les irrégularités soient lentes : la relation entre log M ( r ) et n(r) ne 

dépend en somme que de ce qui se passe dans un intervalle -p kr. 

G. Valiron (c) a déterminé toutes les fonctions pour lesquelles le 
rapport A? ( / ) : logM(/) a des limites d'indétermination finies posi­
tives quels que soient les arguments des zéros, il retrouve les fonc­
tions de Boutroux; il donne le résultat suivant implicitement contenu 
dans ceux de Boutroux (46, q) : 

XXXIII. Pour toute fonction V (z) d ordre p non entier, on 
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peut trouver trois constantes K, K', K" et une suite infinie 
de couronnes non empiétantes Cn, Rrt < \z | < K R„, dans les­
quelles log» M (y) : log/* tend vers p et telles que chaque fonc­
tion F ( z ) — x possède 

/ilogM(I\R„h W<h <K", 

dans toute couronne Cn de rang assez grand (n > njc). 

16. Les zéros des fonctions d'ordre fini entier. — Dans le cas de 
l'ordre p entier, le cas d'exception de Picard peut se produire, la 
fonction peut n'avoir qu'un nombre fini de zéros. E. Borel (c) a 
apporté dans ce cas cet important complément au théorème de-
Picard : 

XXXIV. F(z) étant d'ordre entier o, l'exposant de conver­
gence des zéros de F (z) — x est égal à p, sauf pour une valeur x 
au plus. 

Le processus de la démonstration doit être indiqué ici (on suppo­
sera la fonction entière) : si f(z) — a etj(z) — b ont un ordre réel 
moindre que p, ces fonctions sont de la forme 

f(z) _ a = e<*iP„ f(z)-b = e^P2, 

Q, et Q2 étant des polynômes de degré p, P,- et P2 des fonctions 
d'ordre inférieur à p. En éliminant e^ entre l'identité 

eQ.Pj - e^P2= b — a 

et sa dérivée, on obtient eQl sous forme du quotient de deux fonctions 
d'ordre moindre que p, ce qui est impossible d'après les théorèmes 
X X V I l e t X X V l ï I . 

E. Borel (c) généralise le résultat en remplaçant x par le quotient 
de deux fonctions d'ordre inférieur à p. Le cas d'exception de Borel, 
c'est-à dire le cas où l'exposant de convergence des zéros est inférieur 
à l'ordre p, ne peut se produire que si le rapport 

(29) logM(r):/-p 

a une limite finie non nulle pour r = 00, Si cette circonstance se 



2 8 G. VAL R0W 

présente, la série (26) relative à F ( s ) — x diverge, sauf peut-être 
pour une valeur exceptionnelle x. 

En suivant la méthode de Borel, mais en décomposant f\z) — a en 
un produit d'une exponentielle par un polynôme formé avec les zéros 
intérieurs au cercle | z | < //•, ( / \ > 1 ), et en introduisant systémati­
quement la fonction de Jensen à la place du nombre des zéros, 
G. Valiron (q) a démontré cette proposition générale : 

XXXV. f(z) étant une fonction entière d'ordre fini, n(r, x) le 
nombre des zéros de f(z) — x dans le cercle | z | _ r, si l'on pose 

(3o) W(,-, y ) = / " « ( * , y ) ^ , 

2 

à tout nombre k supérieur à i correspond un nombre H(/r) tel 
que, si a^b, on a pour r > r„t h 

( 3 i ) W(Av, a)-f-W(A-r, b) > \\(k) log M(r) . 

Le théorème reste vrai si l'on rem p lace / ( s ) — x par f(z)—f\(z), 
/1 (z) étant d'ordre moindre que / ( 3); l'extension aux fonctions F (z) 
holomorphes seulement autour du point à l'infini résulte de ce théo­
rème de A. Bloch : si ¥ (z) est holomorphe pour [3] > A sauf à l'infini, 
on peut effectuer une représentation conforme de l'extérieur d'un 
cercle | 3 | ^ A ' ^ > A sur l'extérieur d'une courbe, transformant F (z) 
en le quotient d'une fonction entière par un polynôme. 

En intégrant les deux membres de (3i) multipliés par r~9 K dr, on 
complète le théorème XXX de la façon suivante (46, s) : 

XXXVI. Pour une fonction d'ordre p entier de la classe supé­
rieure le genre du produit canonique relatif à f (z) — x est égal 
à p, sauf pour une valeur x au plus. 

Le cas d'exception ne se produit pas si la fonction est du type 
maximum. 

Le théorème XXXVavec le complément indiqué ci-dessus contient 
les résultats obtenus par E. Lindelof (d) et tels que le suivant : 

XXXVII. Considérons les fonctions f(z)J\(z)—/2(3), oàf(z) 
est d'ordre p,fi(z) etf2(z) d'ordre moindre que p : sif(z) est du 
type moyen, le rapport n : /•£ reste au-dessous d'une limite finie, 
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mais ne tend vers zéro pour aucune des fonctions considérées, sauf 
une au plus; sif(z) est du type maximum, il y a une fonction au 

plus pour laquelle ce rapport reste borné. 

Remarquons qu'ici encore le cas d'exception ne se produit pas si 
log M(/-) ; /*P logr a une limite supérieure infinie. 

On retrouve de même les résultats de E. Lindelof (d) concernant 
les fonctions à croissance régulière, par exemple : si f(z) est à crois­
sance très régulière et si le rapport n(r, x) '. r? tend vers o pour une 
valeur de x, il a des limites d'indétermination positives pour toutes 
les autres valeurs. J. Sire (c) a montré que les choses sont moins 
simples en général : pour les fonctions f(z) d'ordre entier à crois­
sance régulière, le rapport logn(r, x) : logr tend vers p quel 
que soit x, sauf au plus pour les x appai tenant à un ensemble de 
'mesure linéaire nulle. Cet ensemble exceptionnel peut effectivement 
exister et admettre tous les points d'une aire pour points de conden­
sation. G. Valiron (l, x) a complété ces résultats, qui rentrent dans 
cette conséquence du théorème XXXV : 

XXXVIII. k étant donné et plus grand que un, Vinégalité 

W ( ^ J 3 r ) > H 1 ( A ) ] o g M ( / - ) [ H i ( A ) > o ] 

a lieu pour toutes les valeurs x, sauf au plus pour les va­
leurs x appartenant à un ensemble de mesure linéaire nulle, et 
pour/\>r^. 

Diverses anomalies qui peuvent se présenter pour les fonctions 
d'ordre entier ont été mises en évidence par E. Lindelof (a, d), 
A. Wiman (a, b) et P. Boutroux (a) : la somme de deux fonctions 
d'ordre p et de genre p — i ou la somme d'une fonction d'ordre p et 
de genre p — i et d'une fonction d'ordre inférieur à p peut être de 
genre p; la dérivée d'une fonction d'ordre p et genre p peut être de 
genre p — i ; mais G. Valiron (t) et M. Alander (d) ont montré que : 

XXXIX. L,e genre de la dérivée ne dépasse jamais le genre 
de da fonction. 

Wiman, Boutroux, Lindelof ont aussi mis en évidence le rôle des 
arguments des zéros; si A est le coefficient de zP dans g(z), l'ordre 

UNIVERSITÉ GRENOBLE 1 
CNRS 

INSTITUT FOUfllER 
Laboratoire de Mathématiques 



3 o G. VALIRON. 

de grandeur de la fonction dépend de celui de l'expression 

n{r) 

2^ -^ rP 

E. Lindelof (d) en déduit les conditions nécessaires et suffisantes 
pour qu'une fonction d'ordre entier donnée par ses zéros soit du type 
minimum, moyen ou maximum et généralise ce résultat en comparant 
aux fonctions /? (logr)P1, etc. 

De nouvelles propriétés des fonctions d'ordre entier ou non, se 
rattachant aux recherches de R. Nevanlinna, seront données au 
Chapitre V. 

17. La dérivée logarithmique des fonctions entières. — P. Bou­
troux (a) a étendu à la dérivée logarithmique H(^) d'un produit 
canonique le théorème relatif à l'ordre. En supprimant le u s i n a g e 
des zéros on obtient une limitation supérieure de ] ^ H ( ^ ) | ana­
logue à celle trouvée pour logP(s ) . On peut en particulier former 
un domaine Aa contenant des rayons © = const. dans tout angle 
donné de sommet O et d'ouverture donnée a ainsi que des cir­
conférences | 3 | = r dans toute couronne R ^ | 3 | ^ R ( i + a) , dans 
lequel | H (3) | est inférieur à r? i+£, s > o, que p soit entier 
ou non, et à K/*P(r)-' log/-, p(r) étant un ordre B, si p n'est pas 
entier. Si p est entier et si le genre est p — i , il existe des circonfé­
rences \z\ = /' de rayon aussi grand que l'on veut sur lesquelles |H(3) I 
est inférieur as/*? •. La formule de Cauchy donnant n(r) au moyen 
d'une intégrale fournit d'autre part une limitation inférieure du 
maximum de ] H(3) | sur des circonférences appartenant à Aa. 

P. Boutroux donne des propriétés analogues pour les dérivées suc-
cessives de H(^) et étend ses résultats à certaines classes de fonctions 
d'ordre infini; il les applique à l'étude des solutions des équations 
différentielles de P. Painlevé. 

18. La méthode d9 Laguerre et les fonctions à zéros réels. — 
Laguerre a donné quelques indications sur une méthode qui lui a 
fourni d'importantes propriétés des fonctions de genre o et 1 ; 
E. Borel (c) a complété les démonstrations de Laguerre et établi 
«n toute rigueur le théorème suivant : 
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XL. Si une fonction entière réelle de genre p possède q zéros 
complexes seulement, sa dérivée est de genre p et possède, en 
dehors des zéros réels décelés par le théorème de liolle, p + q zéros 
au plus. 

L. Leau a démontré cette proposition et l'a complétée en utilisant 
des expressions approchées de la dérivée logarithmique H ( z), il donne 
une borne inférieure du nombre des zéros extraordinaires (non 
décelés par le théorème de Rolle) et étend certains résultats au ca& 
où il y a une infinité de zéros complexes; certains de ses résultats 
sont complétés par G. Valiron (t), M. Alandera étudié les propriétés 
des dérivées des fonctions réelles à zéros réels, il donne une limitation 
inférieure du nombre des zéros complexes pour les petites valeurs du 
genre et cette proposition générale : les seules fonctions entières 
réelles n'ayant ainsi que toutes leurs dérivées que des zéros réels 
sont le produit d'une Jonction de genre i par e~Azi (A\> o ). 11 
étend ce théorème au cas où l'on supprime l'hypothèse de la réalité 
de la fonction ( I, c). 

M. Biernacki a énoncé, pour la dérivée des fonctions non réelles 
à zéros réels, un résultat qu'il n'a pu établir complètement; 
M. Alander (e) montre que pour ces fonctions la dérivée n'a qu'un 
nombre fini de zéros dans deux des quatre angles formés par les axes 
du plan des z. 

E. Lindelof ( a ) , A. \ \ iman (a), L. Leau, G. \ aliron (c) ont donné 
des expressions asymptotiques de logP(s) lorsque les zéros sont 
voisins d'une demi-droite et leur distribution régulière; ils mettent 
ainsi en évidence diverses circonstances qui peuvent se présenter dans 
la distribution des zéros des f o n c t i o n s / ( J ) — x. G. Valiron montre 
que n(r) peut être calculé asymptotiquement lorsqu'on sait que les 
zéros sont positifs et lorsque log M (r ) est suffisamment régulier (ordre 
non entier). 

Les fonctions réelles à zéros réels qui sont le produit d'une fonc­
tion de genre o ou i par e~h"\ k >> o, sont fonctions limites de suites 
de polynômes à zéros réels, elles jouissentd'un grand nombrede pro­
priétés communes avec les polynômes. Sur ce point, G. Pôlya a com­
plété et étendu des résultats de Laguerre : dans un premier mé­
moire (10, />), en collaboration avec I. Schur, il étudie les suites de 
nombres yfi qui sont,telles que la transformation (cn, cnyn) effectuée 
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sur les coefficients n'influe pas sur la réalité des zéros ou sur leur 
signe; dans un second mémoire il étend notamment à ces fonctions 
un théorème énoncé par Poulain pour les polynômes \voir aussi 
Jensen (b)]. 

i. Grommcr a donné les conditions nécessaires et suffisantes aux­
quelles doivent satisfaire les coefficients du développement de Taylor 
de la dérivée logarithmique H (s ) , (J (0)7=0), pour que tous les zéros 
soient réels. Ses recherches se rattachent à la théorie des moments de 
Stieltjes, 

La méthode de Laguerre et Borel pour établir le théorème XL 
consiste à considérer la dérivée logarithmique H(^) de la fonction 
entière comme la limite de la suite de fractions rationnelles obtenues 
en prenant les m premiers termes dans le développement de H ( z ) . 
Cette méthode a été employée par E. Lindwart pour démontrer le 
théorème d'Hadamard sur la décomposition en facteurs (mais non 
pas le théorème XXIX complet). P. Montel (c, e) a aussi démontré 
ce théorème en s'appuyant sur les propriétés des familles de poly­
nômes d'ordre p : ce sont les polynômes pour lesquels les p premiers 
coefficients (p = partie entière de p ) sont bornés ainsi que la somme 
des puissances — p — £ des modules des racines; une famille d'ordre p 
est normale et toute fonction limite est une fonction entière de 
genre p au plus. Cette méthode, qui rattache la démonstration du 
théorème d'Hadamard à la théorie des familles normales de fonc­
tions (n° 10), conduit d'une façon très naturelle aux théorèmes de 
Laguerre-Borel (th. XL) et de Poulain. G. Pôlya ( / ) a employé une 
méthode qui s'apparente à la fois à cellts de Lindwart et de Montel. 

19. Les fonctions d'ordre nul. — Les fonctions d'ordre nul pré­
sentent de grandes analogies avec les polynômes, ces analogies sont 
d'autant plus grandes que la croissance est moins rapide; mais la 
théorie de la croissance et la définition de l'ordre présentent les 
mêmes difficultés que pour les fonctions d'ordre infini. E. Maillet 
et R. Mattson ont étudié des classes de ces fonctions définies par la 
comparaison de logM(r) avec des fonctions simples : (log/*/, k > 1 ; 
log/'(logo/•)*, etc. J. E. Littlewood ( a ) a considéré le cas où 
Log/^ : log n est une fonction croissante de n et a donné des formules 
très précises pour certaines classes de fonctions. G. Valiron (a) 
a complété ces résultats en donnant une théorie analogue à celle de 
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Blumenthal pour l'ordre infini puis en se plaçant au point de vue 
signalé au n° 5, ce qui permet de former un nombre restreint de 
classes aisées à étudier (46, c). 

J.-E. Littlewood a donné la proposition générale suivante : 

XLI. Pour une fonction f(z) d'ordre nul existe une suite de 
circonférences \z\ = r, dont les rayons tendent vers Vin fini 3-sur 
lesquelles on a 

(32) log 1/(-5)1 - l o g M ( r ) - W ( r ) . 

G. Valiron (c) retrouve le théorème précédent et obtient le 
suivant : 

XLII. Pour toute fonction d'ordre nul f(z) telle que le rapport 
de logM(r) à ( logr ) 2 reste borné, la première partie de l'éga­
lité (32) a lieu à condition d'exclure du plan des aires ren­
fermant les zéros an et infiniment petites par rapport à rn, la 
seconde partie de Végalité est vérifiée quel que soit r. 

Pour ces fonctions on peut établir une correspondance simple 
entre les zéros des fonctions/(3) — x, le problème de la distribution 
des zéros est résolu avec une grande précision. On a un résultat moins 
précis, mais valable pour toutes les fonctions d'ordre nul, en appli­
quant la méthode de Garleman (46, w). 

20. Le principe de Lindelof-Phragmén et le théorème de Wiman. .— 
E. Lindelof et E. Phragmén ont généralisé le théorème de Cauchy 
sur le maximum du module d'une fonction analytique de la façon 
suivante (28, e) : 

XLIII. Soit <è(z) une fonction monogène et régulière dans un 
domaine A et dont le module est uniforme dans A et moindre 
que M + £, si petit que soit le nombre positif e, lorsqu'on approche 
du contour à l'exception d'un ensemble E de points de ce contour. 
S apposons qu' il existe une fonction io(z), également monogène et 
régulière dans A, ne s'annulant pas dans A, de module uniforme 
et inférieur ou égal à 1 dans A et telle que, si petits que soient les 
nombres positifs <s et z, on ait 

| » (* )*e (* ) |<M4-e , 
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dès que z est suffisamment voisin d'un quelconque des points 
de E. Dansces conditions | 6 (* ) l estait plus égal àM en tout point 
de \. 

Cette proposition élémentaire conduit à de nombreuses consé­
quences, non seulement dans la théorie ici exposée, mais dans beau­
coup d'autres. En voici une première : une fonction ®(-3), z = el^r, 

holomorphe dans un secteur S, | y | l — v | s | > R 0 , et telle que 

l o g | 0 ( s ) | ! r?' tende uniformément vers o lorsqu'on s'éloigne indé­
finiment dans S, est bornée dans S si elle l'est sur le contour 
de S (38, a ; 28, e). On tire de là le théorème de Bieberbach dun°9 . 
Lindelof et Phragmén ont déduit de leur principe le théorème général 
suivant qui s'applique en particulier aux fonctions F(z) holomorphes 
autour du point à l'infini : 

XLIV. Soit <à(z) holomorphe dans le secteur S défini ci-dessus 
et d'ordre p au plus égal à p' dans ce secteur. Soit V(-c) une fonc­
tion holomorphe dans S, réelle et positive pour z réel, positif 
et assez grand, telle que V(re'?) : X ( r) tende uniformément 
vers epcpi dans S lorsque r croit indéfiniment et telle que 
logV(r) : logr admette p pour limite supérieure pour r infini. 
Désignons par h (o) la limite supérieure pour r infini du quotient 
log]0(r6 , i :p)| : V ( / ) . Dans ces conditions, h (y) est au plus égala 
la valeur de la fonction linéaire et homogène en cosop et sinop 
qui prend les valeurs h\ — -—Y h(—,j sur les côtés du secteur. 

E. Lindelof et Phragmén appliquent leur théorème en prenant 
pour V< z) des fonctions telles que sP, z? \logz)?\ etc., on peut 
prendre aussi V (/•) = rï{n, p(r) étant un ordre L (46, c), ce qui 
conduit à des résultats valables pour toutes les fonctions d'ordre fini 
et en particulier au suivant : 

XLV. Pour une fonction F(z) d'ordre égal à p(r), la limite 
supérieure pour r infini du rapport log|F(/*et<p)| : /P( / ) est au 
moins égale à—i pour toute valeur de p et au moins égale à 
COSTCO si p < i ; un angle dans lequel cette limite est négative a 

une ouverture au plus égale à -• En particulier pour p < -* quel-
P. . . . , 2 

que petit que soit e > o, il existe une suite de circonférences de 
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rayons indéfiniment croissants sur lesquelles on a 

log | F(z) | > (cosup — c) log M(r) . 

La dernière partie de cette proposition constitue le théorème de 

Wiman (46, c), (47, o) qui rapproche les fonctions d'ordre infé­

rieur à - des polynômes; certains résultats de la théorie des poly­

nômes, par exemple ceux relatifs à la représentation par la formule 

de Lagrange, s'étendent à'ces fonctions (46, / ) . Dès que l'ordre 

est égal à --> la fonction peut avoir une valeur asymptotiquc finie; 

G. Valiron ( c\ z) indique pour les fonctions d'ordre quelconque une 
proposition, encore incomplète, analogue au théorème de Wiman. 

F. et R. Nevanlinna (3 i ) ont montré que le principe dePhragmén-
Lindelôf se déduit de propositions plus générales qui découlent de 
l'extension de la formule du n° 13. Parmi les résultats nouveaux 
obtenus par ces auteurs signalons le suivant qui se déduit de la for­
mule de Poisson et complète ceux donnés ci-dessus : 

XLVI. Si ©(3), z = x-\-iy\ est régulière pour x^>o,et si, 
pour tout e positif, | 0 ( : ) | < i + s dans le voisinage de la droite 
# = o, deux cas so/it possibles : i° en tout point du demi-plan 
x > o , on a 1 0 ( ^ ' ) | < i ; 2° la fonction n'est pas bornée dans ce 
demi-plan et il existe un nombre positif r\ tel que 

lim - / log | 6 ( r e ' ? ) | coscp dy > Ï). 

21. Les chemins de détermination et le théorème de Carleman. — 
Le théorème XLITI montre que toute fonction F (z) holomorphe 
autour du point essentiel oo admet des chemins de détermination 
infinie (18, a ) , (46, /'). E. Lindelof en déduit aussi cette importante 
proposition : 

XLVII. Si F(z) admet deux chemins de détermination o>M w2 

et est bornée dans l'un, A, des domaines délimités par ces chemins 
dans le voisinage du point oo, o>2 est égal à w, et F (z) tend 
uniformément vers to, lorsqu'on s'éloigne indéfiniment dans A. 
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Ce théorème et les propositions du numéro précédent permettent 
d'affirmer que p étant Tordre, il existe au plus 20 chemins sur 
chacun desquels l'argument de z a une limite et qui sont chemins de 
détermination finie non contigus [deux chemins de détermination 
finie sont non contigus si F (s).n 'est borné dans aucun des deux 
domaines déterminés par ces chemins]. Des remarques de cette 
espèce ont conduit A. Denjoy (a) à penser que le nombre des 
valeurs asymptotiques finies est au plus égal au double de l'ordre, 
proposition qui n'est pas encore complètement démontrée ou mise 
en échec. T. Garleman a établi la proposition suivante : 

XLVIIL Le nombre des chemins de détermination finie non 

contigus d une fonction F (z) d'ordre p est au plus égal à — p ; a 

fortiori, il y a —• 0 valeurs asymptotiques au plus. 

Dans sa démonstration, qui s'appuie sur les propriétés des 
fonctions de Green [ou ce qui revient au même sur le principe de 
Lindelôf-Phragmen (46, z)], T. Carleman montre que, s'il existe 
s chemins de détermination finie non coàtigus, on a 

l im l o g * M ( r ) > 2S 
[ i r û , ^ _ _ } 

los r %À 

/•±=00 ~ 

ce qui donne une condition supplémentaire pour l'existence de tels 
chemins. L'exemple des fonctions 

1 \s'mz2 J 'Z~~m dz 

signalé par A. Denjoy montre qu'il peut exister effectivement 20 
valeurs asymptotiques distinctes. L'étude de là distribution des 
chemins de détermination finie demande encore beaucoup de 
recherches [voir (10), (18, d)]. 

22. Les fonctions méromorphes d'ordre fini. — Les fonctions 
méromorphes avaient été beaucoup moins étudiées que les fonctions 
entières, les seuls travaux importants étaient ceux de E. Borel {e, f) 
qui a étendu à ces fonctions, dans le cas de l'ordre fini, son théorème 
sur les fonctions entières (th. XXXIV). E. Borel appelle fonction 
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d'ordre fini p une fonction méromorphe <ï> (z) qui est le quotient 
d'une fonction entière d'ordre pi=p par un produit canonique 
P(z) d'ordre P2-P? Vun au moins des deux nombres p{ ou p2 

étant égal à p. Cet ordre est invariant lorsqu'on effectue sur <î> (z) 
une transformation homographique dont les coefficients sont des 
fonctions entières d'ordre inférieur à p. En s'appuyant sur son 
théorème relatif aux fonctions entières, E. Borel établit la proposition 
suivante : 

XLIX. Parmi lès fonctions & (z) + <by (z) ou ¢ ( 3 ) est donnée 
et d'ordre p et ¢1(3) une fonction quelconque *d'ordre inférieur 
à p, il y en a deux au plus pour lesquelles l'exposant de conver­
gence de la suite des zéros est inférieur à p. 

E. Borel étudia aussi la représentation des fonctions méromorphes 
par des séries de fractions rationnelles mettant en évidence les parties 
principales des pôks. Dans cette étude difficile, la distribution 
relative des pôles bm joue un rôle important par suite de la présence 
des quantités P'(bm) dans les dénominateurs des pôles simples, aussi 
E. Borel doit-il supposer cette distribution ordinaire, entendant par 
là que la plus courte distance de bm au zéro le plus voisin est d'un" 
ordre infinitésimal inférieur à celui de \M.(bm)\~K, M ( r ) étant le 
module maximum de P ( - ) . Une question importante qui reste à 
élucider est de savoir si les distributions non ordinaires peuvent se 
présenter dans les fonctions que l'on obtient d'une façon naturelle. 

R. Nevanlinna (c) a renouvelé la question en introduisant les 
valeurs moyennes comme dans la théorie des fonctions entières 
(Chap. V). Si l'on pose 

log #(r el9) — x 
dy, W(r,a-) = f^^dt, *,(r,*) = -L Ç 

lorsque x est fini, et 

W(r, *>)= f' ^]dt, #n(r, oo) = — f log | *(/•«'*) | rf?1 

p (t) désignant le nombre des pôles et n (t, x) le nombre des zéros 
non nuls de ¢ ( z) — x pour j z 11 < t ; et 

J(r , x) = W(r , ar)H-m(r, x), 
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le théorème de Jensen montre que le rappoit J ( r , a) : J ( / ' , b) tend 
vers i lorsque r croît indéfiniment, ce qui justifie cette définition : 

On appelle ordre de ^(z) le nombre 

— log J(r, x) 
p — lim - s - 1 '. 
r /=00 l o g r 

Pour une fonction entière on retombe sur la définition de Borel, 
puisque, en prenant x = oo, on a, d'après la formule de Poisson, 

^-— -AoeM(r ' ) < m(r, oo > < log M (r) ( /•'< /•). 

La méthode d'Hadamard conduit à la proposition suivante : 

L. Une fonction méromorphe ¢ ( 3 ) d'ordre p est le quotient 
d'une fonction entière d'ordre p au plus par un produit cano­
nique d'ordre p au plus, l'une des deux fonctions au moins étant 
d'ordre p. 

La définition de l'ordre coïncide donc avec celle de Borel. R. Nevan­
linna généralise également le résultat de G. Valiron (n° 14). 
Désignons par M*(r, 00 ) le maximum 14> (3) | pour j z j = /* et par 

M(r , x) celui de -—r lorsque x est fini. La convergence de 
\ » / $>{z) — x *• ° 

l'intégrale 
Y100 J(r, x) , (33) j ^Z^dr (k>o) 

entraîne celles des expressions 

(^ Y ' r9 elogM(r,a;) 

et inversement, par suite : 

LI. Si pour une valeur x et k^>o les expressions (34) 
convergent, elles convergent pour cette valeur k quel que soit x. 

On aura aussi des résultats de la forme suivante : pour qu'une 
fonction <P (z) soit d'ordre fini p, il faut et il suffit que les exposants 
de convergence des zéros de trois distributions ¢ ( 2 ) — x soient au 
plus égaux à p, l'un au moins étant égal à p ; si en outre la série (34) 
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converge pour k = p pour ces trois valeurs de x, elle converge quel 
que soit x (*). On pourra compléter ces résultats dans le cas de 
l'ordre non entier. 

V. — LE THÉORÈME DE BOREL. 

23. La théorie de Borel et les résultats de O. Blumenthal. — Dans 
son Mémoire fondamental des Acta. Borel (b) énonça pour les 
fonctions d'ordre infini un résultat analogue à celui du n° 16. Il 
suivit une marche analogue à celle indiquée pour les fonctions 
d'ordre fini; le produit canonique est défini par un choix convenable 
des nombres pn. Ce choix judicieux de pn a été fait par E. Borel 
dans le cas où la croissance des rn n'est,pas trop lente, ce qui lui 
permit de généraliser son théorème XXXIV de la façon suivante : 

LU. Le nombre n(r,x) des zéros de f{z) — x ne peut être 
d'un ordre de grandeur inférieur à celui de logM(/') que pour 
une seule valeur x au plus. 

La signification du mot ordre de grandeur est celle du n° 3. 
E. Borel énonce d'ailleurs son résultat en considérant l'ensemble des 
fonctions / , [Z)f(z)—/2(3), / , et / 2 étant d'ordre moindre q u e / . 

O. Blumenthal (c) et son élève Kraft ont construit une théorie géné­
rale des fonctions d'ordre infini reposant sur une élude approfondie 
des propriétés des fonctions croissantes. Une fonction type T e (# ) 
adjointe a un infiniment petit e (# ) est une fonction croissante 
vérifiant la condition, de croissance normale 

T g ( V ) < [Tjanl'+si*' si log.r'= ) 1-h [Tja-)] -^' 1 | logar. 

A toute fonction croissante w(x) on peut adjoindre une fonction 
type telle que 

-— log w(x) 
>1=aJogT :(;r) • 

pourvu que e (x) soit convenablement choisi. En posant 

log2 Mir) = w(r) logr, 

(1) Voir aussi à ce sujet une Note de R. Nevanlinna {C. /?• Acad. Se, 
7 juillet 1924), parue peu après la rédaction de ce fascicule. 
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toute fonction type adjointe à w (r) est appelée un ordre de la 
fonction entière ; on définit de même au moyen de la suite des zéros 
des exposants de convergence qui sont des "fonctions types p\(x) 
telles que la série 

i r n P « ( ' « ) , + w 

converge si a > o et diverge si a < o. Les propositions du n° 14 se 
généralisent de la façon suivante : 

LUI. Tout ordre d'un produit canonique d'exposant p\(r) est 
moindre que p i ( / ' ) , + 5 ; Vinverse du minimum du module est de 
même ordre que le maximum si l'on supprime le voisinage des 
zéros. Tout exposant de convergence de la suite des zéros d'une 
fonction d'ordre p (r) est moindre que p { r)1 + 8 . 

O. Blumenthal donne également les relations entre A(r), M ( r ) , 
M1 (/•); une proposition sur la décomposition en facteurs et le 
théorème de Borel sous la forme suivante : 

LIV. Parmi les fonctions f (z) -— x, il y en a une au plus dont 
l'exposant de convergence des zéros soit constamment inférieur 
à p ( r ) 1 - 8 , p (/-) étant un ordre. 

Il montre les difficultés qui se présentent lorsqu'on veut appro­
fondir la nature de la relation entre n{r,x) et logM(r ) et pose la 
question suivante : qu'arrive-t-il si la distribution des zéros, pour 
une valeur x, est infranormale par passage, c'est-à-dire si p (r) est 
égal à p (r) ' +£f/') dans certains intervalles et d'ordre inférieur à p (r) 
dans d'autres intervalles? Une telle valeur x est-elle ou non unique? 
O. Blumenthal montre que, dans tous les cas, de la connaissance de 
deux exposants p\(r) et p2(r) relatifs à deux distributions, on peut 
déduire l'ordre p(r). Ces considérations sont à rapprocher.de celles 
du n° 24. 

A. Denjoy (c) a donné une limitation très précise du module d'un 
produit canonique donné par ses zéros. Ses résultats s'appuient sur 
une étude du facteur E(u, p) qui épuise la question [voir aussi 
(4, e)] : le logarithme du maximum du module de E(u, p) pour 
| u | = const. est donné par 

i xt> —^— dx avec x = -f—~~ ( o < 6 < 
J0 sin0 sin/?e \ ^ ^p + ij 

http://rapprocher.de
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si v = | u | ^ i H— et par 

H h . . . H H log(t> — i ) 
2 p ° 

dans le cas contraire. Ces expressions exactes ont aussi été utilisées 
par G. Valiron (c ). A. Denjoy donne une définition remarquable de 
ce qu'il faut entendre par produit canonique : si' les rn sont donnés 
et les pn choisis, le module maximum M ( r ) de P (z) dépend de la 
suite p„, on doit choisir pn pour que M (/) soit minimum ; il montre 
que les deux portions de P i z) correspondant à rn<Zr et à rn^> r 
sont alors du même ordre. 

Parmi les inégalités obtenues par A. Denjoy dans les cas de régula­
rité, citons la plus simple : 

l °g |P ( s ) |< ( ' 2 + 0/i(r)log/?, 

où p est l'exposant choisi comme il vient d'être dit. 

24. Théorèmes de Valiron "et de Nevanlinna. — La méthode 
indiquée au n° 16 conduisit dans le cas de l'ordre infini à l'énoncé 
suivant (46, q, x). 

LV. f(z) étant une fonction entière quelconque, a?éb, la 

relation 

(35) l ogM( / - )< [W(r , a ) -4 -W(r , £ ) ] 1 + £ 

est valable, si petit que soit le nombre positif s, sauf peut-être 
dans des intervalles où la variation totale de log/- pour r > i 
/ -es te fi n ie ; l'éga li té 

(36) W(r, * ) = f logM(£) p " 1 {i<h<k, h K O , 

où k est un nombre donné supérieur à i et £ donné et positif, a 
lieu à partir d'une valeur rx de r, sauf au plus pour des valeurs 
de x appartenant à un ensemble de mesure linéaire nulle. 

L'ensemble exceptionnel peut effectivement exister et admettre 
tout point du plan pour point de condensation, il en est de même pour 
l'ensemble des valeurs infranormales par passages de O. Blumenthal. 

Le théorème de Valiron a été précisé et complété par R. Nevan-
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linna.(fc) dont les résultats ont une forme particulièrement simple 
grâce à l'introduction des valeurs moyennes. Si ù(z) est une fonction 
holomorphe dans un certain cercle | s | < R , on posera ici 

1 C™ + 
m(r, <]0 = — / l o g | <l(re'<P)| dy. 

fonction qui est liée à log M (/• ) par les inégalités du n°22. L'identité 
fondamentale de Borel (n° 16 ) 

* - b _ ^ - b 4/ 
4> — a ty <]/ — a 

dans laquelle on calcule une limitation supérieure des quantités 

parla formule obtenue en dérivant (1^). conduit, grâce à 
4* — CL 

'emploi des valeurs moyennes, à ce lemme fondamental : 

Si ù(z) = c0-\-cpzP-+- . . . est holomorphe pour | * | < R et 
a ^ b, il existe un nombre C ne dépendant que de c0, cp, a, b, 
tel que 

(37 j m{r, i|0 < C -+- 8/? logf'-f- 6 log --|— 4- W(r ' , a)-h W ( r \ 6) 

+ + 1 

- W(#-, 4;') 4-4 log mf ^, 4o + 8/>1og-« 

pourvu que o < r < /•' < R. 

W (/•,'}') est la fonction W ( r ) relative à la dérivée. En prenant 

r' = r-+-' ~ r et en intégrant de /• = /•„ à r — r", les deux membres 

de cette inégalité multipliés par r~k *dr, ( / r > o ) , on obtient cette 
conséquence : 

LVL Si f(z) est une fonction entière, a 7^ b, k > o, on a 

(3«) / ; ^ / ^ < C H - C ^ - ^ - ^ ? ^ ^ 

C2 ne dépendant que de r0 e£ k et C, ĝ we rfe a, b, c0, c^, /;, r0 et k. 
Lorsque le premier membre diverge, on peut remplacer C2 par 
une fonction tendant vers 1 lorsque r croît indéfiniment. 

R. Nevanlinna donne comme première application de ce théorème 
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une proposition qui se déduit aussi des théorèmes de Valiron : soient 
f(z) une fonction entière, rn(x) le /*i6me zéro def(z) — x, si la série 

2àrn(x)? 

converge pour deux valeurs de x, la fonction est d'ordre fini p et de 
la classe inférieure; si la série diverge pour une valeurs, elle diverge 
pour toutes les autres sauf une au plus et la fonction est de la classe 
supérieure si elle est d'ordre p. 

En combinant les inégalités (37) et (38), on obtient la nouvelle 
relation 

(39) m ( r , / ) + W ( r , / ' ) 

+ <io\o^-?—?-^\i^t(rf)l[W(r\ a) + W(r', b)] (M, 

e( r ' ) tendant vers o lorsque r croît indéfiniment. En négligeant 
W (r, / ' ) dans le premier membre, on obtient l'inégalité 

logM(r)< [ f ^ - + t(r) l [W(*r, a) + W(*r, b)] ( *> i ) , 

qui comprend l'inégalité (3i) de Valiron et celle, moins précise, que 
l'on déduirait de (35) [pour les fonctions d'ordre infini rapidement 
croissantes l'inégalité (35) vaut la précédente]; en négligeant le 
terme en m (/",/) dans le premier membre de (3c)) on retrouve le 
théorème XXXIX. 

Mais les inégalités (38) et (3ç/) permettent d'obtenir également des 
résultats nouveaux tels que le suivant : 

LVII. Pour une fonction entière, l'inégalité 

lun —; 7- d -

/• = * m ( / • , / ) 2 

a lieu pour toutes valeurs de x, sauf une au plus. 

Des exemples simples montrent que, dans l'inégalité précédente, le 

nombre - ne peut être remplacé par 1 ( 2) . 

(1) Voir dans la note cilée au n° 23 une formule plus précise. 
(3) Voir le Mémoire de R. Nevanlinna qui doit paraître aux Aet<* mathematica 

et deux Notes de K. Collingwood ( C. /?. Acad. 5 c , t. 179). 
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R. Nevanlinna étend ses résultats au cas des fonctions F (z) 
holomorphes autour du point à l'infini. 

25. Le théorème de Borel dans un secteur. Théorèmes de 
Nevanlinna. — G. Valiron (o) avait montré que la méthode de 
Blumenthal s'appliquait aux fonctions holomorphes dans le cercle 

' | z\<^ i et d'ordre infini dans ce cercle, donc telles que 

l im — . - — - - - = H - y-, 
r=i — l o g d — / • ) 

et que, par suite, le théorème de Borel restait valable pour ces 
fonctions ; mais sa méthode conduisait à des résultats insuffisants 
dans le cas de l'ordre fini. La méthode de R. Nevanlinna s'applique 
au contraire sans modification à ces fonctions, dès que l'ordre est 
supérieur à i le théorème de Borel est encore vrai. En partant 
toujours de l'inégalité (37) on arrive à cette proposition corres­
pondant à LVI : 

LVIII. ty(z) étant holomorphe pour | s | < 1, a^éb, et k > o, il 
existe deux constantes d et C2 telles que, pour r0<C r < li 

f m{x,<\>){\ — x)i i r f j -<C 1 - f -C s f [W(x,a)-h\Y(x,b)]dx. 

Lorsque le premier membre diverge pour r-=i, on peut 
remplacer C2 par une.fonction de r tendant vers 1. 

La théorie se développe parallèlement à celle relative à une fonction 
entière, on a en particulier cette conséquence : si pour,/- ^> o, la série 

] £ [ i - '»<*)],+* 

converge pour deux valeurs différentes de x, elle converge quel que 
soit x et les deux intégrales 

/ m(x, ty)(i- x)**-1 dx, f log M (x) (1 — x)k dx' 

convergent. Les résultats relatifs à une fonction F(z) et à un secteur 
s'en déduisent de suite. On a notamment le résultat suivant qui est 
actuellement l'un des plus profonds de la théorie des fonctions 
d'ordre fini : 

LIX. Si la fonction F (z) est d'ordre fini p > - * dans tout 
•A 
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angle de sommet o et d'ouverture supérieure à - dans lequel F (z) 

est d'ordre p, l'exposant de convergence de la suite des zéros de 
F (z) — x intérieurs à l'angle est égal à p, sauf pour une valeur x 
au plus. Si en outre la fonction est de la classe supérieure, la 
série formée avec les puissances — o des modules de ces zéros 
diverge, sauf pour un x au plus, pourvu que l'angle soit conve­
nablement choisi. 

On peut compléter d'une façon analogue le théorème de Bieberbach 
du n° 9. 

26. Les généralisations de Borel. — E. Borel (b) a démontré 
l'impossibilité de certaines identités entre des fonctions entières, 
généralisant celle qui s'introduit dans la démonstration du théorème 
de Picard. En utilisant la notion d'ordre de Blumenthal, on a 
l'énoncé suivant : 

LX. Soient gK (z), . . . , g^ (z) des fonctions entières telles que 
la différence de deux d'entre elles soit (Tordre o (r) au moins, et 
f\(z), . . ., j\+{ (Z) des fonctions dont l'ordre est inférieur à 

1— u. 

e9{,) , l'identité 

f(i) es.w-K . .+/*)8)eftW -4-/4-+1(2) s o' 

ne peut avoir lieu que si toutes les fonctions fi (z) sont identi­
quement nulles. 

Cette proposition a été l'origine des travaux de G. Rémoundos (a) 
qui, dans de nombreux mémoires, a généralisé aux fonctions multi­
formes à un nombre fini de branches les résultats de la théorie des 
fonctions uniformes. 

VI. — LES FONCTIONS INVERSES DES FONCTIONS MÉROMORPHES. 

27. Les valeurs asymptotiques et les points critiques trans­
cendants. — L'étude des fonctions inverses des fonctions entières ou 
méromorphes n'a été abordée que très récemment. Amorcée par 
A. Hurwitz (c) et A. Denjoy (a), redevable à P. Boutroux (c) de 
progrès importants, cette théorie a été édifiée d'une façon rigoureuse 
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par F. Iversen. Si 

(4o) w = * ( * ) 

est une fonction méromorphe, z0 un point tel que ^f(z0)^éo et 
w0 = $(-80)) il existe, d'après la théorie des fonctions implicites, 
une série entière 

z — zQ = }) ( w — w0 ) 

qui vérifie identiquement l'égalité (4o) dans son cercle de convergence, 
cZo, c'est un élément eZo de la fonction inverse de <ï> (3). L'ensemble 
E des éléments ez constitue la fonction inverse I (w) de <ï> (z) : on 
peut passer de l'un c\ à un autre quelconque par prolongement 
analytique au sens de Weierstrass, et tout prolongement de eZo donne 
un élément de E. On peut étendre ce résultat aux pôles de $>(z) 
[Iversen (a)]. 

Un point to du plan des w est point singulier pour une branche 
de l(w) s'il existe une chaîne d'éléments e , ez , . . ., f„#i, . . . dont 
chacun est un prolongement immédiat du précédent (les circonfé­
rences cZn et cZn se coupent et eZn et eZn+x coïncident en un point 
commun de ces cercles) telle que le rayon de cZn tende vers o, son 
centre tendant vers to. F. Iversen montre que zn tend alors vers 
un point déterminé du plan des 3 : si ce point est à distance finie, 
$ (3) y est nul, to est un point critique algébrique pour la branche 
considérée ; si ce point est à l'infini, il existe un chemin de détermi­
nation to passant par les zn, to est donc une valeur asymptolique. 
Le domaine d'indétermination du point to pour la branche 
considérée se réduit au point à l'infini, to est un point transcen­
dant ordinaire au sens de P. Painlevé. [Rappelons que le domaine 
d'indétermination se définit comme suit : on considère l'ensemble Ep 

décrit par 3 lorsqu'on prolonge à l'intérieur du cercle \w — to | < p 
les éléments eZu appartenant à ce cercle, et on lui adjoint ses points 
limites, ce qui donne un ensemble Ep ; on prend alors l'ensemble 
commun à tous les Ep lorsque p tend vers zéro.] Inversement, à un 
chemin de détermination o> correspond un point OJ qui est point 
transcendant pour une branche de I( tv) , et l'on a ce résultat de 
F. Iversen (a) [voir aussi (9, a), (17, c)] : 

LXI. Les seuls points singuliers à distance finie de T(w) sont 
les points critiques algébriques correspondant aux zéros de la 
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dérivée et des points transcendants ordinaires qui se confondent 
avec les valeurs asymptotiques. 

F. Iversen remarque que, si le nombre des points algébriques est 
fini, il y a au moins deux valeurs asymptotiques. 

L'étude de l'ensemble E'des valeurs asymptotiques de <t> (z) est 
capitale dans cette question; le théorème de Carleman (n° 21) 
montre que E' renferme 5 p points au plus pour une fonction 
entière d'ordre p ; on a cru longtemps que F1 était dénombrable pour 
toutes les fonctions entières. J. Sire (b) a donné un premier exemple 
d'une fonction d'ordre infini pour laquelle E' a la puissance du 
continu ; F. Iversen donna un exemple plus simple ; enfin W . Gross 
a construit une fonction pour laquelle M' couvre tout le plan. 11 y 
aurait intérêt à définir des classes de fonctions pour lesquelles ces 
circonstances ne se présenteraient pas, et à examiner les cas des 
fonctions méromorphes. 

Soient OJ un point du plan des tv, Ce un cercle de rayon s et centre to 
et ez un élément de l (w) dont le cercle cz coupe Ce, prolongeons-le 
sans sortir de C£; les valeurs z obtenues couvrent un domaine A (e, to) 
dans lequel | <& {z) — co | < s. La branche IA. (CV) de 1 (w) ainsi définie 
est la fonction inverse restreinte à A. F. Iversen étudie cette 
fonction et en donne des propriétés qui découlent de cette conséquence 
du principe de Lindelof et Phragmén : si une fonction ty (z) est 
holomorphe dans un domaine D et sur son contour sauf en un point A 
de ce contour et à un module constant sur le contour (A excepté), 
ou bien fl(z) s'annule dans D, ou bien il existe un chemin aboutissant 
à A sur lequel ty (z) tend vers o ou vers oo (46, i). F. Iversen (a) 
donne ainsi cette importante proposition : 

LXIl. La fonction l<v,(<v) restreinte à un domaine A(e, co) 
prend ou admet pour valeur t imite toute valeur telle que 
\W (D | < S. 

11 en résulte notamment une propriété que l'on peut énoncer sous 
forme abrégée de la façon suivante : la surface de Riemann décrite 
par (v = $ ( z ) ne renferme pas d'espaces lacunaires. Ces propositions 
rentrent dans le cadre des propriétés générales des fonctions 
multiformes énoncées par L. Zoretti (48) et démontrées rigoureu­
sement par divers auteurs (voir les autres volumes de la collection). 
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Ln utilisant le théorème XXV, F. Iversen démontre encore 
quelques propositions telles que celle-ci : si le domaine A n'a qu'un 
nombre fini de contours dont n sont infinis, la fonction inverse 
restreinte à A possède au plus n points transcendants. Il montre 
aussi (e) que le domaine d'indétermination de ¢ ( 3 ) au point à 
l'infini restreint à un domaine A comprend tout le cercle Ce ou bien 
se réduit à un ensemble partout discontinu de points de sa circon­
férence. 

28. La classification des points transcendants. — Dans ses 
recherches, P. Boutroux (c), guidé par ce qui se passe pour les fonc­
tions les plus simples, a introduit quelques notions nouvelles telles 
que celle de langue [voir (48) et (46, c, z)}, et il a donné une classi­
fication des points transcendants qui a été reprise et modifiée par 
F . Iversen (a). 

La classification de F. Iversen s'applique à un point transcendant co 
isolé sur une branche, c'est-à-dire tel qu'il existe un cercle CB(voir 
n° 27) de centre to dans lequel la fonction inverse restreinte à A (s, to) 
n'a pas d'autres points singuliers que des points critiques algébriques. 
C'est le cas pour les fonctions inverses des fonctions entières d'ordre 
fini. Iversen montre que l'on peut alors construire systématiquement 
la surface de Riemann à une infinité de feuillets sur laquelle la branche 
considérée est uniforme en joignant les points critiques algébriques 
intérieurs à C£ à la circonférence de ce cercle suivant le prolongement 
des rayons. Cela revient à diviser le domaine A en régions 3W dans 
lesquelles 4> (3) prend une fois et une seule les valeurs intérieures à Ce 

(sauf peut-être to). Le cas le plus simple est celui où *ï>(z) ne prend pas 
la valeur to à l'intérieur de A : toutes les régions dn ont le point à l'infini 
pour point frontière, le point to est appelé point transcendant direc­
tement critique. Si to est le seul point critique dans Cc (s étant 
supposé assez petit), chaque région o„ a pour frontière une portion de 
la frontière y de A (correspondant à la circonférence de Ce) et deux 
branches infinies correspondant à un même rayon, le point est dit 
de première espèce ; dans le cas contraire ou a un point directement 
critique de deuxième espèce. Pour log ,3, o et 00 sont de première 
espèce ; pour la fonction inverse de z sins, le point 00 est directement 
critique de deuxième espèce. 

Lorsque A contient une infinité de zéros d e ¢ ( 3 ) - ( 0 , il peut arri-
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ver que le prolongement de l&(w) le long d'un rayon de Ce conduise 

toujours à une valeur finie, quelle que soit la façon dont on contourne 

les points algébriques. Les chemins de détermination to coupent une 

suite infinie de régions ùn, les valeurs de w correspondantes tournent 

autour de to en suivant un chemin en spirale, to est dit point indirec­

tement critique (exemple : fonction inverse de \\> = —^ pour w = o). 

Les points isolés n'appartenant pas aux deux classes précédentes 

sont dits points directement et indirectement critiques, c'est le cas 

pour la fonction inverse de — : — et pour <r = o. 

F. Iversen (d) a étudié le cas des fonctions entières d'ordre fini 

entier qui présentent le cas d'exception de Borel : il y a un point cri­

tique unique à distance finie qui peut être directement ou indirectement 

critique. 
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