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Math. Sci. hum.(24%année, n°96, 1986,p.5-29)

L'ASSOCIATION DU MESURAGE ADDITIF CONJOINT ET DES INTERVALLES SUCCESSIFS

MAURIN Michel .

INTRODUCTION

De nombreuses &tudes sur les nuisances dues aux transports ou le confort dans
les véhicules (celles de 1'INRETS-CERNE par exemple), recueillent les répon-
ses des personnes interrogées 3 l'aide d'échelles de catégories ordonnées,

en méme temps que 1'on mesure certaines variables physiques, (réf. 18,23,
37,38). L'objectif alors est de rechercher les relations qui peuvent se ma-
nifester entre la réponse exprimée et les niveaux physiques, avec naturel-
lement 1'intention de remédier aux conditions jugées mauvaises.

On se trouve de fait confronté & un probléme classique de la Psychophy-
sique des sensations telle que 1'a fondée Fechner 1860, a savoir la recherche
d'une relation, si possible quantifiée, entre un stimulus et une réponse,
(explicitation d'une "Loi psychophysique", réf. 27, 34). Le recueil par
échelles de catégories date des débuts du siécle (réf. 20), et a été refor-
mulé par exemple avec la "Loi" des jugements catégoriels 1935, d'inspiration

thurstonienne (réf. 20, 23, 35).

D'un autre cdté la Théorie du Mesurage, (measurement theory, 1963,
réf. 31), s'intéresse d la possibilité effective de traduire les faitg ob-
servés par des nombres. Les Sciences Humaines, autant que les Sciences Phy-
siques, offrent d'importants domaines d'application de ces considérations

générales (réf. 20,27,34), lesquelles se situent en amont des pratiques du
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codage (scaling, réf.35). La Psychophysique des sensations et le Mesurage se
rencontrent en de nombreuses occasions, en particulier le recueil par échelles
de catégories s'intégre dans le formalisme du Mesurage grice a la théorie des
intervalles successifs d'Adams et Messick (paragraphes 1,2, annexe ; réf. 1
23,31).

b

La Psychophysique n'a pas vraiment abordé les réponses en présence de
plusieurs stimuli, mais une forme de mesurage dit mesurage conjoint traite
ces questions. Il est donc tentant de chercher 3 organiser de nouvelles ren-
contres, ce qui peut étre un volet de la psychophysique multidimensionnelle
qu'évoque Tiberghien, (réf.34). C'est ce que nous proposons ici en associant
les intervalles successifs et le mesurage additif conjoint de Luce et Tukey,

1964, (paragraphes 3,4,5).

1 - RAPPELS SUR LA THEORIE DU MESURAGE

1.1 - Mesurage et codage

Cette théorie initiée par des physiciens, est actuellement formalisée sous
une forme axiomatique (Suppes et Zinnes 1963, réf.27,31). De facon trés géné-
rale on observe des phénoménes au travers de certains de leurs attributs et
on constate que 1'ensemble des différentes ''valeurs" ou modalités possibles
a; d'un attribut A sont susceptibles de se combiner et/ou de se composer
par 1l'intermédiaire de relations k-aires ; par exemple 1'attribut "longueur"
du phénoméne baton dont les diverses valeurs peuvent étre comparées ou mises
"bout a bout", (réf.l16). Un tel systéme constitue un systéme relationnel
empirique, sre. Le mesurage examine s'il existe dans 1l'arsenal mathématique
un homomorphisme du sre. Quand on désire 'quantifier'" on recherche une image
dans R, c'est 3 dire un systéme relationnel numérique, srn. Le triplet (sre,
srn, homomorphisme) constitue pour nous une &chelle de mesure (figure 1) ;
son existence donne lieu a la démonstration d'un Théoréme de Représentation,

3 partir des relations du sre prises comme conditions ou axiomes.

I1 v a souvent plusieurs homomorphismes entre un systéme relationnel
empirique et des systémes relationnels numériques qui se déduisent les uns
des autres par une classe ''d'opérations admissibles" du systéme relationnel
numérique dans lui-méme. Cette classe caractérise le type de 1'échelle,
(démonstration d'un Théoréme de Caractérisation, Uniqueness). Dans R on
définit par exemple les échelles ordinales, d'intervalles, de rapport,...

On désigne communément les deux derniéres d'échelles 'quantitatives ou numé-

riques", ce sont des groupes abéliens totalement ordonnés et archimédiens.
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Les échelles d'intervalle correspondent & 1'addition des nombres réels, elles

sont invariantes par le groupe de transformations affines positives (réf.3).

On définit 3 ce propos la pertinence (meaningfulness) des énoncés
(mathématiques, statistiques...) vis 3@ vis de la caractérisation, elle a
notamment le mérite de préciser les statistiques ''pertinentes' avec chaque
échelle (réf.27). Selon une vision renouvelée elle tend i prendre le rdle

central, en liaison avec la théorie des invariants (réf.25).

Suppes et Zinnes ont aussi introduit le mesurage déduit, lorsque 1'é-
chelle dépend des observations d'un attribut dans un sre, et/ou de mesurages

antérieurs (réf.27,31).

Toutefois les théorémes de mesurage fournissent rarement les valeurs
numériques elles-mémes aux praticiens. On aborde alors 1'étape du codage
(scaling) qui regroupe un grand nombre de techniques et d'algorithmes (réf.
35). Alors que la démarche du mesurage se soucie de la représentation numé-
rique avant de 1l'utiliser, le codage postule son existence, par exemple
"both Guttman and Mosteller suggested it (the optimal scaling) gives scores
on an interval scale', (réf.35). Le mesurage doit (devrait) donc &tre une
préoccupation en amont du codage, dont la mise en oeuvre peut intervenir

ensuite (réf.7).

1.2 - Autres formes de mesurage

Le mesurage conjoint consiste 3 mesurer simultanément les attributs de plu-

sieurs ensembles. Nous y revenons au paragraphe 3.

Dans tous ces cas les axiomes du mesurage sont déterministes, et donc
rarement vérifiés par des données de l'expérience. Falmagne a introduit le
mesurage probabiliste en 1976 afin d'élargir le cadre précédent. Cet auteur
remarque que dans les sciences humaines les données se présentent souvent
sous la forme de fréquences de réponses (booléennes, catégorielles,..) con-

ditionnelles (réf.11,12,15). I1 pose le modéle probabiliste

Prob (réponse 1,...,K) = F {ﬁ (hl(al)""’ hk(ak) ] }

Les a, sont les catégories de réponses et les attributs d'ensembles Ak’
(conditions d'étude). Les triplets (Ak, R, hk) sont des échelles de mesure,
H une fonction de Rk dans R, et F une fonction de répartition définie sur R.

Dans chaque modé&le les arguments hk (ak) sont 1iés par certaines relations



qui définissent la représentation et la caractérisation des échelles. Cela
donne notamment des modéles probabilistes multinomiaux paramétrés (réf.2).
Le codage des hk(ak) devient un probléme d'estimation, et on a aussi le moyen
de tester la validité du modéle proposé en adaptant les pratiques usuelles

des tests d'ajustement statistiques (réf.12,15).

La théorie du mesurage est donc avant tout un cadre formel qui apporte
peu de résultats concrets en soi, mais qui affiche le souci représentationnel
et relationnel des données empiriques dans des structures propices 3 un déve-
loppement mathématique ultérieur. Un tel souci semble naturel, Ullmo rappelle

que le géométre E. Cartan s'en préoccupait :

"Selon lui, le but ultime d'une théorie géométrique devrait étre d'zt-
teindre un espace qui soit le plus général de sa classe, dont la ctructure ne
solt soumise 3 aucune relation limitative, et qui rende compce des phénoménes
par correspondance directe entre ses €léments structuraux (vérifiant des re-
lations intrinsé@ques, nécessaires 3 la définition de cette classe d'espaces)

et les phénoménes mesurés', (réf.36).

2 - COMPLEMENTS SUR LES INTERVALLES SUCCESSIFS

2.1 - Généralités

La méthode des jugements catégoriels est une adaptation des idées que
Thurstone a développées dans la loi des jugements comparatifs, 1927. Elle
s'applique quand on recueille les réponses 3 l'aide d'une échelle de catégo-
ries ordonnées (réf.1,28,35). A l'origine la méthode postulait une applica-
tion des catégories dans R de telle sorte que les bornes tj entre intervalles

adjacents sont mesurées par une échelle d'intervalle (figure 2).

On connait le succé&s expérimental de la transformation thurstonienne des
catégories. En effet on sait qu'il n'y a pas de relation simple entre les ré-

ponses aux méme stimulations qui sont recueillies (réf.9,21,29,30) :

a) par estimation de la grandeur (magnitude estimation) ;

b) sur une échelle de catégories (category scale).

Cet avatar, ("a partition paradox'" dit Stevens), peut &tre résolu en
suivant la démarche de Galanter et Messick qui ont appliqué une transforma-
tion thurstonienne & 1'échelle de catégories (a processed category scale,
1961, réf.14,29). Mieux, la relation logarithmique que ces auteurs consta-

tent entre 1'échelle de catégories transformée et 1'échelle par estimation
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de la grandeur est confirmée par les résultats contemporains d'Ekman (réf.6,
10,29), ce qui par ailleurs signifie que 1'échelle transformée est une &échel-
le d'intervalle (réf.23). Cette transformation est considérée comme un pro-
cédé de mesure des phénoménes sensoriels au méme titre que 1'estimation de

la grandeur ou que les échelles de catégories proprement dites (réf.6,29,34).

Dans les &tudes sur les nuisances, les individus sont exposés a diffé-
rentes valeurs Si d'une stimulation S, i=1,...,I, et on recueille leurs ré-
ponses dans les catégories Cj j=l,..., J, I et J2 3. Les données sont les
effectifs n.lj d'un tableau de contingence correspondant a Cj et Si' On en

déduit les ﬁ;équences conditionnelles de réponses (tableaux 1,2) :

—

.. =mn., /2., n...
ij ij i i

2.2 - Les résultats d'Adams et Messick

Les transformations thurstoniennes ont &té reprises dans le cadre du mesu-
rage par Adams et Messick, puis Suppes et Zinnes,sous le nom de méthode des
intervalles successifs. Ces derniers ont énoncé des conditions qui condui-
sent 3 une échelle d'intervalle ; cela vient confirmer 1'intuition initiale,
il y a 13 une convergence notable entre intuition, expérience et formalisme

(réf.23).

La transformation proposée a partir des fréquences Uij consiste 3 cal-

culer les fréquences cumulées nij = Z&=1 ; I%l puis les zij = F_l(Tlij),

j=l,...,J-1, ol F est la fonction de répartition gaussienne sur R donnée a

.. . G
priori (moyenne }AF’ variance F2 ).

Les conditions d'Adams et Messick sont les suivantes : pour tous indi-
ces p et q=1,...,I et j=1,...,J-1 1il existe des paramétres réels dpq

ositifs et tels que z_, = & ; ce qui signifie que 1'on
P Pq Pq &

z .,
pi  pq "dqj _

passe de toute ligne du tableau des zpj d toute autre par une transformation
affine positive. Comme les zpj proviennent des'i%l observés, ce sont des con-

ditions vérifiables sur les données recueillies.

Le théoréme de mesurage précise que lorsque les'ﬁpj et F vérifient les
conditions d'Adams et Messick il existe une application /Ade (1,..,I) dans
R, une autre @ dans R.*+, et une autre t de (l,..,J-1) dans R ; /Aet t sont
deux échelles d'intervalles avec les mémes unité et origine, @ est une échel-

le de rapport avec la méme unité.
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TABLEAU 1 : Effectifs m.. de réponses d propos d'une enquéte
sur la géne fue au bruit de la circulation (réf. 37)

Catégories Cj de 1'échelle de réponses

[=

¢ ] 2 3 4
&

o

2 59 14 22 11 6
Q0

B 62 26 24 31 15
"

§ 65 43 73 57 42
>

g 68 28 61 92 73
o

“ 71 19 31 62 84
ord =

-

25 73 8 30 A 87
o~

& Q)

wn o

TABLEAU 2 : Distributions conditionnelles des réponses par
rapport aux stimuli wn.. /

R

Catégories Cj de 1'échelle de réponses

o

V]

o 1 2 3 4

o

2

b 59 26,4 41,6 20,7 11,3
O]

Z 62 18,6 27,9 36,0 17,5
o]

§ 65 20,1 33,9 26,5 19,5
o

ﬁ(ﬁ 68 11,1 24,0 36,2 28,7
o

2w 71 9,7 15,8 31,6 42,9
ord -

- QU

E 73 4,7 17,8 26,0 51,5
-

&\

w o
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Ces résultats s'appliquent tout & fait aux études sur les nuisances

(réf.23), la démonstration et des commentaires sont donnés en annexe.

3 - LE MESURAGE CONJOINT

3.1 - Le mesurage conjoint est apparu peu de temps aprés les formes
"classiques'" de Suppes et Zinnes (réf.17,27). Dans toute sa généralité cette
forme s'applique au cas oii 1'on a un produit (cartésien) d'ensembles

Au u=l,...U de modalités a, iu=l,...,Iu, qui varient de maniére indépen-
dante, et que 1l'on désire mesurer chacun des Au. Par rapport aux mesurages
précédents, cette nouvelle forme réalise le mesurage simultané de plusieurs

ensembles de phénoménes.

L'application & la Psychophysique est immédiate, on peut en effet sup-
poser que les Au représentent différents ensembles de stimulations indépen-
dantes qui prennent les modalités qualitatives as. et que la sensation est

la réponse 3 cette stimulation composée et multidimensionnelle.

3.2 - De fagon générale les résultats du mesurage conjoint s'appliquent &
partir du moment ol 1'ensemble produit A A2... A, est doté d'une structure
de préordre total (weak order réf.27) 3 1'aide d'une relation binaire R
transitive totale. C'est le cas des relations de préférence transitive entre

différents objets (les a du produit des Au) lorsqu'ils sont tous compara-

(iw)

bles deux 3 deux et qu'ils sont considérés comme é€quivalents quand on ne

sait décider lequel des deux est préféré i 1'autre.

Dans le cas d'une exposition & une stimulation composée, une structure
de préordre total peut notamment &tre introduite 3 1'aide d'une variable
dépendante ordinale v (encore appelée '"intensité de réponse', response
strength, réf.7) qui permet de comparer deux 3 deux toutes les situations
stimulantes. Cette variable dépendante est notée v(ail a:, "'aiU)’ ou
. Les théorémes de Représentation et de Caractérisation du

V., . .
il,i2,...,10
mesurage conjoint s'expriment de la fagon suivante :

Si la relation R, (ou la variable dépendante v), vérifie telles
conditions, alors il existe des représentations hu de Au dans
R u=l,...,U ; et les échelles (Au,R,hu) sont des échelles de telle

b

nature.

Les conditions en question sont de plusieurs sortes. Il y a des condi-

tions techniques (topologie, continuité, monotonie) qui ont pour objet de
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faciliter 1'étude des questions d'existence d'une solution en a;,» et des con-
ditions spécifiques qui sont les véritables conditions a 1l'origine du mesurage
conjoint. Ces derni&res sont encore appelées "lois qualitatives'" (qualitative

laws, réf.16,17).

Les lois qualitatives jouent ici le méme r8le que les axiomes vérifiés
par les observations du systéme relationnel empirique dans la présentation

initiale (l1.1.), avec en sus le mesurage simultané de plusieurs ensembles.

3.3 - L'exemple du mesurage additif conjoint de Luce et Tukey s'applique au
cas de deux ensembles de modalités A et B. La loi qualitative qui le concerne
est celle de la "double annulation" (double cancellation) que 1'on peut ex-
primer comme suit :

Pour tous les triplets il, i2, i3 de modalités de A, et kl, k2, k3 de moda-

1ités de B, lorsque les deux prémisses

Vit,k2 € Vizoks Y Vio k1 € Yi3ke sont satisfaites
alors on a la conclusion Vil,kl < viB,kB » (figure 3).

Le théoréme correspondant énonce que si le pré-ordre vérifie un
certain nombre de conditions, dont la loi qualitative de la double annula-
tion, alors il existe une échelle ha de A dans R, une échelle hb de B dans R
et une échelle ¥ de A B dans R (&tape de Représentation), lesquelles sont des
échelles d'intervalle avec la méme unité (&tape de Caractérisation), (réf.l7,

27,%)) .

Les valeurs a., bk et oik correspondant aux modalités i de A, k de B

et (i,k) de A B, vérifient dans ce cas : p) sk - 3 + bk’

modulo le groupe des transformations a, -> Kai + Fl s bk 2> £ bk + ‘32 s
Ve >k Wy + Pyt (32, o> 0,

3.4 - Quand on est intéressé par les valeurs numériques et non pas uniquement
par l'existence du mesurage, il reste a résoudre 1'étape du codage non prise

en compte par le théoréme ci-dessus.

(¥) Sur un plan technique Krantz et al. utilisent la structure de préordre
total (weak order), tandis que Roberts emploie la structure de préordre total
strict (strict weak order).
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FIGURE 3 : L'axiome de la
k2 louble annulation
— 3 prémisse
k
3 =———>> conclusion

Systéme des
intervalles
successifs

conditions
d'Adams et
Messick

oui
lois qualitatives
non

Mesurage conjoint,
Mesurage simultané de la variable dépendante et des
bornes entre catégories;

Codage de la variable dépendante et des bornes par
les intervalles successifs,
Codage des stimuli (minimisation quadratique);

Autres codages additifs, ADDALS, MAXADD,

Pas de mesurage conjoint,
Mesurage simultané de la variable dépendante et des
bornes entre catégories;

Codage de la variable dépendante et des bornes par
les intervalles successifs;

Pas de minimisation quadratique, autres codages
additifs, ......
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4 - L'ASSOCIATION DU MESURAGE CONJOINT ET DES INTERVALLES SUCCESSIFS
En définitive, il suffit que 1'on dispose des deux éléments suivants :

~ une variable dépendante ordinale sur 1l'ensemble produit Al A2...AU étudié,

- une loi qualitative et son théoréme associé,

pour pouvoir mettre en oeuvre la théorie du Mesurage conjoint. Le mesurage
additif conjoint de Luce et Tukey date d'une vingtaine d'années, et malgré
1'intérét qu'il présente, il reste, aux dires de Carrollet Arabie davantage
utilisé dans les applications économiques que psychométriques et psychophy-
siques (réf.5). On peut penser que cela est dfi en partie a la difficulté de

disposer d'une variable dépendante ordinale V., sur un ensemble produit A B,

ik
comme le sont par exemple une préférence, un délai d'apprentissage ou de

réaction (réf.7,10).

4.1 - Introduction d'une variable dépendante

L'association entre le mesurage conjoint et les intervalles successifs que
nous proposons s'appuie sur une simple remarque. En effet lorsque 1l'on re-
cueille les réponses & une stimulation par 1'intermédiaire d'une échelle de
cat8gories ordonnées, on dispose d'un moyen simple pour se doter d'une varia-

ble dépendante ordinale sur A B.

On pose pour simplifier un nouvel indice global s qui désigne le couple
(1,k) de la stimulation composée. Puisque les données de départ sont les fré-
quences conditionnelles de réponses ‘igj (choix de la catégorie Cj quand on
est exposé 3 la stimulation d'indice s), il est naturel d'introduire le sys-—
téme des intervalles successifs correspondant. On sait alors, sous réserve
que les axiomes ou relations d'Adams et de Messick soient vérifiées, en dé-
duire 1l'existence d'un mesurage par échelle d'intervalle des bornes entre
catégories et des jeux de stimulations composées d'indice s. Soit P le
mesurage ainsi réalisé sur A B, lequel prend les valeurs )% (ou Pik)’ par
conséquent la relation binaire entre couples d'indices s = (i,k) et
s' =(i',k') de A B définie par /"ik > /‘i'k' est une relation de préordre
total. '

I1 est donc possible de faire jouer & cette échelle le r8le de variable
dépendante. De la sorte le mesurage des intervalles successifs peut apporter
une solution simple 3 propos de la question préalable de la mise en oeuvre du
mesurage conjoint proprement dit. A ce niveau de généralité c'est 1'analogue

de ce que fait Falmagne d'une autre facon dans son modéle de mesurage con-
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joint aléatoire (réf.ll, équation 7), en amont du mesurage additif conjoint

proprement dit.

4.2 - La double résolution du Mesurage

Ce qui précéde permet d'utiliser la procédure du mesurage additif conjoint.
Lorsque les lois qualitatives correspondantes sont vérifiées, il existe une

échelle d'intervalle ha de 1'ensemble A dans R, une autre h, de B dans R,

b
qui sont toutes deux des échelles d'intervalle avec la méme unité, et une
dchelle d'intervalle de méme unité 9 de A B dans R telle que pour tout jeu
d'indices (i,k) des modalités de A et B Jik = a; + bk'
Comme d'autre part on se place dans le cas oll les relations d'Adams et
Messick sont satisfaites, les mesurages ¥ et r- définis sur le produit A B

sont deux représentants de la méme échelle d'intervalle, modulo le groupe des

transformations affines positives, c'est a dire /uik =& oik + P , £>0.

Le premier mérite de 1'association entre intervalles successifs et mesu-
rage conjoint est donc de permettre la mise en oeuvre de ce type de mesurage,
sous la contrainte de vérifier les conditions spécifiques a chacune des deux
théories. Le cas le plus intéressant est naturellement celui oll les deux con-
ditions sont vérifiées. Lorsque les conditions d'Adams et de Messick ne sont
pas vérifiées cela sort du champ des intervalles successifs ; par contre quand
elles le sont mais que lies lois qualitatives du mesurage conjoint ne le sont
pas, il reste le mesurage de la réponse globale et des bornes entre catégories

(tableau 3).

4.3 - Le codage

L'étape du codage esi souvent traité comme une question d'algorithme numéri-
que. La recherche d'une utilité additive a donné lieu pour sa part a de nom-
breux algorithmes qui rel&vent davantage de la psychométrie. Parmi ceux qui
recherchent des codages additifs, on peut citer Addals, Maxadd (réf.8,32), ou
la minimisation des termes d'interactions dans un plan d'expérience (réf.4,

entre autres..).

On peut évidemment utiliser ces techniques une fois que 1l'on s'est assu-
ré de 1'existence d'un mesurage additif conjoint (4.2). Cependant pour la
deuxiéme fois 1'association avec les intervalles successifs se révéle avanta-
geuse puisque les algorithmes des intervalles successifs fournissent directe-

ment le codage de la réponse globale /A , et que ceux-ci sont utilisés au
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cours du calcul préalable nécessaire du codage de /A§ (4.1.). On a dé&ja ainsi
réalisé une part importante du codage ; comme la détermination des /uik= /us
fixe 1'unité de 1'échelle d'intervalle, le codage peut alors se réduire 3 la

recherche finale des valeurs codées a; et b, qui vérifient les relations

k
T T P

Le dernier paragraphe et 1'annexe 3 proposent une résolution quadratique

pour ce dernier point.

5 - UN CODAGE ADDITIF CONJOINT
5.1 - Pour terminer, les f‘ik étant connus, nous proposons de considérer que
les valeurs inconnues a; et b, sont les solutions du probléme de minimisation

k
quadratique suivant :

. 2

min Q(a,b) = Z( (a; +P) +b - /tlk)
a,b i,k

Tel quel le probléme est indéterminé ; il suffit d'ajouter une condition sup-

plémentaire, par exemple Zi a, = 0, pour qu'il n'en soit plus ainsi.

Dans la pratique il se peut que le plan d'expérience A B soit incomplet,
c'est 3 dire que tous les couples d'indices (i,k) n'aient pas donné lieu 2
des stimulations et des réponses. Le cas est souvent envisagé (réf.7,13,19) ;
bien que les théorémes généraux du mesurage ne s'appliquent pas 3 cette situ-
ation, il est indiqué en référence 17 comment on peut s'y prendre en pratique,
(2 savoir prendre des produits de sous—ensembles connexes de A et de B qui se
recouvrent suffisamment, et vérifier les conditions du mesurage conjoint pour

chacun d'eux et leurs parties communes).

Pour tenir compte des plans incomplets, nous introduisons le probléme
d'optimisation plus large :
. W _ 2
min Q (a, b) = Z W, ( (ai + P ) + bk /l.lk)
a, b i, k
ol W, est la fonction indicatrice de la présence des distributions de ré-
ponses'ﬂ'i'_kj pour le couple d'indices (i,k); une condition supplémentaire na-
turelle est alors : p2 . W. a,. =0 avec W. = 2 W.. .
171 1 i k "ik
5.2 - On démontre (annexe 3) que ce probléme d'optimum sous liaison admet

une solution unique d&s que la matrice indicatrice des w.1 n'est pas une ma-

k
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trice bloc-diagonale (%), c'est a dire dés que 1l'ensemble des (i,k) d'un plan
incomplet n'est pas une union de sous-ensembles disjoints de A B, (ce qui cou-

vre les situations indiquées en référence 17).

Dans le cas particulier d'un plan complet équipondéré, avec wik = 1 pour

tout (i,k), la solution est immédiate :

Zk /‘ik K Zik /“ik/IK
K= 2 /’ik/z

Conclusions

o
[
~—

o
Il

Dans cet article nous nous sommes intéressé au recueil des réponses par des
échelles de catégories ordonnées. Au-deld d'une premi&re rencontre entre la
Psychophysique des sensations et le Mesurage, nous avons présenté une asso-
cilation possible entre la méthode des intervalles successifs et celle du me-

surage additif conjoint.

Cette association se révéle bénéficiaire pour les deux. Elle renouvelle
1'intérét des échelles de catégories en leur ouvrant de nouveaux champs
d'applications, et elle résoud un préalable pour la mise en oeuvre du mesu-
rage conjoint (4.1, 4.2). En méme temps elle facilite le codage final (4.3).
On peut penser que cette association pose un jalon vers les nouveaux aspects

de la psychophysique multidimensionnelle, (réf.35).

Cette association se situe au niveau de la conceptionj nous ne 1'avons
pas encore appliquée faute de données adaptées, on rappelle qu'il faut dis-
poser d'effectifs nij correspondants aux réponses Cj pour les modalités
ai et bk de deux stimuli indépendants, sur un plan d'expérience A B com-
plet ou non. De telles données seraient les bienvenues pour faire une appli-

cation pratique.

(%) L'esprit de la minimisation quadratique relé&ve du mesurage probabiliste
et de question d'estimation ; seule 1l'existence d'un tel ajustement est
étudiée ici.



19

ANNEXE 1 : Le mesurage dérivé des intervalles successifs

Nous complétons ici la présentation axiomatique de mesurage de Suppes Zinnes
(réf.31).

1 - Un systéme de mesurage dit des intervalles successifs est constitué de
la maniére suivante :
E T,5.%

f= €1,5,% >

\~ o . [ . . . . -
oi I est un ensemble fini d'indices i de cardinal 1 supérieur ou égal
a 3, J un entier supérieur ou &€gal a 3, W une application définie sur le

. n -~ . -

produit Ix (1,...,J) & valeurs dans ]O 1[ , variant sur une échelle abso-

lue, telle que pour tout i € I on a Zj .. =1.

I1 s'agit du tableau des fréquences conditionnelles ligne par ligne
issu du tableau des effectifs n.. ; chaque W.. = n.. /IE n., est la fré-
ij ij ij e ie
quence des réponses correspondant 3 la catégorie Cj conditionnée par rapport
a 1'exposition au stimulus Si’ cela représente les distributions empiriques
des réponses pour chacun des stimuli. Le tableau des Bij est un tableau rec-
tangle de termes positifs dont la somme de chaque ligne est égale a 1,

(tableau 2).

Dans la notation E% 1'indice f correspond 3 une densité de probabilité
¢2

f
son espérance mathématique et sa variance quand elles existent, (annexe 2).

définie positive sur R, F est sa fonction de répartition, /Mf et

ond
Pour tout 1 € I on définit la suite des fréquences conditionnelles
cumulées T[ij = Eik 'ﬁit, suite croissante comprise entre O et | pour
. -1 P
j=1,..,J-1 ; et zij =F (TIij) complétées par z.y =~ o0 | z,; = + 00 |
2 - Un systéme de réponses sur échelles de catégories est dit d'Adams et
Messick (A.M.) si et seulement si pour tous n et m € I et j=I1,...,J-1 il

existe des paramétres réels c(tun positifs et fgnm tels que

z . = z . 4+ F

nj nm mj nm
ce qui signifie que 1l'on passe d'une ligne 203 a une autre par une trans-—
formation affine positive, et qu'il n'y a aucun th nul.
LEMME | : Si un systéme est A.M., il existe deux suites réelles finies 0’

~no
(Tn > 0, n€1I telles que “nm =G:n/(7‘n, (3nm= (/“m —/“n) /c'n-



20

- - N

En effet on a les relations suivantes pour tout m, n, p e I:
= = = (4

°<nn 1 ’ Gnn 0 ’ ot np x nm mp

s Pt
np nm nm mp
Un indice p° &tant fixé& on en déduit :
O(nm = 0<np° / *mpo , an = @npo - °(nm P mp°

on a donc les deux suites suivantes en posant vn= 1/ o(npo
b

= - o( ] .
}‘n an° / np® , (il y a autant de solutions que de p°). O

LEMME 2 : Quand un systéme est A.M., il existe une application strictement

monotone t de (l1,...,J-1) dans R définie par tj =/“n + U;l znj pour tout
o~

n € I.

Démonstration : avec les suites X =60 /o ,(3 =(/“~ —,A )/ G 1la
nm m n nm m n n

condition z ., = +F j=l,...,J-1 s'écrit z , = T/o z , +
nj nm

ol z .
nm mj nj m' n “mj

_ - . e - ] - Yoo as )
(/Am ,‘n)/ h 0 la quantité f‘n + o sz ne dépend donc pas de 1l'indice n. On

peut donc définir 1'application qui a tout j=1,...J-1 fait correspondre la

valeur tj = /’n + (7';1 an' Elle est strictement monotone puisque G;> o. @4

Dans la suite on consid&re 1'application t d'un systéme d'Adams et

Messick, complétée par les valeurs t0 = - @ | tj = + ©0 ,

LEMME 3 : Dans un systéme A.M , on a les relations suivantes :

t.
J
Q. = J £( (v—/‘n)/c‘n) dv/c,-'n H

nj

ti

réciproquement s'il existe les suites 0;'1 > 0, /"n n€l , et tj croissante
t.

j=1,...,J-1, complétée par t,L = - ©0 | = + 00 | telles que

0 ]
g
an = £( (V'/‘n)/rn) dv/ 9';1 H
tj-l
le systéme < 'f sy J, W > est un systéme d'Adams et Messick.



21

~
Démonstration : pour tout n € I et j=1,...J-1 on a
znj=(tj -/‘n)/c"n s <Tn>0,
z . t.

nj ]
et Zl=l..j W, =j f(u) du =[ £ ( (v-/tn)/Vn) dv/(,-n s
- o0 - o0

d'ol m-nj par différence.

Ar3 ., = . - Lo - o -

Réciproquement on a ’EJ';J F((tJ /‘n)/ ) F((tJ-l /‘n)/r’n),

'oli , = . - v . = G .

d'ol sz (tJ /An)/rn et f\n + N sz /‘m + - sz . 0
Définition : La relation R° (I J, W /A <, t) entre des applications

Mo , &, t et Wdéfinies respectlvement sur I, (0,...J), I,( (l,...J-1) est

définie si et seulement si le systéme e est un systéme d'Adams et Messick.

Cette définition généralise la notion d'échelle dérivée, avec les

échelles dérivées multiples suivantes :<E’ s R°f,/4 ,y T, t D>

THEOREME DE REPRESENTATION

Si un systéme des intervalles successifs est d'Adams et Messick,

~S
il existe une application pm de I dans R ;

. . . ~
il existe une application € de I dans R%

we

il existe une application t de (1,...,J-1) dans R complétée par

0
telles que ¢ Ef s R"f ,/A s G 5 t > est une échelle multiple dérivée.

t, = -0 ,tj=+oO;

Cela résulte des propriétés précédentes. O
Remarque : la réciproque est &galement vérifiée.

THEOREME DE CARACTERISATION
'échelle multiple dérivée < ef

(-]

R £ /u , G, t > est une échelle de rap-
port en 00 , d'intervalle en M et t, avec la méme unité pour les trois, et la

méme origine pour/A et t.

Démonstration : les wnj sont mesurés avec une échelle absolue, donc les

z ., ok et (3 . Un indice n° &tant donné on peut en déduire :
nj nm nm
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Ces relations montrent les dépendances affines positives de t. et/}, et
linéaire positive de G; en fonction de G;Q et }‘no S ? !
Remarques : 1) on a ici un résultat de mesurage déduit ; comme les W. sont
mesurés avec une échelle absolue, la caractérisation est valable au :gns
large comme au sens &troit, (définition complémentaire en réf. 27,31).

2) Ce résultat montre qu'en référence 31 la "condition R" du mesurage
déduit est équivalente a la définition 32 d'un systéme A.M (page 63) ; cette
redondance est inutile. La démonstration précédente présente aussi 1'intérét

de définir simultanément les trois échelles t,/A et G,

ANNEXE 2 - Commentaires sur les intervalles successifs

i) L'interprétation est la suivante, 2 chaque stimulation S. correspond un
i
"processus discriminant de Thurstone" défini par la distribution de probabi-
1lité de densité F' t - . . , de moyenne .+ ¢ et variance
(e =p/@) /¢, de moy MitPeti

2 2 . . . . .
(TF * G.i (figure 2). Quant aux distributions que suivent les bornes entre
intervalles tj’ ce sont ici des distributions de Dirac ; c'est une fagon
comme une autre d'apporter les simplifications nécessaires au systéme général

des jugements catégoriels (réf.35).

i1) Adams et Messick ont remarqué que F n'est pas nécessairement la loi
normale. Cela peut &tre la loi logistique plus simple d'emploi ; par référence
aux mécanismes neurologiques (réf.33) on peut aussi envisager une loi limite
(normale, Cauchy, Frechet-Fisher-Tippett) ; on a aussi proposé les distribu-

tions définies par F (x) = (PFNe—X)-lﬂ*

) O< <1 (réf.39). Le recueil des
données sous forme de fréquences des réponses se préte tout 3 fait au mesu-
rage probabiliste (réf. 12,15), une adaptation est en cours pour tester le

choix de F.

iii) Le codage des inconnues/bi,U}_et tj est réalisé en fait par des algo-
rithmes de minimisation quadratique ou de maximisation de la vraisemblance

(réf.22,28,35) qui reprennent implicitement 1'approche probabiliste.
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ANNEXE 3 - La solution analytique du codage final

Soit le lagrangien :

L =gwik (a, + b, "/'ik)z - 22 ?wi. a,
]

1

a) Le systéme des conditions nécessaires pour la recherche d'un optimum (dé-

rivées partielles par rapport aux inconnues a., b, et & ), est le suivant

k

_ w
D, a +Wb-/hI Awl

W
1 -

W' a +Db -}‘K
WI, a = 0

dans lequel on emploie les notations vectorielles suivantes

W W I K
/,I > /‘K > Wp > We s oa, b, w, €& R, w, €& R sont les vecteurs

qul ont respectivement pour coordonnées Zk /‘ik wik’ Zi /‘ik wik,

W= Zp W W= & W, o,a,b, 1,15 W, D_, D, sont les
tri glé é a . .. . .
matrices dont les &léments sont égaux a wlk, Jll, Wl. s JLk’ WK

/ /
W

w - = w
Comme I (DI a+ WhHh /“I )

K (W' a + DK b —/“Kw) le multiplica-

teur de Lagrange ,\ est nul.

Avec ces notations la liaison supplémentaire est destinée & supprimer

1'indé inati + t et b - w b.
termination a § I 3 g suraet
b) Dans RK on considére le sous-espace orthogonal supplémentaire h)K .

. i .
LEMME 1 : Il n'existe aucun vecteur X, non nul de &’K qui annule la

£ (. - W' D
orme XK K 1

diagonalisable par blocs.

-1 . . .
W) Xy si et seulement si la matrice W n'est pas

Démonstration : on remarque pour commencer que la forme est nulle pour W

-1 L
1 =y = ; w &—
puisque DK We =W DI W Wy WK 3 pour tout X, non nul de X la dé

monstration figure en référence 24.

Corollaire : On a un résultat analogue dans RI pour x; , &JI et la forme

/
X (DI WD

X W') x . a
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LEMME 2 : Chacune des équations suivantes

-1, _ W -1 W
(D, -WD, W) a-= /“I W D fK
-1 W -1, W
—u' = _ '
(D ~W' D, W) b ’)K W' D, /’1
- . . o J" o 'L . .
posséde une solution unique a é k& , b € OJK si et seulement si W

n'est pas diagonalisable par blocs.

Démonstration :

/ W -1 W
érifi (28] - =
1) Les seconds membres vérifient I (,‘I W DK f‘K ) 0 et

w

W ml oy W , ) ) s wt
(/“K W DI /“I ) = 0, ils appartiennent respectivement a I

R =~

(N

.
b

2) d'aprés le lemme 1 , DI - W DK W' et DK - W DI_1 W sont réguliéres

. i . . .
respectivement dans hJI et LOK si et seulement si W n'est pas diago-

nalisable par blocs.

Par conséquent chacune des deux équations de 1'€énoncé posséde une solu-

. . 1 L
tion unique a°é wI , b’ & UOK ; tous a = a° +wa , b=0>b° +5°‘)K
sont également des solutions, respectivement dans RI, RK. Q

c) Proposition : Quand W n'est pas diagonalisable par blocs, la fonctionnelle

Qw admet un minimum global strict dans 1'hyperplan WI/ a=0.

Démonstration : Le syst@me des conditions nécessaires de l'optimum posséde

les mémes solutions que le systéme suivant :

-1

_ . _ W -1 W
(DI W D, W') a f‘I W D, /‘41(
_ W
Dy b /'K W' a
wI, a = 0

lequel sous les hypothéses de 1'énoncé admet la solution :

¥ /

K

Vo= -y fo)/w..

a¥ = a° + YW I

* -l W o *
bT =D (IuK -W' a®) -fw
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RN
avec a° non nul unique dans w,ooo.

] . W . .
Par ailleurs la fonctionnelle Q est convexe, comme le montre 1'iné-

galité de Cauchy-Schwarz appliquée & chaque terme, pour tout T de ]() l[
L — 2
- ~-T -
CLCapy + By ~ P * (8D (ay; * by /‘ik)) <

— 2 - 2
- - -
t (ali + blk rik) + ) (aZi + b2k / ik)

avec égalité si et seulement si a, =a, + 5 uﬁ) b, = b1 - Z Wy

La liaison sur (a,b) étant linéaire il en résulte que Qw posséde en
(a ¥ ,'b*) un minimum global large (réf.26). Ce point étant unique par cons-

truction, c'est un minimum strict. ju]

d) Le systéme des conditions nécessaires pour le minimum du Lagrangien

s'écrit également comme suit :

W

DI a = /‘I -Wh
-1 W -1 W
- ' = - !
(DK W' D, W) b /‘AK W' D /‘I
/
WI a = o

ce qui donne la solution sous la forme suivante :

* /LW /e
§ (W, /‘I - W b)) /..

*
b

*
o
b° + J CJ](
1 J
- W - ° - w
aiE D (/AI Wb®) I

avec le b° non nul unique dans W

K

En pratique on peut se limiter a la résolution en a® ou b° qui corres-
pond au vecteur de dimension inf (I,K) ; d'autre part les sous-programmes

de la bibliothéque Nag par exemple résolvent les systémes linéaires ol la

Putet oo -w o7l w.

matrice est singulidre, en 1'occurence D, - W Dy X I
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