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FORMULATIONS MIXTES AUGMENTEES ET APPLICATIONS

BOUJEMAA ACHCHAB! ET ABDELLATIF AGOUZAL!

Abstract. We propose and analyse a abstract framework for augmented mixed formulations We
give a priors error estimate 1n the general case conforming and nonconforming approximations with or
without numerical integration. Finally, a posterior: error estimator 1s given An example of stabilized
formulation for Stokes problem 1s analysed

Résumé. On propose un cadre abstrait assez général, de formulations mixtes augmentées conformes
ou non conformes, avec ou sans intégration numérique , on fait I'analyse d’erreur a priors, et on propose
des estimations d’erreur a posterior: pour ce genre de formulation, sans condition de compatibihité sur
les espaces discrets On traite un exemple de formulation stabilisée du probleme de Stokes

AMS Subject Classification. 65N30.

Recu 9 jwun 1997 Révisé 30 juin 1998

1. INTRODUCTION

Plusieurs probléemes aux limites sont discrétisés par des formulations mixtes augmentées [6-8,11]. On dis-
tingue deux catégories : les formulations symétriques et les formulations non symétriques. La deuxieme a
lavantage d’assurer que le probleme discret est bien posé, sans contrainte, tandis que la premiere catégorie
nécessite des contraintes, souvent difficiles & vérifier en pratique. Une tentative pour établir un cadre géné-
ral a été développée par Barbosa et Hughes [6, 7], mais ce cadre n’est pas assez riche pour englober les cas
d’approximation non-conforme et/ou avec intégration numérique. Nous allons développer un cadre général,
permettant de traiter une large classe de problémes ; en particulier les cas d’'une approximation non conforme
avec ou sans intégration numérique et nous allons nous intéresser aux estimateurs d’erreur de type hiérarchique
introduits dans [4, 5] pour le cas elliptique non symétrique et non linéaire, et généralisés plus tard dans [1]
aux formulations mixtes conformes ou non conformes et au cas de I'intégration numérique [9,12-14] , ici la
formulation augmentée sera exploitée pour définir le probleme auxiliaire qui permet d’introduire l'indicateur,
ou pour le probleme intermédiaire posé sur les espaces les plus riches, et ce, dans le cas ou ceux-ci ne sont
pas compatibles [1]. Cet article est organisé comme suit : une premiére partie sera consacrée & présenter un
cadre abstrait contenant les formulations mixtes augmentées et faisant le point sur les hypotheéses que doivent
vérifier les espaces discrets, ainsi que les opérateurs liés au probléme traité , on y présente ensuite les estimations
d’erreur a prior: pour les deux formulations symétriques et non symétriques.

Dans la deuxieéme partie, on exhibe dans le méme cadre présenté, un estimateur hiérarchique équivalent &
Perreur exacte, et regroupant plusieurs cas comme le cas des formulations mixtes non conformes avec ou sans
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intégration numérique. L’originalité de cet estimateur réside dans le fait que les espaces supplémentaires ne
doivent pas étre nécessairement compatibles comme c’est le cas de 1’estimateur présenté dans {1}, ce qui permet
plus de souplesse dans le choix des espaces de discrétisations.

Dans la derniére partie, on présente un exemple d’application consacré au probléeme de Stokes stabilisé, ou
on présente un estimateur d’erreur pour ’élément Pl+ — P, enrichi en I’élément P2+ — P;.

2. CADRE ABSTRAIT DE FORMULATIONS MIXTES AUGMENTEES

Dans ce paragraphe, nous allons développer un cadre abstrait général adapté aux formulations mixtes aug-
mentées, nous considérerons le probleme discret et nous donnerons enfin des estimations d’erreur a priori dans
le cas d’approximation conforme ou non conforme avec ou sans intégration numérique.

2.1. Probléme continu

Soient X, X3, M, M;, H et Hy des espaces de Hilbert vérifiant
X—>X;,M<—M; ,H— H (1)

et a(.,.) une forme bilinéaire continue sur X; x X1, b(.,.) une forme bilinéaire continue sur M; x X1, et l et g
deux formes linéaires définies et continues respectivement sur X; et M;.

On consideére le probleme mixte abstrait suivant :

trouver u € X, A € M solution de :
(PY{ Yve X, alu,v)+ b\ v)=I1(v);
Vp € M, bu,u) = g(n).

Dans toute la suite, on suppose que le probléme mixte (P) admet une solution et une seule.

Pour obtenir une écriture compactc de notre probléme, on intreduit la forme bilindaire B(.,.) définie sur

(X1 x M;)? par :
V(u,A), (v,u) € X1 x My, B((u,A), (v, ) = al(u,v) + b(A,v) + b(p, u)
et la forme linéaire L définie sur X; x M; par :
V(v,p) € X1 x My, L((v, 1)) = 1(v) + g()-
Le probleme mixte s’écrit alors sous la forme :

trouver (u,A) € X x M,
)L Bl o) = Lons)» W) € X x

Pour pouvoir développer les formulations mixtes augmentées, on suppose qu’il existe deux opérateurs linéaires
A€ L(X1,Hy), Be L(M;,H), et un élément f de H tels que :

Aue H, BA€ H, (2)
et
Au+ BX = f dans H (3)

ou (u, \) est la solution du probleme (P).
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Exemples. Nous allons donner quelques exemples de formulations mixtes vérifiant nos hypotheéses. Pour cela,
nous avons besoin de quelques notations utiles : soit  un ouvert polygonal de R¢ (d < 3) ; dans tous les
exemples considérés, f € L*(Q) et f € (L3(2))%.
Exemple 1. Formulation primale des équations de Stokes

On considere le probleme de Stokes :

—Au+Vp=jf dans,

div(u) =0 dans ,
u=20 sur 0f2.
La formulation mixte correspondante est :
ueX,peM
a(y,v) +b(v,p) = (f,v)o0, Y€ X,
b(?_,l,, q) = 0, Vq € M.
ou
X = (Hy (@))%, M = L§(9),
a(u,v) = / Vu.Vudz,
Q
et

b(v,p) = —/ p div vdz.
Q

Soit 73, une famille de triangulations régulieres de 2. On pose :

X=X, My =M,

et
H= ][] r*), H= [] B Y(K).
KeTh KeTh
Enfin, on introduit les opérateurs :
A: X — Hl,
KeTy,
et
B: M — Hy,
g— > (V(glk))-
KETy
On a

Au + Bp = f, dans Hj.

Si de plus € est convexe, puisque f € (L?(2))¢ on a :

Auec Het Bpec H.
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Exemple 2. Formulation duale des équations de Stokes
En écrivant les équations de Stokes sous la forme :

oc—Vu=0 dans
divuy =0 dans
—dive + Vp=f dans
u=0 sur ON.

La formulation mixte s’écrit :

(e,p) € X,ue M
{a((g,z), (,9)) +b((1,9),u)) =0 V(z,9) € X,
, U

’ q))+
b((gaz) —)) = (iv Q)O,Q V_ M
a‘((ga 2_))7 (LQ)) = (Q : I)O,Q
b((z,p),2)) = (VI : Voo — (divy, ploa
et
X = (LX()* x L§(Q), M = (Hp())*
On pose :

H= ] @*K)?* et Hi= [ HE'(K))*
KeTh KeThn
Enfin, on introduit les opérateurs :

A. Y
AlA ——‘rHl

(g,p) —> —dive + Vp,
et

BZM—)Hl
ur— Bu=0.

Il est facile de vérifier :
A(a,p) = f, dans H;
et
A(e,p) € H.

Remarques.

1. A partir de ces deux exemples, il est évident que ’hypothese (2) est en général une hypothese de régularité

sur la solution (u, A) du probléme (P).
2. Soit R une forme bilinéaire définie sur H x H, on pose

X={ue X, Auc H},

M={ueM, Buc H}
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La solution (u, A) du probléme (P) est solution du probléme :

(P) { (@,\) € X x M,
S\ V(1) € X x M, B((w,X), (@,5)) + R(AT + B\, AT — 6Bf) = L((@, X)) + R(f, AT — 6BR),

ol § est un réel.
Remarquons de plus que si

1w, II* = oli% + 1Bull
est une norme sur X x M, alors le probleme (P}) (6 > 0) admet au plus une solution.

C’est une idée similaire qui sera exploitée pour développer les formulations mixtes dites augmentées ou
stabilisées.

2.2. Problémes discrets

Soient X}, et M}, deux espaces de dimension finie vérifiant :

Xp = X1; My — M (4)
et
.AXh‘—>H; BMh‘—>H. (5)
Dans toute la suite, on désigne par ¢, ¢g, ¢, ..., Co,C1, ..., diverses constantes génériques indépendantes de la
dimension des espaces X, et My.
Soit (.,.)n une forme bilinéaire semi-définie positive sur H x H. On introduit la semi-norme ||| . ||| définie

sur X1 X M, par :
11 (s P = Null%, + IBAIR

—Mlz{pEMl, B,LLEH}
et
IBA2 = (BX, BA\)p,.
Pour considérer un cadre assez général de discrétisation de notre probleme mixte, cadre regroupant le cas d’une
approximation conforme ou non, avec ou sans intégration numérique, nous allons introduire diverses formes
linéaires ou bilinéaires nécessaires pour I’écriture du probleme discret.
On considére les formes bilinéaires ax(.,.) et by(.,.) définies respectivement sur Xp x Xp et Mp, x X, et les

formes linéaires I, et g, définies et continues respectivement sur X, et Mj,.
On suppose que :

an(va,vh) > collvnllk, Vup € Xp (6)

(Avk, Avn)n < 7illvnllk,,  Von € Xn (7)
co

D) > 'Y% (8)

avec -; une constante indépendante de la dimension des espaces X}, et M.

Remarques. L’hypotheése (8) est facile & vérifier, quitte & multiplier la forme bilinéaire (A., A.);, par une
constante positive assez petite.
Pour avoir une écriture compacte du probleme discret stabilisé, on introduit la forme bilinéaire By (.,.)
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définie sur X x M}y, par :
pour tout (un, An) € Xp X Mp, (vn, pn) € Xp X My,
‘Bo,h ((¥hy An), (Vh, 4n)) = an(un, va) + br(An, vn) + ba(in, un)
+ a(Aup, + B, Avy, — aBup)h,
et la forme linéaire L, ; définie sur X; x M}, par :
pour tout pp € Xp X M),
Lon((vh, 1r)) = h(vn) + ga(pn) + a{f, Avi, — aBun)n

otta=—1,0,1.

Nous considérons les deux formulations augmentées suivantes :

— formulation symétrique

) trouver up € Xp , A\p € My,
h 7 Bo1,p{(uhy An), (vn, pin)) = Loy w((Vh, pn)) ,  Y(vn, tn) € Xp X Mp,

— formulation non symétrique

(PF) {trouver up € Xn , An € My,
h 7\ Bu,a((uhy An), (Why i) = Lin((vn, pn)) ,  V(vh, pn) € Xn X Mp.

On peut aussi écrire les deux problemes (P} ) et (P;}) sous les formes équivalentes suivantes :

— formulation symétrique

trouver up € Xn, An € M}, solution de :
(P ) § Yun € Xp, a—1,n(un, vh) +b_1,8(An,vn) = 11,0 (vh)
Vun € Mp, b_1,n(h, un) + ch(An, wn) = g—1,5(n)

— formulation non symétrique

trouver up € Xp, Ap € M}, solution de :
() Von € X, a1,n(uh, vn) + b1 n(An, vn) = l1n(vn)
Vun € My, by p(@h, un) + cu(Xn, ) = g1,n(1n)

ou

Ao,k (Uhy VR) = an(un, va) + a(Aun, Avp)n,
ba’h(/\h,vh) = bh(/\h,vh) + Oé(B/\h, .A’Uh>h

et
ch(An, ) = —(BAn, Bun)h-

2.3. Existence et unicité des solutions des problémes discrets

Dans ce paragraphe, nous allons établir ’existence et ’unicité du probléme discret, ainsi que certains résultats
trés utiles pour établir des estimations d’erreur a priori et a posteriori. Tout d’abord pour le cas de la formulation
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symétrique, on a le résultat suivant :

Lemme 1. Si les conditions (6-8) sont vérifiées, alors la forme bilinéaire symétriqgue B_1pn(.,.) satisfait la
condition inf-sup suivante :

B_1.n ((un, An), ('Uh:,uh))
inf su =
(uh, AR)EXn X Mh (v, .11, )€ X X My, Il (vr, /J'h)'” Il (un, A

>C>0. €)]

Preuve. Soit (up, An) € Xp X Mp. On a

B_1,n ((uhy An), (h, =An)) = an(un, un) — (Aup + BAn , Aup — BAp)n
= ap(un,un) — (|Aurl? — |BAnl3)
> collunllk, — villunllk, + 1BAnlh
= (co = )llunlk, + BAnl%
2% (Junly, +1BME)  (car i <)
avec ¢o = min {cp/2, 1}, on a donc le résultat avec C = ¢y. O
Pour le cas non symétrique, on a :

Lemme 2. Si les conditions (6-7) sont satisfaites, alors la forme bilinéaire non symétrique By x(.,.) satisfait
la condition inf-sup suivante :

inf sup B1h ((uh, An), (Vh, pn)) >
(unA)EXn X M (up pnye Xnx Mn |1 @Ry )] 11| (2ns AR

>C>0. (10)

Preuve. Soit (up, An) € Xp X Mp. On a

Bk ((6hy An), (uhy —=An)) = an(un, un) + (Aup + BAn , Aup + Bn)n
= ah(uh,uh) + |Auh + B}‘hli

1
> collunl%, + (IAuhli T 1BMI2 ~ (Rl Aunl? + ;(;IBM%)> .

On choisit kg = 1+ ¢o/272 ; il s’ensuit que :

1
Bin ((uh, An), (un, —=An)) > collunllk, + (1 — ko)l Aunli + (1 — ——)|l’5’)\h|?L

Co
> collunllk, — FlAuh\?‘ W‘BMIh
Co R
> 3||uh||x1 5‘2—~|B wla [d"apres (7)]
> @ ([lunllk, + 1BAnlR)

ol g = min { ———co— - On en déduit le résultat désiré. (m}
Remarque. Dans le cas non symétrique, I’hypothese (8) n’est pas nécessaire.
On déduit facilement des deux lemmes précédents le :
Corollaire 1. Si ||| . ||| est une norme sur X1 X My, et sous les hypothéses du lemme 1 (resp. lemme 2) ; le

probléme (P, ) (resp. (P;)) admet une solution et une seule.
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2.4. Estimations d’erreur a priori

Concernant les estimations d’erreur a priom, on a les deux théorémes suivants dont les démonstrations sont
similaires :

Théoréme 1. Sorent U = (u, A) la solution du probléme muzte (P) et Up = (un, An) la solution du probléme
mazte discret (P, ). On suppose que (u,\) € X x M et quil existe un élément f de H tel que (3) sout vérifice.
Alors, sous les hypothéses (2) et (6-8), on a les estimations a priore suwantes :

U-Unl|<C inf U=Vl N
U = Unlll < th(vh,ull?)exthh{”l wlll + [A(w — va)|n
. sup Bo,h(Vh,Wh) — Lop(Wh) | (11)
Wi € X Mo N Wha|f

Théoréme 2. Sowent U = (u, ) la solution du probléme muzte (P) et U = (un, An) la solution du probléme
mazte discret (P;l). On suppose que (u,\) € X x M et quil emiste un élément f de H tel que (3) soit vérifiée.
Alors, sous les hypothéses (2) et (6-7), on o les estymations a prior: suwantes :

U -Unlll<C {I||U~VhIII+IA(u—vh)|h

in
Vi=(vh,un)E€XnXMp

Bo #n(Vi, Wy) — Lo n(W,
N sup 0,8(Vis W) — Lon(Wa) | (12)
WhEXH XMy H.Wh”I
Preuve. D’une part, pour tout Vi, = (vh, un) € X5 X My et poura = —1,1,0n a:

U = Unlll < 11U = Valll + Ve — Unlll,
et (lemme 1 ou 2)

B Vi —Up, W
IIVh —Unll] <C  sup en (Ve = Un, Wh)
Wi EXn X Mn (W1l

D’autre part, pour tout Wy, = (wn,0r) € Xp X Mp, on a :

Bon(Vi, — Uny, Wh) = Ban(Vi, Wa) — Lo n(Wh)
= Bo,n(Vh, Wa) — Lo,n(Wh)
+ a(A(vp — u) + B(up — A), Awp, — aBBép)n
< Bo,u(Vh, Wh) — Lo,n(Wh)
+ {[A(vr = u)|n + [B(pn — A} {1 llwrllx, + |Bdnln} -

Par suite, il s’ensuit :

U-Upll < inf U—-Vill| +|A(u —v
Il rlll < V(om0 {||| wlll + [A(w = vn)[n
By n(Vh, W) —
b sup 0,8V, Wh) — Lon(Wh) |
Wi €Xn x My Wl
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Dans le cas d’une approximation conforme sans intégration numérique, les théorémes 1 ou 2, nous permettent
d’obtenir le

Corollaire 2. On suppose que X1 = X et My = M, sous les hypothéses du théoréme 1 ou le théoréme 2,
ona:

|||U—Uh|HSC( inf {llu—vh||x+||>\—#h||M+|A(u—vh)|h

Vh,ith )EX R X Mp,

b(xn,vn —u
+ 1BO =)l + sup ZXmaZW L (13)
XhEMp |Bxh|h
Preuve. Elle découle directement des estimations précédentes, en remarquant que :
B(Vh, W) — L(Wy) = a(vr, — u,wp) + b(A — pr, wr) + b(Xr, vh — u)
O

b Uy — U

Remarque. L’estimation du terme sup M
xneMn  |Bxnln

et des espaces de discrétisation utilisés. Cette estimation peut ne pas étre optimale, dans certains cas (voir

par exemple [3] dans le cas de ’h-p version en décomposition de domaines). Remarquons qu’une majoration

“naive” de type :
b _
sup b0¢h, vn — u) < Clun — ulx. ( sup ‘Xh|M)
xneM,  |Bxnln xn€Mp |BXnln

est essentielle : elle dépend surtout du probléme traité

P : 22 th|M
n’est pas optimale en général, car sup

xn €My, |BXnln

Dans le cas d’une approximation conforme avec intégration numérique, on a :

dépend fortement des parametres de discrétisation.

Corollaire 3. Sous les mémes hypothéses que le corollaire précédent, on a :

. b(xh, u —
e R L P
Vh h

Xn€Mp ”Xh”M
b , —b(xh,v ap(vp, wr) — alvy, w
N n(Xh,Vr) — b(Xn h)) + sup n(Vn, wp) — a(vp h)}
llxnlae whEXn llwnll x
b ,wh) — b(pn,w
+ inf {l)\—,uh|M+ sup { (4, Wh) (L h)}}
KR EXn whEXn llwallx

© sup 90 —90G) lh(U’h)—l(wh)}. (14)

xneMn  lIxalla wneXn  |lwallm

Preuve. Pour tout Vi, = (vh, pr) € Xp X My et Wi, = (wh, xn) € Xp X My on a :

Bo,n(Vh, Wh) — Lo,n(Wh) = Bo,n(Va, Wh) — B(Vh, Wh) + L(Wh)
—Lon(Wr) — B(U — Vi, Wh).

Bo,n(Viy Wr) — B(Va, Wh) = an(vh, wn) — a(Vh, Wh) + bn(th, wr) — b(pn, wh)
+bn(Xhy Vh) — b(Xh,Vn) + Hwr) — In(wp)
+9(xn) — gn(xn)-
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Par suite

Bow(Vh, Wi) — B(Vy,, Wh) < an(vh, wn) — a(Vh, wp) N br (s wr) — b(pn, wr)

W] - llwnll x llwn |l x
+bh(th'Uh) — b(xh, ) + H(wn) — ln(wn)
lIxxllx llwnllx
L 90) = 9n(xn)
llxnllx

En utilisant cette derniére inégalité et le méme raisonnement pour traiter le terme B(U — V3, W}), on obtient
le résultat. |

Sous les hypothéses de chacun des deux théorémes et si 'on suppose en plus que la forme bilinéaire by(.,.)
vérifie :

b
vﬂh c Mh7 sup M

> callpnllm, — cs|Bunln (15)
VR EXp ||”hl|X1

alors, on peut avoir les mémes estimations d’erreur a priori avec la norme || ||, » définie par :

1o, )10 = 0%, + a3, + Bul}, ¥(v, ) € Xn x Mo
Plus précisément, on a tout d’abord le théoréme suivant dont la démonstration suit essentiellement celles des
théorémes 1 et 2 en la combinant avec des arguments développés par Barbosa et Hughes [6,7] :
Théoréme 3. Sous les conditions (6-7) [resp. (6-8)], la forme bilinéaire symétriqgue B_1 i(.,.) [resp. non

symétrique] vérifie :

B
inf sup £1,h ((Ury An), (vn,y 1) )
(wn, AR)EXR X Mn (v, 1y YEXH X Mp ” ('Uh, :uh)”Ql,h ”(uh, )‘h)”Ql,h

v

C>0. (16)

Cette hypotheése supplémentaire est trés utile pour 'analyse du probléme et surtout pour 'obtention des esti-
mations d’erreur a priori. Le corollaire 2 devient dans ce cas :

Corollaire 4. On suppose que X1 = X et My = M, sous les hypothéses du théoréme 1 ou du théoréme 2,

on a :

U~ Unllo,n <C inf U — Valloun + A — vp)ln } - 17
I hllQ1,h v,,:(v,,,,},l,l)exthh{” wllQuh + [A(w — vp)|n } (17)

Remarques.

. b(vp —
e L’estimation du terme sup (U—h——uh—’x—h—)—

qui constitue une difficulté dans le corollaire 2, est soulevée
xneMy  |Bxnln

dans ce cas.

e Il est intéressant de connaitre des conditions suffisantes permettant d’assurer (15). Franca-Hughes et
Stenberg [11] ont donné une condition suffisante dans le cas de formulation mixte des équations de Stokes
et de Navier-Stokes. Plus précisément, en utilisant les notations de I'exemple 2 du paragraphe 2.1, on a le

Lemme 3. Soit Ty, une triangulation réguliére de Q en triangles, si :
{vh € (C°(Q))%* VK € Th , vn|k € Pa(K)} C Xi C (H}(Q))?

ou st My, vérifie : _
M, C CO(Q),
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alors

divopppdz 2
Vpn € My, sup Jo diverpndz Cilpalloa—Ca | D hilpnlix | - (18)
VREXH H'Uhlll,ﬂ KeTs

Dans le cas d’une formulation hybride primale d’une équation elliptique, obtenue par dualisation d’une condition
de Dirichlet, cette condition est toujours vérifiée (voir [6]).

3. ESTIMATIONS D’ERREUR A POSTERIORI HIERARCHIQUES

Dans cette partie, nous donnerons des estimations d’erreur a posterior: dans le cas d’approximation conforme
ou non conforme, avec ou sans intégration numérique.
On garde les mémes notations qu’au paragraphe précédent et on considére le probleme mixte abstrait suivant :

trouver u € X , A € M solution de :
(P){ Vwe X, a(u,v)+ b\ v) =1(v);
Vp e M, b(p,u) = g(p)

conformément au paragraphe 2.1, on suppose qu'il existe un espace de Hilbert H, deux opérateurs linéaires
A€ L(X1,H), Be L(M,H), et un élément f de H tels que :

Aue H, BxeH (19)

et
Au+BA=f dans H, (20)

ol (u, ) est la solution du probléme mixte abstrait (P).
Pour obtenir une approximation de (u, A), on considére le probléeme discret suivant :

trouver up € Xp, A\p € Mpy, solution de :
(Ph) Yo, € Xp, ah(uh,vh) +bh(>\h,'uh) = lh('vh);
Vur € My, by (pth, un) = fr(en)-

On pose :
RQi=X1xM, Q=XxM
Qn = Xn X M,

et on consideére ’espace Q;, = X x M}, de dimension finie contenant @}, et contenu dans Q1 (@), — Q1), avec
X1, et My des espaces de Hilbert vérifiant :

XhCYhCXl 6chCMhCM1.

On considére la décomposition suivante :

Xh:XhEB):(\h
thMhth.

On pose :
Qh = Xp X ;Mh,



470 B. ACHCHAB ET A. AGOUZAL

Ty = {un € Mp; Yon € Xy, bn(pn,vn) =0}
et

Th = {un € Mu; Yon, € Xp, bp(un,vn) =0}

ot by, est une forme bilinéaire définie et continue sur Xp X M.
Il est facile de vérifier que :

Gh = Qhn @@h-

Enfin, on considére une forme bilinéaire @y (.,.) définie sur X x X}, et des formes linéaires continues In, 9n
respectivement sur X, et My, et 'on suppose que :

Yy, € )A(:h, Ywy, € Xh, ?ih(vh,wh) < 61||vh||xl ”wh“xl, (21)
Yoy, € X, Vpn € My, br(n, va) < Gllpnllan o]l X, (22)
inf  sup balpn,on) B >0, (23)

pn€Mn vy e, 1BnlIan VRl X,

Vop, € Th, @n(vn,vn) > @llvnllx  avec (@ > 0) (24)

bl ) =bn(s0), Bl .);
X =Xn, Xn;
j“:‘ih = My, Mh;
T =T, Th

ou B, &, €1, Cz sont des constantes strictement positives indépendantes des dimensions des espaces (dimensions
finies).
On est en mesure de définir alors le probléeme intermédiaire suivant :

{ trouver T, € Xh, A\n € M}, solution de:
(Ph) {Vﬁh S &;, gh(ﬂh,ﬁh) + bh(/\h,'_v_h) = lh(ﬁh),
Vi, € Mp, by (Bn, Tn) = Gn(Bn)-

En utilisant le théorie de Babuska-Brezzi [8], il est facile de montrer la
Proposition 1. Si les conditions (21-24) sont vérifiées, alors les problémes (Pr) et (Ph) sont bien posés.

Pour pouvoir définir 'estimateur a posteriori, nous avons besoin d’introduire un probléme auxiliaire défini
sur @h ; pour cela nous avons besoin d’introduire certaines notations.

On considere alors deux formes bilinéaires ap(.,.), bh( .) définies respectlvement sur Qh, et Mh X Xh, et
deux formes linéaires lh et gp définies et continues respectivement sur Xh et Mh
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Dans toute la suite de ce paragraphe, on suppose que :

Vup € Xp, Vun € Xn,  anlvn, wn) < Gllonllx, lwnl x, (25)
Von € X, Yin € Mp,  ba(in, vn) < Gllpnllan lonll x, (26)
Vo € Th, @n(v,) > G4, (27)

Vo € Xn,  (Avk, Avp)n < Elunll, (28)

Vun € My, (Bun, Bun)n < Sslunlk, (29)

%3 > (30)

Comme auparavant, pour avoir une écriture compacte, on introduit les formes bilinéaires suivantes :
By, définie sur Q@ X Qp, par

Br((uh; An), (h, 4n)) = an(tn, vr) + br(An, va) + baltin, un),
B}, définie sur Q;, x Q,, par
Bh((un, An), (vn, un)) = @nlun, va) + bp(An, vn) + baln, un),
et Ea,h définie sur @h X @h par
Bon((why An), (Vh, 1)) = @r(un, va) + ba(An, va) + ba(ih, vn) + a{Aup, + BAn, Aup — aBup)n,

ou a = —1,1, et on définit la forme linéaire fh sur )?h X M\h par Eh((vh,uh)) = Th('uh) + gnpn)-
On consideére le probléme intermédiaire suivant :

( 2 ») trouver gh € @h solution de :
« Bow(Ery Vi) = La(Vh) — Bo(Un, Vi), VYVi € Qn

ou Uy = (uh,/\h) et ‘7]1 = (‘Uh,p,h) S Xh X Mh.
Théoréme 4. Si les relations (25-29) sont vérifiées, alors le probléme (Py) admet une solution et une seule.

Preuve. Elle découle directement du corollaire 1, paragraphe 2.3.
Nous supposerons, comme c’est le cas dans ’analyse des estimations a posteriori hiérarchiques, que :

(Hy)
|U=TUrllo, <B)U—Unllg, ou0< B <1 constante,

ot [[(v, wllg: = (llvll%, + Nell3s, )12, Uk (resp. Ux) sont les solutions du probleme (Py) (resp. (Ph)) ;

(Hz) il existe une constante v, €]0, 1 (indépendante des dimensions des espaces Xp, X hy Xn, Mp, M, s Hh)
telle que

YV e Qh, We Qh : l(Vv W)QII < 72”V||Q1 “W“QU

ou (.,.)g, est le produit scalaire sur @ = X7 x M.
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Remarques. La constante vz est appelée constante de C.B.S. forte (voir [2]).
Le résultat principal de ce paragraphe est le :

Théoréme 5. Si U est solution de (P), Uy solution de (Py), &, solution de (Py), alors, sous les conditions
(21-24), (25-30) et les hypothéses (Hy) et (Hz), Uestimateur a posteriori E, = (Un, An) vérifie les inégalités

suivantes (a = —1,1) :

WeQn,|W]=1

I n_<.cl{nU—Uthl+ sup [(MW)—E(W)]}

et

IV~ Unllay < Ca {6 (W&l + 13nllae )+ sup  [Za(V) = Ba(Uh, V)]
VeQn, V=1

+  sup [‘L}(W)—&(W)]}
WeQn, [[IW]=1

ou :

C,= sup(%—, %(1 + ') sup(1,¢3))

1
Cy=— .
TBA-VI-%3

Preuve. Commencons par démontrer la premiere inégalité. On a d’apres I’hypothese de saturation :

1 =B)IU - Unlie: < |Un — Unliq,

et
1Ur = Urll, < (1 +8)U — Unllq,-

BIEl < sup  Ban(En W)
WeQns, [[IW|||=1

= _sw  {LuwW)- B W)}
WeQn, lIW(ll=1

= sw {ih(W) — BT, W) +BU, - Uh,W)}
We@n, IWl=1

<T)Th-Unll+ _swp {Za(W)-Ta(w)}
WeRn, lIW|l|=1
< Csup{1L,&}|Tn—Unlle + _sup  {Za(W) = Ta(W)}
WeQn, [[IWj=1
< C+B)sup {LE} U —-Unlo,+ _swp  {Za(W)—Ta(w)}-

we@n, lw]|=1

(31)

(32)
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Par suite,

Bl < S0+ B)sup (L} IV~ Ui, + 5 sup  {En(W)— (W)}
p WeQn, lWli=1

Démontrons maintenant la deuxiéme inégalité. Remarquons tout d’abord que pour tout couple (V, W) € Qp % @ h
vérifiant |V + Wllg, =1ona:

1> (1=-%)|VIl et 1>(1 -4 W]
D’une part,

BIlUr —Unligs < sup  Ba(Up —Up,V+ W)

liv+wii=1
= sup  {Ta(V)+ Bap(&n, W) = Ba(Un, V) + La(W) = Ln(W) } -
Nv+wii=1

D’autre part, pour tout W = (v, 1) € Qn tel que [|[Wjg, =1, on a :

B, W) < (1Eullas + [AGnIn + 1Bnln) (IWhlls + vl + [Buls)

< C (1IN + Rallas, ) (W,

C

V=%

IN

(&, + 1Rnllas, )

Par suite,

-~

C  ainzn . _ _
N {c (Il + 1 Rallas, ) + e (V) = Ba(Un, V)

Vg, =1

BlUr — Unllg, <

+  sup (Zh(W)—Eh(W))}-

Wi, =1

On en déduit alors que :

- 1
“U - Uh“Qx <=

< 5 7= {C (&l + Rl

+ swp  (Ta(V)=BaUnV))+ s (Ta(W) - La(W)) ¢ -
vean, [Ivil=1 Wean, lwl=1

O
Sous certaines hypothéses plus fortes, on peut obtenir des estimations a posteriori avec une norme plus naturelle.
Plus précisément, si on considére la norme || ||g, » définie par :

1w, i)i&, n = lol%e, + Nanliis, + Byl
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on a le

Théoreme 6. Avec les mémes hypothéses que le théoréme 5, et si on suppose en plus que la forme Eh(.,.)
vérifie

— Bh ik, UR) o o .
Vi € M, sup PR S 5 ol Bul, (33)
vhE€Xn “vh”X1
alors l’estimateur a posteriori &n vérifie les inégalités suivantes (a = ~1,1) :
IExllQun < C {HU ~Unllas+ s {(Taw) - mW)}} (34)
Wthr“WﬂQl,hzl
et
U~ Unlla, < C29 Cllénllaun+  suwp  [(Ea(V) = BaUn, V)]
VEQn, lIVllg,,n=1
+  _swp [La(W) - Zh(W)]} (35)
WEQn, Wllg, =1
ou

| Q)

Ci=—=(1+4)

»

Cy = ! -
CBu-VI-

Preuve. En utilisant la remarque développée dans la section 2.5, la preuve est similaire & celle du théoreme
précédent. D

3.1. Autres cas

Un cas trés intéressant est celui ol ’hypothese (23) est vérifiée seulement pour la forme bilinéaire by(.,.),
i.e. les espaces (X, M) ne sont pas fortement compatibles. Dans ce cas, le probléme discret (P) devrait étre
remplacé par un probléme stabilisé. Pour cela, on consideére le probléeme augmenté suivant :

{(_ﬁh,xh) €Xnx My L
Ba,h((ﬂha Ah)) (Tjh)ﬁh) = La,h(ﬁlhﬁh)) V(;vhdl—'l’-h) € Xh X Mh
ou Ea,h et fa,h sont respectivement la forme bilinéaire et la forme linéaire stabilisées, sur X X M}, avec @

comme facteur de stabilisation.
On considere le probleme intermédiaire suivant :

&veQn
Bz h(Eny Vi) = Lan(Va) — Ban(Un, Vi), YVA€Qh
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avec (@,a) € {-1, 1}2. Comme auparavant, on suppose que les hypotheses (H;) et (Hz) sont vérifiées, et on
suppose de plus que :

— b
Yun € Mp sup (4, Un)

T = callpnlim — es|Bunln- (36)
vheXn "vh”XI

Dans ce cas, on a le méme résultat que le thiéoréme 5. Plus précisément :

HEN < CLU = Unlqun+ s (Zan(W) — Tan(W)) (37)
WeQn,|IWll|=1
et
IV~ Unllasn < ¢ 1Enll+ I3l
Mok = gy oz | Akl

+ sup [Za,h(V) - Fa,h(Uh, V)]
VeQn, IIV|II=1

+  swp [Ea,h(W)—Ea,h(W)]}- (38)
WeQn, llIWll|=1

Remarque. On a Lg,;, au lieu de f—&,h dans le probléme intermédiaire.

4. APPLICATION

Dans le présent paragraphe, on donne un exemple d’application, de construction d’un estimateur a posteriori
hiérarchique pour le probléme de Stokes stabilisé.

4.1. Probléme de Stokes

On considére le probléeme de Stokes dans un ouvert, convexe polygonal et borné Q de R?

—vAu+Vp=jf dans
(P){ divu =0 dans Q2
u=20 sur I'.

La formulation variationnelle du probleme (P) est donnée par :

trouver (u,p) dans (Hg())? x LE(Q) tels que :
Vv € H5(Q)?, v [, Va.Vudz — [, div(v)pdz = (f,2);
Vg € L§(Q), [,div(u)gdz = 0.

La viscosité v est réelle positive et la fonction f est supposée dans (L?(£2))2. On pose
a(y,v) =v(Vy, Vo)y o,

et
b(y,p) = —(p,dive)o,q,
X = (H}(®)", M = L}()
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et les normes ||.||x, et ||.]|ar sur X et M respectivement par :
lullx = [IVuflo0 = |uho

Pl = l[pllo.o-
Soit 7} une triangulation réguliere de §2 en triangles. On considére les espaces

Xn={ve (C°@)" / VK € Th, tlx € (P + Vect({wxc}))’ } N (H3(R)”
ou Yx est la fonction bulle associée & I’élément K et
M, ={qeC’Q) /VK € Th, qlx € P(K)NL{(K)}-
Le probléeme discret s’écrit :

trouver(uy,, pr) € Xn X My, tel que :
(Pr) § Vun € Xh, a(up,vy) + by, pr) = (f,up)
Yan € My,  bluy,gn) =0.

On définit en plus les espaces :

Xn= {y € (C°@)° /ulx € (Pa + Vect({¢K}))2} N (HE(Q)®

M), = {q€C°®)/alx € P(K)} N L3R

Xn= {y € (Co(ﬁ)z /vl € (1’2(K))2 et v = 0 aux sommets de K} al (H(}(Q))2
My, = {q € C*(Q)/qlx € P2(K) et ¢ = 0 aux sommets de K } N L3(2).

On vérifie facilement que :

Yh:XhEB)?h
MhZMh@M\h.

Remarque. Vu que {y € (Co(ﬁ)2 /vlk € (Pz(K))Q} C Xn et My C C%(Q), le lemme de Franca-Hughes-
Stenberg [11] (voir paragraphe 2, lemme 3) nous permet d’affirmer que ’hypothese (15) est vérifiée.

Proposition 2. Les espaces (Xn, M) sont fortement compatibles.

Les espaces X , M, ne sont pas fortement compatibles, cela suggere 1'utilisation d’une formulation stabilisée
pour discrétiser le probléme de Stokes dans ce cas.

Pour appliquer le théorie abstraite développée dans le deuxieme paragraphe, nous avons besoin de définir les
opérateurs et les espaces suivants :

AZ X] — Hla
vi— ((mAu|k)) ke,
et

B: M1 — Hl,
p— (V(p|K)) ke,
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X; =X = (H3(Q)?, My =M = Li(Q)
et
H= [] E#'(K)?
KeT
On définit ’espace

H= [] (L*K))>
KeTy
Tout d’abord, remarquons que si (u,p) est la solution de Stokes, on a :

Au+Bp=f dans H.

On considére la forme bilinéaire (.,.); définie sur (L?(2))? par :

(0, @) = Z Sxhi (D, q)o.x

KeTh

ou les (6k)keT;, sont des parametres réels positifs. Pour avoir une écriture compacte des problemes discrets,
nous allons introduire quelques notations.

On définit la forme bilinéaire B : Q2 —» R par B((u,p); (v,9)) = a(u, v) +b(p, v) +b(g, u), les formes bilinéaires
Bsn:QrxQn— Rpar:

Ban((un, p1); (@n, qn)) = B(wn, pr); (un, @) + &{Auy, + Bpr, Avy, — a@Bgr)n

et les formes linéaires Ea,h : @h — R par za,h((yh,Qh)) = fQ fvdz +a(f, Av, — aBgn)n o = A, — et
& € {—1,1}. On est en mesure de définir alors le probléme auxiliaire :

(13 ) trouver Eh € @h tel que :

h —~ o~ ~ o~ — — —~ —
B w(En, Vi) = Lan(Vi) — Baw(Un, Vi) VYV € Q.

On ala

Proposition 3. Si U = (u,p) est la solution du probléme (P), £, = (tn,Pn) est la solution du probléme (Pr),
alors sous les hypothéses (Hy) et (Hz). St (0kx)keT;, sont assez petits, on a, pour & = 1 ou — 1, les estimations
suivantes :

3
|G l1,0 + ( > h%{fvﬁh|g,x) < Ci(lu—uplo + lp = prloe) (39)
KeTh

et

1
, C. ~ - o ?
lu —uplie + [P~ prioa < a _ﬁ,)h{lyhu,n + {Phllo.0 ( E h§(|;.Vph1I3,K) } . (40)

KeTn

Preuve. Pour pouvoir appliquer le théoréme 5, nous avons besoin de vérifier les conditions (21-30). D’une
part, il est évident que (21, 22, 25-27) sont vérifiées. D’autre part, en utilisant la proposition 2 et les résultats
classiques sur les formulations mixtes pour les équations de Stokes ; on vérifie facilement que (24) est satisfaite.
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Les conditions (28, 29) sont les inégalités inverses “locales” (voir [9]). L’hypothese (30) est vérifiée dés que les
(6x)KeT;, sont assez petits.

L’hypotheése (36) est bien vérifiée, car M C C°(Q).

Nous sommes en mesure d’appliquer le théoréme 5. Par suite, on a le résultat. ]
Remarques.

1. Nous n’avons pas besoin d’uniforme régularité de la triangulation, car les seules inégalités inverses utilisées
sont locales (sur chaque triangle K de 73).

2. Il est facile de montrer qu’il existe deux constantes strictement positives C1, Cs, indépendantes de h, telles
que pour tout Py € )’fh, ona:

VK € Tn,  Cilprlo,x < |Pul1,xhx < C2|Dhlo,k-
1
Par suite, on peut aussi considérer &, = (|Unlg o + Iﬁhlg,ﬂ) 2 comme estimateur a posteriori dans ce cas.
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