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SUR UN PROBLÈME PARABOLIQUE-ELLIPTIQUE

PHILIPPE BENILAN1 AND PETRA WITTBOLD2

Abstract We prove existence (uniqueness is easy) of a weak solution to a boundary value problem
for an équation hke (v — 1)* = vxx + F(v)x where the function F R —> M is only supposed to be
locally lipschitz contmuous In order to replace the lack of compactness in t on v < 1, we use nonlmear
semigroup theory

Résumé Nous prouvons l'existence (Funicite est facile) d'une solution faible pour un problème aux
limites associe a une équation du type (v — 1)+ — vXx + F(v)x ou la fonction F M —>• 3R est seulement
supposée localement hpschitzienne Pour pallier au manque de compacité en t lorsque v < 1, nous
utilisons la theorie des semi-groupes non-lmeaires
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1 INTRODUCTION

De très nombreux travaux sont consacrés à l'existence de solutions faibles pour des problèmes aux limites
associés à des équations paraboliques-elliptiques du type

b{v)t = diva a(v,Dv) (1)

où b R —y IR est continue croissante et a ( f c , ( ) e l x WlN —> WLN est continue en k et monotone coercive en £

Citons en particulier les travaux de Alt et Luckhaus [1], où à coté d'hypothèses permettant d'utiliser un bon
cadre variâtîonnel, apparaît clairement la condition suivante

a(Jfc, £) = a(6(fc), £) avec a Tl(b) x M ^ - ^ E ^ continue (2)

Si b(k) est strictement croissante, cette condition est automatiquement satisfaite et donc superflue , mais sinon
elle parait essentielle pour obtenir des solutions faibles pour l'équation (1) en effet, heuristiquement, dans un
procédé d'approximation, on obtiendra une compacité (forte) de b(v) dans la variable t, et de v dans la variable
d'espace x , compte-tenu de la continuité de b(k), on aura donc une compacité de b(v) en (t, x) , sous l'hypothèse
(2), on pourra alors, avec un argument de pseudo-monotonie pour le gradient Dv, passer à la limite , par contre,
sans cette hypothèse, on manquera d'une compacité de v en temps pour passer à la limite dans a(v, Dv)
Cette situation apparaît même dans un exemple aussi simple que l'équation en une dimension d'espace

{v-l)+
t=vxx+v2

x (3)
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Dans [3], nous avons montré que, sous des hypothèses très générales, on pouvait toujours, sans la condition (2),
développer l'approche par la théorie des semi-groupes non linéaires, du problème aux limites associé à (1) sur
(0, oo) x O, avec des conditions de Dirichlet v = 0 sur (05 oo) x 90 ; nous obtenions ainsi5 sans la condition (2),
l'existence de "bonnes solutions" au sens de la théorie des semi-groupes non linéaires ; nous avons aussi montré
que sous la condition (2), les "bonnes solutions" étaient solutions faibles de (1). Et nous posions la question :
cette condition est-elle essentielle comme elle parait l'être ? en particulier dans l'exemple de l'équation (3), y
a-t-il existence de solutions faibles ?

Dans cet article, nous montrons qu'il y a effectivement existence (et unicité) de solutions faibles pour le
problème aux limites de Cauchy-Dirichlet associé à (3). Nous considérerons, plus généralement que (3), une
équation

b{v)t = vxx + F(y)x (4)

où F : R —> R est localement lipschitzienne, et la fonction continue croissante b(k) vérifie :

II existe une partie fermée négligeable K de R telle que
b soit continuement dérivable sur U — b"1(M\K) (5)
avec bf(k) > 0 pour tout k £U.

Il est clair que cette condition (5) est en particulier vérifiée si les "plats" de la fonction b, c'est à dire les
valeurs l E R telles que b~~1(0 ait un intérieur non vide, sont isolés, et b est continuement dérivable de dérivée
strictement positive sur tout intervalle ouvert sur lequel elle est strictement croissante ; cette condition est
évidemment vérifiée par la fonction b(k) = (k — 1)+ considérée dans (3).

Nous allons prouver le résultat suivant pour le problème aux limites de Cauchy-Dirichlet associé à (4) sur
(0,00)X(0,1):

Théorème. Soient F : R —» R localement lipschitzienne et b : R —» R continue croissante vérifiant (5). Pour
tout VQ € JL°°(O, 1), il existe une unique solution (faible) v du problème :

v e L°°((05 oo) x (0,1)) H L2(0, oo; W ^ O , 1))
et pour tout £ G 2>([0, oo[x]0,1[), on a

ƒ f(b(v)Ct + vCxx - F(v)(x)dt dx + ƒ 6(vo)C(O, -)dx = 0. (6)

De plus

HKIloo < v < Klloo p.p. sur (0}oo) x (0,1) (7)

et si v_ est la solution correspondante à une autre donnée initiale VQ, alors

ƒ (b(v)(t, -) - b(v)(t, -fi^dx < f{b(v0) - b(vo))
+dx pour tout t > 0 (8)

et

b(v0) < b(vQ) =» v < v sur (0, oo) x (0,1). (9)

La section 2 sera consacrée à la preuve de ce Théorème. Dans la section 3, nous ferons quelques remarques sur
la généralité de ce résultat.
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2. PREUVE DU THÉORÈME

On peut toujours supposer

F(0) = 0, b(0) = 0. (10)

On a le résultat élémentaire suivant :

Lemme 1. Étant donné f e L 1 ^ 1 ) , ü existe un unique v G W2^(0,1) H W0
M(0,1) tel que -(v" +F(v)f) = ƒ

p.p. sur (0,1). De plus l'application ƒ —>• v est croissante, continue de L1(0,1) dans VF2)1(0,1), et lipschitzienne
de L^O, 1) dans Cx([0,1]) swr te* bornées de Ll(Q,1).

Preuve. Pour être complet, indiquons les estimations pour le problème considéré. Etant donné v G W2îl(0,1) H
W ^ O , 1) et ƒ = - («" + F(v)'), on a

< llf'lll = J fv < lllMloo

et donc

I H | o o < ^ | | / | | l . (H)

Considérons pour % = 1,2, vt e W2A(0,1) n WQA(0, 1) et ƒ, = -(v" + F(vi)') ; posons v = V-L - v2, ƒ = / i - ƒ2
et ff = X{«1#l;2}((-F1(«i) - F(v2))/(vi -v2) ;onag e L°°(0,1) et, compte-tenu de (11),

C := II5II00 < \\F'\\L°°(-RtR) avec i î = \ maxdlMK, | | /2 | | i) ;

d'autre part « G W2-1^, 1) n WQA(0, 1), ! ) ' + J » É W1A(0,1) et - (u ' + gv)' = ƒ p.p. sur (0,1). On en déduit
< (1/2)||ƒ||i, d'où

- /2|U- (12)

Enfin si ƒ < 0, alors vf -\- gv est croissante sur [0,1], et donc

fl<Î2 => Vl <^2- (13)

Le lemme est alors immédiat. D

D'après le Corollary 4.5 de [3] si v et y_ sont solutions de (6) associées à VQ et t̂ ,, alors on a (8) ; en particulier
si VQ — vOi alors b(v) = b(v) et donc d'après l'équation, (v — v)xx + (F(v) — F(v))x = 0 dans V(]Q, oo[x]0,1[) ;
de la même manière que dans la preuve du Lemme 1, ceci implique immédiatement v — y_. On a donc montré
l'unicité d'une solution v de (6) et la propriété (8) ; il reste donc à prouver l'existence d'une solution et les
propriétés (7) et (9).

Notons d'abord que si v G L~c([0, oo[x[031]) n i?oc([0, oo[; W0
1)2(0,1)) vérifie (6), alors pour presque tout

T > 0, on a

/ / vl+ [j(b(v(T,.))< fj(b(vQ))
J t/(0)T)x(0,l) J J
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où j est la fonction convexe conjuguée de la primitive de b nulle en 0 ; et donc, supposant que v satisfait (7),
on a

fh* (14)

Notons maintenant qu'il suffit de prouver le théorème pour les données initiales VQ vérifiant

«oe<'2(o,D, v'0eBV(o,i), (15)

où BV(0y 1) est l'espace des fonctions à variation bornée sur (051).

Supposons en effet que le théorème soit vrai pour de telles données initiales ; donnons-nous VQ G L°°(0,1) et
une suite (ƒ„) de PF2)1(0,1) convergeant p.p. sur (051) vers vo ; définissons pour tout n%m G H

L'espace {ƒ G W$ '2(0,1); ƒ' E BV(Ü, 1)} est réticulé puisque ( / + ) / = f'X{f>o} ; donc les données initiales t>o}nsm
vérifient (15) ; notons vn,m les solutions correspondantes. Utilisant (9) et (7), la suite (i>n,m) est décroissante
en n, croissante en m et bornée par ||i>o||oo ] posons v = limn^oo limm_>oo vn)m. Il est clair que v vérifie (7) ;
d'après (14)5 la suite (i>n>m) est bornée dans £2(0, oo; WQ1)2(03 1)) et v vérifie (14) à la limite. Passant à la limite
dans (6) appliquée à vn)Tn, on voit que v est solution correspondant à t/o-

Soit VQ G L°°(0,1) avec v_0 > VQ p.p. sur (0? 1) ; on peut l'approcher par une suite (/n) de W2>1(0,1) de
telle sorte que £n > fn pour tout n ; construisant 3loinm,vnjm,yi correspondants, on aura vOnm > t?o,n,m, d'où
Hn.m — vntm P a r utilisation de (9), et donc y_ > v à la limite. Notant enfin que la solution v ne dépend que
de b(vo) d'après l'unicité prouvée ci-dessus, et que si b(v^) > b(vo), on peut toujours trouver t)o,£o ^ ^°°(051)
tels que v$ > %, b(%) = b(vo) et b(v0) — fe(t;0), on voit que (9) est satisfaite pour toutes données initiales dans

Nous allons en fait montrer le résultat suivant :

Proposition. Sous les hypothèses du théorème, pour tout VQ vérifiant (15), il existe une solution (forte) v
satisfaisant

v G L°°(0, oo; W2'x(0,1) H W ^ O , 1)), b(v) E ̂ ° ° ( 0 , oo; ̂ (0 ,1)) ,

b(v)t = vxx 4- F(v)x p.p. sur (0, oo) x (0,1), (16)

b(v)(0, •) = b(vQ) p.p. sur (0,1).

Il est clair qu'une telle solution forte est solution de (6), D'autre part, si v est solution de (16) correspondant
à une autre donnée initiale v0 vérifiant (15) et b(u0) > Ô(TJO), on aura b(v) > b(v) d'après (8) ; donc pour p.p.
t e (0, oo), on aura (v(t) - v(t))xœ -\~ (F(v(t)) - F(v(t)))x = 0 p.p. sur l'ouvert {v(t) > v(t)} de (0,1) ; raisonnant
comme dans la preuve du Lemme 1, on voit que {v(t) > u(t)} = 0 pour p.p. t € (0, oo), c'est à dire que (9) est
satisfaite. De la même manière^ on voit qu'une solution forte de (16) vérifie (7).

Pour achever de prouver le théorème, il suffit donc de montrer la proposition. À cette fin introduisons
l'opérateur (rnultivoque) A de £X(Q, 1) défini par

Au = {-~(vf/ + F(vY); ve W2'l(Q,l)DW^l(01l))u = b(v)p.p. sur (0,1)}. (17)
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Remarquons que d'après le Lemme 1, étant donné ƒ G Au, il existe un unique v G W2)1(0,1) fi Wo' (0,1) tel
que u = b(v), ƒ = — (vff + F(v)') p.p. sur (0,1). Il en résulte qu'étant donné VQ vérifiant (15), il existe une
solution v de (16) si et seulement si il existe une solution u de

u G V ^ ^ o o i L ^ O , ! ) ) , ^ ) + Au(t) 3 0 p.p. t G (0,oo),u(0) = b(vo). (18)

En effet, si v est solution de (16), il est clair que u = b(v) est solution de (18) ; réciproquement, si u est solution
de (18), la fonction v : (0, oo) -» W2)1(0,1) n WQ >:L(0,1) définie p.p. t G (0, oo), grâce au Lemme 1, par

v(t)" + F(v(t))' = u'(t) p-p. sur (0,1),

sera solution de (16).

On a le résultat suivant :

Lemme 2. L'opérateur A de L1(0,1) défini par (17) est T-accrétif, m-accrétif et inversible.

Preuve. Ce lemme s'obtient facilement à partir de la Proposition 2.4 de [3]. Pour être complet donnons rapide-
ment une preuve directe. Puisque ƒ G Au si et seulement si u = b(v) avec v G W2)1(0,1) H W0 ' (0,1) solution de
— (vrt + i71^)') — ƒ P-P- s u r (0) 1)) par application du Lemme 1, l'opérateur A~x est une application croissante
continue et compacte de ^(0,1) dans Co(0,1).

Montrons la T-accrétivité de A : pour i = 1, 2, considérons /̂  G Aiti et soit ^ G W2)1(0,1) H WQ jl(0,1) tel
que Ui = b(vi), fi = —(^/ + i r(^)') i posons w = U\—U2 ƒ = / i — ƒ2, v = f 1 —^2. Si ]a,/3[ est une composante de
l'ouvert {x e]0yl[;v(x) > 0}, on a v(a) = v(0) = 0, v'(0) < 0 < v'(a) et donc Jjttj/3[ ƒ > 0 ; d'où / { u > 0 } ƒ > 0.
On en déduit pour tout A > 0: ƒ u+ - /{ u > 0 } u < /{z;>0} (u + A/) < ƒ (u + A ƒ)+.

Montrons la m-accrétivité de A : fixons ƒ G ̂ 1(0,1). L'application G(À, u) — A~1(/ — Xu) est continue com-
pacte de [0,1] x L^O, 1) dans Co(0,1) ; d'après l'accrétivité de A, l'ensemble {(A, u) G [0,1] x Lx(0,1); G(A,u) =
u} est borné ; donc, d'après le théorème de Schauder, il existe u G L1(0,l) tel que G(l,u) = u, c'est-à-dire
u + Au3 f. D

Preuve de la Proposition. L'opérateur A étant m-accrétif, on peut appliquer la théorie des semi-groupes non
linéaires (cf. [4] ou [2]). Fixons v0 satisfaisant (15). Pour e > 0 donnons-nous v% G W2)1(0,1) n Wj'^O, 1) tel
que

) (19)

et définissons ue : [0, oo[—> L1(0,1) par :

ue est linéaire sur [ne, (n + l)e], u€(ne) = (I + eA)~nb(v^) pour tout n G N. (20)

Alors (cf. [4]) Ue->u dans C([0, oo[; Lx(0,1)) lorsque e -> 0. De plus, puisque /e = -(t;f ' +i r(v°) /) G A6(v?) est
bornée dans Lx(0,1), les fonctions ue sont bornées dans PF1'oo(0, oo; ̂ (0 ,1)) et la fonction u est lipschitzienne
de [0,oo[ dans L^O,!). Nous allons montrer que u est en fait dans W^(0, oo; X1(0,1)). Utilisant la théorie
abstraite (cf. [4]), il en résultera que u vérifie (18) et la proposition sera démontrée.

Pour prouver que u G W^(0, oo; I/1(0,1)), notons que ue(ne) = b(v™) où v" est défini par

6 « ) = e(vf + F ( O ' ) + 6(^- x ) pour n G N. (21)
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Par accrétivité ||?£" + F(^) ' | [ i < ||v°" + F(v°)'||i est bornée et donc, d'après (12), ||v?'||oo est bornée. Il
en résulte, par continuité de 6, que les fonctions u™ sont équicontinues sur [0,1] et donc, d'après le théorème
d'Ascoli, que u G C([0, oo[x [0,1]) et ue —» u uniformément sur tout compact de [0, oo[x [0,1].

Posons Çl = {(tyx) €]0,oo[x]0,l[;u(t,x) G R\K} ; c'est un ouvert de Q =]0,oo[x]0,1[. Puisque u est lip-
schitzienne de [0, oo[ dans L1(0,1), ut est une mesure de Radon sur Q et K étant négligeable par hypothèse, on
a ut —

Considérons un rectangle u) =}ÎQ — <5, t\ + Ô[X]XQ - <5, x\ + ö[ relativement compact dans 0 ; il existe un compact
K de M\K tel que pour tout e > 0 suffisamment petit, u€(w) C K. Donnons-nous £ € £*(]£() ~ ^ x i + ^[) ^e^ ( l u e

0 < £ < l , £ = 1 sur [^OÎ^I]- On a pour to - ô < (n — l)e < t < ne < ti -\- 5,

avec c0 = (max6-i (K) è')"1) c i = (minb-i(K) 6')"1.

Donc il existe une constante C telle que

ƒƒ (£
En sommant pour les n tels que to — <5 < (n — l)e < ne < ti 4- 5, on voit que ^f- reste borné dans
L2(]to,£i[x]£o>£i[)- A la, limite, ^ € I'2(]to,ii[x]xo î^i[)- Ceci étant vrai pour tout rectangle w relative-
ment compact dans lî, on a ^ € Lfoc(iï) et donc ut — utxu € L°°(0, oo; L1(0,1)). G

3. REMARQUES

La même technique peut s'appliquer à des équations plus générales de la forme (1) en dimension 1 d'espace ;
on peut aussi évidemment considérer d'autres conditions limites que celles de Dirichlet. Par contre, restant dans
le cas d'une équation de la forme (4), nous ignorons si l'on peut relaxer considérablement l'hypothèse sur la
fonction b. En effet la technique repose sur l'existence de solutions fortes pour des données initiales sufîisament
régulières, et même dans le cas F — 0, ceci n'est plus vrai pour des fonctions b continues croissantes quelconques.

L'extension à la dimension d'espace supérieure à 1 pose des problèmes de capacité ; elle sera considérée
ultérieurement.

D'après les résultats de [3], la fonction b(v) est continue dans C([0,co[;L1(0,1)) par rapport aux données VQ,
b et F. Par contre nous ignorons s'il y a continuité de la fonction v elle-même. Dans cet ordre de problème,
nous ignorons même si la fonction ve considérée dans la preuve de la Proposition converge (faiblement) vers la
solution v.



SUR UN PROBÈME PARABOLIQUE-ELLIPTIQUE 127

REFERENCES

[1] H.W. Alt and S. Luckhaus, Quasi-linear elliptic-parabolic differential équations. Math. Z. 183 (1983) 311-341.
[2] Ph- Bénilan, M*G, Crandall and A. Pazy* Evolution équations governed by aœrrtive operators. Book in préparation,
[3] Ph. Bénilan and P. Wittbold, On mild and weak solutions of elliptic-parabolic problems. Adv. Diff. Equ. 1 (1996) 1053-1073.
[4] M-G. Crandall and T. Liggett, Génération of semigroups of nonlinear transformations on gênerai Banach spaces. Amer. J.

Math. 93 (1971) 265-298.


