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APPROXIMATION SPLINE DE SURFACES
DE TYPE EXPLICITE COMPORTANT DES FAILLES (*)

R. ARCANGÉLI 0), R. MANZANTLLA (2) et J. J TORJRENS (3)

Résumé — On considère le problème de Vapproximation de fonctions « non régulières », i e
de fonctions qui présentent des discontinuités ou dont certaines dérivées présentent des discon
tinuités sur un certain sous ensemble F d'un ouvert borné Q de RB, et qui appartiennent à
l'espace de Sobolev Hm(Q\F) pour un entier m > nI2 II s'agit de construire, à partir de
données de Lagrange ou d'Hermite du 1er ordre d'une fonction non régulière f, un approximant
de f de classe C* sur Q\F, avec k - 1 ou 2 L'exemple type de cette situation est la modélisation
des surfaces géologiques (cf J Springer [24])

La réponse apportée au problème de Vapproximation de fonctions non régulières est obtenue
en adaptant la théorie des Dm splines sur un ouvert borné de R" On définit d'abord les
Dm-splmes sur Q'= Q\F, puis, introduisant un espace d'éléments finis convenable, les
« Dm splines discrètes sur Q' » ce sont ces fonctions que Von propose pour l'approximation de
fonctions non régulières On étudie enfin la convergence des Dm splines d'ajustement discrètes
sur Q' et on donne des résultats numériques

Abstract — We consider the problem of approximation of « non regular » functions, i e
functions which are discontinuous or which have some discontinuons derivatives on a subset F
ofan open, bounded set Q in R", and that belong to the Sobolev space Hm(Q\F)for some integer
m > ni! The question is to construct, from Lagrange of lst order Hermite data of a non regular
function f, an approximant off of class Ch on QXF, with k = I or 2 The standard example of
this situation is the modelling of geological surfaces (cf J Springer [24])

The answer we provide to the problem of approximation ofnon regular functions is obtamed
by adapting the theory of Dm splines over a bounded open set m Un We first deftne the
Dm splines over Q' = Q\F and then, introducmg a suitable fimte element space, the « discrete
Dm-splmes over Q' » these are the functions we propose for the approximation ofnon regular
functions Fmally, we study the convergence of the discrete smoothing Dm-sphnes over
Q and we give some numencal results
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644 R. ARCANGÉLI, R. MANZANILLA, J. J. TORRENS

1. INTRODUCTION

Dans certains domaines des mathématiques appliquées, on a besoin d'ap-
procher des fonctions « non régulières », au sens de la définition suivante :
soient Q un ouvert borné de IRn et ƒ une application de Q dans R ; s'il existe
un sous-ensemble non vide F de Q et un entier m > ̂  tels que (la restriction
à Q\F de) ƒ appartienne à l'espace de Sobolev HM(QXF) mais que ƒ n'appar-
tienne pas à Hm(Q), alors on dit que ƒ est non régulière d'ordre m sur Q. Il
s'agit le plus souvent de fonctions qui présentent des discontinuités ou dont
certaines dérivées présentent des discontinuités. On désire construire, à partir
de données de Lagrange ou d'Hermite d'ordre 1 de/, un approximant de ƒ sur
Q de classe Ck sur Q'=QXF, avec k~ 1 ou 2. L'ensemble F, que nous
appellerons « ensemble de discontinuité de/», est supposé connu. Lorsque cet
ensemble est inconnu, on est confronté à des difficultés supplémentaires (cf.,
par exemple, D. Girard et P. J. Laurent [12], M. C. Parra, M. C. López de
Silanes et J. J. Torrens [20]). Bien entendu, l'ensemble F ne peut être quel-
conque : la définition de F est précisée au paragraphe 3.

On modélise ainsi le problème de la représentation des failles en géophy-
sique, qu'il s'agisse de failles verticales, qui correspondent à des discontinuités
de la fonction ƒ, ou de failles obliques directes qui correspondent à des
discontinuités de dérivées partielles du premier ordre de ƒ C'est de là que vient
la terminologie «d'approximation de surfaces de type explicite comportant
des failles ». Les données sont généralement des données de position (points
de la surface) et des données d'orientation (deux angles, Vazimut et le
pendage), donc des données d'Hermite d'ordre 1. Le cas des failles inverses,
i.e. avec surplomb, n'est pas envisagé ici : on peut le modéliser comme un
problème de surfaces paramétrées et se ramener à l'approximation de fonc-
tions à valeurs dans M3 (cf. D. Apprato [2], J. J. Torrens [26, 27]). Le problème
de la représentation des failles en géophysique s'explicite en termes de
fonctions de 2 variables et on montre au paragraphe 3 qu'il suffit de considérer
des fonctions ƒ appartenant à H2( Q') ou à H2( Q') n C°( Q ) pour traiter le cas
de failles verticales ou obliques. Nous préférons cependant étudier le problème
général (fonctions de n variables présentant des discontinuités de dérivées
d'ordre < min m, m - | + lL pour pouvoir traiter le cas des courbes ou
celui des fonctions de 3 variables, comme par exemple la porosité d'un champ
pétrolifère. La même modélisation peut être utilisée dans les problèmes de
fractures ou de fissures de matériaux.

L'approximation numérique des fonctions présentant des discontinuités a
été peu étudiée; citons cependant: R. Franke et G. M. Nielson [11],
P. J. Laurent [14], R. Manzanilla [17], P. Klein [13], C. Serres [23], E. Arge et
M. Floater [6], J. Springer [24]. Les méthodes usuelles d'approximation
(polynômes, splines classiques) ont vis-à-vis de la fonction approchée ƒ un
effet régularisant qui tend à gommer les discontinuités de ƒ ou de ses dérivées,
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alors que ce sont précisément ces discontinuités que Ton veut reproduire. Dans
[13] et [14] la construction des discontinuités est obtenue en incorporant à
l'espace d'approximation des fonctions qui prennent en compte les disconti-
nuités, mais la méthode n'est pas facile à mettre en œuvre en dimension
n>\. Enfin les méthodes d'éléments finis (d'Hermite nécessairement,
puisque Ton veut réaliser une approximation de classe C1 ou C2) qui, en
raison de leur caractère local, permettent de construire des fonctions discon-
tinues, ne peuvent être utilisées directement pour interpoler des fonctions dont
on ne connaît qu'un ensemble incomplet de données de Lagrange ou d'Her-
mite. Par contre, si Ton dispose par exemple, en tout point a d'un ensemble

-r-(a) et T^(a), on peut interpoler ƒ en utilisant
-Tocher (cf. P. G. Ciarlet [9]) ou l'élé-

ment fini de Powell-Sabin (cf M. J. D. Powell et M. A. Sabin [21]). Mais il
subsiste d'autres difficultés, liées notamment au nombre et à la géométrie des
points de données, de sorte que l'utilisation directe des méthodes d'éléments
finis reste exceptionnelle ou académique.

Dans ce travail, nous donnons une réponse au problème de l'approximation
de fonctions non régulières en adaptant la théorie des Dm-splines sur un
domaine borné de IRn (cf M. Attéia [7], R. Arcangéli [3, 4]). Après quelques
rappels au paragraphe 2, nous définissons au paragraphe 3 l'ensemble de
discontinuité F ainsi que les espaces de fonctions sur Q' que nous utilisons
dans la suite. Au paragraphe 4, nous introduisons les « Dm-splines sur O'», qui
sont des Dm-splines dont la définition intègre la nature particulière de l'ouvert
Q'. Au paragraphe 5, nous définissons les « Dm-splines discrètes sur O'», qui
constituent les outils que nous proposons pour l'approximation numérique des
fonctions non régulières introduites au paragraphe 3 (pour simplifier l'exposé
nous nous limitons au cas des fonctions présentant des discontinuités). Enfin
au paragraphe 6, nous montrons la convergence des Dm-splines d'ajustement
discrètes sur Qf et, au paragraphe 7, nous donnons plusieurs résultats numé-
riques.

2. NOTATIONS

Soit n e N* = N\{0}. On note Un l'espace euclidien de dimension n. On
désigne par B( x, S ) (resp. ( B( x, S ) ) la boule ouverte (resp. fermée) de centre
JCG R"et de rayon ö > 0. Pour tout G c Rn, on note 0 , d&, ô et card
0, respectivement, l'adhérence, la frontière, l'intérieur et le cardinal de (9.
D'autre part, on désigne par R+ l'ensemble des nombres réels strictement
positifs.

Tous les espaces fonctionnels considérés sont réels,

vol 31, n° 5, 1997



646 R- ARCANGÉLI, R. MANZANILLA, J. J. TORRENS

Soit Q un ouvert non vide de IRn. Pour tout / e N, on désigne par
Hl{Q) l'espace de Sobolev d'ordre / usuel, muni de la norme

o ù a = (a1 5 ..., an) e N \ \a\ =a1+ • • • + an, x = (xv ..., xn) et

d a. d

On utilisera aussi les semi-produits scalaires

V/= 0, ...,/, Uv)jQ= "2Jj>°u(x)dav(x)dx,

et les semi-normes associées

Soit Q un ouvert non vide borné de R". Pour tout fi G M, on désigne par
C**(Ù) l'espace de Banach des fonctions bornées et uniformément continues
sur Q, ainsi que toutes leurs dérivées partielles jusqu'à l'ordre fi. On muni cet
espace de la norme

Si f e C^(Q), alors pour tout a e Nn, 0 =S | a | ^ ju, on identifiera da v à
son prolongement continu sur Q.

On dira qu'un ouvert non vide borné Q de !RM est à frontière lipschitzienne
si chaque composante connexe de Q et à frontière lipschitzienne au sens de J.
Necas [19].

D'après le théorème de Rellich-Kondrasov (cf., par exemple, R. A. Adams
[1]), on sait que, lorsque Q est borné et a la propriété du cône :

V/e M*,V/'e M, / > l\ Hl(Q) <zcHl'(Q) , (2.1)

où dc désigne l'injection compacte, et que, lorsque Ü est à frontière lipschit-
zienne :

^ (2.2)

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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Pour tout l G M, on désigne par P f=Fz(IRn) l'espace vectoriel des
(fonctions) polynômes sur Rn de degré ^ l par rapport à l'ensemble des
variables et, pour tout / e N et pour tout ouvert connexe non vide Q de
Un, par Pt( Q ) l'espace vectoriel des restrictions à Ü des fonctions de Pr Pour
la définition d'ensemble de points ou de formes linéaires Pt( Q )-unisolvant on
renvoie à P. G. Ciarlet [9]. Enfin, la même lettre C désignera diverses
constantes strictement positives.

3. ESPACES DE FONCTIONS SUR

3.1. Définition de l'ensemble de discontinuité F

On suppose donnés un ouvert Q de IRn, non vide, borné, connexe, à frontière
lipschitzienne, et un sous-ensemble non vide F de Q tels qu'il existe une
famille finie {Rv ...» Rj} de sous-ensembles ouverts de Ü, connexes et à
frontière lipschitzienne, vérifiant les conditions :

(i) ViJ=l,...J,i*j,Rir\Rj= 0 ;

(ii) \JR. = Û;
i=l

I

(iii ) F est inclus dans dR, où i? = {J Rt ; {rL s

(iv ) F est inclus dans 1 ' intérieur dans dR ( muni de la topologie

induite par Un ) de F u dû ;

( v ) l'intérieur dans dRûcF n Q est inclus dans F ;

( vi ) F o dQ est inclus dans F.

On dira alors que la famille {Rv ..., Rf} représente F dans Q et on posera :

Q'=Q\F

(voir la figure 1).
La définition précédente généralise la définition primitivement introduite

dans [17] et correspond, à peu de chose près, à la définition proposée par J. J.
Torrens [26, 27]. Elle permet de modéliser des ensembles de discontinuité
assez généraux, tels que ceux qui peuvent intervenir en géophysique dans la
représentation des failles : ensembles non connexes, avec des composantes
connexes ramifiées ou touchant le bord de Q. Les conditions (iv), (v) et (vi)

vol. 31, n° 5, 1997
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Figure 1. — Exemple de famille {R2 ,..., Rt }, où I = 8, représentant l'ensemble de discontinuité
F dans l'ouvert Q (les points marqués d'un cercle blanc n'appartiennent pas à F).

ne sont pas à proprement parler indispensables, mais elles permettent de
simplifier l'étude des espaces de fonctions sur Q' définis au paragraphe
suivant et d'introduire des conditions d'interpolation multilatérales sur F (cf.
paragraphe 4).

3.2. Espaces Ck
F(Q% Hm(Q') et Hm(Q') nCr(Û)

Pour tout A: G M, soit Ck
F(Q') l'espace défini par :

(3.2)

où C (Q') désigne l'espace des fonctions continues sur Q\ ainsi que toutes
leur dérivées partielles jusqu'à Tordre k.

Pour tout u e Ck
F(Q') et tout i = 1, ...,ƒ, on pose: ^ = ^1*-

THÉORÈME 3.1 : L'espace Ck
F{Q') est un espace de Banach pour la norme

De plus, Vespace Ck
F(Q') et la norme (3.3) sont indépendants du choix de la

famille {Rv ...,/?7} qui représente F dans Q.

Démonstration : Le résultat est évident lorsque F = dR. Supposons donc
que F =£ dR.
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1) Soit O ( 0 ) une suite de Cauchy dans CF(Q'). Pour tout l <= N et tout
i = 1, ..., /, posons : t/z) = v^\Rr II est clair que, par définition de la norme
(3.3), chaque suite ( i/z) ) admet une limite wt G Ck(Rt ). Montrons qu'il existe
une fonction v G Ck(Q') telle que, pour tout i = 1,..., 7, vi = wt. Tout point
de Q' appartient à R ou à dR : si x G R, 1 ̂  j ^ ƒ, on pose :
u(x) = w ;(*) ; si x G diî, alors pour tous j v j2= 1, ...,/, 7̂  ̂  j 2 , tels que
x G aJf?yi n d#72, on a pour tout l : ^ ( 0 ( J C ) = v^\x), d'où
w ; i(*) = >^2(^) et on prend pour t?(jc) la valeur commune.

2) Soient v e C^(£ ' ) et {Op ..., Of} une autre famille représentant F dans
X3. Pour tous i = 1,. . . , / et 7 = 1, ...,ƒ, et pour tout a e f̂ n, | a | ^ A;, la
fonction da ü est continue sur Ôl n Ry Pour tous z '= l , ...,ƒ, 7 P

7 2 = 1 , ...,ƒ, 7̂  ̂  72, pour tout a e Nn, | a | ^ &, et pour tout
x e Ot n dR}i n dRj2 on a évidemment: 3 a ̂ ( x ) = dx \(x) = da t ;(x).
Par passage à la limite, on en déduit que cette relation reste valable pour tout
x e Ötn\ R r\ R^. Il en résulte que, pour tous i = 1,..., ƒ et a e ̂ M,
| | k, da v est continue sur u ^ 1 ( Ö l n J^) = Ö r On en conclut que

^ est indépendant du choix de la famille qui représente F dans Q.
3) Soient {Rv ...,i?7} et {Ov ..., O7} deux familles représentant F dans Q,

II ' II cko*) e t 'I ' llck^') ^es n o r m e s (3-3) correspondantes. Pour tout
7 = 1, ...,ƒ, tout point x G J? appartient à un ensemble Öt. Par conséquent :

Vü e C£(fl'), Vy = 1, .... /, Va G Nn,

\a\ ^k,yx^Rr\d
av(x)\ ^ \\v\\°ckQf),

d'où:

On en déduit que la norme (3.3) est indépendante du choix de la famille qui
représente F dans £?. D

Remarque 3.1 : Pour tout x G F, soit Ix = {i G {l,..., /}|JC G dRt}. Il suit du
point (iv) de (3.1) que, pour tout x G F, il existe ö > 0 tel que
B(x,ô)nRt, pour tout 1 e ^ soit une composante connexe de
Q n B(x, S )\F. On en déduit que, pour tout t; G Ck

F{ Q'), il existe exactement
card/x valeurs limites de v au point x, à savoir, vt(x) pour tout i G IX.

De même, lorsque F ̂  dR, il résulte de l'hypothèse (3.1) et du
point 2 de la démonstration du théorème 3.1 que, pour tout
x G Q\(Q'v F) = ( Â F ) u (dQ\F), et pour tous U j = 1, »., /, i ^ j , tels
que x G dl^ n d/^,

vol 31, n° 5, 1997
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On peut donc prolonger continûment toute fonction v G Ck
F( Q') en tout point

x e Ô\ (O 'u F) , de façon unique, en définissant

v(x) = lim v(y) .
yeQ'

Ces mêmes résultats sont aussi valables pour les dérivées d'ordre ^ k des
fonctions de Ck

F{Q').
En somme, on peut considérer que les éléments de Ck

F(Q') et leurs dérivées
d'ordre ^ k sont des fonctions définies et continues sur Ù\F qui présentent
éventuellement des discontinuités de saut fini sur E D

Pour tout / G N, on considère l'espace de Sobolev usuel Hl(Q'). Notons
que cet espace est défini sur un ouvert qui n'est pas à frontière lipschitzienne,
car non situé localement d'un même côté par rapport à sa frontière.

THÉORÈME 3.2; Pour tous m, k<E M, rn>j + k; Hm{Q') cf Ck
F(Q').

Démonstration: II est clair que Hm{Qf) cz Ck(Q') car, pour tout
x e O' il existe ö > 0 tel que B(x, ô) a Qf et, d'après (2.2) :
Hm(B(x, ö)) ^ Ck{B(x,ô)), où u désigne l'injection continue. Or les
ouverts Rp i = 1, ...,/, étant à frontière lipschitzienne, on a de même :

Vi = 1,..., /, Hm(Rt) c:c C*(£.) . (3.4)

Donc Hm(Q') u Ck
F(Q'). La démonstration s'achève en remarquant que,

d'après (3.4), toute suite faiblement convergente dans Hm{Q') est fortement
convergente dans C (Rt), pour /= 1, ...,ƒ, et donc, compte tenu de (3.3),
dans CF(Q'). Notons que, d'après le théorème 3.1, la continuité de l'injection
canonique ne dépend pas de la famille qui représente F dans Q. D

T H É O R È M E 3 . 3 : Pour tous l, l'<E M, 1>V: Hl(Q') cf Hl\iï).

Démonstration : Le résultat est un cas particulier de (2.1), car O' est un
ouvert borné possédant la propriété du cône. D

THÉORÈME 3.4 : Pour tous m, r G N, m>%+ r, le sous-espace
Hm(Q') r\Cr(Q) est fermé dans Hm(Qf).

Démonstration : Soit (w(/)) une suite d'éléments de Hm{Q') n Cr(Ô), de
Cauchy dans Hm(Q'). La suite (w(/)) converge vers un élément
M e Hm(Q') qui, d'après le théorème 3.2, appartient aussi à Cr

F(Q'). Or
Cr(Û) est un sous-espace fermé de Cr

F(Qf)t puisque

Donc u e Cr(Q) et le résultat suit. D
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Remarque 3.2 ; Lorsque m > S + r, l'espace Hm(Q') n C r ( Ô ) est formé
de fonctions qui peuvent admettre des discontinuités des dérivées d'ordre
r + 1. Pour n ^ 2, on a: r + 1 ^ m - 1, et les éléments de
Hm{Q') n Cr(Ù) sont bien des fonctions non régulières au sens de la
définition que nous avons adoptée. Par contre, pour n = 1, on peut avoir
r + l = m, mais dans ce cas: Hm{Q') n Cm~l(Q) = Hm{Q), C'est la
raison pour laquelle nous nous intéressons, de façon générale, à l'approxima-
tion de fonctions présentant des discontinuités de dérivées d'ordre

< minj m, m - ^ + 1 k D

4. Dm -SPLINES SUR Q'

Soient D, F, Q' et R(i pour i= 1, ...,ƒ, comme dans le paragraphe 3.1.
Soient A un sous-ensemble fini de points distincts de Q et E un ensemble de
formes linéaires du type :

(p:v^ dav(a)f (4.1)

avec a e À\F, a e Nn, \a\ ^ 1, ou du type :

^ ^ " ( t ^ H a ) , (4.2)

avec as An dRt n F, 1 ^ i ^ /, a G Nn, | « | ^ 1. On suppose, bien
évidemment, que tout point de .4 est associé à, au moins, une forme de E. De
même, on note fi l'ordre maximal des dérivées intervenant dans la définition
des éléments de E (donc JU = 0 ou 1) et on suppose désormais que

m>Z + ii. (4.3)

En vertu de la remarque 3.1, les éléments de E sont des formes linéaires sur

Remarque 4.1 : Tout point de A\F est un nœud correspondant à, au plus,
n + 1 formes de E, tandis que tout point a de A n F peut être associé à, au
plus, n + 1 éléments de E pour chaque ouvert Rt tel que a e dR.. D

Notant N — card E et R l'espace euclidien de dimension N, dont la norme
et le produit scalaire sont désignés par ( . }Kw et ( . , . )RN, on introduit (sup-
posant E ordonné) l'opérateur linéaire continu p : C^(O') —» RN donné par

vol. 31, n° 5, 1997
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On supposera dans la suite que E contient un sous-ensemble
Pm_l{Q')-uni$olvmX7 i.e. que

k e r p n P m _ 1 ( O ' ) = { 0 } , (44)

où Pm_1(Q') désigne l'espace des fonctions sur Q' qui sont polynomiales de
degré ^ m — 1 par rapport à l'ensemble des variables sur chaque composante
connexe de Q\ On convient que, dans la suite, en formulant (4.4), on suppose
implicitement que E est défini par (4.1) et (4.2) avec \a\ ^ 1 et fi = 0 ou
1.

Il résulte de (4.3) et du théorème 3.2 que p est aussi un opérateur linéaire
continu de Hm(Q') dans RN, On peut donc considérer l'application
| . ]m Q> définie sur Hm{Q') par ;

PROPOSITION 4.1 : On suppose vérifiées les hypothèses (4.3) et (4.4). Alors,
Vapplication [. j m Q, est une norme sur Hm(£2'), associée au produit scalaire

De plus, les normes J. |m Q, et || . ||m a sont équivalentes sur Hm(Qf).

Démonstration ; Le fait que [ . , . ]m Q, et • . m Q, soient, respectivement, un
produit scalaire sur Hm{Q') et sa norme associée résulte de (4.4). Pour établir
l'équivalence des normes, on raisonne par compacité, comme dans la démons-
tration du théorème 2.7.1 de J. Neöas [19], en utilisant le théorème 3.3. O

Passons à la définition des Dm-splines d'interpolation sur Q'. Considérons le
sous-espace vectoriel

ainsi que, pour tout fi e IR ,̂ la variété linéaire affine

On appelle alors Dm-spline d'interpolation sur Qf relative à p et P toute
solution <7, s'il en existe, du problème : trouver a solution de

ere ÜT,

Vïî <= K \rt\ < llîl ^.6)
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THÉORÈME 4.2 : On suppose vérifiées les hypothèses (4.3) et (4.4). Alors le
problème (4.6) admet une solution unique a caractérisée par

( 4 / 7 )

Démonstration: 1) Montrons d'abord que K est non vide. Puisque A est
fini» il existe S > 0 tel que :

(i) pour tout a € A, B(a,ô) nA = {a}
et

(ii) pour tous i = 1,.., / et a e A n F n djf?̂  5(a ,S) n /?f. est une com-
posante connexe de O n B(a,ô)\F (cf. remarque 3.1).
Soit y/ : Un -» R la fonction donnée par

0, ( x ^ ^ l ,

où { . )Mn désigne la norme euclidienne dans Un.
On numérote <pv...,<pN les éléments de E et on pose /?= (/?p . . . , ^ ) ,

suivant le même ordre. Pour tout j = 1, ..., N, si 0. est du type (4.1), on définit
la fonction <p- par

où x = (x p ...,xn), a = ( a p ...5an), a = (av..., an) et
( je- a)a = (JCX - flj)01..^^ - £n)a" et où a et a sont associés à <j>.\ et
si 0. est du type (4.2), on définit <p. comme

1R étant la fonction caractéristique de Rv Alors on voit aisément que la
fonction

appartient à K.
2) Toute éventuelle solution de (4.6) est élément de norme

[. |w Q, roinimale de l'ensemble K, et réciproquement. Or K est convexe,
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fermé dans Hm(Q') (puisque p est continu) et non vide. Le problème (4.6)
admet donc une solution unique cr, à savoir l'élément de norme
I * \m Qf minimale de K. On sait que cet élément est caractérisé par les relations

On en déduit (4.7).

P R O P O S I T I O N 4 .3 : // existe un et un seul couple (a,À)& Hm(Q') x UN

solution de

i K,

Vv e Hm{Q'), (a, v ) m , a = {X, pv)^, ( 4 > 9 )

et a n'est autre que la solution du problème (4.6).

Démonstration: Si (a, À) est solution de (4.9), alors a e K et :
Vw G Ko, ( a, w )m Q, = 0, d'où a est solution de (4.6) et G est unique. Si alors
(cr, A') et (a, A ) sont deux solutions de (4.9), on obtient: Vü e Hm(Q'),
(À'- h'\pv)UN= 0, ce qui implique À'=À". Donc il existe au plus une
solution de (4.9).

D'autre part, pour tout v e Hm(Q'), la fonction w = v — upv, où upv est
la fonction introduite en (4.8) pour fi = pv, appartient à KQ. Alors le couple
{a, Â), où a est la solution de (4.6) et A le vecteur de RN de composantes
(o-,<Pj)mQ,, .7=1, ...,2V (avec ^ défini comme dans la démonstration du
théorème précédent), est d'après (4.7) solution de (4.9). D'où le résultat. D

Introduisons maintenant les Dm-splines d'ajustement sur Q'. Pour tous
NNe > 0 et p G U , on pose :

On considère le problème de minimisation : trouver ae tel que

Toute solution o~E de (4.11), s'il en existe, est appelée Dm-spline d'ajustement
sur Q' relative à pf fï et s.
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THÉORÈME 4.4 : On suppose vérifiées les hypothèses (4.3) et (4.4). Alors le
problème (4.11) admet une solution unique ae caractérisée par

(4.12)
V» e Hm( Q'), {paE, pv >R« + e( oE, v )m Q, = {$, pv ) ^ .

Démonstration : Considérons l'espace Hm( Q') muni de la norme
I • L a: d'après la proposition 4.1, c'est un espace de Hubert. Étant donné que
p e ^(Hm(Qf) ; UN), l'application ( M, V ) ^ (pu, pv)UN + e(w, v )m a est
une forme bilinéaire, symétrique, continue sur Hm{Q') x i ï m (D / ) puisque :

M, V e Hm( Q'\ | (pu, pv )RW max

et puisque :

Vv e e\v
mQ, min

D'autre part, l'application v *-+(fi, pv)UN est linéaire continue sur
Hm{Q'). Le lemme de Lax-Milgram montre alors que (4.11) et (4.12) admet-
tent une même solution unique er£. •

Remarque 4.2 : Raisonnant comme dans R. Arcangéli [3], on peut montrer
que les £)m-splines d'interpolation ou d'ajustement sur Q' relatives à p ap-

Figure 2. — Exemple de triangulation de l'ensemble Û.
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partiennent à l'espace C2m~n~1~ti(Q'\ donc, en particulier, a et ae appar-
tiennent à Cl(Q') si m = 2, n~2 et fi = 0, et à C2(Q') si m = 3,
rc = 2 e t j u = l . D

Remarque 4.3 : Si Ton suppose, dans ce paragraphe, que E est un ensemble
de formes linéaires du type <j> : v *-> v(a), avec a e Q, ou du type (4.1) ou
(4.2) avec | a | = 1, et que l'on remplace Hm(Q') par l'espace
V = Hm(Q') n C°(f i ) , alors, compte tenu du théorème 3.4, on définit de la
même façon, la Dm-spline d'interpolation (resp. d'ajustement) dans Vrelative
à p et /? (resp. à /?, /? et e). D

5. Dm-SFUNE$ DISCRÈTES

On suppose dorénavant que Q est un sous-ensemble polyédrique de IRn, que
l'ensemble de discontinuité F est réunion finie de faces (fermées) de polyèdres
de £&n, que m est un entier positif quelconque et on désigne par k un entier égal
à 1 ou 2. On pose Q' = Q\F, on conserve les notations A, E, fi, N et p du
paragraphe 4 et on suppose vérifiée l'hypothèse (4.4).

Soit H un sous-ensemble borné de M*+ admettant 0 pour point d'accumu-
lation. Pour tout h G H, on suppose donnés :

• une triangulation <3'h de Ù au moyen de n-simplexes K de diamètres
hK ^ h, d'intérieurs disjoints, telle que :

VKe ?Th,KnF= 0 ; (5.1)

toute face d'un n - simplexe ^ e 1 est soit une face d'un autre
(5 2)n - simplexe de 3~h, soit une partie de dQ, soit une partie de F K ' J

(voir la figure 2) ;
• un espace Vh de type éléments finis construit sur ?Tk tel que

Vh est un sous-espace de dimension finie M = M( h ) de

Remarque 5,1 : Si k' désigne la classe de l'élément fini générique de
l'espace Vh7 l'hypothèse (5.3) implique que k ^ k' et que m ^ k' + 1, afin
d'obtenir, respectivement, les inclusions Vk <= Ck

F(Q') et Vh <z//m(i2 /)- Dans
le cas des problèmes réels, pour des raisons de coût, on prend k'—L

En particulier, pour le problème d'approximation de surfaces à partir de
données de Lagrange ou d'Hermite d'ordre 1, on prend k'= k= 1 ou 2 et
m = 2 ou 3 (car n = 2 ; cf. l'hypothèse (6.2) pour l'étude de la convergence).
Lorsque m = 2, on peut utiliser des espaces Vh dont l'élément fini générique
est

(i) l'élément fini de classe Cl d'Argyris, de Bell, ou éventuellement de
Hsieh-Clough-Tocher, de Hsieh-Clough-Tocher réduit ou de Powell-Sabin ;
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(ii) Vélément fini de classe C2 d'Argyris ou de Bell (cf. A. Zenîsek [28],
A. Le Méhauté [15]), de Hsieh-Clough-Tocher ou de Powell-Sabin (c/
P. Sablonnière [22]).
Lorsque m = 3, on peut utiliser des espaces dont l'élément fini générique

est de type (ii). D

Remarque 5.2 : Pour la construction des espaces Vh on peut suivre, par
exemple, le procédé usuel dans la méthode des éléments finis, avec la
modification ci-après : chaque nœud de la triangulation placé sur F est
éventuellement « multiplié » en deux (ou plus) nouveaux nœuds, chacun d'eux
attaché aux éléments situés d'un même « côté » de E Ce procédé est détaillé
dans [27], par exemple, pour des éléments rectangulaires. D

D'après (5.3) et puisque fi < k, pour tout h G H, on peut définir sur Vh

l'application J. Jm Q, introduite en (4.5), laquelle, compte tenu de (4.4), est une
norme sur Vh. Notons que Vh, muni de cette norme, est un espace de Hubert,
car Vh est de dimension finie.

Pour tous fi G UN et h G H, on définit l'espace vectoriel

et la variété linéaire affine

On considère alors le problème : trouver ah solution de

Toute solution ah de (5.4) est appelée Dm-spline d'interpolation discrète
dans Vh relative à p et 0.

THÉORÈME 5.1 : On suppose vérifiées les hypothèses (4.4) et (5.1)-(5.3). On
suppose de même que

VA c H, ZaZh, (5.5)

où Eh désigne Vensemble des degrés de liberté de Vh, Alors, pour tout
h G H, le problème (5.4) a une solution unique oh, caractérisée par

vol. 31, n° 5, 1997



658 R. ARCANGÉLI, R. MANZANILLA, J. J TORRENS

Démonstration : Montrons que Kh est non vide. En effet, soient
<pv ..., <pN les éléments de E et désignons par wv ..., wM les fonctions
de base de Vh, lesquelles, d'après (5.5), peuvent être numérotées de
façon que : Vj = 1, ..., N, ^ (w } ) = 1 . Si fi - (fiv ..., fiN), la fonction

vh = S ^ w; appartient à Kh,
On raisonne alors comme dans le point 2 de la démonstration du théo-

rème 4.2 avec Kh et Vh au lieu de *T et Hm(Qf).
Lorsque (4.3) est vérifiée, il est clair que (5.4) (respectivement (5.6))

constitue une discrétisation de (4.6) (resp, de (4.7)).

Remarque 5.3 : En utilisant les notations de la démonstration précédente, la
solution ah de (5.4), sous l'hypothèse (5.5), s'exprime sous la forme

N M

7 = 1 j=N+l

avec Oj G M, j = N+ 1,..., M, D'après (5.6), les coefficients inconnus a}

sont donc solution du système linéaire :

car {wJV+ v ..., M>M} est une base de Koh. •

Pour tout £ > 0, pour tout j8 e R^ et pour tout h s H, on considère
maintenant le problème : trouver aEh vérifiant

€E Vh,

e F J(a ) ^ J ( v ) ( 5 J )

/ e étant la fonctionnelle introduite en (4.10) (qui est, en fait, définie sur
Hm(Qf) n C%Q'% donc sur Vh).

THÉORÈME 5.2 : sous les hypothèses (4.4) et (5.1)-(5.3) pour tout h G H, le
problème (5.7) admet une solution unique aBh, appelée Dm-spline d'ajustement
discrète dans Vh relative à /?, fi et £, qui est aussi la solution unique du
problème : trouver aeh tel que

Démonstration : Analogue à celle du théorème 4.4, compte tenu du fait que
Vh est un espace de Hubert pour la norme [. Jm Q,. D
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Sous l'hypothèse (4.3), les problèmes (5.7) et (5.8) sont, respectivement, des
discrétisations des problèmes (4.11) et (4.12).

Remarque 5.4 : La solution aeh de (5.7) s'écrit comme

M

wi> •••' WM étant les fonctions de base de Vh. Introduisant les matrices

et

on voit que (5.8) est équivalent au problème : trouver a = (av ..., aM) tel
que

où séT désigne la matrice transposée de se. Notons que se1se + EM est une
matrice symétrique et définie positive dont la dimension est exactement celle
de l'espace d'éléments finis Vh. D

Remarque 5,5 : Lorsque l'espace Vh est défini par (5.3), les Dm-splines
discrètes dans Vh conviennent pour représenter les failles verticales en géo-
physique {cf. les résultats numériques et graphiques du paragraphe 7). Pour
représenter les failles obliques (directes), il faut utiliser un sous-espace Vh de
dimension finie de Hm(Q') n C°(Q) n C*(fl')- D

6. CONVERGENCE

Ce paragraphe est consacré à l'étude de la convergence des Z)m-splines
d'ajustement discrètes, compte tenu de son intérêt pratique majeur. Pour les
Dm-splines sur Q' et les Dm-splines d'interpolation discrètes, on peut obtenir
aussi des résultats analogues, par exemple, à ceux de R. Arcangéli [3],

Dans la suite, on garde les notations Q, Q\ F, k et ju du paragraphe 5, on
considère une famille d'ouverts quelconque {Rv ...,/?ƒ} représentant F dans
Q et on pose, comme au paragraphe 3.1, R — KJl = lRv De même, on suppose
donnés :

• deux ensembles bornés D et H de U*+ admettant 0 pour point d'accu-
mulation ;
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• pour tout J e D, un ensemble Ad de points de Q et un ensemble if de
N^N(d) formes linéaires sur C£(£2') du type (4.1) ou (4.2) associées aux
points de A , vérifiant :

^ d
L ) = d (6.1)

où S désigne la distance euclidienne dans ( Un ), Ad
L étant l'ensemble des nœuds

de Lagrange de I? (Le. F ensemble des points de Ad pour lesquels il existe un
élément de if du type (4.1) ou (4.2) avec ( | a | = 0) ;

• pour tout d e D, l'opérateur linéaire continu pd : C^(Qf) —» MN donné
par

• pour tout h & H, une triangulation 2Tft de Û au moyen de n-simplexes K
de diamètres hK ^ A, d'intérieurs disjoints, vérifiant (5.1) et (5.2) ;

• pour tout h e H, un espace Vh de type éléments finis construits sur 2Fft

satisfaisant à (5.3), où m est maintenant un entier tel que

m > | . (6.2)

On suppose en outre que la famille de triangulations (^h)hGH satisfait à
l'hypothèse inverse (cf. P. G. Ciarlet [9])

3v > 0, VA e H7 VK e 3Th9 ~ ^ v , (6.3)

et que les familles (A ) d e D et (&h)he H sont liées par la relation :

3C > 0, Vd G A VA G H, Vit G 3^ : card Ad n ^ ^ C ^ . (6.4)

Remarque 6.1 : L'hypothèse (6.4) traduit une propriété de régularité asymp-
totique de la répartition des points de A suivant les éléments K de 9"ft. On peut
montrer plus précisément que (6.4) signifie que les points de Ad sont distribués
sur les différents éléments K en sous-ensembles dont le cardinal est en
O(Nk(d)) quand (d,h) —» (0, 0) , où Nk(d) désigne le nombre moyen de
points de A par élément K.

Soit m' un entier tel que

f̂  + j u , m - l } . (6.5)
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On suppose que la famille (Vh)heH et m sont tels que l'on ait le résultat
suivant (cf. P. Clément [10]) :

Pour tout h E H, il existe un opérateur linéaire ïlh : L2( Qr) —> Vk

vérifiant les relations :

(i)3C>0,V/ie H,Vl = 0,...,m'- 1, Vü e Hm'(Q'),

xa-t-'ivU; (6 '6)

/ \1 / 2

r)9 Km T ^
\ 1 / 2

|t? - i J . ^ i ^ ^ | = 0 .
/

Remarque 6.2 : Le résultat (6.6) ne nécessite pas l'hypothèse classique de
régularité de la méthode des éléments finis : Hm(Q') c CS

F(Q'), où s désigne
Tordre maximal des dérivées intervenant dans la définition des degrés de
liberté de l'élément fini générique de la famille (Vh)h(EH, mais suppose
évidemment que

( &h )* e H
 e s t régulière (6.7)

(cf. P. G. Ciarlet [9]). Ce résultat suppose de surcroît que l'élément fini
générique (K, PK, EK) de la famille ( Vk)he H vérifie la condition :

Pm,(K)ŒPKŒHm'(K) (6.8)

(en fait (i) utilise seulement l'hypothèse (P^^xiK) a PKa Hm'(K)), ainsi
qu'une propriété « d'uniformité » des fonctions de base (cf. P. Clément [10],
G. Strang [25]) satisfaite dans les cas usuels (par exemple, pour les éléments
d'Argyris et de Bell). •

LEMME 6.1 : On suppose vérifiées les hypothèses (6.3)-(6.6). Alors, il existe
C > 0 et ho>0 tels que

H,

h ^ ho:(p\nhv -v

vol. 31, n° 5, 1997



662 R. ARCANGÉLI, R. MANZANILLA, J. J. TORRENS

Démonstration: 1) Soient h e H, K e ÏÏh, a e K et u e Cm(K) fixés.
Pour r e N, r ^ /i, et pour tout x e ^, on a (formule de Taylor avec reste
intégral au point a et à l'ordre m''- r - 1 pour la fonction Dr w) :

m ' - r - 1

±Dl+ru(x).(a-x)1

r--lDm'u(x +t(a-x)). (a ~xf-rdt.
(m - r - 1)! Jo

D'où, pour r e N, r ^ jU, et pour tout x e K :

m'-r-l l

\\Dru(a)\\ ^ 2 7f ll£>'+r«(*)||
i = o '•

(m -r- 1)! Jo

Prenant les normes L2
x(K) des deux membres, il vient pour r ̂  fi {cf. C. B.

Morrey [18] et aussi R. Arcangéli et J.-L. Gout [5]) :

\\Dru(a)\\ ^ <—*- ̂ ~m ^ n i

1/2

0,

Utilisant alors un résultat classique d'équivalence de semi-normes, les hypo-
thèses (6.3) et (6.7) (implicitement supposée par (6.6)), et la densité de
Cm'(K) dans Hm'(K), on en déduit qu'il existe C > 0 tel que, pour tous
ht H% ̂  e ST̂ , we Hm'{K) et r e M, r < ju,

max \\Dru{a)\\2 ^ Ch~

2) D'autre part, pour tous de D, h e Hetv e Hm(Q'), on a évidemment :

' - l O & ^ S S S l|Dr(J7Ai;-i?)(a)||2,
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où / est le cardinal de la famille d'ouverts représentant F dans. 12 et où, si
a e F, on a mis v(a) pour lim v(x). Donc :

(p\nh v - v ))2
r =S ni max (card Ad n K)

A G J k

max||Dr(i7fci;-i>)(a)l|2.
t

Compte tenu de (6.4) et de (6.9) avec « = ( 7 7 ^ - ^ ) 1 ^ , il vient:

En permutant les sommations sur K et / et utilisant (6.6), on obtient :

{pd(nh v-v))l* ^ Cnl(m'+ l )O^| 2 'o^& 2 ( m '~ r ) ,

d'où le résultat D
Nous aurons besoin aussi du résultat ci-après, adapté de M. C. López de

Silanes et R. Arcangéli [16, proposition 2.1].

PROPOSITION 6.2 : Soit BQ = {bov..., b0A} un sous-ensemble
Pm x(Q')-unisolvant de points de R. Alors il existe r\ > 0 tel que, si Mn

désigne V ensemble des A-uplets B = {bv...,bj} de points de
Q' satisfaisant à la condition

Vj = 1, ...5 à, {bj - bQJ)mn ss n , (6.10)

l'application j . ]B m Q, définie pour tout B e 3& par

/A \ 1/2

soit une norme sur Hm(Q') uniformément équivalente sur M à la norme
! • lm, Q"

Démonstration: 1) D'après l'injection continue de Hm(Q') dans C^O' )
{cf. théorème 3.2),

3C > 0 , V 5 E ^ , Vv e Hm(Q>) :
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2) Puisque BQ cz R, et, il existe rj'>0 et, pour j=l,...,A, il existe
ij e {l, ...,/} tels que

o p i } (6.11)

De même, pour tout v e //m( Q') et pour S e ^ , on a évidemment :

J = 1 7 = 1 7 = 1

De (6.10), (6.11) et du théorème d'immersion hölderienne pour chaque
espace Hm(Rt) (cf., par exemple, R. Adams [1, théorème 5.4, partie II]), il
résulte que

\/y > 0, 3r? e (0, tf\, Vfl G ^ , Vü e Hm(Q') :

d'où

Or, en raisonnant comme dans J. Necas [19, théorème 2.7.1], compte tenu du
théorème 3.3 et du fait que BQ soit Pm_1(i3/)-unisolvant, on montre aisément
que l'application

( A \ 1/2

7=1 3 m' /

est une norme sur Hm( Q') équivalente à la norme [ - ]m Q,. On en déduit que

f 3 C > 0, Vy > 0, 3ri G (0, rj% \/B G M. \/v G Hm(Q') :

et le résultat suit en fixant rj à partir de la condition y < C'. D
Enfin, on suppose données deux fonctions s : D —> M + cth.D-^H (i.e. on

considère que a et h sont fonction de d) telles que

s = o(d~n),d->0, (6.12)
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et que

(6.13)

II résulte de (6.5), de (6.12) et de (6.13) que d -^ 0 implique h -^ 0. Pour
simplifier les notations, on écrira dorénavant e et h au lieu de e(d) et

Le théorème suivant constitue un résultat général de convergence des
Z)m-splines d'ajustement discrètes (cf. M. C. López de Silanes et R. Arcangéli
[16, théorème 4.1], où est traité le cas des Z)m-splines sur !Rn).

THÉORÈME 6.3 : On suppose vérifiées les hypothèses (5.1)-(5.3), (6.1)-(6.6),
(6.12) et (6.13). Soit f une fonction donnée de Hm'(Q'). Pour tout d e D, on
désigne par &eh la Dm-spline d'ajustement discrète dans Vh relative à p ,
pd ƒ et e. Alors ;

Démonstration : 1) Notons, d'abord, que, d'après (6.1), il existe d0 > 0 tel
que, pour tout d G D, d ^ dQ, Ad

L contienne un sous-ensemble
Pm_^unisolvant dans chaque composante connexe de Q\ et donc

Sans perte de généralité, on peut supposer que d0 = sup Z). On déduit alors
du théorème 5.2 que, pour tout d e D, il existe ad

h. De plus, par définition de
ad

h, on a, pour tout d G D :

ti +e|^lU< {Anj-f))2*. +e\nhf\
2^a. (6.14)

D'autre part, compte tenu de (5.3) et (6.5), il résulte de (6.6) (concrètement,
du point (i) lorsque m'> m et du point (ii) lorsque m'=m) que

Wm,a.+ o(l),h->0. (6.15)

De même, du lemme 6.1 il vient, pour d assez petit :

(6.16)

Alors on déduit de (6.13), (6.14), (6.15) et (6.16) que la famille {aeh)d^D

vérifie les relations

\aih\mQ'= \f\mQ'+ °(l^d~>0^ (6-17)
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et

(Pd(°i-f))l» = O(c),d-> 0 . (6.18)

2) Soit BQ = {bov ..., b0A) un sous-ensemble JPm_1(i2')-unisolvant de
points de R et soit rj la constante de la proposition 6.2. Evidemment, puisque
R est ouvert, il existe rf <E (0, r/] tel que

D'après (6.1), pour tout d ̂  D, d<rj\ et pour j = 1,..., zf, on a

rjf-d)ci \J B(a,d).
d

Posant J^ = card ( Ad
L n B( bOj, rf) ), il vient :

d'où, pour <i0 e (0,77') quelconque,

\/d^D,d^ d0, V/ - 1,..., J, ^ ^ W-dof d~ n . (6.19)

Or on déduit de (6.12) et de (6.18) que

Y/=1,..M4 X l ( < - / ) (fl)|2 = ö(rf-fl),rf->0. (6.20)

Si &ƒ est un point de Ad
L n 5(^7^, 77') tel que

il résulte de (6.19) et de (6.20) que

/ ) (6 / ) |=o( l ) , r f^0 . (6.21)

Notant Bd l'ensemble {bd
v ..., b

d
A) et appliquant la proposition 6.2 avec

B = B , pour d assez petit, les relations (6.17) et (6.21) impliquent alors que

3C > 0, 3d' > 0, Vd e D, d ^ d', \\ «£ 11 m, Q ^ C .
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La famille ( e r ^ ) ^ étant bornée dans Hm(Qf), il existe une suite
°"^)/ew avec> P o u r t o u t 1 Ê N ' d^ D, dt^d\ e,

et

h?*
lim d, - lim fi, dn, = lim = 0

(et donc lim /iz = 0), extraite de la famille (er^), et un élément
ƒ e Hm(Q'f tels que

ƒ = x lirn^ faible afihi dans Hm(O') . (6.22)

3) Montrons maintenant que ƒ=ƒ*. Pour cela raisonnons par l'absurde:
supposons que/* ^ ƒ. D'après Finjection continue de Hm(Q') dans C^.(D')
(cf. théorème 3.2), il existe y > 0 et un ouvert non vide co a Q' tels que

Vxe © , | A * ) - / ( J O | > y.

Puisque une telle injection est, de plus, compacte, il vient d'après (6.22) :

3/0 € N , V ^ Zo, Vx G œ, \afihiCx) - / ( x ) | « \ ,

d'où, pour tout / ^ 0̂ et pour tout x G CO,

K'*,(*)-/(*)l s* LA*)-/(*)| - !<,,(*)-ƒ(*)| >f • (6.23)

O r l e r a i s o n n e m e n t d u 2 ) m o n t r e q u e , p o u r t o u t / G N a s s e z g r a n d , i l e x i s t e
u n p o i n t b l e A L n co t e l q u e

ce qui contredit (6.23). Donc ƒ* = ƒ.
4) Montrons que lim \\&fihl -f\\m Q<=$- On a évidemment, pour tout

Je M:

\f\m, Q' ~ 2( ^th ' Dm. Q' '

Alors il résulte de (6.17) et de (6.22) que
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Bi htD'autre part, le théorème 3.3 implique que (o~fh ) tend vers ƒ dans
Hm~\Q') fort, d'où

5) Achevons la démonstration en raisonnant par l'absurde. Supposons que,
sous les hypothèses de l'énoncé, §&8h—f\\mQ> &e tende pas vers 0 quand
d —» 0. Cela revient à dire qu'il existe a > 0 et trois suites {d\)dD,
(ej) et (ftj), avec, pour tout / e N, fi£ = e (dp , h\ = h{d\) et

Hm^rf^ lim e;(rf;)'l= lim , „ , = Q>
* • °° i^aj) Sr

vérifiant

V/e N, | | o 5 w - / I L t v > a . (6.24)

Mais la suite ( ö ^ , ) | e N est bornée dans Hm{Qf). Argumentant alors comme
dans les points précédents, on déduit que, de cette suite, on peut extraire une
sous-suite convergente vers ƒ dans Hm(Q'), ce qui contredit (6.24). D

Remarque 6.3 : L'énoncé du théorème 6.3 peut être formulé de la manière
plus générale suivante: sous les hypothèses (5.1)-(5.3) et (6.1)-(6.6), étant
donné une fonction ƒ de Hm(Q'), la Dm-spline ad

eh d'ajustement discrète
relative à p , p ƒ et e converge vers ƒ dans Hm{Q') suivant la base de filtre
# = {^qfti «. A y > 0} avec

Bafiy = {(d,e,h)e DxU*+xH\d^ a, dn e ^ frh2^''^/(dn e) ^ y}. D

Remarque 6.4 : Même quand ju = 1 (i.e. même en présence de conditions
d'Herrnite d'ordre 1), la convergence ne requiert que la condition
m > IÎ/2, et non la condition m > n/2 + 1 qu'imposerait l'inclusion
Hm{Q') a Cl

F(Q') : le théorème 6.3 montre qu'il suffit en réalité que
Vh cz Cl

F{Q'). Ce résultat est très important en pratique pour l'approximation
de surfaces à partir de données de Lagrange ou d'Hermite d'ordre 1 : il justifie
le fait que l'on puisse se contenter d'utiliser des espaces de type éléments finis
de classe C1. D

7. RÉSULTATS NUMÉRIQUES

On a utilisé 4 fonctions de 2 variables définies sur le même domaine
O = (Q, l ) x ( 0 , 1) et ayant pour ensemble de discontinuité F le même
chemin polygonal connexe de sommets (0.2, 0.2), (0.35, 0.225), (0.42, 0.3),
(0.48, 0.4), (0.49, 0.53), (0.5, 0.65), (0.65, 0.725), (0.8, 0.75), (0.9, 0.725) (c/
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annexe 1). Les fonctions testées ont été construites par addition d'une fonction
continue et d'une même fonction discontinue g (cf. annexes 2 à 5, où a?
désigne la partie du rectangle de sommets (0.2, 0.2) et (0.9, 0.8) située
au-dessus de la faille).

Pour simplifier la mise en œuvre de la méthode, on s'est donné uniquement
des données de Lagrange et on a pris m = 2.

Dans les 4 exemples envisagés, l'espace Vk est l'espace de type éléments
finis d'Argyris de classe C1 correspondant à la triangulation donnée en
annexe 1. Le calcul des fonctions de base a été effectué par la méthode de M.
Bernadou [8]. Le nombre et la distribution des points de données (aléatoire-
ment répartis) sont indiqués en annexe 1. Enfin le paramètre e a été fixé dans
tous les cas à la valeur e = 10" 6.

Dans les annexes 2 à 5 on donne, pour chaque fonction testée ƒ, une
représentation graphique de la fonction ƒ, de l'approximation aek et de la
fonction erreur <reh—f. Enfin on a calculé Terreur relative en norme
euclidienne

104 \

104

\

où les m. constituent un échantillon fixe de 10 000 points de Ù régulièrement
répartis.

Le programme a été développé sur VAX 3500 au Centre de Calcul de
l'Université de Pau et des Pays de l'Adour, en utilisant la bibliothèque
graphique CA-DISSPLA.
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Annexe 1

TRIHNGULHTION ET
DISTRIBUTION DES POINTS DE DONNEES

— LIGNE DE DISCONTINUITE
• POINT DE DONNEES
NOMBRE DE POINTS DE DONNEES - 2500
NOMBRE DE TRIRNGLES - 70
DIMENSION DE Vh - 4B3
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Annexe 2

FONCTION APPROXIMATION

ERREUR

FONCTION :

3ln( (3.X-0.5)* + O.y-O.S)2 ) + g(x.y)

ERREUR RELATIVE EN

NORME EUCLIDIENNE = 4.9592896-03

g(x,y)-< +.3s((y0.S}2-(.3)*)'1\ al (x,y) € <

V O, , sinon
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Annexe 3

FONCTION APPROXIMATION

ERREUR

FONCTION :

(3.X-3.5}2 + (3.y-3.5)2 g(x,y)

ERREUR RELATIVE EN

NORME EUCLIDIENNE = 1.080671e-02

( exp[2.+.3S2((x'0.5S)i-(.$S}2)'1

g(x,y)~i +.32(<y-0.6)2-(.3)ll)'1l al <x,y) €

\ 0. , sinon
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Annexe 4

FONCTION APPROXIMATION

ERREUR

FONCTION :

cos( 8.[(x-o.5)2 + (y-O.S)2)1'* ) + g(x.y)

ERREUR RELATIVE EN

NORME EUCLIDIENNE - 4,546116e-03

C exp[2.+.3$*( (x-0.55)3 -(.35)s)~'

9(*>y)-< +.32((y-0.5)2~(.3)2)'\ 8t (x,y) e

\ 0. , Binon
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Annexe 5

FONCTION APPROXIMATION

ERREUR
FONCTION :

1.-u(x.y)S(3.-u(x,y)S)-w{x.y)

ou: u(x,y)=[(3.x-1.5)S+((3.y-0.5)/2.5)S)/1.8

wfx via=\i-5<1.-v(x.y)2(3.-2.v{x,y))t si v(x,y)H.
1 ' r / C 0. , sinon

£ -10-°

ERREUR RELATIVE EN

NORME EUCLIDIENNE - 5.924899e-03

( exp[2.+.352((x-0.55)z-(.35)*)'1

9(*,y)~< +.32((y-0.5)*-(.3)2)'1l st (xfy) C
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