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MATHEMATICA!. MOMLUNG AND NUMERf CAL ANALYSIS
MODÉLISATION MATHÉMATIQUE ET ANALYSE NUMÉRIQUE

(Vol. 27, n° 7, 1993, p. 817 à 841)

ANALYSE D'UNE FORMULATION À TROIS CHAMPS
DU PROBLÈME DE STOKES (*)

par D. SANDRI O

Communiqué par R. TEMAM

Résumé. — On étudie l'approximation numérique d'une formulation en contraintes-vitesse-
pression du problème de Stokes. Cette formulation s'inspire de la loi de comportement de
fluides viscoélastiques obéissant au modèle d'Oldroyd. On étudie les conditions de compatibilité
que doivent vérifier les espaces d'approximations utilisés pour la résolution approchée de ce
problème. On donne des exemples d'espaces d'éléments finis vérifiant ou non ces conditions et
on termine par l'étude de la convergence d'une méthode de point fixe pour la résolution du
problème approché.

Summary. — Analysis of a three-fields approximation of Stokes problem. We study the
numerical approximation of a three fields formulation of Stokes' s problem. The unknowns are
extra stress tensor, velocity and pressure. This formulation is motivated by the study of
viscoelastic fluids obeying Oldroyd constitutive équation. We study the inf-sup conditions
relat ing extra stress tensor, velocity and pressure. We give some examples affinité element
spaces satisfying or not satisfying these conditions and we conclude by the study of a fixed point
method to solve the approximate problem.

INTRODUCTION

Dans cet article nous étudions l'approximation numérique d'une version à
3 champs du problème de Stokes. Les inconnues sont <xle tenseur des extra-
contraintes, v la vitesse et p la pression. Cette formulation est inspirée du
modèle d'Oldroyd pour la loi de comportement de fluides polymères (voir
[7]).

(*) Manuscrit reçu le 10 avril 1992 et sous forme révisée le 16 octobre 1992.
C) U.A. CNRS-740 LAN, Bât. 101, Université de Lyon 1, 69622 Villeurbanne Cedex,

France.
Ce travail a été en partie supporté par le GDR CNRS 901 « Rhéologie des polymères fondus ».
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818 D. SANDRI

On considère le cas de l'écoulement d'un fluide dans un ouvert borné de
RN, noté /2, de frontière lipschitzienne bfî. Si on note u la vitesse du fluide,
a le tenseur des extra-contraintes et p la pression alors le problème s'écrit :

(PO)

Trouver (<x, u, p ) tel que :
cr = 2 a d(u) dans 12 ,
- V . a - 2 (1 - a ) V . d(«) + Vp = ƒ dans 12 ,
V . u = 0 dans H ,
M = 0 sur 3J? ,

où V . cr = <T/; y désigne le vecteur divergence de cr, d(u) = - (Vu + VM') le

tenseur des taux de déformation, VM est le tenseur des gradients de vitesse
donné par (Vw),-; = ui j , et V . u = M( ( désigne la divergence de M. On note a
un paramètre réel tel que 0 < a ^ 1.

Avant de donner une formulation variationnelle de ce problème, on
introduit les espaces suivants : on se placera dans le cas N = 2 et

T = (L2(fl)fs désigne l'espace des tenseurs symétriques 2 x 2 à compo-
santes dans L2(/2), muni du produit scalaire

(cr, r ) = a : r = cr/y r/y ,
Jn Jn

V = (H^(fl)f est l'espace des fonctions de (Hy(fï))2 de trace nulle sur
3/2 et est muni du produit scalaire (u, v) = (d(u\ d(v)) et

Q = LQ(I2) désigne l'espace des fonctions appartenant à L2(f2) et de
moyenne nulle muni du produit scalaire induit.

On notera || . j | r , || . \\v et || . ||Q les normes respectives sur 7, V et Q.

Le problème (PO) se met alors sous la forme variationnelle suivante :
Trouver (a, w, p) e T x V x Q tel que

(POV)

[ (CT, r ) - 2 a ( d ( u \ T) = 0 V T G T ,

- a)(d(u\d(v))~ (p, V .v) = (f, v) Vü G V ,

On introduit alors une famille d'espaces de dimension finie {Th x
Vh x Qh}h^Qcz T x V x Q et on définit le problème approché :

Trouver (<rk9 uk, ph) <EThxVhx Qh tel que

(<rh9 rh)-2a (d(uh\ r h) = 0 Vr^T,,

d(vh)) + 2 ( 1 - a )(d(uh\ d(vh)) - (ph, V.vh)= (f, vh) Vvh e Vh
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FORMULATION À TROIS CHAMPS DU PROBLÈME DE STOKES 819

Le problème (PO) peut se mettre sous forme abstraite :
Trouver (o-, M, p) e T x V x Q tel que

, r)~b(r, u) = 0 V r e T ,
, t>) + c ( i > , p ) = ( ƒ , ! > ) V y e V ,

où Ton pourra prendre dans le cas du problème de Stokes :

, r ) = - — (er , T ) ,
2 c*

, t>) = (<r, d ( l > ) ) ,
, / J ) = - ( p , V . î > )

, t>) = 2 ( 1 - a

Le problème approché de (P) s'écrit alors :
Trouver (crhJ uh, ph)eThxVhxQh tel que

, rh) - b(rh, uh) = 0 Vr^ G Th ,
(ƒ, ^ ) VvA E F^ ,

Le premier et le deuxième paragraphe de ce travail sont consacrés à
l'approximation numérique du problème abstrait (P ). Dans le premier
paragraphe on considère le cas correspondant à a = 1 c'est-à-dire lorsque
d = 0. Suivant [51 on étudie alors une formulation Lagrangienne de ce
problème qui se place alors dans un cadre étudié dans [3]. On discute des
conditions « inf-sup » que doivent vérifier les opérateurs du problème : dans
[5] il a été montré que pour le cas a = 1 les espaces d'approximations
utilisés pour la résolution du problème de Stokes à 3 champs devaient vérifier
la condition inf-sup tenseur-vitesse :

3 A . 0 tel que inf sup <r, d(«>))'" <*• V - ° > » A ,
v.Vh(r,q)eThxQh \\V\\V II ( T > <?) || 7 x Q

qui se rajoute à la condition inf-sup vitesse pression classique :

3y > 0 tel que inf sup , / i j , s= y .
geQhveVh II<?IIG P II y '

Le deuxième paragraphe est consacré au cas où d est supposée V-
elliptique. On montre alors, cette fois-ci en se plaçant dans un cadre étudié
dans [1], que la condition inf-sup tenseur vitesse n'est plus nécessaire pour
obtenir la convergence de la solution du problème approché.
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820 D. SANDRI

Dans le troisième paragraphe on revient au problème de Stokes : on exhibe
d'abord un exemple d'espace élément fini réaliste qui ne vérifie pas la
condition inf-sup tenseur vitesse puis on construit à partir de l'élément de
Taylor-Hood P2fP\ u n espace élément fini d'approximation continue des
contraintes qui vérifie cette condition. On s'inspirera de [8] pour la
construction de cet élément et de [5] pour la vérification de la condition inf-
sup. On trouvera la construction d'un autre type d'élément pour ce genre de
problème, dans [9].

Enfin, le quatrième paragraphe est consacré à l'étude, d'un point fixe,
souvent utilisé dans le cas du problème d'Oldroyd (voir [7]), pour résoudre le
problème (POh). On étudie la constante de contraction de ce point fixe en
fonction de a et de la constante A ci-dessus.

1. PREMIÈRE FORMULATION ABSTRAITE

Notations : Soit X un espace de Hubert réel. On note ( , )x le produit
scalaire associé et || . \\x la norme associée. X' désignera le dual topologique
de X et on notera < . , . ) x , x la dualité X\ X, On omettra les indices lorsqu'il
n'y aura pas d'ambiguïté sur les espaces. X est identifié à son dual par

Soit Y un espace de Hubert réel et T une application linéaire continue de X
dans 7'. On notera T' l'opérateur transposé de T défini de Y dans
X1 par :

< r v, x> = <7x, v> Y y e F , Vx £ X .

On notera le noyau de T par

ZT = ker (T) = {x e X, Tx = 0} .

On désignera par ZT l'orthogonal de Z r et par ZT<^Xr le polaire de
ZT défini par :

ZT - {x' € X\ <x\ x> - 0 ; Vx G Zj) .

Par la suite nous utiliserons le lemme suivant (voir [6] Lemme 4.1, p. 58)
qui est une conséquence du théorème de l'image fermée (voir [10]) :

LEMME 1.1: Les trois assertions suivantes sont équivalentes :
(i) 3 0 > 0, tel que :

inf sup ^ X \ ? \ * 0 , (1 .1)
yeYxsX II? Il y 11*11*

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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o

(ii) T' est un isomorphisme de Y sur ZT et :

(iii) T est un isomorphisme de Zj sur Y' et :

\\Tx\\r^6\\x\\x Vxe

Problème à trois champs

821

(1.2)

(1.3)

On considère maintenant trois espaces de Hubert T, V et Q et a, b et c trois
formes bilinéaires continues définies respectivement sur T x T, T x V et
V x Q et de normes respectives | |a| | , \\b\\ et | |c | | .

Pour (ƒ, g, k) e T' x V' x Q' on considère le problème :
Trouver (<r, u, p) e T x V x Q tel que

(P)
a(a, T ) - Ô ( T , « ) = <ƒ, T) V r e 7 \
b(cr, v) + c(v, p) = (g, v) \fv e V ,

c(u,q)= <*, q) V ^ e g -

Pour approcher ce problème on considère une famille d'espaces de
dimension finie {Th xVhx Qh} k^0 <=T x V x Q. On considère alors le
problème approché :

Trouver (<rh9 uh, ph)eThxVhxQh tel que

<rh> Th) - b(rhJ uh) = <ƒ, rh)

(<rhJ vh) + c(vh9 ph) = (g, vh)

k, qh) - <*, qh)

e Th ,

e Vh ,

G Qh .

Le problème (P ) peut se mettre sous la forme mixte suivante (voir [3],
[5]) : soit X = T x Q alors (P ) est équivalent à :

Trouver ((a, p), u) e X x V tel que

q\u)= <f, (r ,

où J ^ désigne la forme bilinéaire continue définie sur X x X par

J*((o- ,p) , O-,?)) = fl(<rf r ) V((o-,p), ( r , 9 ) ) e X x X

où J5f désigne la forme bilinéaire continue définie sur X x V par

^ ( ( r , <?), v) - - ô ( r , t?) - c(ü, ^) V((r , ^ ) , v) G X x V

et l la forme linéaire continue définie par

vol. 27, n° 7, 1993



8 2 2 D. S A N D R I

On pose Xh = Th x Qh, on associe alors au problème (0?) le problème
approché :

Trouver (<>/,, ph), uh) e Xh x Vh tel que

Soit L l'application linéaire définie de X dans V' par

(L(T, q\ v) = JSf((r, q\ v) V ( M ) e I , VP G V ,

On a alors le résultat d'existence et d'unicité suivant (voir [3]) :

THÉORÈME 1.1 : On suppose que les formes bilinéaires se et ££ vérifient
les hypothèses suivantes :

(Hl) 3a > 0 tel que se (x, x) z* a \\x\\2
x; Vxe kerL = ZL ,

(H2) 3A > 0 tel que inf sup f{X\ V] ^ A ,
veV xeX \\V \\v WX\\x

alors le vroblème (&) admet une unique solution {{cr, p), u) qui vérifie :

, g ) \ \ x . x V , ,

avec
y"1 + z " 1J£(x, y, z) = max {(y"1 + z " 1 ( l + jcy" ' )), (z"

Ensuite on définit Lh de Xh dans V7/, par

on a alors le résultat abstrait d'approximation (voir [3]) :

THÉORÈME 1.2 : On suppose que les hypothèses du Théorème 1.1 sont
satisfaites. On suppose d'autre part que Von a :

(Hl)k 3<*h > 0 tel que s4 (x, x) ^ ah\\x\\2
x ; VJC G kerL, = ZLh ,

(H2)h 3\h > 0 r c / <?w^ inf s u p „ •• •• „
\\V\\ \\X\

i n f s u p „ •• ••
v e V b x e X h \ \ V \ \ v \ \ X \ \ X

k ,

alors le problème (éPh) admet une unique solution ((<rh, ph\ uh) qui vérifie

|| O - <rh,p -Ph)\\TxQ + ||« - uk\\v ^

inf \\cr-Th\\T+ inf \\p-qh\\ + inf | | M - Ü A | |

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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FORMULATION À TROIS CHAMPS DU PROBLÈME DE STOKES 823

avec

ch= Jl{\\s*\l a hJ \k){\\sé\\ + | | J 2 ? | | ) + 1 .

Le but de ce paragraphe est de montrer l'équivalence de (771 ) et de
(772) avec trois autres hypothèses qui « découplent » d'une certaine manière
les conditions (771 ) et (7/2). A b et c on associe les opérateurs B:
7— V' et C : V -+Q' définis par :

(Br,v) = bir^v) V r e 7 \ VU G V

et (Cv, q) = c(v, q) V u e l / , \fq e Q ,

et on note Z s c :

ZBC = { T 6 U ( T , D ) = 0 ; V I ; G Z C } .

On a alors le résultat suivant :

PROPOSITION 1.1 : Les hypothèses (H\) et (7/2) sont équivalentes aux
hypothèses suivantes :

(7/3) 3 a 0 > 0 tel que a (r, r ) ^ a o | | r \\2
T Vr G ZBC ,

(7/4) 3/3 > 0 fe/ ^we inf sup ,. &„(T'„t;)„ ^ /3 ,

/ lMU II ̂  II
(775 ) 3 y > 0 /c/ ^we inf sup C„ ,, „ ^ r ,

Ikll IPII
(a0 , yS, y) étant fonction de (a, À) et réciproquement.

Cette proposition se transpose au cas discret en posant :

(Bhr9v) = Ô ( T , v) V T G T , , Vue Vh

et

et on a alors la

PROPOSITION 1.2: Les hypothèses (Hl)h, (H2)h sont équivalentes aux
hypothèses suivantes :

(H3)h 3 a 0 A > 0 tel que a (r, r)^ aOh\\r\\2
T V r e Z B f t C f t ,

(H4)h 3ph > 0 re/ ^we inf sup fc^T' U ) ^ /3A ,
veZCf]reTh \\V\\V II T II T

(H5)h 3yh>° tel que inf sup ' ? ^ T^

(a0 / î , /3h, yh) étant fonction de (ah, À,,) er réciproquement.

vol. 27, nD 7, 1993



824 D. SANDRI

Preuve de la Proposition 1.1 : Montrons tout d'abord, en s'inspirant
directement de [5], l'implication (7/3) et (H5) => (Hl). On a pour
( T , q)e ZL:

b{T, v) + c(u, q) = 0 Vu e V , (1.4)

d'où:

sup —j—|p^ = sup :
veV- { 0 } \ \ V \ \ v veV- { 0 } IIü IIV

d'où:

I k l l g ^ ^ " M H I l l T l l r -
D'après (1.4) on a r e Z5C et donc avec (H3) :

et on obtient (Hl ) avec a = — min {1, y 2\\ b \\ ~ 2} (la relation reste vraie si

b = 0),
Montrons ensuite le point (HA), (H5) => (H2). Soit v E V, on a

v = vx + v2 avec ^ G Z C et t?2 e Zj. D'après (//4) et le Lemme 1.1 appliqué
aux espaces T, Zc et à l'opérateur B on a :

3T G T tel que &(T, W) = (vu w) VweZc

vérifiant :

T p v

D'autre part d'après (H5) et le Lemme 1.1 appliqué à V, Q et C,
o

C ' est un isomorphisme de Q sur Zc tel que

Comme t?2 e Zj , alors v2 l'élément de V' associé canoniquement à
o

v2 est dans Z c , et alors il existe un unique q e Q tel que

C' q = v2 dans V' et

I | C ' * | | V . = | | S 2 | | V I = \\v2\\v*y\\q\\Q.

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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FORMULATION À TROIS CHAMPS DU PROBLÈME DE STOKES 825

On obtient finalement pour yu. = \\b\\2//32

if ( ( - T, - fiq), v) = b(r, v) + JJ.C(V, q)

= b(r, u,) + b{r, v2) + fic(v2, q)

On a utilisé ici le fait que p =s= ||^||. On obtient (H2) en écrivant que

Réciproquement le point (H2 ) => (H4 ) se déduit de :

inf sup „ ,, \. ,, = mf sup -~—~-

veZcreT \\V\\V II r II r . ^ ( II W II I K T

Montrons maintenant l'implication (/fl), (//2) => (//5 ). Soit q e Q,
comme C # e V', alors d'après (H2) et le Lemme 1.1 appliqué àX, V, et L
on a :

3(ryq)eZl te l q u e L{r,q) = -C'q e t

I K § ) | | l | C ^ | | (1.5)

On a alors

<S?(( r , q\ v) = - C ( P , ̂ V u e F o - & ( r , i?) - c(i>, § - * ? ) = 0 V P e F

o (r, q -~q)eZL.

En particulier, par orthogonalité, on a ((r, q), (r, q - q))x = 0, ce qui
donne (r, T) + (q, q — q) = 0 et donc :

\ \ r \ \ 2
T + \ \ ~ q \ \ 2

Q = ( < ? , ? ) •

vol. 27, na 7, 1993



826 D. SANDRI

D'après l'hypothèse (Hl) de coercivité sur le noyau ZL et comme
(T , q - q)e ZL on a

d 'où:

et donc avec (1.5) :

SUP T ^ = l | C ' ^ | | v ^ A | | ( r
» Ê V - { 0 } I r l l y

avec C, > 0 constante indépendante de </.
11 reste le point (H\ ) et {H2)=> (//3 ). Soit T Ë Z « O on a <#r, i;> = 0

VD e Z c et donc — £ T e Z c . Comme (//5) est vérifiée et d'après le
Lemme 1.1, il existe q E Q tel que C ' # = — J^T dans F ' et donc on voit que
(r , q) E ZL, d'où :

fl(r, r ) = ^ ( ( T , 4) , ( T , <?))

ce qui termine la preuve. D
La preuve de la Proposition 1.2 se fait de manière analogue.

2. DEUXIÈME FORMULATION ABSTRAITE

Nous considérons maintenant une modification du problème (P ). Soit d
une forme bilinéaire continue définie sur V x V et de norme \\d\\. On
considère le problème :

Trouver (o-, u, p) s T x V x Q tel que

r a ( a , r ) ~ b { r i u ) = < ƒ , r > V r e T ,
( Q ) \ b ( < r , v ) + d ( u , v ) + c { v , p ) = ( g 9 v ) V ü € V ,

Ce problème peut se mettre sous la forme suivante : Soit X -= T xV x Q
muni du produit scalaire

x = (o-, M, p ) , y - (r , v, q), (x, y) = (<r, T ) + (M, U) + (p, q) ,

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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FORMULATION À TROIS CHAMPS DU PROBLÈME DE STOKES 827

alors (Q) est équivalent à :
Trouver x e X tel que

avec :

j/((cr, M, p), (T, U, q)) = a(or, T) - Ô(T, M) - b{<r,v) - d(u, v)

-c(v,p)-c(u, q) V((o-, M,p), (T, U,

et

On a alors le résultat suivant d'existence et d'unicité (voir [1]) :

THÉORÈME 2.1 : On suppose que la forme bi lineair e sé satisfait les trois
hypothèses suivantes :

(Al) 3AeR tel que se (x, y) *s A \\x\\x \\y\\x VJC, y s X ,

sup ^ % ^ > P ||y ||x Vy G X ,

(A3) 3/?'^>0 fe/ que sup ^ p ^ ^ > P ' | |*| |x V x e l ,
II ̂  II

alors le problème (M) admet une unique solution x s X telle que
\\x\\x^(\lp')\\2\\x,

Maintenant on considère une formulation approchée du problème St. Soit
{Xh}h^0 = {Th xQhx Vh}h^Q <=:T x Q xV une famille d 'espaces de

dimension finie, on considère le problème approché :
Trouver xh G Xh tel que

= (t,yh) Vy . eZ , .

On a alors le résultat abstrait d'approximation (voir [1]) :

THÉORÈME 2.2 : On suppose que les hypothèses du Théorème 2.1 sont
satisfaites. On suppose d'autre part que l'on a :

^ f i P h\\y \\x Vy e X ,

p'h\\x\\x V I E I ,

(A2)h

(A3),

vol. 27,
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828 D. SANDRI

alors le problème (£lh) admet une unique solution xh e Xh telle que

et telle que si x désigne la solution du problème (M) alors

I U - X J I *£ / l + 4 ï inf I U - y J L .

Dans ce qui suit on supposera que a et d sont symétriques et coercives :

13 a => 0 t e l q u e a ( r , r ) ^ a \ \ r \ \ l , ^ r e T h ,

3<5>-O tel que d(v, v) === ô \\v ||* VÜ e V^ .

D'après la continuité des formes bilinéaires a, b, c tt d, si est donc
continue et (Al ) est vérifiée. Le but de ce paragraphe est de montrer que les
hypothèses (A2) et (A3) sont vérifiées si la condition inf-sup suivante est
vérifiée :

(A5 ) 3 y > 0 tel que inf sup -—^ ' \\\\ ^ ^ •

Ce résultat est décrit dans ia

PROPOSITION 2.1 : On suppose que la condition (A5) est vérifiée. On
pose :

/ A £ \ % • £ b(r, v) + c(v, a) rt

>̂y hypothèses (A2) er (A3) ̂ cw^ vérifiées avec des constantes p et
p ' de la forme

__ , _ 1 min {a, 6 + <w, / i}

4 \ /3 1 +max {2 œ\-\ Aty"1}

où (o et fji sont donnés par

aÀ2 il M-2- y 2 a ( ^ + a;)

a v e c / a c o n v e n t i o n o > \ ~ 1 — O s i X = 0 .
La version discrète de la Proposition 2.1 peut s'écrire de la manière

suivante :

PROPOSITION 2.2 : On suppose que la condition inf-sup suivante est
vérifiée :

(A5)h 3 7 / ï >0 tel que inf sup -£f^-2> ^ y

eVh \\<?\\Q WV\\V

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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FORMULATION À TROIS CHAMPS DU PROBLÈME DE STOKES 829

et soit

(A6)h Xh= mf sup v ' \f^- ^ 0,
>eVk(T.q)eThxQk II P II V UT^)\\TXQ

alors les hypothèses (A2)h et (A3)h sont vérifiées avec des constantes
ph et p'h de la forme

1 min {a, 8 + <oh, tih}
Pt 4 V3 1 + m a x

où <oh et fJLh sont donnés par

<oh)+a\\d\\ 2 '

avec la convention coh À)~ 1 = 0 5/ A^ = 0,

Preuve de la Proposition 2.1 : Comme s/ est symétrique, il suffit de
montrer que pour tout x e l , il existe un y e X tel que si (x, 3> ) s*
^îlkllx e t Ibllx^ C^IMIx a v e c ^1 e t ^2 indépendantes de x. On obtient
alors la Proposition 2.1 avec p = p' = Cy/C2- On considère donc x =
(er, u, p) e X et on prend 3; = (r, v, q) de la forme

r = cr - (o 7? a v e c o> =

t? = — M - / i w a v e c

et A

y2a(Ô 4-

(ô

où 77, w et r sat isfont :

f T; = 0 et r = 0 si A = 0 et s inon

U 0 7 , « ) + < : ( t > , r ) = H M H ̂  e t \ \ ( v , r)

c ( w , p ) = \\p\\2
Q e t W w W y ^ y Q

L'existence de r), r et de w étant une conséquence du Lemme 1.1, de
l'hypothèse (AS) et de (A6).

Remarque 2.1 : L'introduction des champs v et r n'est pas indispensable
mais elle permet d'obtenir une constante de coercivité positive même si
8=0, pourvu que l'on ait alors A > 0.
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On a :

, u, p), ( r , v, q)) = a{a, T) — b{r, u) — b{cr, v)

- d{u, v)- c{v, p) - c{u, q)

= a(cr, er) — (oa{cr7 rj ) - b{a, u) + <ob{v, u) + b{a, u) + fJL-b{a, w)

+ d(u, u) + jj,d{u, w) 4- c(w, p ) + Atc(vw, p ) — c(w, /?) + a>c{u, r)

= a{cr, o - ) - coa{cr, 7 7 ) + cob{v, w) + l*b{cr, w)

, iv) -f Atc(iv, /?) + coc{u, r)

D a n s c e q u i s u i t o n p r e n d r a l a c o n v e n t i o n < w A ~ ' = « A " 2 = w 2 A ~ 2 = 0 s i
A = 0 , c e q u i d o n n e :

-, M,p), ( T , «,

En écrivant que

et que

on obtient :

, u,p), (T, V,

il? uâ
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On obtient finalement le résultat avec

Ibl h i i r + i k i i f i ) + H « I I / + M | | W | | K + \\P\\Q

+ m a x {2 w\~\ ^y~ {} )\\x\\x . D

La démonstration de la Proposition 2.2 est identique.

Remarque 22 : Lorsque d est de la forme d = se où e est une forme
bilinéaire continue et e > 0 on a une estimation de p et p ' en fonction de e
lorsque s tend vers 0 qui est obtenue de la manière suivante : tout d'abord on
peut sans perdre de généralité supposer que e(v, u)=& ||u||^ ensuite on
considère un s0 > 0 et 0 < e === e0. On voit que /x est borné indépendamment
de s car ':

e1

11 " O + o>)
et donc

Ensuite w vérifie

On peut alors avec ces estimations de co et yit, choisir p e t p ' de la forme

p = p ' = C ( ^ + A2)

avec C indépendante de s et <5.
Ainsi dans le cas discret, si yh est indépendant de h et si A h = 0, on peut

prendre ph et p'h de la forme ph= p'h= C s, C étant indépendante de ft et de
e. La convergence de la solution du problème approché n'est alors plus
uniforme en s quand e tend vers 0. On sait en fait que dans le cas
e = 0 (d — 0) cette solution peut ne pas exister.

Retour au problème de Stokes

On applique les résultats précédents à la formulation à trois champs du
problème de Stokes. On pose : T = (L2(f2))4

sy Q = Lg(/2) et V = Hl{nf.
On prend comme formes bilinéaires a, b, c et d :

« O , r) = — (a-, T ) ,
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Dans ce cas les formes bilinéaires a, b et d sont continues. On notera
qu'avec ce choix, la norme de a tend vers + oo lorsque a tend vers 0. Ce
choix est motivé par le fait que dans les modèles viscoélastiques on
s'intéressera plutôt à des valeurs de a proches de 1. Les hypothèses
(H3) et (H3)h sont toujours vérifiées car a est T-elliptique, (A4) est vérifiée
lorsque 0 < <* < 1, (H4) est vérifié car d(V) c= T et (7/5) est une consé-
quence de ([6] Corollaire 2.4, p. 24).

Dans le cadre du problème de Stokes les conditions inf-sup (H2)h,
(H4\ et (H5)h s'écrivent alors :

telque inf sup

telque inf sup ( T ' * 0h
v e Z C h r e T h \\V \\ V \ \ T \ \ T

où l 'on rappelle que

ZCh= {veVh; (? , V. t>) = 0, V ^

(H5 X 3 yA > 0 tel que inf sup

Avec la Proposition 1.2, on vérifie facilement que lorsque (H5 )h est vérifiée,
l'hypothèse (H2)h est alors équivalente à (H4)h.

On a pour ce problème, comme conséquence des deux paragraphes
précédents, le résultat d'approximation suivant :

PROPOSITION 2.3 : Soit O , w, p) la solution du problème (POV). On
suppose que les espaces Vh et Qh vérifient la condition (H5)h avec une
constante yh indépendante de h, alors, pour 0 < a < 1 , le problème
(POh) admet une unique solution (ah, uh, ph) qui vérifie :

\°- -

( •
inf | | o - - r A | | r + inf | | M - i ; A | | v + inf

e Th vh e Vh qh e Qh

avec C indépendante de h et de a pour 0 < a 0 ^ a =s a { -< 1.
Si de plus les espaces Th et Vh vérifient la condition (H4)h avec

f3h indépendante de h, alors, pour 0 < a ^ 1, (POh) admet une unique
solution qui vérifie V estimation ci-dessus avec C indépendante de a pour
0 <: aQ =s a ==s 1.

Remarque 2.3 : Dans le cas o ù 0 ^ « < a o < l , on peut avec une autre
formulation faible, obtenir les résultats de la Proposition 2.3, avec une
constante C indépendante de a (voir [2]).
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Remarque 2.4 : Une manière simple de vérifier (H4)h est de choisir
Vh tel que d(Vh) c Th, ce qui conduit à un choix d'approximation des contraintes
par des éléments discontinus.

3. UNE MÉTHODE D'ÉLÉMENTS FINIS POUR LE PROBLÈME DE STOKES À TROIS
CHAMPS

Le but de ce paragraphe est de donner, dans le cadre du problème de
Stokes à trois champs, d'abord un exemple réaliste d'espaces éléments finis
{Th x V h x Qh} h^Q<=T xV x Q qui vérifie uniformément par rapport à h la
condition inf-sup vite s se-pression discrète (H5)h mais qui ne vérifie pas la
condition {H4\. Ensuite on construit un espace d'éléments finis qui lui,
vérifie les conditions {H4)h et (H5)h.

3.1. Un exemple d'espace ne vérifiant pas la condition inf-sup tenseur-vitesse

Dans ce qui suit {*ê'h} désignera une famille conforme de partitions de
O en triangles K, h étant le plus grand des diamètres des triangles K de

On considère ensuite l'élément Po discontinu pour les tenseurs, l'élément
fini F r bu l l e pour les vitesses et l'élément P} continu pour les pressions
définis par :

h) ,

où Pk(K) désigne l'espace des polynômes de degré k sur le triangle K et
0> (K) = P i(K) ® ev {A ! A2À3} (ev = espace vectoriel engendré par) où les
^ ; {î * ; « 3} désignent les coordonnées barycentriques du triangle K.

On définit alors la fonction bulle associée à K par bK = 27 A j A 2 A 3 et qui
vaut 1 au centre de gravité de K. L'élément vitesse-pression ainsi défini
vérifie alors la condition inf-sup vitesse pression (H5)h (voir [6]).

Soit Vbulle = {ev{bic}Ke<g} clVh^ P o u r montrer que (H4)h n'est pas

vérifiée on cherche un v e ZC/ Pi Vbulle non nul, tel que

b(r, v)= ( r , d(v)) = O V r e r , ,

ce qui permettra de conclure. Montrons tout d'abord que VbuUe c: ZBft. Soit

« e Vbulle :

v = £ BKbK , avec BK G M2,
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834 D. SANDRI

soit T e r /p on a :

ç ç r
r:d(v) = V r:d(v)= Y r / y l du(v)

c a r Tijl^eR \/Ke<£h

(/Î = (nx, n2) normale unitaire extérieure à dK)

- 0 car v\dK = 0 V̂ T G <g h .

Donc Vbune H ZC/ c= ZBft et le problème se ramène à trouver un t> non nul
appartenant à Vbulle n ZC / . Soit Ch défini de Vbulle sur Q'h par

(Ch v, q) = c(f, q) = - (<?, V . v ) Vu G ̂ bul le , V<? G Q^ ,

alors, d'après le théorème du rang, ker Cb = Vbulle n ZCf=£ {0} si
dim Vbulle > dim Q^ = dim ô/n Or si N est le nombre de triangles de
cêh alors dim VbU|le = 2 N et on a en général

dim Qh = (nombre de sommets de la triangulation - 1 ) < 2 Af ,

ce qui permet de conclure. D

3,2. Construction d'un élément fini triangulaire vérifiant la condition inf-sup
tenseur vitesse

Dans ce paragraphe on considère l'élément de Taylor-Hood P^P \ pour
discrétiser les vitesses et les pressions, cet élément vérifiant la condition inf-
sup vitesse pression (H5)h (voir [6]), et une approximation P 1 continue des
contraintes. Les espaces Th, Vh et Qh sont alors définis par :

Th=

Vh = {veV n ^ ° ( / 2 ) 2 ; v \K e P2(K)2, VK e

Qh=

Le but de ce paragraphe est de construire à partir de Th un espace
d'approximation continue fh des contraintes qui vérifie la condition plus
forte que (H4)h :

(H6)k 3 £ A > 0 tel que inf sup ,,(T
\\V
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avec f$h indépendant de h, et d'obtenir ainsi une famille d'espaces éléments

finis {Thx Vhx Qh}h^Q qui vérifie uniformément par rapport à h les

hypothèses (Hl)h et (7J2)A.
Pour faire cela on suit une idée de [8] en ce qui concerne des éléments

quadrilatères {Q\ vitesse), qui consiste en quelque sorte à rajouter des bulles
à l'espace Th utilisé {Qx). Le principe de la démonstration est celui décrit
dans [5] pour l'élément construit dans [8]. Cette démonstration se simplifie
dans le cadre de triangles et conduit à rajouter un nombre plus faible de
degrés de liberté sur chaque composante-des—tenseurs (3 d.d.l au lieu de
9 d.d.l).

On construit Th de la manière suivante : on considère le triangle K de la
figure 1 ci-dessous :

K

Fig. 1

K est subdivisé en quatre triangles et on note Kh i = 1, 2, 3, les trois
triangles ayant un sommet commun avec K, les deux autres sommets de
chacun de ces triangles étant pris sur les milieux des arêtes de K. A chaque
Kt on associe alors la fonction bulle bh et à la place de l'élément
PX(K), on prend pour les tenseurs l'espace &(K) = PX(K) ® ev {bu b2, b3}
et pour fh :

fh= {reTn^°(n)4; r\Ke 0> (K)\ VAT e

On a alors la

PROPOSITION 3.1 : Le couple (Th, Vh) vérifie la condition inf-sup

3j§ > 0 tel que inf sup ( T ;
v e v h T £ f h \ \ v \

Preuve : La Proposition est une conséquence du lemme suivant :
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LEMME 3.1 : Pour tout t e PX(K) 3$ e ev {bXi b2, b3} tel que

f f
sr= tr

JK JK

(3.1)

ƒ40
et tel que \\s\\û{K) = K \\t\\L2{Ky avec K = I— .

Preuve du Lemme : Notons A/s i = 1, 2, 3 les coordonnées barycentriques
du triangle K telles que A • vaut 1 au sommet n° / de K.

3

Soit t = £ tj Àj e P {(K), alors une solution de (3.1) est donnée par
y - i

s = Y $j bj s & (K) où $ = (sx, s2, s3) est la solution de As = ƒ, A et/étant

donnés après un calcul simple par

(4 1 1\
1 4 1 .

\ l 1 4 /

12
2 t2

On obtient alors pour 5 :

go / ; - 1 -y
S-27\K\ \_\ _l l

et donc

8'

(A = £ \\t\\lI(JO . D

La Proposition 3.1 se démontre alors de la manière suivante: soit
v e Vh, alors pour tout triangle K de la triangulation #A, ^(f)!^ appartient à
PX(K)4. Donc d'après le lemme 3.1 il existe crK e ev {b}, b2, b3}

4, symétri-
que, tel que

crK:d{v)=
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et ll^ffll^un = K ll^(u)IL2(jç-y Soit a défini par cr\K = aK. Alors er e Tn et

vérifie f ,. ,,
(o-, d(v)) = K_X

et on obtient la Proposition 3.1 avec f$ ^ K ~ l . D
On a alors avec ce choix d'espace et les résultats usuels d'interpolation

(voir [4]) le résultat de convergence suivant :

PROPOSITION 3.2 : On suppose que la solution du problème (PO) vérifie
(a,u,p)e(H2(n))4x(H3(n))2xH2(&\ alors la solution (ah9 uh9

ph) efhxVhx Qh du problème (POh) vérifie

\\°- -°-h\\T+ \\u-uh\\v + \\p-Ph\\Q*z Ch2( || c r | | 2 2 + ||w||3)2

avec C indépendante de a pour 0 < a 0 ^ a ^ l .

4. SUR UNE MÉTHODE DE POINT FIXE

Nous considérons dans ce paragraphe une méthode de point fixe pour
résoudre le problème de Stokes à 3 champs approché :

Trouver (cr, w, p) e Th x Vh x Qh tel que

, T ) - 2 a(d(u\ T ) = 0 Vr e Th ,
) , d ( i ; ) ) - (p.V.i? ) = ( ƒ , « ) Vu G Vh,

Soit â e R , on considère le point fixe suivant :
Trouver (à, u, p) e Th x Vh x g^ tel que

(à, r ) - 2 a(rf(M), T) =

2(1 - a + â)(rf(2), rf(ü))

- (p, V . Ü ) =

Ce point fixe est souvent utilisé en viscoélasticité (voir [7]) où la première
équation est beaucoup plus compliquée, et donc il est intéressant de traiter
cette équation séparément.

Nous étudions la convergence de ce point fixe en fonction de la constante
f3h de la condition inf-sup tenseur vitesse (H4)h définie au paragraphe 2. On
remarquera que (3 h =s 1.

Dans tout ce qui suit on supposera que l - a + â > O e t O < a ^ l et on
supposera que la condition inf-sup vitesse pression (H5)h est vérifiée. Alors
d'après le Lemme 1.1 le problème (Qh) est équivalent au problème :
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Trouver (<r, ü) e Th x Z c tel que

f (ff, T)-2a(d(u), r) = 0 Vrelj,

(j2ü) | (<?, «*(»)) + 2(1 - a + â)(d(5), <i(»)) = (f, v) + 2 S(d{u), d{u))
( V„eZC A ,

et la constante de Lipschitz du point fixe (Qh) (vu comme application de

Vh dans Vh) est la norme de l'application linéaire F ü : ZC/ -> Zc^, qui à w

associe la solution ü du problème linéaire Q'h avec ƒ = 0.

Le problème (Ôii) e s t bien posé : on résout d'abord la première équation,

puis la seconde avec (1 — a + â) > 0. On a alors la

(â) = /
1 - a + â \J \ Ph a )P R O P O S I T I O N 4.1 : Soit <f> (â) = / ( "~ 1 + 1 - 2 — ,

a

alors sous les conditions (H4)h et (H5)h on a \\F^\\ ^ </>(&% et <f>(â) est

... , _ _ PI«
minimale pour a. = an = — .

tfa + a-a)
Pour 1/ \/2 < ] 3 i S l ou pour 0 < fi h « 1/ \fî. et a < — le point

fixe converge lorsque â est pris dans un voisinage suffisamment petit de

Preuve: Soit veZCh alors D e (ZC(.)'. D'après le Lemme 1.1 et la

condition (H4)h il existe r e Th que l'on notera TV qui vérifie :

(T0, d(w)) = ( ï , w ) = (d(p), d(w)), Vw 6 ZCji

et \\Tü\\T^/3ï;l\\v\\v = (3

On a alors pour » e ZC( :

2(1 - a + â)(d(2), d(w)) = 2 â(rf(«), d(»)) - (à, d(v))

= 2â(d(u), rv)-(ff,d(v))

= %{#, rv)- (â,d(v))

d'où

= sup ü—jj = sup
v z \\v\\ 2(1a +â)

j j p
v\\v 2(1-a +â)VBzCii \\v\ v
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On en déduit

839

= sup
u e Zc,

l F â 0 ) | | K || « || „
$\ U \ \ v u$eZr> II U II V

sup
2(1 - a + « ) «

et comme ||cf ||y =s 2 a \u\v on obtient :

a \\OL
— sup

sup
veZch

D'autre part on a :

\-Tv-d(v) a z
 rt a= - r J -2-(rv,d(v))+ \\d(v)fT

^ \ 2

• ( ! )
l l ^ ) | l r -

et on obtient finalement

- 2 - =

Ensuite on a

jJa + 1 - CL) â -

âf
Ph a a

et donc <£ a un minimum sur ]a — 1, + GO [ en

}, a + ( ! - « )

Pour a = 1, o n a a 0 = l

tion 4.1 dans le cas a = 1.
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Pour a < 1, un calcul donne en exprimant fi\ en fonction de â 0 :

+ 1 - 2 —
a

a (a - a0)

a ( l - a ) x / (1 _ a + â o ) ( l - a

et on obtient <£ ( â 0 ) < 1 si ( l - 2 a + â o ) > O , ce qui est équivalent à

« < r , (4.1)
2(1 -Pi)

ce qui termine la preuve. •

Remarque 4.1 : Si (H4)h est vérifiée avec f3h = 1, ce qui est le cas si
d(ZCi) <= Th, alors pour tout v e Vh on a :

| |d ( ) | | et ||T0

ce qui montre que d(ZC{) c= T/r De la même manière on a l'équivalence :

(H6 X est vérifiée avec ph=lod (Vh) c= Th .

Remarque 4.2 : Si ^(V^) c TA alors /3/; = 1, et alors pour â = âQ = a le
point fixe converge en une itération.

Remarque 4.3 : On voit donc que lorsque fih> 1/ \ /2 le point fixe est
toujours convergent pour â bien choisi. D'autre part lorsque /3h tend vers 0 la
condition (4.1) donne, à la limite, a. < 1/2 pour assurer la convergence du
point fixe. On a effectivement convergence pour /3h = 0 et a < 1/2 (voir
[2]). Des essais numériques ont montré que dans ce cas fih = 0 le point fixe
convergeait seulement pour a < 1/2 et à proche de 0.

Remarque 4.4 : L'élément présenté au paragraphe 3.2 vérifie la condition
Ph > 1/ V2.
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