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ANALYSE D’UNE FORMULATION A TROIS CHAMPS
DU PROBLEME DE STOKES (*)

par D. SANDRI (1)

Communiqué par R. TEMAM

Résumé. — On étudie I’ approximation numérique d une formulation en contraintes-vitesse-
pression du probléme de Stokes. Cette formulation s’inspire de la loi de comportement de
fluides viscoélastiques obéissant au modéle d’ Oldroyd. On étudie les conditions de compatibilité
que doivent vérifier les espaces d’approximations utilisés pour la résolution approchée de ce
probléme. On donne des exemples d’ espaces d’ éléments finis vérifiant ou non ces conditions et
on termine par I'étude de la convergence d’une méthode de point fixe pour la résolution du
probléme approché.

Summary. — Analysis of a three-fields approximation of Stokes problem. We study the
numerical approximation of a three fields formulation of Stokes’s problem. The unknowns are
extra stress tensor, velocity and pressure. This formulation is motivated by the study of
viscoelastic fluids obeying Oldroyd constitutive equation. We study the inf-sup conditions
relating extra stress tensor, velocity and pressure. We give some examples of finite element
spaces satisfying or not satisfying these conditions and we conclude by the study of a fixed point
method to solve the approximate problem.

INTRODUCTION

Dans cet article nous étudions I’approximation numérique d’une version a
3 champs du probléme de Stokes. Les inconnues sont o le tenseur des extra-
contraintes, v la vitesse et p la pression. Cette formulation est inspirée du
modéle d’Oldroyd pour la loi de comportement de fluides polymeéres (voir

(7.

(*) Manuscrit regu le 10 avril 1992 et sous forme révisée le 16 octobre 1992.
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France.
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818 D. SANDRI

On considere le cas de I’écoulement d’un fluide dans un ouvert borné de
RY, noté £, de frontiere lipschitzienne 842. Si on note « la vitesse du fluide,
o le tenseur des extra-contraintes et p la pression alors le probleme s’écrit :

Trouver (o, u, p)tel que :
o =2ad(u) dans 2,
(PO) ~V.o-2(1-a)V.du)+Vp=f dans 2,
V.u =0 dans 2,
u=20 sur 942,

ouV.o = T désigne le vecteur divergence de o, d(u) = % (Vu + Vu') le

tenseur des taux de déformation, Vu est le tenseur des gradients de vitesse
donné par (Vu);; = u; ;, et V.u = u; ; désigne la divergence de u. On note «
un parametre réel tel que 0 < a < 1.

Avant de donner une formulation variationnelle de ce probléme, on
introduit les espaces suivants : on se placera dans le cas N = 2 et

T = (L*(0))?! désigne I’espace des tenseurs symétriques 2 x 2 & compo-
santes dans L?(£2), muni du produit scalaire

(U,T):j UZT:J T Tijs
0 0

V = (H)(£2))? est I’espace des fonctions de (H'(£2))* de trace nulle sur
942 et est muni du produit scalaire (u, v) = (d(u), d(v)) et

QO = L%(£2) désigne I’espace des fonctions appartenant a L>(£2) et de
moyenne nulle muni du produit scalaire induit.
Iy et - g
Le probléeme (PO) se met alors sous la forme variationnelle suivante :
Trouver (o, u,p)e T xV x Q tel que

On notera | . ||, || - les normes respectives sur 7, Vet Q.

POv)
(o, 7)—2a(du), 7)=0 VreT,
[(a, dw))+2(1 - a)d@),d@®))—- (p,V.v)=(f,v) VveV,
(V.u,q)=0 VgeQ.

On introduit alors une famille d’espaces de dimension finie {7, x
Vi x Q) heo < T'xV xQ et on définit le probleme approché :

Trouver (o, u,, py) €T, xV, x Q, tel que
POy
(op Th)— 2 a(d(uy,), 7,) =0 Vr,eT,,
{ (o dUy)) +2(1 — a)(duy,), d®,)) — Py, V.vy) = (f, vy) Vv, eV,,
(V.uh, Qh):O thEQh'
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FORMULATION A TROIS CHAMPS DU PROBLEME DE STOKES 819

Le probléeme (PO) peut se mettre sous forme abstraite :
Trouver (o, u, p)e T xV x Q tel que

a(o, 7)—b(r,u)=0 VreT,
P) b(o,v)+du,v)+c@,p)= (f,v) VYveV,
c(u,q)=0 VgeQ,

ou 1’on pourra prendre dans le cas du probleme de Stokes :

a(o, ™) = L (o, 7),

2«
b(o,v)= (o,d{)),
cv,p)=— (@, V.v)
du,v)=201 — a)(d), d@©)).

Le probleme approché de (P ) s’écrit alors :
Trouver (o, u, py)e T, x V, x Q, tel que

a(oy, 74) —b(ry, u,) =0 Vr,eTy,,
@y b(ay, v,) +du, v,) +c(, pp) = (f,v,) Vv, eV,,
c(uy, q,) =0 Vg, € Q,.

Le premier et le deuxieme paragraphe de ce travail sont consacrés a
I’approximation numérique du probleme abstrait (P ). Dans le premier
paragraphe on considere le cas correspondant a o = 1 c’est-a-dire lorsque
d = 0. Suivant [5] on étudie alors une formulation Lagrangienne de ce
probléme qui se place alors dans un cadre étudié dans [3]. On discute des
conditions « inf-sup » que doivent vérifier les opérateurs du probleéme : dans
[5] il a été montré que pour le cas a = 1 les espaces d’approximations
utilisés pour la résolution du probléme de Stokes a 3 champs devaient vérifier
la condition inf-sup tenseur-vitesse :

3A =0 telque inf sup (. d@) = (¢, V.b)
veV, (r.q)eT,x 0 lelly I ¢, q)“TxQ

3

qui se rajoute a la condition inf-sup vitesse pression classique :

Jy =0 telque inf sup (V.v, 9) .
geQ,veV, “q”Q”vHV

Y.

Le deuxieme paragraphe est consacré au cas ol d est supposée V-
elliptique. On montre alors, cette fois-ci en se placant dans un cadre étudié
dans [1], que la condition inf-sup tenseur vitesse n’est plus nécessaire pour
obtenir la convergence de la solution du probléme approché.
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820 D. SANDRI

Dans le troisiéme paragraphe on revient au probleme de Stokes : on exhibe
d’abord un exemple d’espace élément fini réaliste qui ne vérifie pas la
condition inf-sup tenseur vitesse puis on construit a partir de 1’élément de
Taylor-Hood P,/P, un espace €élément fini d’approximation continue des
contraintes qui vérifie cette condition. On s’inspirera de [8] pour la
construction de cet élément et de [5] pour la vérification de la condition inf-
sup. On trouvera la construction d’un autre type d’élément pour ce genre de
probleéme, dans [9].

Enfin, le quatrieme paragraphe est consacré a 1’étude d’un point fixe,
souvent utilisé dans le cas du probleme d’Oldroyd (voir [7]), pour résoudre le
probleme (P O,). On étudie la constante de contraction de ce point fixe en
fonction de « et de la constante A ci-dessus.

1. PREMIERE FORMULATION ABSTRAITE

Notations : Soit X un espace de Hilbert réel. On note (, )y le produit
scalaire associé et || . ||, la norme associée. X' désignera le dual topologique

de X et on notera (., . ), ladualité X', X. On omettra les indices lorsqu’il

\

n’y aura pas d’ambiguité sur les espaces. X est identifié a son dual par
G y)y x=(Gy) VxeX, VyeX.

Soit Y un espace de Hilbert réel et T une application linéaire continue de X
dans Y'. On notera 7' l'opérateur transposé de 7 défini de Y dans
X' par:

(T'y,xy ={Tx,y) VyeY, VxeX.
On notera le noyau de T par
Zr=ker (T)= {xe X, Tx =0} .
On désignera par Z; I’orthogonal de Z; et par ir c X' le polaire de
Z; défini par :
Zr={x'"eX, (x,x) =0;VxeZ;}.
Par la suite nous utiliserons le lemme suivant (voir [6] Lemme 4.1, p. 58)
qui est une conséquence du théoréme de I’image fermée (voir [10]):
LEMME 1.1 : Les trois assertions suivantes sont équivalentes :

(i) 36 =0, tel que :

inf sup M—a g, (1.1)
yeYxeX ”y“y ”x”x
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FORMULATION A TROIS CHAMPS DU PROBLEME DE STOKES 821

(i) T' est un isomorphisme de Y sur 27 et:
17" yllx.=6lyll, VyeY, (1.2)

(iii) T est un isomorphisme de Z; sur Y' et :

|Tx|l,. = 6 |x|l, VxeZr. (1.3)

Probléeme a trois champs

On consideére maintenant trois espaces de Hilbert T, Vet Q et a, b et ¢ trois
formes bilinéaires continues définies respectivement sur 7 x T, T x V et
V x Q et de normes respectives ||a|, ||&] et |c]|-

Pour (f, g, k)e T' x V' x Q' on considére le probleme :

Trouver (o, u,p)eT xV x Q tel que

a(o, 7y=b(r,u)y={(f, 7y VreT,
P) b(o,v)+c,p)=(g,v) VveV,
c(u,q)= <k, q) VgqeQ.

Pour approcher ce probléme on considére une famille d’espaces de
dimension finie {7, x V;, x @}, =T xV x Q. On considere alors le
probléme approché :

Trouver (o, u,, py) € T, x V, x O, tel que

a(oy, 74) = b1y wy) = {f, 74y V7,€T,,
(Py) b(oy vy) + c(vy, pp) = g, v) Vv, €V,,
C(uh’ qh) = <k’ qh> th € Qh .

Le probléme (P ) peut se mettre sous la forme mixte suivante (voir [3],
[S]): soit X =T x Q alors (P) est équivalent 2 :
Trouver ((o,p), u)e X x V tel que

@) {xf((o,p), (r @)+ Lr, @, )= (7,9)) V(r.a)eX,
L(o,p)v)={(-g,0) YveV,

ou & désigne la forme bilinéaire continue définie sur X x X par
#((o,p) (1,9))=a(o, 7) Y((o,p) (7,9))eX xX,
ou ¥ désigne la forme bilinéaire continue définie sur X x V par
L(r,q),v)==-b(r,v)—c(,q) Y({(r,qg),v)eX xV
et £ la forme linéaire continue définie par

&gy =(fi7)y—(k gy V(r,q)eX.

vol. 27, n° 7, 1993



822 D. SANDRI

On pose X, =T, x Q,, on associe alors au probleme (£) le probleme
approché :
Trouver ((o4, py), u,) € X, x V,, tel que

2w
A (4, Pr)s (Ths Gn)) + L (T4, G1), up) = <f’ (7h ‘Zh)> V(7w qn) € Xy,
{ L (T4 Pi)s Vi) = {— G, Vp) Vo, eV,.
Soit L I’application linéaire définie de X dans V' par
(L(7,q),v) =L ((r,q),v) V(r,q)eX, VveV,
On a alors le résultat d’existence et d’unicité suivant (voir [3]) :

THEOREME 1.1 : On suppose que les formes bilinéaires o et £ vérifient
les hypothéses suivantes :

(H1) da =0 tel que sz(x,x)za”x“;; VxekerL=2,,

(H2) dA =0 tel que inf sup—m—/
vevxex IVl [1xllx

1

alors le probleme (2) admet une unique solution ((o, p), u) qui vérifie :

o, p) gy <AL @, DNE Dy s

avec
M(x,y,z)y=max {¢ '+z'( +xy" ")), @'+ xz7HA + xy” l)} .
Ensuite on définit L, de X, dans V, par
Lp(7, q), vy = L ((7,9),v) V(r,9)eX,, VveV,,
on a alors le résultat abstrait d’approximation (voir [3]) :

THEOREME 1.2 : On suppose que les hypothéses du Théoréme 1.1 sont
satisfaites. On suppose d autre part que 'on a :

(H1), 3Jea,=0 tel que o (x,x)=a,|x||}; VxekerL,=2,

(H2), A, =0 tel que inf sup M;)\h,
vev,xex, IVl lxlly

alors le probléeme (2,) admet une unique solution ((o,, p,), U,) qui vérifie
” (0- —OpP _ph)”TxQ + ”u - uh“v =
sc,,( inf ||o - "r,l||T+ inf |p —qh”Q + inf |ju— vh|lv> ,
€Ty qn € Qy vhEVy,
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FORMULATION A TROIS CHAMPS DU PROBLEME DE STOKES 823
avec

cp=AM (LN ap )L+ LD+ 1.

Le but de ce paragraphe est de montrer 1’équivalence de (H1) et de
(H?2) avec trois autres hypothéses qui « découplent » d’une certaine maniere
les conditions (H1) et (H2). A b et ¢ on associe les opérateurs B :
To>V'etC:V > Q' définis par:
(Br,v) =b(r,v) VreT, YveV

et (Cv,q) =c(v,q) VveV, VYge(Q,
et on note Zg. :

Zye = {7eT, b(r,v)=0; VveZ:}.

On a alors le résultat suivant :

PROPOSITION 1.1 : Les hypothéses (H1) et (H2) sont équivalentes aux
hypothéses suivantes :

(H3) Jay=0 tel que a(r,r)zaouq-“% V1 €Zg,

(H4) 3B =0 tel que inf sup 272
veze rer 1PNy 1717

=B,

(HS5) 3y =0 tel que inf supM; v,
geQuveV ”q”Q “U”V

(ag, B, v) étant fonction de (a, A) et réciproquement.
Cette proposition se transpose au cas discret en posant :

<Bh 7 U> =b(7,v) Vre Ths Vv e Vh
et (C,v,q) =c(,q) YveV,, VqgeQ,,
et on a alors la

PROPOSITION 1.2 : Les hypothéses (H1),, (H2), sont équivalentes aux
hypothéses suivantes :

(H3), Jay, >0 tel que a('r,T)aaOh”‘rH%. V1 eZgc,-

(H4), 18,=0 tel que inf sup b(r, v)

= B,
veZc, 7€T, ”v”v”T”T ’

(H5), 3y,=0 tel que inf sup @) Vi
qgeQ,veV, ”q”Q “U”v

(agp By vy) étant fonction de (ay, A,) et réciproquement.
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824 D. SANDRI

Preuve de la Proposition 1.1 : Montrons tout d’abord, en s’inspirant
directement de [5], l'implication (H3) et (HS)= (H1). On a pour
(r,q)e Z;:

b(r,v)+c(v,qg)=0 YveV, (1.4)
d’ou
b(r, v c(v,
sup ( )= sup ( q)2y|lq|lg,
veV - {0} ell, veV - {0} elly,
d’ol

lallg=>=tlolll,-
D’apres (1.4) on a 7 € Zg- et donc avec (H3):
2 (7, 9), (7, 9)) =a(r, 7)=a,| 7|}

=aov?|6)7 g}

o _
= min {1, y*||5] 2} || (. DI} »

- %o . . e
et on obtient (H1)avec a = - min {1, ¥?||b]|~ 2} (la relation reste vraie si

b = 0).

Montrons ensuite le point (H4), (HS5)=- (H2). Soit veV, on a
v =0, + v,avec v, € Z, et v, € ZL. D’apres (H4) et le Lemme 1.1 appliqué
aux espaces T, Z. et a I’opérateur B on a: '

dreT telque b(r,w)= (v,,w) YweZ,
vérifiant :

1
17l = lloal,

D’autre part d’aprés (HS) et le Lemme 1.1 appliqué a V, Q et C,
C' est un isomorphisme de Q sur Z; tel que

IC qlly, =7lal, YaeQ.

Comme v, € Z{, alors D, I’élément de V' associé canoniquement 2

v, est dans éc, et alors il existe un unique g € Q tel que
C'q=10v, dans V' et
Ic ally. = |5a]),. = lloall, = ¥ gl -
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FORMULATION A TROIS CHAMPS DU PROBLEME DE STOKES 825
On obtient finalement pour x = ||b|| B>
L((=7, ~pq), v)=>b(r,v)+ puc(, q)
=b(7,0)) + b(7, v3) + nc(vy q)
= loally = 1Bl 7l ool + a oz
= llodlly, = BBl v, lo2ll, + & llvally,

1 12 b|? 2
=5 Il + L2 poay.
1
= 2 {012 + o]} -
On a utilisé ici le fait que B =< ||b||. On obtient (H2) en écrivant que :

L= —ug)v)y_ 2Pl p-ip2
T+ g ! M - b||¥
7ty + | “Q 5 ol +_)_/. loll, B+ |[o||%y

el -

Réciproquement le point (H2) = (H4) se déduit de :

inf sup b(z, ) = inf sup b(7, v) + c (v, q).
veZereT Nelly 7, veZe (1, q)eX lolly I (ms @)l

= A ”””v .

Montrons maintenant ’implication (H1), (H2)= (H5). Soit g € Q,
comme C' g € V', alors d’apres (H2) et le Lemme 1.1 appliqué a X, V, et L
ona:

I(r,g)e Z] telque L(7,g)=—-C'q et
~ 1 ,
I D=+ 1C" aly.- (1.5)

On a alors

Lr,q)v)=—c,q) VveV < —b(r,v)—c@®, §—qg)=0 VveV
¢>(T,Z]——q)€ZL.

En particulier, par orthogonalité, on a ((7, q), (v, ¢ —g))x =0, ce qui
donne (7, 7)+ (g, ¢ —q) =0 et donc :

1713+ 1all3 = @ .

vol. 27, n* 7, 1993



826 D. SANDRI

D’aprés I’hypothése (H1) de coercivité sur le noyau Z; et comme
(r,g—qg)eZ,on a
lalliwlz=a(r, y=all7]}+ g -3l
=a[|7ll7+ llgll} - 2(a @) + 1211
~n2 ~ 2
=a[ll7ll7 + lqlg = 20717 - 20all, + lal,1.

Ulall + 7|7 + «lgly= 2 llql} .
et donc avec (1.5):

c@, q) _
Ilv

sup

”C,q“vf?”\ “(Ta EI)”XZCIH‘IHQ’
veV - {0}

Iy
avec C, = 0 constante indépendante de ¢.

If reste le point (H1) et (H2)=> (H3). Soit 7 € Zy,, on a {(Br,v) =0
VveZ, et donc —B7 e Z.. Comme (/5) est vérifiée et d’aprés le
Lemme 1.1, il existe ¢ € Q tel que C' ¢ = — B7 dans V' et donc on voit que
(r,q9)e Z;, d’ou:

a(r, 7) = (7, q), (7, q))
=a (|77 + lqll3)

= a7,

ce qui termine la preuve. O
La preuve de la Proposition 1.2 se fait de maniére analogue.

2. DEUXIEME FORMULATION ABSTRAITE

Nous considérons maintenant une modification du probléeme (P ). Soit d
une forme bilinéaire continue définie sur V x V et de norme |d|. On
considere le probleme :

Trouver (o, u,p)e T x V x Q tel que

a(o, 7)-b(r,u)={f, vy VreT,
Q@) b{o,v) +du,v) +c,p)= (g, v) VYveV,
c(u, qg)= <k, gy VqgeQ.

Ce probléme peut se mettre sous la forme suivante : Soit X = T x V x Q
muni du produit scalaire

x=(0',u,p), )’=(T,U,CI), (xa)’)z(U,T)+(usv)+(P,4),

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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FORMULATION A TROIS CHAMPS DU PROBLEME DE STOKES 827

alors (Q) est équivalent a:
Trouver x € X tel que

(2) (xy)=(,y) VyeX,

avec .

A (o, u,p), (1,v,9)) =a(o, 7)-b(7,u) —b(c,v)—d(u,v)-
—c@,p)-c(u,q) Y({(o,up) (r,0,9))e X xX

et
&, (1,0,9)) = {fu 1) —<(k, q) — {g,v) V(r,v,g)eX.

On a alors le résultat suivant d’existence et d’unicité (voir [1]) :

THEOREME 2.1 : On suppose que la forme bilinéaire & satisfait les trois
hypothéses suivantes :

(A1) JAeR tel que A (x,y)<Al|x|y Iy, Vx yeX,

(A2) 3p =0 tel que sup L&)
vex Ixly

(A3)  3p'=0 rel que sup LEHY)
vex I>lx

=rlylly VYyeX,
=p'|x], VxeX,

alors le probléme (2) admet une unique solution xe€ X telle que
Ixllx = /e D€ ] .

Maintenant on considére une formulation approchée du probleme 2. Soit
Xty o= Tux0uxVy}, cTxQxV une famille d’espaces de
dimension finie, on considére le probléeme approché :

Trouver x;, € X, tel que

(2,) A (xp, Yp) = (f, i) Vyn€X,.
On a alors le résultat abstrait d’approximation (voir [1]) :

THEOREME 2.2 : On suppose que les hypothéses du Théoréme 2.1 sont
satisfaites. On suppose d autre part que l'on a :

42),  3p,=0 rel que sup L&)
x€ Xy ”x“x

(A3), dp,=0 tel que sup & y)
yeX, ”y”x

=pullylly VyeX,

=pyllxlly VYxeX,

vol. 27, n° 7, 1993



828 D. SANDRI

alors le probléme (2,) admet une unique solution x, € X, telle que
”xh”X = (I/Pﬁlz)”g”x;,
et telle que si x désigne la solution du probléme (2) alors
A .
= ], = (1 LA ) inf [x— v, -
Pul yex,

Dans ce qui suit on supposera que a et d sont symétriques et coercives :

Ja =0 telque a(r,7)=al 7|} VreT,,

(A4) 2
36 >0 telque d(,v)=6]|v|; VYveV,.

D’apreés la continuité des formes bilinéaires a, b, ¢ et d, & est donc
continue et (A1) est vérifiée. Le but de ce paragraphe est de montrer que les
hypothéses (A2) et (A3) sont vérifiées si la condition inf-sup suivante est
vérifiée :

(AS) Jdy >0 telque inf sup——c(v’—q)ay.
geQveV ”q”Q ”U“V

Ce résultat est décrit dans la

PROPOSITION 2.1 : On suppose que la condition (AS) est vérifiée. On
pose :

(A6) A=inf sup 2PI+c®.q)
veV (1,9)eTxQ uv“V “ (Ts q)”TxQ

3

alors les hypothéses (A2) et (A3) sont vérifiées avec des constantes p et
p' de la forme

, 1 min {a, § + w, u}
4\/§1+max {Zw)\_l,,u'y_l}

ou w et u sont donnés par

p:

ai? 9 v a (6 +w)
0= Ja-?, u=— .
2B (6 + @) + a||d]

avec la convention wA~'=0 si A = 0.

La version discréte de la Proposition 2.1 peut s’écrire de la maniere
suivante :

PROPOSITION 2.2 : On suppose que la condition inf-sup suivante est
vérifiée :
(AS5), dy,>0 tel que inf sup —C—(UfLa'yh
q€ thEV,, ”an ”v”V
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et soit

. b(r,v)+c(v, q)
(A6), A, = inf sup =0,
veV, (r,q)eT,x @, ”vllv " (T’ q)”TxQ

alors les hypothéses (A2), et (A3), sont vérifiées avec des constantes
py et p; de la forme
1 min {a, 8 + w,, p,}

Pr="pp=
g " 4\/§1+max{2w,lA;‘,p,17;1}

on wy et p, sont donnés par

Ao yia(d+ w,)
wy = lall=2; m,=

t4 21) (6 + wy) + a||d]|?

avec la convention w, A; ' =0 si A, =0.

Preuve de la Proposition 2.1 : Comme &/ est symétrique, il suffit de
montrer que pour tout x € X, il existe un ye X tel que & (x,y)=
Clixlly et lylly =< C,llx|l, avec C; et C, indépendantes de x. On obtient

alors la Proposition 2.1 avec p = p' = C,/C,. On considére donc x =
(o, u,pyeX etonprend y = (7, v, ¢) de la forme

ar? 9
T=0-wn  avec w:—4—||a|| ,
2
D= —u—pw avec p = 2‘)’ a(d +w) .,
2|6 (6 + w) + a||d||
g=p— wr;

ou 7, w et r satisfont :

{17=0 et r=0 si A =0 etsinon
b(m, u)+c@,r)=flul, et [[(m Dy o=A""llul,,

cow,p)=|pll et lwl, <y 'lplg-

L’existence de m, r et de w étant une conséquence du Lemme 1.1, de
Uhypoth&se (A5) et de (A6).

Remarque 2.1 : L’introduction des champs 7 et r n’est pas indispensable
mais elle permet d’obtenir une constante de coercivité positive méme si
8 = 0, pourvu que 1’on ait alors A = 0.
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On a:
A (o, u,p), (7,0, 9))=a(o, 7)—b(r,u)~b(o,v)
—d,v)—c@,p)—clu, q)
=a(o,0)—-wa(o, n)-b(o,u)+ wb(n, u)+b(o, u)+ ub(o, w)
+du, u) + pdu, w) +c(u, p)+ pcw,p)—c@, p)+ wc(u, r)
=a(o, 0)—-wa(o, n)+ wb(n, u)+ pb(o, w)
+d, u)+ udu, w)+ pcw, p) + wc(u, r)
=alolz-elalllel Inl;+elxli—xlbllel Iwl,
+ 8 fully, = wlidlully 1wy, + &llplg -

Dans ce qui suit on prendra la convention @A "' = wA 2= w?A"%2=0si
A =0, ce qui donne :

L (o, u, p), (7,0, @)= allo|l;+ 6+ o)|ul} +rlpl}
—wr Malllelly luly, —wy ol ol ey —#y~dl lxll, 2, -
En écrivant que

_ o — —
wAallllolly lully <5 Noliz+a™ oA lall® fulf

- a - _2
ry ool ipllg=Z lolf+a w2y 2B IpllG
et que

w )2

_ 1 _ .
wyHdllully lpllg = +5 0+ @) u?y ?d)? pll

on obtient :

A (o, u,p), (7,0, 9))=
@ d+w _ -
=Sl (52 a0 2 a)?) full
2 2
- - 1 - .
O S o LI Y RS e P T AT
a 1) 1 1, -
=S lolz+ (F+o(5-o0a A 2al?) ) lul}
- - 1 -
t (w (1 mr (oI + 5 6 4 02 M a?) ) ) el
=Sz (5+5 ) Ml +5 P13
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On obtient finalement le résultat avec

Iylly<loly+edinly+ 7l + Null, + wlw], + Ipl,
<V3( +max 2wA" L wy Pxl,. O

La démonstration de la Proposition 2.2 est identique.

Remarque 2.2 : Lorsque d est de la forme d = ee ol e est une forme
bilinéaire continue et £ > 0 on a une estimation de p et p' en fonction de &
lorsque ¢ tend vers O qui est obtenue de la maniere suivante : tout d*abord on
peut sans perdre de généralité supposer que e(v, v)= [|v||} ensuite on
consider¢ un g9>0¢et0 < & =< g On voit que u est borné indépendamment
de & car:

2 ' ylafb]?

m o=
{-:2

_1 _2 2
L+ a2 ||B]|7 % [lell GC+ro)

et donc
27"yl alb|?
L+ a2 b7 le) &

<u=2""ya|b|2.

Ensuite w vérifie

oAt = @A g a20Abl + el
4 B 4

all~?.

On peut alors avec ces estimations de w et u choisir p et p’ de la forme
p=p =Cls+2?
avec C indépendante de ¢ et 6.
Ainsi dans le cas discret, si vy, est indépendant de % et si A, = 0, on peut
prendre p, et p; de la forme p, = p; = Ce, C étant indépendante de 4 et de
e. La convergence de la solution du probléme approché n’est alors plus

uniforme en & quand & tend vers 0. On sait en fait que dans le cas
& =0 (d = 0) cette solution peut ne pas exister.

Retour au probléeme de Stokes

On applique les résultats précédents a la formulation a trois champs du
probléme de Stokes. On pose : T = (L?(2))}, @ = L(2) et V = HL(2 )°.
On prend comme formes bilinéaires a, b, ¢ et d:

a(o, 7) :iia— (o, 1),

b(o,v)= (c0,dv)),
C(Uap)= - (p’ V.U),
du,v) =21 - a)d), d@)).
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Dans ce cas les formes bilinéaires a, b et d sont continues. On notera
qu’avec ce choix, la norme de a tend vers + oo lorsque « tend vers 0. Ce
choix est motivé par le fait que dans les modeles viscoélastiques on
s’intéressera plutdt a des valeurs de « proches de 1. Les hypotheses
(H3) et (H3), sont toujours vérifiées car a est T-elliptique, (A4) est vérifiée
lorsque 0 < a < 1, (H4) est vérifié car d(V) < T et (HS5) est une consé-
quence de ([6] Corollaire 2.4, p. 24).

Dans le cadre du probleme de Stokes les conditions inf-sup (H2),,
(H4), et (HS), s’écrivent alors :

(H2), 3r,=0 telque inf sup (fr,d(v))—(q,V.v)B/\h’
veV, (r,)e Ty x 0, el Il (v, q)”TxQ

(H4), 38,=0 telque inf sup 240D _ 5
veze, rer, 190y Iz

ou 1’on rappelle que
Ze, = {veV,; (g V.v)=0, Vge Q,},

(HS5), dv,=>0 telque inf sup Lv’?)—zyh.
gegyvev, l1allg vl

Avec la Proposition 1.2, on vérifie facilement que lorsque (H5), est vérifiée,
I’hypothese (H2), est alors équivalente a (H4),.

On a pour ce probleme. comme conséquence des deux paragraphes
précédents, le résultat d’approximation suivant :

PROPOSITION 2.3 : Soit (o, u, p) la solution du probléme (POy). On
suppose que les espaces V, et Q, vérifient la condition (HS), -avec une
constante vy, indépendante de h, alors, pour 0 <a <1, le probléme
(P O,) admet une unique solution (o, u,, p,) qui vérifie :

“0’ - O-h”7'+ ”M _uh”V + Ilp_ph“Qs

=C ( inf |jo — 7|, + inf |Jlu-v,],+ inf |p —qh||Q) ,
€Ty v eV, qn € Q
avec C indépendante de h et de a pour O <apys=a <sa | <1l.

Si de plus les espaces T, et V, vérifient la condition (H4), avec
B, indépendante de h, alors, pour 0 < a <1, (PO,) admet une unique
solution qui vérifie I’ estimation ci-dessus avec C indépendante de o pour
O<ag=sas=l

Remarque 2.3 : Dans le cas o 0 < o < ay< 1, on peut avec une autre
formulation faible, obtenir les résultats de la Proposition 2.3, avec une
constante C indépendante de a« (voir [2]).
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Remarque 2.4 : Une maniere simple de vérifier (H4), est de choisir
V,telque d(V,,) < T), ce qui conduit a un choix d’approximation des contraintes
par des éléments discontinus.

3. UNE METHODE D’ELEMENTS FINIS POUR LE PROBLEME DE STOKES A TROIS
CHAMPS

Le but de ce paragraphe est de donner, dans le cadre du probléme de
Stokes a trois champs, d’abord un exemple réaliste d’espaces éléments finis
{T, x V, x O} hoo S T xV x Q qui vérifie uniformément par rapport a z la
condition inf-sup vitesse-pression discréte (H5), mais qui ne vérifie pas la
condition (H4), Ensuite on construit un espace d’éléments finis qui lui,
vérifie les conditions (H4), et (HS),.

3.1. Un exemple d’espace ne vérifiant pas la condition inf-sup tenseur-vitesse

Dans ce qui suit {%,}, _, désignera une famille conforme de partitions de
{2 en triangles K, & étant le plus grand des diameétres des triangles K de
€

On consideére ensuite 1’élément P, discontinu pour les tenseurs, 1’élément
fini P -bulle pour les vitesses et 1’élément P, continu pour les pressions
définis par :

Ty={reT;7| ePyK), VKe€,},
Vi={veVn@°@2y;vl e 2Ky, VKe¥,},
0,=1{9€0n€%2);q| e P (K) VKeE,},

ou P,(K) désigne ’espace des polyndomes de degré k sur le triangle K et
P(K)=P (K)®D ev{r, A, A3} (ev = espace vectoriel engendré par) oii les
Ai{1=i<3) désignent les coordonnées barycentriques du triangle K.

On définit alors la fonction bulle associée a K par by = 27 A A, Az et qui
vaut 1 au centre de gravité de K. L’élément vitesse-pression ainsi défini
vérifie alors la condition inf-sup vitesse pression (H5), (voir [6]).

Soit Ve = {ev {bK}Ke%,,}ZCVh’ pour montrer que (H4), n’est pas

vérifiée on cherche un v € Z; N V. non nul, tel que

b(r,v) = (r,dw))=0 VreT,,
ce qui permettra de conclure. Montrons tout d’abord que Vi < Zp,. Soit
V€ Ve :

v=Y Bygbg, avec BgeR?,

Ke%,
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soit 7 € T, on a:

r

J 7:d() Z [ 7:d(@®) = Z Tile’ dij(v)
0 Kevy, vK VK

Ke¥by

fi

car eR VKke¥,

Tijl](

1
> Z Tij K(Ui,j"'v./li)

Ke %y

1
=5 Y 7y (v; n; +v; 1),

Ke %y, 3K

(rn = (n,, n,) normale unitaire extérieure 4 0K )
=0 car v|,, =0 YKe¥,.

Donc Vbulle N ZC,,
appartenant a V. N Z¢,. Soit C;, défini de V. sur Qj par

<va’ q) =C(v> Q)=‘(q,v-v) VUEVbuHe, quQh’

< Zp, et le probleme se ramene a trouver un v non nul

alors, d’aprés le théoréme du rang, kerC, = Vi, N Zc, # {0} si
dim V> dim Q;, = dim @,. Or si N est le nombre de triangles de
&, alors dim V.. = 2 N et on a en général

dim Q) = (nombre de sommets de la triangulation — 1 ) <2 N,

ce qui permet de conclure. O

3.2. Construction d’un élément fini triangulaire vérifiant la condition inf-sup
tenseur vitesse

Dans ce paragraphe on considere 1’élément de Taylor-Hood P,/P, pour
discrétiser les vitesses et les pressions, cet élément vérifiant la condition inf-
sup vitesse pression (HS), (voir [6]), et une approximation P 1 continue des
contraintes. Les espaces T, V, et Q, sont alors définis par :

T, = {Ternfgﬂ(ﬁ)“; 7| € P (K)', VK e (g,,},
V, = {ve VN gUA2Y; v, e PyK), VKefg,,} ,
Q= {ge 0N €%D); gl e P (K), VKe€,} .

Le but de ce paragraphe est de construire a partir de T, un espace
d’approximation continue 7T, des contraintes qui vérifie la condition plus
forte que (H4),:

(H6), 18,>0 telque inf sup M>Bh,

S ol el
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avec B » indépendant de 4, et d’obtenir ainsi une famille d’espaces éléments
finis {Thx Vix 0} 4.0 qui vérifie uniformément par rapport a h les
hypotheses (H1), et (H2),.

Pour faire cela on suit une idée de [8] en ce qui concerne des €léments
quadrilatéres (Q5 vitesse), qui consiste en quelque sorte a rajouter des bulles
a I’espace T, utilisé (Q,). Le principe de la démonstration est celui décrit
dans [5] pour I’élément construit dans [8]. Cette démonstration se simplifie
dans le cadre de triangles et conduit & rajouter un nombre plus faible de
degrés de liberté sur chaque composante-des—tenseurs (3 d.d.l au lieu de
9 d.d.]).

On construit 7, de la maniére suivante : on considere le triangle K de la
figure 1 ci-dessous :

Fig. 1

K est subdivisé en quatre triangles et on note K;, i =1, 2, 3, les trois
triangles ayant un sommet commun avec K, les deux autres sommets de
chacun de ces triangles étant pris sur les milieux des arétes de K. A chaque

K; on associe alors la fonction bulle b;, et a la place de I’élément
P, (K), on prend pour les tenseurs I’espace PEK)=P,(K)D ev {b1, by, b3}
et pour Th :

T, = {Te:rmgo(ﬁ)“; | € PK), VK e fgh}.
On a alors la

PROPOSITION 3.1: Le couple (T,, V,) vérifie la condition inf-sup

(r,d®)) _ &

38 =0 tel que inf sup B .

Cevanen Mol el ™

Preuve : La Proposition est une conséquence du lemme suivant :
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LEMME 3.1: Pour tout t € P(K) 3seev{b,, by, by} tel que

[sr:J‘ﬂ Vre P (K) (3.1)
vK K

40
(K) =K ”t“LZ(K)a avec K = ﬁ .

Preuve du Lemme : Notons A;, i = 1, 2, 3 les coordonnées barycentriques

du triangle K telles que A; vaut 1 au sommet n°i de K.
3

Soit ¢ = Z tiA; € P(K), alors une solution de (3.1) est donnée par
j=1

et tel que ||s|| 2

s = s;b; € PK)ous = (s, $9, §3) estla solution de As = f, A et f étant

N 4I'Mu

j=1

donnés apres un calcul simple par

4 1 1
3|K|
A,:wai=——-1 4 11,
N mo(l )

1 4
5 K| 2t +1,+ 1t
fi:th(Af/\’:W 21+t + 1y
i=t UK 2ty +t + 1,

5 -1 -1 4ty +1t,+ 1
e (17 PEECYDHAES
! 1 1 \4t3+t1+t2/

et donc
3

2
||S||%2(K) = sjzllbj”ﬁ(m =
=1

20|K|
63

2 2 2 40 2
@i+t +15+08 1+ 1 t3+t2z3)=ﬁ 2172y - O

La Proposition 3.1 se démontre alors de la maniére suivante: soit
v € V,, alors pour tout triangle K de la triangulation %, d(v)| appartient a

P, (K)*. Donc d’aprés le lemme 3.1 il existe og € ev {b,, by, b3}*, symétri-
que, tel que

j og:d@®) = [d®)] %,
K
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et logll 2, = & 1d@)] 2y Soit o défini par o | = 0. Alors o € T; et
rifi
vertie (0,d@) _
o liz lelly
et on obtient la Proposition 3.1 avec B=«x"'. O

On a alors avec ce choix d’espace et les résultats usuels d’interpolation
(voir [4]) le résultat de convergence suivant :

PROPOSITION 3.2 : On suppose que la solution du probléme (P O) vérifie
(o, u, p) e (H*(2))* x (H*(Q2) x H*(2), alors la solution (o, u,,
Dy) € Th X V, x Q, du probléme (PO),) vérifie
”U - ‘Th“T + “u - uh”v + ”p _ph“Q = Ch2(||0' “2,2 + “u”32 + ||P||2,2) ’

avec C indépendante de a pour 0 < ay=<a < 1.

4. SUR UNE METHODE DE POINT FIXE

Nous considérons dans ce paragraphe une méthode de point fixe pour
résoudre le probléeme de Stokes a 3 champs approché :
Trouver (o, u, p)e T, xV, x @, tel que

(o, 7)—2adu), 7)=0 VreT,,
Q) (o, d@))+2(1 —a)du),d))— (P, V.v)=(f,v) VYveV,,
V.u,q)=0 YgeQ,.

Soit & € R, on considere le point fixe suivant :
Trouver (&, u, p)e T, x V, x Q, tel que

(g, 7)-2a(du), 7)=0 VreT,,
(F,dw)+20 —a + a)dm), d@))

©n — B, V.v)= (f, v) + 2 &(du), d@v))
YveV,,

(V.u,q)=0 VgeQ,.

Ce point fixe est souvent utilis€ en viscoélasticité (voir [7]) ou la premiere
équation est beaucoup plus compliquée, et donc il est intéressant de traiter
cette équation séparément.

Nous étudions la convergence de ce point fixe en fonction de la constante
B, de la condition inf-sup tenseur vitesse (H4), définie au paragraphe 2. On
remarquera que B, < I.

Dans tout ce qui suit on supposeraque 1 —a + @ >0et0<a <1 eton
supposera que la condition inf-sup vitesse pression (H5), est vérifiée. Alors

d’aprés le Lemme 1.1 le probleme (Q,) est équivalent au probléme :

vol. 27, n® 7, 1993



D. SANDRI

838
Trouver (&, u) € T), X Z¢, tel que
(G, 7)~2ad),7)=0 VreT,,
@, dw))+2(1 —a +a)d@), dw)) = (f,v)+2 a(d), du))
VveZc, ,

©@5)
et la constante de Lipschitz du point fixe (Q,) (vu comme application de
V), dans V) est la norme de I"application linéaire F 5 : Z¢, — Z¢,, qui a u

(¢4

associe la solution i du probléme linéaire Q,’, avec f = 0.
puis la seconde avec (1 — a« + @) = 0. On a alors la
a (
ﬂh «

Le probleme (Q,’l) est bien posé : on résout d’abord la premiére équation,
— 2 —

[24
) +1-2—,

o

PROPOSITION 4.1: Soit ¢(a) =
l—a+ a
alors sous les conditions (H4), et (H5), on a |Fs|| < ¢ (a), et (@) est
Biia
1 .
le point

mirfimale pour & = &, = .
P 0 ,8,? a+(1-a)

Pour 1/\/_<Bhsl oupour0<Bhsl/\/§eta <—F

2(1 -8y

fixe converge lorsque a est pris dans un voisinage suffisamment petit de

YweZc,
et |l <8i'lvly =Bi'ld@l;-

Preuve : Soit v e Z, alors ve (Z;,)'. Dapres le Lemme 1.1 et la

Clo.
condition (H4), il existe 7 € T, que 1’on notera 7, qui vérifie :

(1, dW)) = (v, w) = (d(v), dWw)),

e lly

On a alors pour v € Z :
2(0 —a + &)(du), dw)) =2 &a(du), d(v)) — (¢, dv))
=2a(d), 7,) - (6, dv))
=% (@, 7)) - (6, d))
«a
= (&, Ly - d(v)) :
a
d’ou
& 2. a’(v))
(d(u), dv)) 1 o
= sup
20— a + @)eery T,
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On en déduit

|1Fz@)] [l

[Fazll = sup Yo sup o

v el oh Tl
. a
1 1 (7.5 7 -dw)
sup sup

5 Tully om, Il

:2(1—6!4'&)1(&

T

Hﬁ_n—d(w
o

ety

et comme ||G ||, =<2 a|u|, on obtient:

a
= — sup
(I-—a+ &)vez,

IFz| <
2 a
~22 (7, d@) + [d®)|I?

T
2 ) & R
) lml; - 22 @), den + o))
2 & )
) +1—2;}||d(v)||T,

D’autre part on a:

[ R

Ty

2
T

2 —dw)

[

a
=
B, a
a déf

+1-2—=¢(a).
o

|
o~~~
RIR

et on Obtlent finaleme]lt
)
/E h

[s4
174l =- \/(
—a + o

R|R

(,B,%a+l—a)&—B,%a
= 2
i ) +1-2

Ensuite on a
¢'(a)=
ﬁ’?a(l_“&)z\/(ma

et donc ¢ a un minimum sur Ja — 1, + oo [ en
2
— Bha
CYO: D .
ﬂha + (1—&)

Pour a =1, ona ag=1c¢et ¢ (1) = /BLz—l ce qui donne la Proposi-
h

tion 4.1 dans le cas a =1
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Pour a < 1, un calcul donne en exprimant 87 en fonction de & :

ACORE = \/&0(1_E°)+1—2@

—a + &, a(l —a) @

« \/(1 ~a + d)a — &) a(a — &)

1—a+ a, a(l —a) TN —a+a)(l-a)
et on obtient ¢ (@y) <1 si (1 —2 a + @,)=>0, ce qui est équivalent a

1

< 4.1)
20 -8y

ce qui termine la preuve. O

Remarque 4.1 : Si (H4), est vérifiée avec B, = 1, ce qui est le cas si
d(Z¢,) =Ty, alors pour tout ve V, on a:

7ol =< ld@)|l, et |7, —d®)|2

I7,]|% = 2(r,, d(®)) + [[d@)]2

Irallz = 4@z
ol = lelly, =0,

I

ce qui montre que d(Z¢,) = T,. De la méme maniére on a 1’équivalence :
d

(H6), estvérifiée avec B, =1<dV,)=T,.

Remarque 4.2 : Sid(V,) < T, alors B, =1, etalors pour @ = &y = «a le
point fixe converge en une itération.

Remarque 4.3 : On voit donc que lorsque B, > 1/ \/5_ le point fixe est
toujours convergent pour & bien choisi. D’autre part lorsque B, tend vers 0 la
condition (4.1) donne, 2 la limite, @ < 1/2 pour assurer la convergence du
point fixe. On a effectivement convergence pour B, = 0 et o < 1/2 (voir
[2]). Des essais numériques ont montré que dans ce cas 8, = 0 le point fixe
convergeait seulement pour « < 1/2 et @ proche de 0.

Remarque 4.4 :1.’élément présenté au paragraphe 3.2 vérifie la condition
B, = 1/2.
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