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MODELISATION DU CHAMP DE RETARD
A LA CONDENSATION D’UN SUPRACONDUCTEUR
PAR UN PROBLEME DE BIFURCATION (*)

par C. BOLLEY (})

Communiqué par R TEMAM

Résumé — Une étude des équations de Ginzburg-Landau décrivant les différents états d’ un
film supraconducteur d’ épaisseur a, a montré I’ existence de solutions bifurquées a partir de toutes
les solutions triviales qui vérifient deux conditions nécessaires de bifurcation particuliéres Nous
appellerons (P,) le probléme posé par ces deux conditions

Aprés un rappel de ces résultats, le probléeme est étudié comme un probléme de bifurcation
étude d’ une classe de solutions triviales dans le paragraphe 2 2, et de solutions non triviales dans
le paragraphe 2 3 , pour ce dernier paragraphe, nous sommes amenés a écrire trois conditions
nécessaires de bifurcation du probléme (2.), équivalentes entre elles, et a montrer que I'une
d’elles est vérifiée pour au moins une valeur du paramétre a Une hypothése supplémentaire de
transversalité sera faite pour assurer I’ existence de solutions bifurquées , cette hypothése est
vérifiée par les résultats numériques obtenus Cependant, une démonstranon directe écrite sans
cette hypothése, montre que (P_) admet des solutions non triviales pour a assez grand

Le paragraphe Il détermine, grdce a des arguments de stabilité, quelles solutions parmi toutes
les solutions de (2 _), nous donnent le champ de retard a la condensation du film supraconduc-
teur

Abstract. — A study of Ginzburg-Landau equations, describing the different states of a
superconducting film of thickness a, has showed the existence of solutions bifurcating from all the
trivial solutions which satisfy two necessary bifurcating conditions Let (2.) be the problem
defined by these two conditions

After a summary of these results, problem (2,) is studied as a branching problem first, a
study of trivial solutions in paragraph 2 2, followed by a study of non trivial solutions in
paragraph 2 3 For this last study, we write three equivalent necessary bifurcating conditions for
(2,) , and we show that one of them 1s satisfied for, at least, one value of the parameter a An
hypothesis of transversality 1s added to guarantee the existence of bifurcating solutions This
hypothesis s verified in numerical results However, a direct proof, without this hypothesis,
shows that non trivial solutions exist when a is large enough

Using stability arguments, section 11l shows, which solutions of (2_) give the super-cooling
field of the superconducting film

(*) Manuscrit recu en décembre 1989
() Ecole Nationale Supéneure de Mécamque, 1, rue de la Noe, 44072 Nantes Cedex.
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236 C BOLLEY

INTRODUCTION

L’étude qui suit modélise le champ de retard a la condensation d’un
matériau supraconducteur de type 1. Cette modélisation, écrite a partir des
équations de Ginzburg-Landau, s’appuie sur une étude de la stabilité des
solutions triviales de ces €quations en fonction de ’épaisseur du matériau.
Nous sommes amenés a étudier le comportement asymptotique de la
solution d’une équation de type Sturm-Liouville en fonction de plusieurs
parametres, ainsi qu’un probleme de bifurcation provenant de la multiplicité
des solutions triviales.

Des résultats numériques concordent avec les résultats théoriques obtenus
et justifient une hypothése faite dans 1’étude théorique du probléme de
bifurcation.

L. MODELISATION DU PROBLEME

1.1 La théorie de Ginzburg-Landau

Les matériaux appelés supraconducteurs de type 1 sont caractérisés par
une absence de résistance €lectrique et par un changement complet de leur
état lorsqu’ils sont placés dans un champ magnétique extérieur H, suffisam-
ment grand :

— en ’absence de champ magnétique extérieur H, (ou lorsque H, est
faible), ils sont a 1’état supra lorsque leur température T est inférieure a une
température critique T, et a 1’état normal lorsque T est supérieur a
T,;

— lorsque T est inférieur a T, et que le champ magnétique extérieur est
supérieur a une valeur critique H g, 1’état normal est rétabli.

Cependant, lorsque T est inférieur a T, et sous champ magnétique
extérieur croissant, 1’état supra peut exister jusqu’a une valeur de
H, égale a une valeur H, supérieure 2 H g, et sous champ magnétique
extérieur décroissant 1’état normal peut exister jusqu’a une valeur de
H, égale a une valeur H  inférieure a H 5. H y; est le champ de surchauffe et
H, le champ de retard a la condensation.

Nous supposerons ici que 1’échantillon est un film d’épaisseur d, placé
dans un champ magnétique extérieur ﬁe parallele a la surface du film ; et

nous choisirons un syst¢me d’axes tel que Oz soit parailéle au champ
magnétique extérieur H, :

H,= (0,0, H,).
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UN PROBLEME DE BIFURCATION 237

—

Le champ magnétique intérieur H, inconnue du probléme, a pour
direction celle de H,. Par conséquent :

H=(0,0Hx) -—d2<x<d?.

Le vecteur potentiel du champ magnétique H intérieur au matériau est tel
que :

(1.1 rotl:uoﬁ

A est choisi tel que :

(1.2) A = (0,A,0)
avec A = A (x) fonction de x seulement
—dR<sx=<d?2.

Ginzburg et Landau ont introduit une pseudo-fonction d’onde, ¥,
supposée complexe et nulle a 1’état normal, caractérisant les différents états
d’un matériau supraconducteur (¢f. V. L. Ginzburg [7], B. Dugnoille [6], J.
Blot [1], Y. Pellan [13]).

Nous cherchons les solutions stables du probléme, c’est-a-dire les
fonctions ¢ qui minimisent la différence d’énergie libre de Gibbs, notée
AG. Le probléme mathématique semble ouvert. Comme dans B. Dugnoille,
J. Blot, Y. Pellan, nous nous limiterons a chercher la fonction d’onde
¢ sous la forme particuliere suivante :

(1.3) Ux, Y, z) = dof (x) e e™ on ky et k,eR

et ol ¥, est une constante de normalisation égale a ¢ lorsque H est nul.

La théorie de Ginzburg et Landau permet de développer la différence
d’énergie libre de Gibbs AG entre 1’état normal et 1’état supra du matériau
en fonction de .

Les inconnues f, A, k; et k, doivent vérifier les équations d’Euler
associées a AG, équations obtenues par dérivation de AG par rapport a ces
variables.

Apres plusieurs changements de variables et une translation de A qui fait
de ¢ une fonction indépendante de y et élimine l'inconnue k, (c¢f. B.
Dugnoille, C. Bolley [2], [3]) les équations d’Euler, appelées ici équations
de Ginzburg-Landau, s’écrivent :

(1.4) {~ [+ xk ~f+fP+A%f)=0 dans }-a/2, a2
' fl(xar2)y =0, f e H*- a2, al2)
(1.5) {—A" +f2A=0 dans ]-al2, /)
’ A (xal2)=h, AeHX~-al2,al
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238 C. BOLLEY

et
(1.6) ky=0

la condition limite de (1.4) signifiant qu’il n’y a pas de courant a traverser la
surface qui sépare le supraconducteur du milieu extérieur, et celle de (1.5)
signifiant que, dans les nouvelles unités, le champ magnétique intérieur est
égal, au bord du film, au champ magnétique appliqué a 1’extérieur.

Le parametre « est une caractéristique du matériau, a est 1’épaisseur du
film et & le champ magnétique extérieur dans de nouvelles unités.

Les paramétres a et h peuvent étre introduits dans les équations en faisant
le changement de variable x en x/a puis le changement de fonction
A en Alah.

Nous sommes donc amenés a résoudre le systeéme non linéaire suivant :

étant donné « =0, a=0 et h>0: on cherche f et A tels que :

w7 {_f” + @k~ f+fP+a*h?A%f) =0 dans 1- 1/2, 1/2]

(@) F(£12)=0 feH-1/2,1/2)

A

! (1.8) {—A” +a%f’A=0 dans 1- 1/2, 1/
A'(x12)=1 Ae HY—1/2,1/2

et noterons (f, A;a, h) une solution du probleme (£;,) associée aux
parameétres a et h.

1.2. Champ de retard a la condensation

Pour une valeur de a donnée, @ supérieur a une valeur critique
a,, le champ de retard a la condensation H,_ est tel que pour h inférieur a
H,, le matériau soit toujours a 1’état supra et le champ de surchauffe
Hg, est tel que pour % supérieur a H, le matériau soit toujours a 1’état
normal. Pour 4 compris entre H, et H,, le matériau est soit 1’état normal
soit a I’état supra. Une solution de (£, ) est dite stable si elle minimise
AG, métastable si c’est un minimum local de AG et une solution instable
sinon.

H,, est la plus grande valeur du champ %2 pour lequel le probléme
(Z;4) n’admet pas de solution stable ni métastable avec f non identique-
ment nulle. Or f identiquement nulle étant toujours une solution du
probleme (£y,), Hy est la valeur de h pour laquelle toute solution de
(Z 74) de la forme (0, A ; a, h) devient instable : le champ H, sera donc
donné par les solutions triviales singuli¢res du probiéme (2, ).

1.3. Les parameétres du probléme.

— Le paramétre «, appelé paramétre de Ginzburg-Landau sera fixé dans
toute 1’étude. Il caractérise le supraconducteur.
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UN PROBLEME DE BIFURCATION 239

— Le parameétre a (épaisseur du film) est un paramétre « gouvernant ». 1l
varie dans l’intervalle ]O, + oo[; et nous étudierons H,. en fonction de
a.

— Le champ magnétique extérieur A est tantdt un paramétre, tantbt une
inconnue ; c’est un parametre dans le probléeme (.@fA ), mais une inconnue,
fonction du parameétre a dans la recherche des valeurs critiques H,, et
Hg,.

II. UN PROBLEME DE « VALEURS PROPRES »

2.1. Conditions nécessaires et suffisantes de bifurcation du probléme

(2 14)

Rappelons le probléme (&;,): étant donnés «, a=0 et ~>0, on
cherche f et A tels que

@.1) {—f” +a’k¥ =1+ f2+a*h?A%f =0 dans 1- 1/2, 1/2]

(2,)) f'(x12) =0 feH*(—1/2,1/2)
7 2.2) {— A" +a’f?A=0 dans ]- 1/2, 1/2
A1) =1 Ae H¥-1/2,1/2).

Pour tout couple (a, h) € J0, + oo x ]0, + oo[ le probléme (.@M) admet
les solutions (0, x + ¢ ; @, k) ol ¢ € R. Ce sont les seules solutions telles
que: f=0.

Dans C. Bolley [3], on étudie l’existence de solutions bifurquées du
probleme (9fA) a partir de solutions de la forme (0, x + c¢; a, h).
Rappelons quelques définitions et résultats démontrés :

DEFINITION 2.1 : Les solutions (0, x + ¢ ; a, h) sont appelées solutions
triviales du probléme (P, ).

DEFINITION 2.2 : Nous dirons qu’une solution triviale (0, x + ¢ ; a, h) est
un point de bifurcation pour le probléme (2, ) si pour tout voisinage V de
©O,x+c;a,h) dans  H?*(—1/2, 1/2) x H*(— 1/2, 1/2) x 10, + oo[ x
10, + oo, il existe une solution (f, A;a, h + 6h) de (Q’M) dans V avec f
non identiquement nulle.

a est fixé ; h est le parametre de bifurcation.
PROPOSITION 2.3 : Soit (a, h) € 10, + oo[ x ]JO, oof
i) une condition nécessaire pour que (0, x + c; a, h) soit un point de
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240 C. BOLLEY

bifurcation pour le probléme (P;,) est qu’il existe une solution ¢ non
identiquement nulle du probléme suivant :

— "+ a*h?k?(x+c) e —a’k*e =0 dans I=1-1/2, 1/

(2.3) {
' (x1/2)=0 ¢ € HY—1/2,1/2)

ii) une deuxiéme condition nécessaire pour que (0, x + ¢ ; a, h) soit un
point de bifurcation est que :

(H,) j (x+c¢)pldx=0
1

ol ¢ est une solution non identiquement nulle de (2.3).

La démonstration est donnée dans C. Bolley [3].

Le probléme (2.3) sera appelé « probléme de valeurs propres » par
analogie avec les problémes de valeurs propres habituels.

La proposition suivante montre ’existence de solutions de I’équation
(2.3), pour tout a >0 et tout ce R :

PROPOSITION 2.4 : Etant donnés a=0 et ce R :

i) il existe une infinité dénombrable de valeurs de h telles que (2.3) ait une
solution

il) il existe un h positif et un seul, tel que le probléme (2.3) ait une solution
@ Strictement positive et une seule (@ une constante multiplicative prés) dans
- 1/2, 1/2L.

iii) les applications qui a a > 0 et ¢ € R associent h et ¢ donnés par ii) avec
@ de norme 1 dans Lz(— 1/2, 1/2), sont analytiques sur 10, o[ x R.

La démonstration est donnée dans C. Bolley [3].

Remarque : Sous ’hypothése ¢ = 0, la condition (H_) de la proposi-
tion 2.3 est vérifiée par toute solution de (2.3), puisque x¢ > est alors une
fonction impaire. Il en résulte donc que, pour tout a =0, la solution
(0, x; a, h) du probléme (#;, ) ou h est donné par ii) de la proposition 2.4,
vérifie les deux conditions nécessaires de bifurcation du probléme
(24 ) données dans la proposition 2.3.

Les paragraphes suivants étudient 1’existence d’autres solutions des
équations (2.3) et (H,) simultanément.

Dans C. Bolley [3], on montre que les deux conditions nécessaires de
bifurcation (2.3) et (H_) sont aussi des conditions suffisantes de bifurcation
du probleme (£;,); et plus précisément, on montre que pour a fixé et
c tel que (2.3) (H,) aient une solution, il existe une courbe de bifurcation
(f. A,; a, h,) paramétrée par un parameétre ¢ positif ou négatif et issue du
point (0, x + ¢ ; a, h) avec f, non nulle et a indépendant de .
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UN PROBLEME DE BIFURCATION 241

2.2 Etude du probléme de valeurs propres (2.3) dans le cas ou ¢ = 0

11 résulte de la proposition 2.4 que pour tout a > 0, il existe 2 = h(a) =0
unique tel que le probléme, noté (2)):

2.4 {~ 0" +a*h?k?x*¢ —a*k?¢ =0 dans 1-1/2, 1/
' (x12)=0 ¢ e H*(-1/2,1/2)

2.5) ¢ =0 dans ]-1/2, 1/

avec

€29
Il ”L"(— =1

ait une solution ¢.

2.2.1. Etude des variations de h et de ¢ en fonction de a

PROPOSITION 2.5 : Soit (a, h, ¢) tels que (P]) soit vérifié, alors :

i) im 2=+ o

a—0

ii) I'application qui a a = 0 associe h = O est strictement décroissante sur
10, + oo[.

iii) lim A =« .
a— oo

Démonstration : Nous noterons dans cette démonstration et les deux
suivantes, b, = h et ¢, = ¢, le réel h et la fonction ¢ tels que le probléme
(2)) soit vérifié.

i) En intégrant 1’équation (2.4) sur l’intervalle ]— 1/2, 1/2[, il vient :
2.6) a’ hZ J x? @ dx = J ¢, dx
I I
et ¢, étant positive dans - 1/2, 1/2[:

J x?p,dx <
!

f e, dx.
I

2.7 a® hg; 4

B -

Il en résulte immédiatement que :

et donc :

lim A, =+ 00.

a-0

vol. 26, n° 2, 1992



242 C. BOLLEY
ii) La solution ¢, du probléme (9’,?) étant paire, nous pouvons ramener

le probleéme (2.4) (2.5) a un probléme sur ]0, 1/2[:

2.8) {—<p,;'+a4h2,<2x2<pa—a2x2<p,,=o dans 10, 1/2[

0, (0)=0; ¢,(1/2)=0

avec ¢,> 0 dans ]JO, 1/2[.
L’équation (2.8) se ramene a une équation d’Hermite par le changement

de vanable :
t=a\/xh,x.
Soit y() = @ (x), alors:

¢, est solution de (2.6) si et seulement si y est solution de :

(2.9) —y"(t) + (tz—hi ) y(t) =0 dans ]o,a Vz"h“[
(2.10) y'(0)=y'(a—V2Kh") -0.

Cette équation (2.9) est I’équation d’Hermite de paramétre 7 = «/h,.
Or la solution y de 1’équation :

(2.11) —y"+ (t*~n)y=0 dans 10, + oo[
vérifiant les conditions limites :

(2.12) y(0) =yo; ¥'(0)=0

est donnée par :
2

4 o
y(t)=yoe > Y &%
p=0

{C():l
ol A—7)S5—7)... 4p—3—7)
C2p = @p)! p=1

(cf. B. M. Levitan and I. S. Sargsjan [12] par ex.).
Le rayon de convergence de la série ) ¢, t?P étant p = + 00, nous

pouvons dériver sous le signe 3 ; il vient:

(2.13)

12

) - - 1-— .. @p-3-—
y(t)=y0te 2<_7I+Zt2p( 77) ( p
p=1

Qp+ !

")up—nﬁ
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UN PROBLEME DE BIFURCATION 243

* lorsque n < 1:
ce qui équivaut a i, > k, tous les termes de la série sont positifs, et le
rapport entre le terme général de cette série et celui de exp(— x%2), soit :

1-7)... 4p-3-m)2p - 7’);2?”
2p+ )

_._1_ tZP

2 p!

_(d-m)...4p—-3-1m) _
= 2p+ i Q2p—-—m)2p't

tend vers + oo lorsque p tend vers + 0.
Il en résulte que :

lim y'(t) = + «©.

t— + 0

D’autre part, pour tout ¢ =0, y(¢) est du signe de y, car :
VneN c¢,, estdusignedey,.
Il résulte alors de 1’équation :
y'(t)y=(*—n)y@) telo, +wol,

le diagramme de variations de y suivant (lorsque y, est choisi positif) :

t 0 JYn +00
t) +
y"(t)

- 0 +
y'(t) (_)\_ / +o0

Il existe donc un unique #, dans I’intervalle ]0, + o[ tel que :

Y () =0 et tye N7, +of.

Il en résulte immédiatement que :

LEMME 2.6 : Pour tout h, > «, il existe une valeur de a et une seule telle
que le probléme (2.9) (2.10) ait une solution.

a est donné par la relation :

2t

,/Kha.

a =

vol. 26, n° 2, 1992



244 C. BOLLEY

Le lemme 2.6 assure la bijectivité de 1’application a — h, = h(a) de
10, + oof sur ]x, + cof.
* lorsque 1 < <2:
ce qui équivaut a k, € Jx/2, «[:
Tous les termes de la série (2.13) donnant y'(z) sont négatifs.
Comme de plus : y’'(0) = 0O, le probléme (2.9) (2.10) n’a pas de solution.
Il en résulte, par continuité de Ak, par rapport a a, que :

h,(10, + o) = ]k, + oo[.
L’application 4, est donc décroissante sur ]0, + co[ et :

lim h, =«
a - o
* lorsque m =12 :

Il existe, pour certaines valeurs de 7, d’autres solutions au probleme (2.9)
(2.10) ; mais, d’apres 1’unicité de la solution positive du probléme (2.3) pour
a fixé (proposition 2.4.ii)), les solutions existant pour 1 =2 changent de
signe dans ]0, [ et donc ne nous concernent pas.

PROPOSITION 2.7 : Si pour tout a=0, (h, ¢) vérifie le probléme
(P) alors :

i) im ¢ =1 dans H(- 1/2, 1/2).

a—-0
i) lim a?h?=12.
a-0

Démonstration : Soit encore h,=h, ¢, = ¢.
i) Montrons tout d’abord que (ah,) reste borné lorsque a tend vers O :

y' vérifie :
a./kh

2

cette condition équivaut donc a:

a’«h, 1
0=—n+—4—§(1—n)(2—n)+
o (@xh\P(1—m).. (4p—3 =)
+Ez( ’ ) 5Gr @p-n).

Les termes de cette derni¢re série étant positifs, il en résulte que :

a’kh

24

“1-n)Q2-m)<mn avec n=§
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UN PROBLEME DE BIFURCATION 245

3 2
azhg(z— h:+ (hi) ><24.

Soit a tel que @ < 2/« et soit a < a, alors, d’apres (2.7) :

c’est-a-dire :

h,=

a

QTN

et, puisque 7 < 1, nous avons :
25,2(3 3 _
a’hg(3-5ar) < 24
donc :

a’hl<

1 —=ak

BN — | o0

le produit a? hf est donc borné pour a assez « petit ».
La fonction ¢, vérifie (2¢) donc :

(2.14) J¢;de+a4h3K2J x?@ldx = a*k?
I 1

ce qui implique :

leall 21,19 = a’ K’
comme de plus ¢, est de norme 1 dans L?(—1/2, 1/2), pour tout
a=0, il en résulte que la famille des fonctions ¢, paramétrée par
a, et notée (¢,), est bornée dans HY(-1/2, 1/2) lorsque a tend vers 0.
En revenant a I’équation (2.4), on vérifie que (¢,), est borné dans
H*(— 1/2, 1/2) lorsque a tend vers 0.
Il existe donc une suite (a,), tendant vers O lorsque n tend vers

+ 00, et telle que la suite (¢4,)n extraite de la famille (¢,), converge

faiblement vers un élément & dans H?(— 1/2, 1/2) lorsque » tend vers co. La
suite (a,) est associée a une suite (%,) de valeurs de 4.

Montrons que @ = 1.
En multipliant 1’équation (2.4) par &, nous avons :

(2.15) J go",":ﬁ’dx-#aﬁhfxzf xztpanqidx—aszj <pan¢dx=0.
1 I I
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246 C. BOLLEY

Et en passant a la limite, quand n tend vers oo, nous obtenons :

e ”Lz(— 12,12 = 0.

Or @ est dans H%(— 1/2, 1/2), &' est donc continue sur [— 1/2, 1/2] et par
conséquent :
"'=0 sur [-1/2, 1/2]
=Cte =c, sur [-1/2, 1/2}.

€ 6

et

Cette constante c, est égale a 1 car, pour tout n € N, ¢, est de norme 1 ;
la limite & est donc aussi de norme 1 dans L2(— 1/2, 1/2), et donc :

=1
constante positive, car c’est la limite d’une suite de fonctions positives.

La sous-suite (¢,), converge donc faiblement vers 1 dans

H*- 1/2, 1/2) ; par unicité de la limite, il en résulte que toute la famille
(¢,), tend vers 1 dans HZ?(—1/2,1/2) faiblement, et donc dans
H'(- 1/2, 1/2) fortement.

ii) En passant a la limite, a tendant vers 0, dans 1’équation (2.6), il vient
immédiatement que

lim a®h? = 12
a—0

car ¢, tend vers 1 dans L?(— 1/2, 1/2) et donc dans L'(— 1/2, 1/2).
PROPOSITION 2.8 : Si pour tout a=0, (h, ¢) vérifie le probléme
(9’,‘,’) alors, lorsque a tend vers + o0 :
i) xp tend vers O dans L*(— 1/2, 1/2).
ii) @2 tend vers &, dans 2'(1- 1/2, 1/2]).

Démonstration : Soit donc comme précédemment, h, = h et ¢, = ¢.
Il résulte de 1’équation (2.14) que :

h? J x’@ldx < 12
I a
or, d’aprés la proposition 2.5 :

lim h, = «.

a— oo

Il en résulte que :

lim x2<p3dx=0
a—-o JJ

c’est-a-dire que x¢, tend vers 0 dans L?(— 1/2, 1/2) lorsque @ — + 0.
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Remarque : La famille (¢,) converge faiblement vers 0 dans
L%(— 172, 1/2) ; en effet : la famille (¢ ,) étant bornée dans L2(—1/2, 1/2), il
existe une sous-suite (a,) qui tend vers O et est telle que la suite
((pa") converge vers une limite ¢, faiblement dans L2(—1/2, 1/2), lorsque

n tend vers + 0.
L’application :

1 1
qoeLz(——,—> —>J~x2<p2dx
2°2 7

étant convexe et continue sur L %(— 1/2, 1/2), elle est faiblement s.c.i. sur
L*(— 1/2, 1/2) ; nous avons donc :

n—+ o

J x? @ddx < lim inf J. x2 ‘Pazn dx =0
1 I

donc :
(00 = 0 .

Par unicité de la limite ¢, il en résulte que la famille (¢,), toute entiere,
converge faiblement vers 0 dans L%(— 172, 1/2).

La famille (¢), ne peut pas converger fortement vers O dans
L*(— 1/2, 1/2) car la limite forte ¢, = O devrait vérifier || ¢l = 1, ce qui est
faux.

Montrons ii) :

Soit (a,), une suite de réels positifs qui tend vers + oo lorsque
n — + 00, et soit (f,), la suite définie par :

N =

(pgn(x) si x€ —l,
Fulx) = [ 2

0 si x| >=.

x Pour tout n€e N et tout xe R, f,(x)=0.
= Soit [x;, x,]1 = 10, + o[ (la démonstration serait analogue dans le cas
ou [x;, x,] = ]~ o0, 0], alors:

X
J 2fn(x) dx = J . <pa2n(x) dx
X, [xy, xz]ﬂ]O,i

donc :

2 1
xyJ-1
1¥=3

. 1 1
Xy 1 inf X3 1 5
J’ f,,(x)dxs-zj~ ( )xz(pf dx = = x2<p3 dx
X X1 Vx, " *
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avec d’apres i) :

lim j x*@ldx =0
1

n - 0

donc :

lim sz,,d)c:O.
X1

n—

* Pour tout x, tel que |xp| = 1/2 et tout n € N :

JX‘) FaG)dx =1

et pour tout x; tel que x>0 et xy < 1/2:
Xg 12
lim fax)dx=1-2 lim fax)dx=1.

n— - Xp n— 0 X0

Il résulte donc d’un théoréme classique (cf. L. Schwartz [16]), que :

lim f,=6 dans 2'(R)

n — o
et donc que :

lim @2 =6 dans 2'(]-1/2, 1/2]).

n— oo

Ce résultat étant vrai pour toute suite (a,), de R* qui tend vers
+ oo quand 7z tend vers + 00, nous avons :

lim ¢2=46 dans 2'(]-1/2, 1/2).

a— o

Les estimations suivantes, obtenues par des méthodes semi-clasiques (cf.
B. Helffer [8] et [9]), nous donnent un bon contrdle de &2 et de
¢ lorsque a tend vers + oo.

PROPOSITION 2.9 : Soit, pour tout a =0, (h, ¢) vérifiant le probléme
(92), alors, il existe cy=> 0 tel que, pour tout a = ¢y :

a’kh

i) h—K=27T‘”2a:<”2h3’2e_7<1+ 2 +0( 412)>
a’kh a’h
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i) et il existe une constante ¢, > 0, indépendante de h et de a (a = c,), telle
que :

5
sip e - — 1 oo| =e e m
xe 12,172 a’(hk )
ou :
a*xh 2 a®rh 2
- x - X 1
plx) = 7 e 2 4 pu@)ie ? <1+_—212—+0<_4))x
X 2x‘a‘kh X

X (EQ2x)—- E(-2x))

2
_y4 _ 9Kk
p,(a)=7r2 e * (1+ 2 +0( 1 ))

a’kh a*h?

—_—

et ou E est une fonction de troncature, = € C °(R), telle que :

E(x):\l si x=3/4
0 si x=1/2.

Démonstration : Le probléme (2.4)-(2.5) s’écrit de maniere €quivalente :

2.16) {f:f:Af cians I =1-aal
f'(xa)=0, feH*-a, a)
f=0 dans - a, af

avece :

Pf=—f"+x*f
&:‘—zx/xh; A:i
2.17) 2 h

et fla/rkhx)=ahe) o).
Nous supposerons que f vérifie la condition de normalisation :
"f”LZ(_a,a) =1
Notons que cette condition équivaut a :

e ||L2(—— = L
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i) Montrons tout d’abord que lorsque & tend vers + oo :

1@, )
(2.18) A —1]| <Ctea’e *? 16 (1+0((T)2>).
a

L’équation : Pf = f admet sur R un systtme de solutions linéairement
indépendantes f, et f, qui vérifient :

x2

fix) =e 2 VxeR

X

[N}

_ 21 1 1
falx) =e ;<1+2_x2+0 i lorsque x — + o©
avec :
x2
fox)=e? (1——1—2+0(l)> lorsque x — + o©
2 x x*

(cf- Y. Sibuya [17] par exemple).

La dérivée f, étant positive lorsque x — + oo, la fonction f, est croissante
pour a assez grand.

D’autre part la fonction f,(—x) étant aussi solution du probléme
Pf = f, on cherche une solution approchée f° de f, sur ]— @, a[, de la
forme suivante :

x2

(2.19) Fx) =B e 2 + u@) fr(x) E(

N

)+V(<7)fz(—x)5<—

Qf | =

ou B, m(a) et v(a) sont tels que :
|if_d||L2(_§’ E) = 1

et F)' (xa)=0

p—

Z est une fonction de troncature, = € C ®(R), définie dans la proposi-
tion 2.9.

Or (f%)' (@) = 0 équivaut a:

_ —_ —@)? 1 1
(2.20) w(@) = pPae ()<1+2(a)2+0((5)4>>
F' (—a) a: v (@) = p(a)
et B=a"1"10( (E)ZE) lorsque @ — o
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puisque :
7 -—
"f "LZ(—E.E)_l
Y 7 a
« B’ e~ dx —2 e"‘zdx+4'u(a) —1(1+L+0(_1—)>x
R a B gx 2 x? x*
XE()—C)dx
a
w(@y\? [ 21 1 1 =2 % _
w2457 f s{regro(5)) =(5) & -
avec :

et:

car les fonctions a intégrer sur [a/2,a] sont positives sur l’intervalle
considéré.

f, et f, étant solutions de : Pf = f, nous avons :

Pfé=fi+w®

avece

3
il

= 2 o (3) o= ()
S22 2 (3) s 7 (5)).

La dérivée f, est croissante sur I’intervalle [@/2, 3a/4] pour & assez grand,
car :

i) = (®=1) fr(x)
est positif dés que x = 1.
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’

Par conséquent, =’ et =" étant bornées indépendamment de a :

a < — a2 =\112 1 1 3a
|w ”Lz(_a’a)\Ctee (@) (1+0(a?2>) (C—7f2<7>+

@), 1
—Ctee ? (1'16)(5)1’2<1+0<§))

ol la constante est indépendante de a.
D’autre part, si Sp (P ) désigne le spectre de 1’opérateur P :

IP =172 0= 17, .d(Sp (P), 1) =d(Sp (P), 1)

-aa)
car P est un opérateur auto-adjoint et f° est de norme 1 dans L?(— @, a).

Or par symétrie et parce que la premiere fonction propre du pro-
bléme (2.16) est la seule fonction propre, de ce probléme, qui ne change pas
de signe sur ]— a, a[, nous avons :

A=

ou 7 est la premiére valeur propre du probleme (2.9)-(2.10).

Or, 7 = x/h, et h, sclution de (.97’,?), tend vers « lorsque g tend vers
+ oo (d’apres la proposition 2.5). Il en résulte que 7 tend vers 1, lorsque
a tend vers + oo, et donc que A tend vers 1, lorsque & tend vers
+ oco. Par conséquent :

dSp (P), 1) = |A —1].
Il en résulte (2.18).

ii) Soit maintenant I7, la projection orthogonale de L?*(— &, @) sur
I’espace propre associé a la valeur propre principale de (2.16) ; et soit:
v? = II, £, alors :

Pv? = A0
Définissons
Gi= (¢ eL¥~a, a); (¢ v°) =0}
et Fi= {¢eH*(—a,a)nG% ¢'(xa)=0}, alors:

(P — A) étant un isomorphisme de F? sur G?:
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¥ —fl= P - Ay (A -1D) 4
22 hw e (L) s hen (-2
a a a
x

2#(5)

(fé(x) E'(
a

Or, par définition de la norme d’un opérateur linéaire et en utilisant la
caractérisation variationnelle des valeurs propres de (P — A)~!, nous
avons :

” (P —A )— IHE(GE, F7) =
-1
g NP e
fEGﬁ ”§”L2(_a a)

up ”5”1-12(_5,5) _ " l/’"HZ(_a, a)
e FT “(P_A)g“LZ(—E,&) (/\1_/\)”‘//||L7-(_a,a)

3

ot A; est la deuxi®éme valeur propre de (2.16) et ¢ une fonction propre
associée.
Nous avons :

donc, d’une part :
1o a =< @+ ADN N 2 g 5
et d’autre part, par une intégration par parties :
P R L1 2
donc :
|’ Iliz(_a,a) s Ay “22(_ @, a)”
Il en résulte que :
I ‘/’”HZ(-a,a) <@+ A+ 1) ‘/’"L2(—a,'&) :
Par conséquent :

@+ A+ 1)

—1
” (P —-A) “g(Gﬁ'FZ)$——AI———A— .
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Or, A tend vers 1 lorsque @ tend vers + o0 et A; est minorée par une
constante strictement supérieure a 1, en effet :

Nous pouvons étudier A; en reprenant la démonstration de la proposition
2.5, et en considérant la solution z de 1’équation (2.11) :

—z"(t)+ (t*=7m)z(t) =0 dans 10, + oof
qui vérifie les conditions limites suivantes :
z(0)=0; z'(0) =z,.
La solution de ce probléme est donnée par :

- ©

2 2p+1
z(t)y =zge ° ) Cyp  t°P7

p=0
C1=1

c _B-mT-m)... 4p—-1—17)
p+l ™ Qp+ 1)

pour p=1.

En dérivant sous le signe ) , ce qui est possible puisque le rayon de

convergence de la série est + 0o, nous obtenons :

-5 2
(1) =z5e 2(1+(1_277)tz+(3;4") t 4
+ ) (3_77)(7—18},")|(4p_5_7')(2p—1—n)t21’) .
p=3 :

Il en résulte que z'(¢) ne peut s’annuler que pour 7 < 1.
Supposons donc : 1 < 7.
Une étude de la fonction :

. . mn-—1 B-=1) 2
fX)y=1 5 X+ 7 X

sur l’intervalle ]0, + co[, montre qu’elle admet un minimum sur cet
intervalle en un point X, tel que :

2
f(X0)=———(n +6m-15 avec : X0=——6(n_1)

2(3 - n)? 3-1n)

f (Xp) ne peut donc étre négatif que si 7 est supérieur a la racine positive de
(n?%+ 671 — 15), c’est-a-dire :

n=>=19.
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Le reste de la série donnant z’ (¢) étant positif peur 7 < 3, il en résulte
que A; est nécessairement supérieur a 1,9. On peut en fait montrer que
A, tend vers la seconde valeur propre (€gale a 3) du probléme :

Pf=upuf sur ]- o0, + ©f

et un résultat analogue pour les autres valeurs propres.
Par conséquent :

P —A) < Cte (a)*.

1 I _?(Gﬁ: F7)

Il en résulte, compte tenu de (2.18) que :
=2

_0((5)36—%(”%))_

Y-z, a)

@2.21) o — 71,

Par conséquent, en utilisant le fait que (v? — f%) est orthogonal 2
v? et en posant :

v BI T
f% 9
nous avormns :
a0 —@? (142
2.22) A =(P”_"f)=,\a+o((a)se @ (1+35 )

(% o)
(cf. B. Helffer [9]).
A% est une approximation de A que 1’on peut calculer ; en effet :

PF 7 - (f‘“ﬁ):zma)(— (fz(f)E(’é>>"+
+x2f2(x)5(§) —fz(x)E(g),F> .

En intégrant deux fois par parties ce produit scalaire défini sur
1- a, al, nous obtenons :

(Pf_avf_a)_(f—a’f—a)z

—2 u(a) f3(a) f7(@)
-2 w@y (fz(x) =(2).=(2) ¢ (x))
—§< “;—) )2 (fz(x) =(%).=() fz(x)> .
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Or, grace a (2.19) et a Pexpression de f,, nous avons lorsque
a tend vers + 00 :

f3@) fi@) = f3(a@) (Bf1(@) + n (@) f,(a))

)

(1-gmro(z))ee
e(eeo( 1)
i ( 7

et les deux derniers produits scalaires sont de 1’ordre de :

=2
Io) (6_ a(l+ 3/4))

a

BT = G —4m Mg (1 n0( 4 )
a
Comme de plus fZ? est de norme 1 dans L?(— a@, @), nous avons :

A“l=1—4w—1’25e-‘72<1+i_2+0<i)) .

2a at

11 résulte alors de (2.22) que:

(2.23) A=1—4w—1’2ae—ﬁz(1+i+0< L ))
2 @

at
C’est-a-dire i) de la proposition 2.9, dans les parametres et variables
initiaux.
iii) Montrons que, pour & assez grand :

"f——f-a”HZ(—a,a) <Ctee
et tout d’abord que :

17 - "a”Lz(-~ D= lv® _FHLZ(—MY

a,a

Cette inégalité est équivalente a :

17122 a2y = 245 09 + 1911

LZ(—a,rz)S
=712 w4 . an2
ol A PO (UL DR L PRV

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
Mathematical Modelling and Numerical Analysis



UN PROBLEME DE BIFURCATION 257
et donc, puisque f et f? sont de norme 1 dans L%(— @, @) :
< (fL ) = (f, )
or, v? étant la projection de f° sur l’espace propre engendré par
f:
vi=af

avec @ >0 car v >0et f >0, et @ <1 car:

“vE”LZ(_a,a) = |‘H5F|| = “F"l_z(_a,a) =1

L¥-aa)
et 17 =1
et d’autre part :

Fo=v"+ @) avec (), %) = (), f)=0
donc :

(7o 0™ = o) = @ 7] = o2
et (f, ") =a avec O<a=<1.
Il en résulte que :
(f. o) = (F% %)

d’ou I’inégalité énoncée.
Et par conséquent, d’aprés (2.21) :

5 a* 7
— - — — — - —= {1+
”f—fauLz(_a_a)$\/2||v"—f“||L2(_a,a)sCte ale ? ( 16

D’autre part, f vérifiant (2.16), et f vérifiant :
PfP=f*+w®
f(xa)=0

nous avons :
PE-F=F -+ A-1f-»
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et donc par une intégration par parties, aprés avoir multiplié par
0 -r9:

[ g-rras|

Bl

xz(f—f_”)2 dx =
= (A _.1)Ja_f{fl—jﬁ)dx+-Ja_(f——f“)zdx—-ja_wﬁ(f-—fq)dX-

Grace aux majorations précédentes de |[A — 1|, || — 77| Leam
| weli L%z ay St €N tenant compte du fait que les deux termes du premier
membre sont positifs, nous avons :

= Fav||2 e 7 a2
I GF =7 o gy =12 = U =Pl o gy IF = F7

+ "Waan(_a,a)”f__f-a"f}(_a'a)

_2(1+L
<Cte (@) e ( 16

Enfin :

F=F)=x*F-FH+ Q- f+w'—(f-f) dans ]-a, al

donc :
“ (jr—_fa)"”ﬁ(—a,a)s az—l)nf"fanzz(—a,ﬁ)

+ |1 _‘/\l + ”WE”LZ(_—

a,a)
=2
2+§ —% (1+116)
=Ctea e

et donc :

9y 2 (1+1) )

7 _fa -2 72 16 8

i ||H2(_a,a)sCte @?e <Ctee

et comme H (- a@, @) =« C%[- a, a)) avec injection continue, il existe deux
constantes ¢y et c¢; positives telles que, pour tout @ tel que @ = ¢ :

352
Sup |f(x) - fAx)| <cie ®

x€ [-a,a)

I1 en résulte ii) de la proposition 2.9, en utilisant les changements de
variables (2.17).
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2.2.2. Résolution numérique du probléme (P))

On cherche dans ce paragraphe a calculer numériquement la valeur
positive de & définie par ii) de la proposition 2.4 ainsi que la solution
¢ du probleme (£)) correspondante, lorsque ¢ est nul et lorsque
a décrit ’intervalle ]0, + oof.

2.2.2.1. Principe de résolution

k, a et N e N étant donnés tous positifs, on définit une subdivision
réguliere (x;) de l’intervalle ]— 1/2, 1/2[ par:

xi=((-N-1)dx i=1,..,2N+1 avec 2Ndx=1.
Pour # donné, arbitraire, 1’opérateur :
—A+a* Wk x20HY (- 1/2, 1/2) - L3~ 1/2, 1/2)
est approché par :
A+ @R Ay, s REV L REV 4L

ou 4, est I’opérateur de différences finies habituel dans la discrétisation du
Laplacien.
Le probléme approché s’écrit :

@ 1 0 ?1 ®1
A2, I a, 1 0 ®2 - _ (dx)Pa?k?] 2
0 Layyii/ \Panvai PanN +1
ol ;= (x;)
et a,=—1-a*h? kX dx)Y4
a;=—2-a*h? k¥ (x;)* (dx)* i=2,..,2N
ayy 1 =—1—a*h?k(dx)Y4 .

Soit A la matrice du systtme (AZ,). La solution h de (£)J) est
déterminée de telle sorte que la premiére valeur propre # du probléme :

¥ ®1
A L] =p P2
PaN +1 P2N +1
soit égale a: — (dx)?a’«2
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On utilise la méthode de la puissance itérée inverse pour calculer la plus
petite valeur propre u de A, et une méthode de dichotomie pour la
détermination de A. L’approximation (¢,;i =1,...,2N +1) de ¢ est

alors obtenue en normant la fonction propre obtenue par la méthode de la
puissance itérée.

2.2.2.2. Résultats numériques

Des calculs ont été effectués sur le VAX 8700 de I’E.N.S.M. avec

« = 0,062, valeur caractéristique de l’indium. Ce matériau a été étudié
expérimentalement par Y. Pellan.

La figure 1 représente la courbe s = h(a) obtenue par lissage d’une
vingtaine de points (a, #) avec a € [1,5, 100] lorsque N = 40.

Les résultats numériques concordent avec les résultats théoriques du
paragraphe 2.2.1 :

— décroissance de la courbe & = h(a)

— comportement en V12 du produit a# lorsque a tend vers 0
— h(a) tend vers « lorsque a tend vers + oo.

03 A
06
04 - ,

02 S

o0

T
70 80 90 100 a

Figure 1. — h(a).

La figure 2 représente des fonctions propres ¢ obtenues pour différentes

valeur de a; elle confirme que ¢ est de plus en plus « raide » a I'origine
lorsque a croit.
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¢
35

3 0.‘1 .'.'a=200

o-O—
o0 T

T e
-03 -¢2 -01 00 01

Figure 2. — Fonctions propres ¢ pour différentes valeurs de a.

2.3. Etude du probléme de valeurs propres dans le cas ou ¢ est non nul : le
probléme (£,)

2.3.1. Le probléme de bifurcation en ¢ = c(a)

Soit (2.) le probléme posé dans le paragraphe 2.1 :
étant donné a = 0, trouver ¢ € R tel qu’il existe 2> 0 et ¢ solutions de :

(2.24 {— e"+a*h* ki x+c) o —alkle =0
' (=1/2) =0 ¢ € H¥(—1/2, 1/2)

(2.25) ¢ =0 dans ]-1/2, 1/

(226) “ @ ||L2(— 12,12 = 1

(Zw
(20

(HC)J (x+¢)eXx)dx=0.
I

Considérons 1’application G définie par :
G:Rx 10, + 0o[->R

2.27) (c,a) »G(c,a)=c + J x¢ 2dx
I

oll ¢ est la solution des équations (2.24)-(2.25)-(2.26).
Le probléme (Z2.) consiste a déterminer les couples
(c,a)e R x ]0, + of tels que :

(2.28) G(c,a)=0

sachant que pour tout a > 0, (0, a) est une solution triviale de (2.28) et de
(2.).
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DEFINITION 2.11: Nous dirons qu’une solution triviale (0, ay) de
(2 _) est un point de bifurcation du probléme (2,), si pour tout voisinage V
de (0, ay) dans R2, il existe une solution (c, a) de (2,) dans V avec ¢ non
nul.

Les propositions suivantes donnent des conditions nécessaires de bifurca-
tion du probléme (£.), qui sont équivalentes entre elles.

2.3.2. Conditions nécessaires de bifurcation du probléme (2.)

PROPOSITION 2.12 : Une condition nécessaire pour qu’ une solution triviale
0, ay) de (P,) soit un point de bifurcation pour (P_) est qu’il existe une
solution ¢ du probléme suivant :

229 {—¢”+a§h§x2x2¢{/—a§l<2¢p=—2a§h§x2xrp0
' Y(=1/2)=0 yeHXN-1/2,1/2)
(2.30) (po ¥) =0
telle que :
(2.31) J‘x¢0llldx=-l
; 2

ou ¢ est la solution du probléme () associée a ay et hyg.

Démonstration : L’ensemble { (0, a), a > 0} constitue une courbe de
solutions tiiviales de (2.28). 7 et ¢, solutions de (2.24), admettant, d’apres
la proposition 2.7, des dérivées partielles continues par rapport a
¢ et a sur R x ]0, + oo, une condition nécessaire pour qu’il existe une
courbe de solutions (c, a) bifurquée, issue d’un point (0, @) est que :

0G (0, ay)
e 0

car sinon le théoréme des fonctions implicites assurerait ’unicité de la
courbe de solutions de (2.28) passant par le point (0, qp). Or :

(2.32) V(c,a)eRx]O,+oo[:£—%%’—a-)=1+2jtcpz//dt
I
ou Y = %—% est la solution de :

_ «p"+a4h2K2(x+c)2|//—a2K2z//

233){=—-2a*hdh k¥ (x+cY e —2a*h*k* (x+¢) o
¢'(£1/2) =0

2.34) (¥, ¢)=0
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oh
et oh=—(c,a
=1 (0

les équations (2.33) et (2.34) étant obtenues par dérivation par rapport a
c des équations (2.24) et (2.26).

LEMME 2.13 : a) Soit (c, a) € R x 10, + o[ et h solution de (P}) alors :

J (x +¢) @2dx
h I

5—(;(0,(1):—

J (x+¢)? %dx
I
b) les conditions suivantes sont équivalentes :
1) 3h (c,a)=0
ac
ii) G(c,a)=0

c) si i) ou ii) de b) est vérifié, alors :

2J (x+c)eydx+1
!

2

e ay=—h

dc J (x +¢)? o2dx
1

ou ¢ est la solution de (2.33)-(2.34).

Démonstration : Si ¢ est solution de (2.33)-(2.34), le second membre de
cette équation est orthogonal a ¢ donc

(2.35) 8. J x+c)Ye?dx+h J (x+c¢)e2dx=0
I I
¢ étant de norme 1 dans L*(— 1/2, 1/2) :
J x+c)Yoelde#0
I

a) en résulte immédiatement.
b) est une conséquence de a).
Pour montrer c¢), posons :

a%h 92
3Zh=— et 82 = —2; .
ac? oc
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En dérivant (2.33) par rapport a ¢, nous obtenons :
— (32¢)" +a* h? k*(x + ) (3¢ ) — a® k (37¢)
=—4a*hPr) kX (x+c) ¢y —4a* Wk (x+c) ¢
~2a*@hY k¥ (x+c) e —2a*h(@h) kK (x+c) e
—8a*h(3h) Kk (x+¢c) ¢ —2a*h*k?e
(%) (x1/2) =0
avec 9,2 = 0 lorsque i) ou ii) de b) est vérifié€.

N

La condition d’orthogonalité a2 ¢ du second membre de 1’équation
implique immédiatement c).

Compte tenu des relations (2.33)-(2.34) et du lemme 2.13, la condition
nécessaire de bifurcation :

3G (0, a)
= =

0
s’écrit :

1+2ft¢0¢dt=0
1

avec ¢ solution de (2.29)-(2.30).

PROPOSITION 2.14 : Une condition nécessaire, équivalente a la condition
donnée dans la proposition 2.12, pour qu’ une solution triviale (0, ay) soit un
point de bifurcation du probléme (2_.) est qu’il existe une solution
Yo non identiquement nulle du probléme suivant :

R a8h§x2x2¢0—a21<2¢0—4a€h§x2x¢0J too o dt = 0
(2.36) !
bi(x1/2) =0 ¢ye HX(~1/2, 1/2)

(2.37) (Yo #0) =0.

Démonstration : Montrons que les deux conditions sont équivalentes :

x sl ¢, est une solution de (2.36) et (2.37) avec ¢ # O alors :

1
car sinon ¥ vérifierait :

— Y +aghic’x*yo—adk?yy=0
Yo(x1/2) =0
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et donc :

l/foza(Po avec aGR*

ce qui est contraire 2 la condition d’orthogonalité (2.37).
Nous pouvons donc poser :

Yo

v=-——
ZJ t(Pol/lodt
1

ceci implique (2.31) et (2.29).

La réciproque est immédiate.

La condition nécessaire énoncée dans la proposition 2.12 peut s’écrire
sous une autre forme équivalente particulierement simple en utilisant les
changements de variable et de paramétres de (2.17).

Le probleme (£?]) équivaut en effet a:

4 (x+EPf=A,f dans I =1-a, al
fl(xa)=0, feH*—a, a)
(2.39) f=0 dans ]-a, al

(2.38) [

avec, comme en (2.17):
C =+«khac; azg\/xh
et f(avrhx)=a"he)" ¢ (x)

(2.40)

A=K
h

c
et la condition (H,) équivaut a:

(H;) r (x+7T) fAx)dx=0.

a

Nous cherchons la solution f de (2.38) (2.39) telle que :
(2.41) ”f”Lz(—&,&) =1.

PROPOSITION 2.15 : Soit f et A les solutions de (2.38)-(2.39)-(2.41) alors :
i) le probléme (P,) est équivalent a trouver T € R, tel que :
3,

oCc

(c,a)=0
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ii) une condition nécessaire pour que (0, ay) soit un point de bifurcation
du probléme (2_.) est qu’il existe une solution y du probléme suivant :

— 2 — - ra
_ II+ —A =_2

2.42) _y x°y _o}’ ; ff_
Yy (xay) =0 yeH(—ay a)

(2.43) (7, f) =0 pour le produit scalaire de [*(— a, @) ,

telle que :
5 (@
(2.44) do+ @ - a0y 22 _ g
f(ay)
a,
ot a, = 3" hx .

La proposition résulte du lemme suivant :

LEMME 2.16 : Etant donnés @ >0 et ¢ € R, la valeur propre principale
Az du probléme (2.38)-(2.39) vérifie :

i) (2.45) Z—f @, a) =2 r (x +T) Px) dx
- B

a

dés que “f—” 1

L¥-a, a) =
NG ay=o@) - o(-7)

ii) (2.46)] ¢

ou ®(C) = (q(@+7T)—A;) f(a) et q(x) = x>

Démonstration du lemme :

1) Comme dans la démonstration du lemme 2.13, on dérive (2.38) par
rapport a ¢, et on écrit que le second membre de 1’équation obtenue est
orthogonal a f.

ii) Résulte de M. Dauge et B. Helffer [5] en considérant le probléme
(2.38)-(2.39), translaté sur l’intervalle 1— a + ¢, @ + ¢[ et en utilisant les
propriétés de symétries :

A

2l

_g=Az; et g ;(x+T)=g;(—x+7)
oll g:(x)=f(x—¢) Vxel-a+c,a+cl

i) de la proposition 2.15 résulte immédiatement de i) du lemme 2.16 et de
la condition (H,)
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i1) de la proposition 2.15 traduit la condition nécessaire de bifurcation :

i“ (x+6)Fdx] -0
ac v_a, =0

par dérivation de ’expression (2.46) par rapport a ¢, puis division par la
quantité strictement positive f2(@).

2.3.3. Etude des conditions nécessaires de bifurcation du probléme (P,)
2.3.3.1. Etude de la condition nécessaire (2.29)-(2.30)-(2.31)

Considérons tout d’abord le probléme suivant :

Etant donné a = 0, soit (k, ¢) la solution du probléme (9’,?). On cherche
¢ solution de :

(2_47){— o' +ath?k?xPyy —a’k?y = —2a*h?k*xe
(2,) Y (x12)=0 ¢ eH (17212
Y1248) (¥, 0)=0.

Ce probleme admet toujours une solution ¢ unique, car le second
membre est orthogonal a ¢.

LEMME 2.17 : Pour tout a >0, la solution ¢ de (2 ,) est une fonction
impaire telle que :

1) ¢ <0 dans 10, 172
ii) ngoll/dx<0.
I§

En effet :

i) ¢ est impaire car ¢ est une fonction paire. Nous avons donc
¢ (0) = 0 et nous pouvons considérer le probleme (.?,,,) sur ]0, 1/2[ et non
plus sur ]- 1/2, 1/2[.

On cherche donc ¢ sur 0, 1/2[ telle que :

249) — ¢" +a*h?*k?x%¢ —a’k?y = -2a*h?k?xep dans 10, 1/2[
2.50) ¢(0)=0 ¢'(1/2)=0.

Soit A4y=— A4+ (@*h?«k*x*— a*«?) 1 alors, la premiére valeur propre
o de 'opérateur A, en restriction a ]0, 1/2[ et muni les conditions limites
(2.50), est supérieure ou égale a la premiere valeur propre A, de
Ay dans ]— 1/2, 1/2] muni des conditions limites de Neumann.

Or Ag=0, donc puy=0
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et toutes les valeurs propres de 4, sur ]O, 1/2[ avec les conditions limites
(2.50) sont positives ou nulles. Mais la solution ¢ de (£, ) est unique, et par
conséquent, toutes ces valeurs propres sont strictement positives.

Comme de plus, le second membre de (2.49) est strictement négatif dans
10, 1/2[, il résulte du principe du maximum que ¢ < O dans ]0, 1/2[.

i1) est alors immédiat car ¢ est positive dans ]- 1/2, 1/2[.

PROPOSITION 2.18 : Si pour tout a =0, (h, ¢) vérifie (P et ¢ vérifie
(2,) alors :
i) lim ¢ = 0 dans H*(— 1/2, 1/2).

a—0

ii) lim xey dx = 0.
a-0 I

Démonstration : Soit A ’opérateur défini de HZ2(— 1/2, 1/2) dans
L2(—1/2, 1/2) par :
A é SAE=—¢"+a*h?k?x%¢

alors Ay = a? k2 est la premilre valeur propre de A pour le probléme de

Neumann sur ]— 1/2, 1/2[.
Soit A la deuxiéme valeur propre de ce probléme ; A, est donné par :

A= inf (A_'f%_)
te {6, or=0y €Il

ol || || désigne la norme habituelle de L2(— 1/2, 1/2) ; donc, si ¢ est la
solution de (2,):
(2.51) Ay, )=, |y )>.

Or:

Ay, p)—a® k2| ¢|? = (f, ¢) ou f=a*h’k’xe
et grice a (2.51):
M =@ lP< o)< IfI- vl

donc, puisque: A; Ay =a’k?:
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Lorsque a tend vers O :
e a’h? reste borné
® A, tend vers la deuxieéme valeur propre du probléme de Neumann

{— A¢ =0 dans }-1/2, 1/2[.
¢'(x1/2)=0

car les valeurs propres de I’équation de Sturm-Liouville sont continues par
rapport aux coefficients. Il en résulte que :

lim A, = 72=0

a-0

et par conséquent :

lim ¢ =0 dans L2%(—1/2,1/2).

a—-0

En revenant 3 I’équation (2.47), nous vérifions que ¢ tend vers O dans
H*(—1/2, 1/2).

ii) est immédiat car :

1
=3 | & “Lz(— 12,172 *

J xo dx
I

COROLLAIRE 2.19 : Le probléme (2.) n’ admet pas de bifurcation au point
(0, @) lorsque a est voisin de 0.

La démonstration est immédiate, puisque d’aprés la proposition 2.18, la
condition (2.31) ne peut pas étre satisfaite lorsque a est voisin de 0.
Soit :

(2.52) ay=sup {a>0t.q.\'/ae]0,a[:~Jx<p¢/xdx<%}.
1

Il résulte de la proposition 2.18 que a est strictement positif.

COROLLAIRE 2.20 : Soit a < a alors I'application : ¢ — h, out h, est la
solution de (9P}) admet un maximum local en ¢ = 0.

Démonstration : L’application ¢ — h, out h_ est la solution de (£f), est
strictement concave en ¢ = 0, car

3.h =0 lorsque c=0

et donc, d’aprés c) du lemme 2.13 et par définition de a, nous avons
lorsque a < ag: 82k < 0.
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PROPOSITION 2.2.1: Il existe ay= 0 tel que la condition nécessaire de
bifurcation (2.29)-(2.30)-(2.31) soit satisfaite.

Démonstration : Montrer qu’il existe g, tel que (2.31) soit satisfaite est
équivalent 2 montrer qu’il existe @, tel que 1’égalité (2.44) soit vérifice.
Notons, pour @ quelconque positif :

A'=a+ (@ - )«0))_:(5)
f@)

et I, = ]— a, a[; nous avons :
a

AT — [ f(x+c)f(x)dx] S [2J
i@ e=0  fHa)l Ji

Or, par définition de ay, (¢f. (2.52)), la condition : 0 < a < @, implique
qu’avec le parameétre a :

xfy dx + 1:| .

a

A?=0.

Nous allons montrer, en utilisant des équivalents de f, A, et ¥ (cf.

B. Helffer [8]), que I’on a I’'inégalité inverse dés que & est assez grand.
I1 résulte de la démonstration de la proposition 2.9, que lorsque
a tend vers + oo :

a

OOILI!

(2.53) Vxe [-a al fx)=Fx)+ 0(

\
ol f? est donnée par (2.19)-(2.20) : c’est-a-dire (dans les notations de cette
proposition et de sa démonstration) :

o) = BF () + 1 @) f(x) 5(

QI =

)+u(a>f2(—x)5(—

Q=

et d’autre part :

2.23 Ag=1—-4 712z 7 1 1 )
.23 0 i ( 2(a)? (a“)

i) Cherchons une solution approchée y° de y.

Nous cherchons en fait une solution approchée du probléme suivant :

2

—Z"+x z_—z'=—2xf7(x) dans ]-a, a[
(2.54) z'(xa)=0 z7eH*-a,a)
(E,JT)LZ( aa)=0~
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La fonction :
yi(x) —xe_3
est la solution sur R du probléme :
— i+ 2y -y =-2xf1(x) xeR
Ov fidrmy =0
7, € LXAR).

La fonction y, étant impaire, il en résulte que z vérifie (2.54) si et
seulement si la fonction :

2(x)=z(x) - By (x),

vérifie I’équation suivante (dans ]- a, a[:

— 7 4 X272 - 7% = = 2 p (@) xf(x) E(

INTRRS
S

X

3w @) xf () E(‘E)

@ f)pqg-aan =0

#(xa)=0 z%e L*(]-a,al)

or, on vérifie qu’une solution y, de 1’équation :

— 95 +x25,— ¥, = — 2 xf,(x) lorsque x tend vers + oo
est telle que :
X2
Fox) =e? 1+——1—+0(i) lorsque x tend vers + oo
2x x4

(le développement pouvant étre mené aussi loin qu’on le désire).
La fonction :
)

nous donnera une approximation de 1’équation (2.54); sur [0, +&]. En
prolongeant par symétrie 1’intervalle [— @, @], la fonction impaire :

BT (X) + (@) To(x) 5(

X X

5.0 + k@50 2 (1) —n@ 50 =(-2)

sera une solution approchée de (2.54), sur [— @, @], orthogonale a la
fonction propre f°.
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Mais cette fonction ne vérifiant pas les conditions de Neumann en
+ a, nous considérons :

2.55) F(x) = BF(x) + (@) Fa(x) 5( z ) w@Fy(—x) E (—f )

@ E(L) wr@ -0 =(-1)

et choisissons p () et 7 (&) tels que y” vérifie les conditions de Neumann en
a et — a, c’est-a-dire :

(2.56) (a)——2,8e(“)()2(1+ 1 +0<—1—>)
2(a) (@)
et pa)y=—7(@).

ii) Montrons que lorsque a tend vers + o0 :

15 @ 7 5 5
_ = _Z (1+L _2
2.57) Sup |FE) - y(x)| <Cte @)? ¢ 2 (16) _ cree

x€ [—a,a]

y% est impaire par construction, et donc orthogonale a f, et elle vérifie :

0= () 07 ()]
3 () oo ()]
22 riw = (3) s ()
2l (5) o ()]

11 en résulte que :

17 = Il 2 g2y =< 1P = A0)”

—aa X

“ L (G% F?)

x[u—m 170 2y + 28 177 = Fll s
Ccerin () 5
eeo@ (3)717(F )+ (F)]]
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d’ou (2.57), par des majorations analogues a celles de la démonstration de la
proposition 2.9.

iii) Il résulte alors immédiatement de la proposition 2.9 et de (2.57) que,

lorsque @ tend vers + oo :
2

)
— —%az
@ +0 (e )
donc, compte tenu des développements (2.19) et (2.55) de f% et
¥* respectivement, et de celui de B donné par :

B=x10( Ta)

0ol

7@)

f(@

(@) + 0 (e

AP=a+ (@7 - Ayp) =a+ ((@7* - Ay

nous avons :

De méme :

Par conséquent :

AP =G+ (@ — Ag)(— &)(1 +0( _%))

a
et grice a (2.23):
AT = — (5)3+25+0<%>
a

quantité négative pour a assez grand. La proposition 2.21 en résulte par
continuité de A? par rapport 1 a.

La condition nécessaire de bifurcation (2.29) (2.30) (2.31) est donc
vérifiée pour au moins une valeur du parameétre a. L’unicité de cette valeur
n’est pas évidente a démontrer; les résultats numériques du paragra-
phe 2.3.4 donnent cependant quelques informations le suggérant.

L’existence de solutions bifurquées du probléeme (Z.), issues d’un point
(0, qy) vérifiant la condition (2.29) (2.30) (2.31), est étudiée dans le
paragraphe 2.3.4.
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D’autre part, la proposition 2.21 nous donne un résultat d’existence d’une
valeur propre double pour un probléme de valeurs propres intégro-
différentiel sur ]— 1/2, 1/2[; c’est ’objet du paragraphe suivant.

2.3.3.2. Le probléme de valeurs propres en ¢

Soit a=0, et (¢, h) la solution du probleme (£2)) associée a a;
considérons le probléme de valeurs propres suivant :

—l//ll+a4h2K2x2l/I—02K2l//

(2.) —4a4h2K2x<th<p¢/fdt=,u.¢//
I

Y'(=1/2)=0 ¢ e H¥-1/2,1/2).

Pour tout @ > 0, ¢ est une fonction propre du probléme (£ ,), associée a
la valeur propre p = 0.

PROPOSITION 2.22 : Soit ay donné par la proposition 2.21, alors I’espace
propre du probléme (2 ) associé a la valeur propre u = 0 est de dimension
deux.

Démonstration : 11 résulte de la proposition 2.20 et de 1’équivalence entre
les conditions nécessaires de bifurcation du probleme (£.) qu’en a = g, ou
ag est donné par la proposition 2.21, le probléme (£, ) admet au moins une
solution ¢, orthogonale a ¢, associée a la valeur propre u = 0.

Si ¢ et ¢, sont deux fonctions propres du probléme (£, ) associ€es a la

PN

valeur propre x = 0, et qui ne sont pas proportionnelles a ¢, alors :
_ ()bi"+ a4h2K2X2l/Ii -—azKZ(ﬂ[
—4a*h?k*xp f toy;dt =0
1

(/) (x12)=0 i=1,2

avec : Jt¢¢idt¢0 pour i =1let2
1
car sinon ¥, ou ¢, vérifierait (2.4) et serait donc proportionnelle a
®.
Posons :

¥, .
B,—:ft(pt//,-dt et §i=—’; pour i=1,2.
1

i

Les fonctions &, et &, vérifient les équations suivantes :
— & +a*h?k?x* ¢ —aP k€ = 4a WP kPxe
E(x12)=0 i=1,2
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donc, si: § = ¢,— &,:
{— E"+a* W k*x2 ¢ —a’k?¢ =0
E'(x12)=0.
Il en résulte que ¢ est proportionnelle a ¢ ; il existe donc a € R tel que :

(/11=-ﬂ—1¢2+ a(pj ey, dt.
B2 I

¢ s’écrit donc comme combinaison linéaire de ¢, et ¢, il en résulte que
I’espace propre associé a la valeur propre u = 0, est de dimension deux
dans H*(— 1/2, 1/2), et de dimension un dans I’orthogonal de ¢.

2.3.4. Etude numérique des conditions nécessaires de bifurcation

2.3.4.1. Principe de résolution

Parmi les conditions équivalentes données, la condition nécessaire
étudiée numériquement est celle énoncée dans la proposition 2.12.
« et a étant donnés, on calcule une valeur approchée de la solution
¢ du probleme (£ ,) par une discrétisation de ce probléme analogue a celle
effectuée pour le calcul des (¢;);. ¢ est calculée aux mémes points
(x;) que ¢ ; il en résulte un systtme S, de (2N + 2) équations,
(2N + 1) inconnues et de rang (2N +1):

Si y;=¢(x;) i=1,...,2N + 1, les (¢;) sont solutions de :

ap 10\ gy, ¥
1 0 - .
() 2 + a* kX (dx)? =
0 -1 Aoyn 41 ‘/’2N+1 ‘/’2N+1
X1 ¢1
=2a*h?k? e

XaN +1 P2N +1

2N -1
Y leivi+de Wi+ ei .01 =0.

¢ = 1 (i impair)

Ce systeme rectangulaire est résolu par la méthode de Householder.
On calcule ensuite une approximation de 1’intégrale :

I(a)=—Jx<p¢1dx
I

par la formule de Simpson.
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276
On cherche a tel que I (a) = 1/2 en faisant varier a dans [’intervalle

10, + ool
2.3.4.2. Résultats numériques

La figure 3 représente la courbe obtenue dans le cas de 1'indium
(x = 0,062), par lissage d’environ 80 points (a, I(a)) lorsque N = 40.
On vérifie que I (a) tend vers 0 lorsque a — 0, conformément a la

proposition 2.19. De plus, la courbe croit de a = 0 jusqu’a un maximum
approximativement €gal a 0,8, puis tend en décroissant vers 0,5, lorsque

a — 0.
I(a
08 L~
s / *\
II \\\
07 ; \
06 K .
05 :I S .
04— :
03 ;
024 ¢
o /
1 o
oo‘llll[llll[llll[]Tll|IIII|III
25 50 75 100 125 a

o 0
Figure 3. — I(a) en fonction de a.

la proposition 2.21, qu’il existe une

PN

On vérifie donc, conformément a
valeur a, de a telle que: I (a) =0,5. Cette valeur critique calculée est
ag = 29,237.
Les valeurs de [ (a) obtenues étant trés voisines de 0,5 lorsque
a tend vers + 00, les précisions des calculs ne permettent pas de conclure sur
I’existence d’éventuelles autres valeurs critiques a ; seule la décroissance de

I (a) en fonction de a le laisse supposer.

2.3.5. Existence d’une bifurcation du probléme (2,)
La condition nécesaire de bifurcation (2.29)-(2.30)-(2.31) n’étant pas

suffisante pour assurer 1’existence d’une bifurcation du probléme (Z2,),

nous ferons dans ce paragraphe I’hypothese (H,) suivante :
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\ psi
10
___________ et T F S
) Tt .l "\\‘\». a=20
----- w-----.________-__‘\\“ j a=5
r T T T = J?' LT S —T T T
-05 -04 -03 -02 =01 [V IVENN RS 02 "03"'0‘4’_'__'_‘&5
S el . a=60
- T : a=80
,\ a=100
L _1g a=150
a=200
Figure 4. — Fonctions ¢ pour differentes valeurs de a.

S1pour a = 0, (h, ¢) est la solution du probléme (.@2) et ¢ la solution de
(2.29)-(2.30),

Lacourbea —» I (a) = — J x¢ dx
(Hy) 1

coupe transversalement ’axey = 1/2ena = q; .

L’existence de aqg tel que 7 (ay) = 1/2, est donnée par la proposition 2.21 ;
nous supposons ict de plus la transversalité. Cette hypothese (H,) est
justifiée par les résultats numériques du paragraphe 2.3.4.

Nous avons alors le théoréme suivant :

THEOREME 2.23 : Sous I’ hypothése (H ) il existe une courbe de bifurcation
(¢, a) du probléme (2.), issue du point (0, a).

Démonstration Considérons comme dans le paragraphe 2.3.1, 1’applica-
tion :

G:Rx J0, o[- R

2.27) (c,a) > G(c,a)=c+ J xeldx
1

ol ¢ est la solution positive du probleme (Z£;).

Pour montrer le théoréme 2.23, nous sommes naturellement amenés a
utiliser le lemme de Morse. Rappelons ce lemme, dans une version
« faible ».
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LEMME DE MORSE : Soit G une application de classe C™ m =2, sur un
voisinage de I'origine dans R?, a valeurs dans R et vérifiant :

G0)=0
DG (0) =0
det D2G (0) # 0

alors I’ ensemble (local) des zéros de F est réduit a {0} sidet DG (0) > 0, ou
est composé de deux courbes de classe C™ ' si det D2G (0) <O.

Il résulte de la proposition 2.4 que I’application G donnée par (2.27) est
bien de classe C® dans un voisinage de (0, @) dans R~
Lorsque ¢ = 0 €t que a = g, :

oG ?°G
a—a(oaao)—o et 'ga—z(o:ao)=0
car pour tout a=0: G(0,a) =0
: 0G _
et: 'EE' (O, ao) =0

parce que q, vérifie la condition nécessaire de bifurcation.
I1 en résulte que :

DG (0, ) =0
et :
2 3 G 2
(2.58) det D2G (0, @) = — [ - (0, ao)]

ou D?G (0, ay) est la matrice hessienne de G en (0, q).
det D2G (0, q)) ne peut étre que négative ou nulle ; pour utiliser le
lemme de Morse, il faut s’assurer qu’elle n’est pas nulle. Or :

3’G 92 2 ol
0 = tp*dt =—-2— .
aaac > ©) = 55 U, L P 23a (%)

Il en résulte que si la courbe (I (a), a) coupe transversalement 1’axe
Y =+ 1/2 en a = q, (hypothése H)), detDZG(O, ;) n’est pas nul ; il est
donc strictement négatif. Le lemme de Morse implique donc l’existence
d’une branche de bifurcation (c, a) du probleme (£/), issue du point
(©, ).

Cette branche est de classe C* dans un voisinage de 0.

2.3.6. Etude directe du probléme (P.)

Nous donnons, dans ce paragraphe, quelques résultats concernant les
solutions des problemes (£}) et (£,) lorsque ¢ est différent de O.

Cette étude ne suppose pas I’hypothése (H,) satisfaite.
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PROPOSITION 2.24 : Etant donnés a =0 et ¢ dans R, soit (h., ¢_.) la
solution de (2}), alors :

i) lim h,=0.

C — 0
ii) Sup {4 ; h donné par i) de (2.4), c € R}

est atteint en c tel que :

c:—qunfdx.
1

Démonstration :
i) (h. ¢.) étant solution du probléme (Z£}):

2.2 2
s a’ k" — ||‘Pé||L2(_ 1/2, 1/2)

: .
a4K2[c2+ 2 cj xeldx + J x? prde]
1 1
Le numérateur est majoré par a’«2 et le dénominateur tend vers
+ oo lorsque ¢ tend vers + oo ; il en résulte que 42 tend vers O lorsque
¢ tend vers + oo.

ii) a et ¢ étant donnés, nous allons montrer que # admet la caractérisation
suivante :

2 '
(2.59) K= Sup a*k ”5"22(— 12,112 — € ”22(_ 112, 1/2)

£el

a4xzj (x +¢c)? &%dx
I

ol S, = {& € H¥(-_1/2, 1/2), ¢'(= 1/2) = 0}.
En effet, a, h et ¢ étant fixés, le « probleme de valeurs propres » :

(g#’) {—¢I'+a4h2K2(x+C)2§D =a2K2(P
¢ €S, ¢ =0

s’écrit sous la forme variationnelle suivante :
472 2 2 42
[Hf,niz(_l,zl,zﬁa h* x J (x+cPé dx]
I

(2.60)  a*x*= Inf 5
£eS, (K3 "LZ(— 1/2, 1/2)

(cf., par exemple, S. Smoller [18]), donc :

2, 20 £112 u2
VEESihe a“ k" €2 1 1m = NN L2 10, 1)

a4K2J (x +¢)? €%dx
I
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le sup pour ¢ € S, étant atteint par ¢ = ¢, lorsque 4 = h,, ceci montre la
relation (2.59).

Posons :
a® K| €2 - €
(2.61)  H(c, &) = L¥ 12, 12 ceR, £€5,.
a4K2 [ (X+C)2§2dx
JI

Nous cherchons ¢ € R tel que :

(2.62) h? = Sup h? = Sup Sup H(c, ¢)
celR ceR e,

donc tel que :

hg = Sup Sup H (c, ¢)
(€S ceR

h, étant continue en ¢ sur R, il résulte de i) qu’il existe ¢ € R tel que:

h? = Sup h?
ceR
donc, tel que : h>=H(, ¢;)
or, pour ¢ fixé:
Sup H(c, ¢£) estatteintenuncégala:c = — J. x¢2dx
ceR I
donc en particulier, pour ¢ = ¢;
c=- J xeldx
1

d’ou ii).
Remarque : dans ii) nous considérons les valeurs de z associés a toutes les

solutions ¢ de (£ ,) et non seulement a la solution ¢ = 0.

PROPOSITION 2.25 : i) Il existe ay,, = 0, tel que, pour tout a > a, il existe
une solution ¢ non nulle du probléme (2.) ;

ii) de plus, si hest la solution de (2}) pour la valeur de c définie en i), et si
h la solution de (9’2), alors :

hc>ho.
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Démonstration : D’aprés la proposition 2.24, pour tout a = 0, il existe
¢ € R tel que:

h(C) = Sup h, avec ¢ solution du probléme (Z,).
ceR

et d’apres la démonstration de la proposition 2.21, il existe a,, > 0 tel que
pour tout a > a :

1
— d =.
med/ x>2

Il résulte donc du lemme 2.13 que ¢ = 0 réalise un minimum local de
" h(c), puisqu’alors :

2

&% 0, a)=0.

ac

Or, A tendant vers 0 lorsque ¢ tend vers + oo d’apres la proposition 2.24,
il en résulte, par continuité et différentiabilité, qu’il existe un ¢y > 0 tel que :

oh
a—c (C(), a)=0

h(cy) est en fait un maximum local de A.
Nous avons alors de maniére évidente :

he>h ol & est la solution positive de (Z2)) .

Ce résultat d’existence est indépendant du théoréme 2.23 qui donne
I’existence d’une bifurcation du probleme (Z2.).

2.3.7. Etude numérique du probléme (P.)
2.3.7.1. Principe de résolution

a = 0 et ¢ étant donnés, on calcule un couple (%, ¢ ) solution du probléme
(2;) par une méthode de discrétisation analogue a celle du paragra-
phe 2.2.2.

On calcule ensuite ’intégrale :

JC=J (x +¢) p2dx
1

par la méthode de Simpson.

Pour déterminer une valeur de c¢ vérifiant le probleme (&£.) c’est-a-dire
telle que la condition (H.) soit vérifiée, on utilise la méthode de dichotomie
sur J,.
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2.3.7.2. Résultats numériques

La courbe 5 représente les valeurs de ¢, solutions de (Z.), calculées en
fonction de a: en plus de la solution triviale ¢ = 0, nous obtenons une
courbe de valeurs positives, issues de la valeur de a = 29,24 et la courbe
symétrique des valeurs opposées de c.

Nous obtenons donc une courbe bifurquée a partir de la solution triviale
(0, ay) en la valeur g, trouvée dans 1’étude numérique du paragraphe 2.3.3.

La courbe 6 ci-dessous, représente, en pointillés, les valeurs de
h solutions du probléeme (£;) lorsque ¢ est une solution non nulle du

c(a)
05

0 ﬁ St i
03 o
02 /

014 ‘ 0
' C=
HE=Y

00 T

: T T T T T T
20,40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260
~0 1 4 |

a

-024 v
-0341 N

-0 4+ s-s

-054
Figure 5. — c(a).

h(a) 4
18+

14
12ﬂ
10
08+
0 6
04

20
"""""""""""""""""" c=0

00 T T T T T T T L T L

0 10 20 30 40 S0 60 70 80 90 100 2

02+

Figure 6. — hy(a) et h_ (a).
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probléeme (£,). La courbe en continu reprend la figure 1, c’est-a-dire
h en fonction de a lorsque ¢ est nul. Nous constatons que le long de la
courbe correspondant a ¢ non nul, A.(a) tend vers 1,7 «, lorsque
a — Q0.

La figure 7 représente les fonctions propres du probleme (£.) pour

différentes valeurs de a et ¢ = c(a):

a=500 .. ®c 4

. 5
a=200 4
a=150 ..

3 -

a=100 _..» }
a=80 v
a=60 21
a=40
a=20  ----hemege e I T e R T TR

ok

Tt Sananas
-01 00 01 02 03 04

—— e T
-05 -04 -03 -02
Figure 7. — ¢ pour différentes valeurs de a.

h
0775

B \

o3 N\

[0 o o o o o o e )

00 025 05 075 10 125 15

Figure 8. — h = h(c) solution de (2 ), pour différentes valeurs de a.

Les valeurs de c telles que Je (¢, 2) = 0 sont solutions de (£ ).

La figure 8 représente 4 = h(c) solution du probléme (Z£.) pour quelques
valeurs choisies de a ; pour a fixé, A(c) n’admet qu’un maximum local en
¢ sur l’intervalle ]0, 0,5]: une solution de (£2.) étant caractérisée par un
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extremum de 4, il en résulte que les seules solutions de (£.) sont celles
données par la figure 5.

III. CHAMP DE RETARD A LA CONDENSATION

Le but de ce paragraphe est de montrer que le champ de retard a la
condensation H, est donné par la solution 4 de (£)) lorsque a < g, et par
la solution 2 de (£}) avec c # 0 solution de (£,) lorsque a = q,.

DEFINITION 3.1 : Une solution du probléme (2 ;,) est dite stable si ¢’ est
un minimum de la différence d’énergie libre de Gibbs AG, une solution
métastable si ¢’est un minimum local et non global de AG, et une solution
instable sinon.

La différence d’énergie libre de Gibbs est donnée, d’apres la théorie de
Ginzburg et Landau par :

172 1

a’k?

(f’)2+a2h2A2f2+h2(A’ _ 1)2]dx

AG = Cte J [—f2+1f4+
-1 2
(cf. V. L. Ginzburg [7]).

Pour a fixé, H,, correspond a un changement de stabilité de la solution
f =0 du probleme (Z,); en effet, f = 0 est associ€ a ’état normal du
film, et pour 2 = H, I’état normal est un état métastable tandis que pour
h < H, 1’état normal est instable.

LEMME 3.2 : i) Soit a donné dans 10, |, et soit (hy, ¢) la solution de
(2), alors :

* 8i h < hy, la solution (0, x; a, h) est instable

xx si h>hg, la solution (0, x; a, h) est stable ou métastable.

ii) Soit (a, ¢) donné dans 10, co[ x 1—- 1/2, O[ U 10, 1/2[ tel que le pro-
bléme (2.) ait une solution (h, ¢.), alors :

* si h < h,, la solution (0, x + ¢ ; a, h) est instable

% Si h > h,, la solution (0, x + c; a, h) est stable ou métastable.

Démonstration : La différence d’énergie entre une solution triviale et une
solution perturbée est égale a:

AG (8f, x + ¢ + 8A) — AG (0, x + ¢) =

2 2 (BF) | 2,0 2 Y 2
= Cte [—8f +?+ah(x+c) (8f)+h(6A’)]dx
—12 a” K

+0(8f% 8f.8A, A%

puisque toutes les solutions de la forme (f, A;a, h) = (O, x + c; a, h) ou
¢ € R, correspondent & une différence d’énergie de Gibbs AG nulle.
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Donc en choisissant §f = a¢ (ou @ € R) et 34 = 0, nous obtenons :

12
AG(8f, x + 8A) — AG (0, x) = az(hZ_hg)azj x2@2%dx + 0 (81
-172

Il en résulte que (0, x) est instable dés que & < A,
Montrons ** de i) :

AG(8f,x+ 8A) - AG (0, x) =
~ inf [ 1 ZJ (af)'zdx+a2h2fx2(af)2dx
I I

sfem? La’x

_f (8f)2dx] +0(8f% 8f .64, A%
I

avec :
inf U g'zdx+a4hgx2fx2§2dx—azx2j§2de =0
fEHZ(I) I 1 I

puisque ce minimum est atteint par la solution ¢ de (2)). Par conséquent, si
h > ho :

AG(8f, x + 8A) — AG (0, x) =

= inf [aZ(hz_hg) J x26f2dx] +0(8f% 86f .64, 8A%
sfeH) 1

et donc, dés que A= kg
AG(8f,x+86A)—AG(0,x)=0

c’est-a-dire que (0, x) est stable ou métastable.

La démonstration de ii) est analogue.

Pour conclure sur une caractérisation du champ H g, il nous faut faire des
hypotheéses supplémentaires qui sont justifi€ées par les résultats numériques
des paragraphes 2.3.7 (Fig. 5 et 8).

Hypothése H, : il existe ay> 0 unique tel que :

— lorsque a =< ay, ¢ = 0 est la seule solution du probleme (Z2.);

— lorsque a = q; les seules solutions ¢ autres que 0 de () sont les
valeurs opposées représentées par la figure 5 et mises en évidence dans le
théoreme 2.23.

PROPOSITION 3.3 : Sous I’ hypothése H, le champ de retard a la condensa-
tion H, est donné par :
h = hy solution de (P)) lorsque a < ag
h = h, solution de (2}) avec ¢ # 0 vérifiant (P_) lorsque a = ay .
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En effet, soit H = sup {h.;c € R et h, est solution de (9’5)}.

Si h=H toute solution (0, x+c;a, h) ou c e R, est linéairement
stable ; par contre, si 2 <H, il existe des solutions (0, x +c;a, h)
linéairement instables, celles correspondant a des h tels que :

h<h,

la solution f = 0 change donc de stabilité en 4 = H.
La proposition résulte alors immédiatement de ii) de la proposition 2.14.

CONCLUSION

Le champ H _ est caractérisé par un changement de stabilité de la solution
triviale f = 0 du probléme (£, ), mais aussi comme étant le plus grand
h pour lequel le probléme (£.) admet une solution. La proposition 3.3,
montrée sous une hypothése, H, qui est justifiée par les résultats
numériques du paragraphe 2.3.7, nous donne les équations vérifiées par le
champ H, lorsque a varie sur tout ’intervalle ]0, co[. H,, est donc donné
par la courbe Ay(a) tracée en continu sur la figure 6 lorsque a < g, et par la
courbe £ (a) tracée en pointillés sur la méme lorsque a > g, Les valeurs
asymptotiques obtenues sont celles obtenues expérimentalement par Y.
Pellan [13] lorsque a tend vers O ou vers + oo, et théoriquement par
D. St James et P. G. de Gennes [15] lorsque a tend vers +, en utilisant une

antre annroche
autre approche.
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