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MATHEMATICA!. MODEUJNG AND NUMERICAL ANALYSIS
MODÉLISATION MATHÉMATIQUE ET ANALYSE NUMÉRIQUE

(Vol 26, n* 2, 1992, p 235 à 287)

MODÉLISATION DU CHAMP DE RETARD
A LA CONDENSATION DUN SUPRACONDUCTEUR

PAR UN PROBLÈME DE BIFURCATION (*)

par C. BOLLEY (*)

Communiqué par R TEMAM

Résumé — Une étude des équations de Ginzburg-Landau décrivant les différents états d'un
film supraconducteur d'épaisseur a, a montré Y existence de solutions bifurquées à partir de toutes
les solutions triviales qui vérifient deux conditions nécessaires de bifurcation particulières Nous
appellerons (^c) le problème posé par ces deux conditions

Après un rappel de ces résultats, le problème est étudié comme un problème de bifurcation
étude d'une classe de solutions triviales dans le paragraphe 2 2, et de solutions non triviales dans
le paragraphe 2 3 , pour ce dernier paragraphe, nous sommes amenés à écrire trois conditions
nécessaires de bifurcation du problème (^c), équivalentes entre elles, et à montrer que V une
d'elles est vérifiée pour au moins une valeur du paramètre a Une hypothèse supplémentaire de
transversahté sera faite pour assurer V existence de solutions bifurquées , cette hypothèse est
vérifiée par les résultats numériques obtenus Cependant, une démonstration directe écrite sans
cette hypothèse, montre que (^c) admet des solutions non triviales pour a assez grand

Le paragraphe III détermine, grâce à des arguments de stabilité, quelles solutions parmi toutes
les solutions de (^c), nous donnent le champ de retard à la condensation du film supraconduc-
teur

Abstract. — A study of Ginzburg-Landau équations, descnbing the different states of a
superconducting film of thickness a, has showed the existence of solutions bifurcating from all the
trivial solutions which satisfy two necessary bifurcating conditions Let (^c) be the problem
defined by these two conditions

After a summary o f these results, problem (&c) is studied as a branching problem first, a
study of trivial solutions in paragraph 2 2, followed by a study of non trivial solutions in
paragraph 2 3 For this last study, we wnte three equivalent necessary bifurcating conditions for
(0*c) , and we show that one ofthem is satisfied for, at least, one value of the parameter a An
hypothesis of transversality is added to guarantee the existence of bifurcating solutions This
hypothesis is venfied m numencal results However, a direct proof without this hypothesis,
shows that non trivial solutions exist when a is large enough

Using stability arguments, section 111 shows, which solutions of (^c) give the super-cooling
field of the superconducting film

(*) Manuscrit reçu en décembre 1989
O École Nationale Supérieure de Mécanique, 1, rue de la Noe, 44072 Nantes Cedex.
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236 C BOLLEY

INTRODUCTION

L'étude qui suit modélise le champ de retard à la condensation d'un
matériau supraconducteur de type 1. Cette modélisation, écrite à partir des
équations de Ginzburg-Landau, s'appuie sur une étude de la stabilité des
solutions triviales de ces équations en fonction de l'épaisseur du matériau.
Nous sommes amenés à étudier le comportement asymptotique de la
solution d'une équation de type Sturm-Liouville en fonction de plusieurs
paramètres, ainsi qu'un problème de bifurcation provenant de la multiplicité
des solutions triviales.

Des résultats numériques concordent avec les résultats théoriques obtenus
et justifient une hypothèse faite dans l'étude théorique du problème de
bifurcation.

I. MODÉLISATION DU PROBLÈME

1.1 La théorie de Ginzburg-Landau

Les matériaux appelés supraconducteurs de type 1 sont caractérisés par
une absence de résistance électrique et par un changement complet de leur
état lorsqu'ils sont placés dans un champ magnétique extérieur He suffisam-
ment grand :

— en l'absence de champ magnétique extérieur He (ou lorsque He est
faible), ils sont à l'état supra lorsque leur température T est inférieure à une
température critique Tc, et à l'état normal lorsque T est supérieur à
Tc;

— lorsque T est inférieur à Tc et que le champ magnétique extérieur est
supérieur à une valeur critique HcB, l'état normal est rétabli.

Cependant, lorsque T est inférieur à Ta et sous champ magnétique
extérieur croissant, l'état supra peut exister jusqu'à une valeur de
He égale à une valeur HsH supérieure à HcB, et sous champ magnétique
extérieur décroissant l'état normal peut exister jusqu'à une valeur de
He égale à une valeur Hsc inférieure à HcB. HsH est le champ de surchauffe et
Hsc le champ de retard à la condensation.

Nous supposerons ici que l'échantillon est un film d'épaisseur d, placé
dans un champ magnétique extérieur He parallèle à la surface du film ; et
nous choisirons un système d'axes tel que Oz soit parallèle au champ
magnétique extérieur He :

He = (0, 0, He) .
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UN PROBLÈME DE BIFURCATION 237

Le champ magnétique intérieur H, inconnue du problème, a pour
direction celle de He. Par conséquent :

H = (0, 0, H(x)) ~d/2^x^ d/2 .

Le vecteur potentiel du champ magnétique H intérieur au matériau est tel
que :

(1.1) rot A = ^0H

A est choisi tel que :

(1.2) A = (0,A,0)

avec A = A (x) fonction de x seulement
- d/2 ss x ^ d/2 .

Ginzburg et Landau ont introduit une pseudo-fonction d'onde, tf/,
supposée complexe et nulle à l'état normal, caractérisant les différents états
d'un matériau supraconducteur (cf V. L. Ginzburg [7], B. Dugnoille [6], J.
Blot [1], Y. Pellan [13]).

Nous cherchons les solutions stables du problème, c'est-à-dire les
fonctions i/f qui minimisent la différence d'énergie libre de Gibbs, notée
AG. Le problème mathématique semble ouvert. Comme dans B. Dugnoille,
J. Blot, Y. Pellan, nous nous limiterons à chercher la fonction d'onde
i/t sous la forme particulière suivante :

(1.3) t/,(x, y , z ) = i / f O f ( x ) e i k i y e i k 2 Z o ù k x e t k 2 s U

et où t(f0 est une constante de normalisation égale à ip lorsque H est nul.
La théorie de Ginzburg et Landau permet de développer la différence

d'énergie libre de Gibbs AG entre l'état normal et l'état supra du matériau
en fonction de ^ .

Les inconnues ƒ, A, kt et k2 doivent vérifier les équations d'Euler
associées à AG, équations obtenues par dérivation de AG par rapport à ces
variables.

Après plusieurs changements de variables et une translation de A qui fait
de if/ une fonction indépendante de y et élimine l'inconnue k2 (cf B.
Dugnoille, C. Bolley [2], [3]) les équations d'Euler, appelées ici équations
de Ginzburg-Landau, s'écrivent :

(14) f - / " + * 2 ( - / + / 3 + A 2 / ) = 0 dans ] - a/2, a/2[
[ƒ ' (± a/2) = 0 , ƒ e H2(- a/2, a/2)

,, -̂v j — A" + ƒ 2A = 0 dans ] - a/2, a/2[
[A ' (± a/2) = h , A € H 2(~ a/2, a/2)
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238 C. BOLLEY

et

(1.6) £2 = 0

la condition limite de (L4) signifiant qu'il n'y a pas de courant à traverser la
surface qui sépare le supraconducteur du milieu extérieur, et celle de (1.5)
signifiant que, dans les nouvelles unités, le champ magnétique intérieur est
égal, au bord du film, au champ magnétique appliqué à l'extérieur.

Le paramètre K est une caractéristique du matériau, a est l'épaisseur du
film et h le champ magnétique extérieur dans de nouvelles unités.

Les paramètres a et h peuvent être introduits dans les équations en faisant
le changement de variable x en xla puis le changement de fonction
A en Ai ah.

Nous sommes donc amenés à résoudre le système non linéaire suivant :
étant donné K > 0, a ^ 0 et h >- 0 : on cherche ƒ et A tels que :

A

{-fjraK2(-f + f3+a2h2A2f) = Q dans ] - 1/2, l/2[

"( 1/2) ° f e //2(" 1/2
A" + a 2 / 2 ^ = 0 dans 1- 1/2, l/2[

A' (± 1/2) = 1 A G H2(- 1/2, 1/2)

et noterons (ƒ, A ; a, h) une solution du problème (^/^) associée aux
paramètres a et h.

1.2. Champ de retard à la condensation

Pour une valeur de a donnée, a supérieur à une valeur critique
<2C, le champ de retard à la condensation Hsc est tel que pour h inférieur à
Hsc le matériau soit toujours à l'état supra et le champ de surchauffe
Hsh est tel que pour h supérieur à Hsh le matériau soit toujours à l'état
normal. Pour h compris entre Hsc et Hsh, le matériau est soit l'état normal
soit à l'état supra. Une solution de (&fA ) est dite stable si elle minimise
AG, métastable si c'est un minimum local de àG et une solution instable
sinon.

Hsc est la plus grande valeur du champ h pour lequel le problème
{&fA ) n'admet pas de solution stable ni métastable avec ƒ non identique-
ment nulle. Or ƒ identiquement nulle étant toujours une solution du
problème (&fA), Hsc est la valeur de h pour laquelle toute solution de
{&fA ) de la forme (0, A ; a, h) devient instable ; le champ Hsc sera donc
donné par les solutions triviales singulières du problème

1.3. Les paramètres du problème.

— Le paramètre K , appelé paramètre de Ginzburg-Landau sera fixé dans
toute l'étude. Il caractérise le supraconducteur.
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UN PROBLÈME DE BIFURCATION 239

— Le paramètre a (épaisseur du film) est un paramètre « gouvernant ». II
varie dans l'intervalle ]0, + oo[; et nous étudierons Hsc en fonction de
a.

— Le champ magnétique extérieur h est tantôt un paramètre, tantôt une
inconnue ; c'est un paramètre dans le problème (fPfA), mais une inconnue,
fonction du paramètre a dans la recherche des valeurs critiques Hsc et

II. UN PROBLÈME DE « VALEURS PROPRES »

2.1. Conditions nécessaires et suffisantes de bifurcation du problème

Rappelons le problème {&fA ) : étant donnés K, a > 0 et h > 0, on
cherche ƒ et A tels que

- f" + a2 K\- \ + f2 + a2 h2 A 2)f = 0 dans ] - 1/2, l/2[
/'(±l/2) = 0 ƒ G / / 2 ( - 1/2, 1/2)

~ A" + a2f2A = ° dans ]~ 1/2' 1/2[

U ' (± 1/2) = 1 A e ƒƒ 2 ( - 1/2, 1/2).

A)

(2.2)

Pour tout couple (a, /*) e ]0, + oo[ x ]0, + oo[ le problème (&fA) admet
les solutions (0, x + c ; a,' h) où c e U, Ce sont les seules solutions telles
que : ƒ =E 0.

Dans C. Bolley [3], on étudie l'existence de solutions bifurquées du
problème (@*fA ) à partir de solutions de la forme (0, x + c ; a, h).
Rappelons quelques définitions et résultats démontrés :

DÉFINITION 2.1 : Les solutions (0, x + c ; a, h) sont appelées solutions
triviales du problème (0PjA ).

DÉFINITION 2.2 : Nous dirons qu'une solution triviale (0, x + c ; a, h) est
un point de bifurcation pour le problème (^fA ) si pour tout voisinage V de
{0,x + c\a, h) dans H2(- 1/2, 1/2) x H2{- 1/2, 1/2) x ]0, + oo[ x
]0, + oo [, il existe une solution (ƒ, A ; a, h + 8h) de {&fA ) dans V avec ƒ
non identiquement nulle.

a est fixé ; h est le paramètre de bifurcation.

PROPOSITION 2.3 : Soit (a, h) e ]0, + oo[ x ]0, co[
i) une condition nécessaire pour que (0, x + c ; a, h) soit un point de

vol. 26, n° 2, 1992



240 C. BOLLEY

bifurcation pour le problème {â?fA) est qu'il existe une solution <p non
identiquement nulle du problème suivant :

(2 3) l~~ <P" + aAh2K2{x + cf <p -a2K2<p = 0 dans I = ] - 1/2, l/2[
\<P{{± 1/2) = 0 <p e H2(- 1/2, 1/2)

ii) une deuxième condition nécessaire pour que (0, x + c ; a, h) soit un
point de bifurcation est que :

(Hc) 1
où <p est une solution non identiquement nulle de (2.3).

La démonstration est donnée dans C. Bolley [3].
Le problème (2.3) sera appelé «problème de valeurs propres» par

analogie avec les problèmes de valeurs propres habituels.
La proposition suivante montre l'existence de solutions de l'équation

(2.3), pour tout a > 0 et tout c e R :

PROPOSITION 2.4 : Étant donnés a ^ 0 et c e M :
i) il existe une infinité dênombrable de valeurs de h telles que (2.3) ait une

solution
ii) il existe un h positif et un seul, tel que le problème (2.3) ait une solution

<p strictement positive et une seule (à une constante multiplicative près) dans
] - 1/2, l/2[.

iii) les applications qui àa^OetceM associent het <p donnés par ii) avec
<p de norme 1 dans L2(— 1/2, 1/2), sont analytiques sur ]0, oo[ x R.

La démonstration est donnée dans C. Bolley [3].

Remarque : Sous l'hypothèse e = 0, la condition (Hc) de la proposi-
tion 2.3 est vérifiée par toute solution de (2,3), puisque x<p2 est alors une
fonction impaire. Il en résulte donc que, pour tout a => 0, la solution
(0, x ; a, h) du problème (^/^ ) où h est donné par ii) de la proposition 2.4,
vérifie les deux conditions nécessaires de bifurcation du problème
(^fA) données dans la proposition 2.3.

Les paragraphes suivants étudient l'existence d'autres solutions des
équations (2.3) et (Hc) simultanément.

Dans C. Bolley [3], on montre que les deux conditions nécessaires de
bifurcation (2.3) et (Hc) sont aussi des conditions suffisantes de bifurcation
du problème (^fA ) ; et plus précisément, on montre que pour a fixé et
c tel que (2.3) (Hc) aient une solution, il existe une courbe de bifurcation
(fe, A€; a, he) paramétrée par un paramètre s positif ou négatif et issue du
point (0, x + c ; a, h) avec ƒ E non nulle et a indépendant de s.

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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UN PROBLÈME DE BIFURCATION 241

2.2 Étude du problème de valeurs propres (2.3) dans le cas où c = 0

II résulte de la proposition 2.4 que pour tout a > 0, il existe h = h (a) >• 0
unique tel que le problème, noté °

(2 4){~~ <P" + a4h2f<2x2<P -a2K2<p = 0 dans ] - 1/2, l/2[
' (± 1/2) = 0 <p e / / 2 (~ 1/2, 1/2)

(2.5) <p^0 dans ]-1/2, l/2[
avec lkitL2 (_1 /21 /2 )= 1

ait une solution <p.

2.2.1. Étude des variations de h et de <p en fonction de a

PROPOSITION 2.5 : Soit (a, h, <p) tels que {0>°h) soit vérifié, alors :

i) lim h = + oo

ii) F application qui à o > 0 associe h > 0 e5? strictement décroissante sur
]0, +oo[.

iii) lim h = K .

Démonstration : Nous noterons dans cette démonstration et les deux
suivantes, ha = h et <pa= <p, le réel & et la fonction <p tels que le problème
i&\) soit vérifié.

i) En intégrant l'équation (2.4) sur l'intervalle ]~ 1/2, l/2[5 il vient :

2h2 f x2(2.6) a2h2
a f x2

9adx=

et (pa étant positive dans ] - 1/2, l/2[ :

I x2<padx^-\ <padx.

Il en résulte immédiatement que :

(2.7) a2hj^4

et donc :

lim ha = + oo .
a - 0

vol. 26, n° 2, 1992



242 c. BOLLEY

ii) La solution <pa du problème (£^°) étant paire, nous pouvons ramener
le problème (2.4) (2.5) à un problème sur ]0, l/2[ :

- <p«a + a4 h2 K2X2 <pa- a2 K2 <pa = 0 dans ]0, l/2[
( 2 " 8 ) 1^(0) = 0 ; ^(1/2) = 0

avec <pa>0 dans ]0, l/2[.
L'équation (2.8) se ramène à une équation d'Hermite par le changement

de variable :

t — a yjKhax .

Soit y(t) = <pa(x), alors :

<pa est solution de (2.6) si et seulement si y est solution de :

(2.9) - J " ( O + ( ; 2 - ^ ) j ( O = 0 dans

( a x/Khn \V
2 j = 0 .

Cette équation (2.9) est Yéquation d'Hermite de paramètre 77 = Klha.
Or la solution y de l'équation :

(2.11) - v " + {t2- ri) y = 0 dans ]0, + 00 [

vérifiant les conditions limites :

(2.12) y (fi) = y 0 ; y* (fi) = 0

est donnée par :

t »
2 V r. t2P

o ù 1 ( l - r , ) ( 5 - r j ) . . . ( 4 p - 3 -

(c/. B. M. Levitan and I. S. Sargsjan [12] par ex.).
Le rayon de convergence de la série £ c2p t2p étant p = 4- 00, nous

pouvons dériver sous le signe £ ; il vient :

(2.13)
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UN PROBLÈME DE BIFURCATION 243

* lorsque rj < 1 :
ce qui équivaut à ha> K, tous les termes de la série sont positifs, et le
rapport entre le terme général de cette série et celui de exp(-x2/2), soit :

(1-7?)... (4p-3-V)(2p-y)

2ppl
tiP

tend vers + oo lorsque p tend vers + oo.
Il en résulte que :

lim y'{t) = + oo .

D'autre part, pour tout t > 0, y(t) est du signe de y0 car :

Vn e N c2p est du signe de y0 .

Il résulte alors de l'équation :

y"(t)= (t2-v)y(t) t e ] 0 , + oo [ ,

le diagramme de variations de y suivant (lorsque y0 est choisi positif) :

t
v(t)
v"(t)
y'(t)

+ +
- 0 +

Il existe donc un unique t0 dans l'intervalle ]0, 4- oo[ tel que :

yf(t0) = 0 et toe ]\fn, + o o [ .

Il en résulte immédiatement que :

LEMME 2.6 : Pour tout ha> K, il existe une valeur de a et une seule telle
que le problème (2.9) (2.10) ait une solution.

a est donné par la relation :

a =

vol. 26, n° 2, 1992



244 C. BOLLEY

Le lemme 2.6 assure la bijectivité de l'application a -+ ha = h(a) de
]0, + oo [ sur ]/c, + oo [.

* lorsque 1 < 17 < 2 :

ce qui équivaut à ha G ]K/2, A-[ :
Tous les termes de la série (2.13) donnant yf(t) sont négatifs.
Comme de plus : y' (0) = 0, le problème (2.9) (2.10) n'a pas de solution.
Il en résulte, par continuité de ha par rapport à <a, que :

ha(]0, + oo[)= ]AC, + 00 [.

L'application ha est donc décroissante sur ]0, + 00[ et :

lim ha = K
a -*• oo

* lorsque 77 =2= 2 :

II existe, pour certaines valeurs de 17, d'autres solutions au problème (2.9)
(2.10) ; mais, d'après l'unicité de la solution positive du problème (2.3) pour
a fixé (proposition 2.4. ii)), les solutions existant pour 77 5= 2 changent de
signe dans ]0, to[ et donc ne nous concernent pas.

PROPOSITION 2 . 7 : Si pour tout a > 0, (h, <p) vérifie le problème
t alors :

i) lim <p - 1 dans H\- 1/2, 1/2).

ii) lim a2h2= 12.

Démonstration : Soit encore ha= h, <pa= <p.

i) Montrons tout d'abord que (aha) reste borné lorsque a tend vers 0
y' vérifie :

/7^

cette condition équivaut donc à :

a2 Kha 1

-„),., (4p-3-y)

Les termes de cette dernière série étant positifs, il en résulte que :

a2 Khn K

(1 - v ) (2 - rj ) -< rj avec r\ = —
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UN PROBLÈME DE BIFURCATION 245

c'est-à-dire :

Soit a tel que a < 21K et soit a ^ a, alors, d'après (2.7)

2

et, puisque 77 < 1, nous avons :

>

donc :

-2 ,2 8
u -i

le produit a2h2 est donc borné pour a assez « petit ».
La fonction <pa vérifie (^£) donc :

(2.14)

ce qui implique :

f <p'a
2

comme de plus <pa est de norme 1 dans L 2 ( - 1/2, 1/2), pour tout
a > 0, il en résulte que la famille des fonctions <pa paramétrée par
a, et notée (<pa)a9 est bornée dans / / x ( - 1/2, 1/2) lorsque a tend vers 0.

En revenant à l'équation (2.4), on vérifie que (<pa)a est borné dans
H2(- 1/2, 1/2) lorsque a tend vers 0.

Il existe donc une suite (an)n tendant vers 0 lorsque n tend vers
+ oo, et telle que la suite (<pa)n extraite de la famille (<pa)a, converge
faiblement vers un élément <p dans H2{- 1/2, 1/2) lorsque n tend vers oo. La
suite (an) est associée à une suite (hn) de valeurs de h.

Montrons que <p = 1.
En multipliant l'équation (2.4) par <p, nous avons :

(2.15)

vol. 26, n" 2, 1992
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246 C. BOLLEY

Et en passant à la limite, quand n tend vers oo, nous obtenons :

Or <p est dans / / 2 (~ 1/2, 1/2), y' est donc continue sur [- 1/2, 1/2] et par
conséquent :

<p' = 0 sur [- 1/2, 1/2]
et y = Cte = c4 sur [- 1/2, 1/2] .

Cette constante c4 est égale à 1 car, pour tout n G N, <pa est de norme 1 ;
la limite y est donc aussi de norme 1 dans L 2 ( - 1/2, 1/2), et donc :

constante positive, car c'est la limite d'une suite de fonctions positives.
La sous-suite (<Pan)n converge donc faiblement vers 1 dans

H2(— 1/2, 1/2) ; par unicité de la limite, il en résulte que toute la famille
(<Pa)a tend vers 1 dans H2{- 1/2, 1/2) faiblement, et donc dans
H\- 1/2, 1/2) fortement.

ii) En passant à la limite, a tendant vers 0, dans l'équation (2.6), il vient
immédiatement que

\im a1 hl = 12

car <pa tend vers 1 dans L2{- 1/2, 1/2) et donc dans L\~ 1/2, 1/2).

PROPOSITION 2 .8: Si pour tout a> 0, (h, <p) vérifie le problème
(0*®) alors, lorsque a tend vers + oo :

i) x<p tend vers 0 dans L 2 ( - 1/2, 1/2).
ii) <p2 tend vers ÔQ dans &'(]- 1/2, l/2[).

Démonstration : Soit donc comme précédemment, ha = h et <pa = <p.
Il résulte de l'équation (2.14) que :

h2
a \ x2<p2

adx^\
Ji a1

or, d'après la proposition 2.5 :

lim ha=
a -*• oo

II en résulte que :

r
lim x2<p2dx = 0

a -+ oo J I

2(c'est-à-dire que xcpa tend vers 0 dans L 2 ( - 1/2, 1/2) lorsque a -> + oo.
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Remarque : La famille ( cp a ) converge faiblement vers 0 dans
L 2 ( - 1/2, 1/2) ; en effet : la famille (<pa) étant bornée dans L 2 ( - 1/2, 1/2), il
existe une sous-suite (an) qui tend vers 0 et est telle que la suite
(cPaJ converge vers une limite <p0, faiblement dans L 2 ( - 1/2, 1/2), lorsque
n tend vers + oo.

L'application :

étant convexe et continue sur L 2 ( - 1/2, 1/2), elle est faiblement s.ci. sur
L 2 ( - 1/2, 1/2) ; nous avons donc :

x2 (pçjdx =s= lim inf x2 <p2
n dx = 0

donc :

Par unicité de la limite <p0, il en résulte que la famille (<pa)a toute entière,
converge faiblement vers 0 dans L2{~ 1/2, 1/2).

La famille {<p)a
 n e P e u t P a s converger fortement vers 0 dans

L 2 ( - 1/2, 1/2) car la limite forte <p0 = 0 devrait vérifier || <po\\ = 1, ce qui est
faux.

Montrons ii) :
Soit (an)n une suite de réels positifs qui tend vers + oo lorsque

n -• + oo, et soit (ƒ„)„ la suite définie par :

<p2(x) si * e [ - - , -
ƒ „ ( * ) = L 2 2

0 si | x | > i .

* Pour tout n G N et tout x G R, /„(je) ^ 0.
* Soit [jq, x2] c: ]0, + oo [ (la démonstration serait analogue dans le cas

où [JCJ, x2] c= ] - oo, OD, alors :

donc :

Xl
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avec d'après i) :

donc :

lim x2<plndx = O
n -> oo J ƒ

lim | fndx = 0.
n -> oo

* Pour tout x0 tel que | x o | ^ 1/2 et tout n e M :

ƒ„(*)<& = i

et pour tout x0 tel que JC0 > 0 et x 0 ^ 1/2 :

rx0 p 1/2
lim / B ( J C ) dx - 1 - 2 lim ƒ„(*) öbc = 1

J J

II résulte donc d'un théorème classique (cf. L. Schwartz [16]), que :

lim ƒ„ = 8 dans ®'(R)
H -»• 0 0

et donc que :

lim <pl = Ö dans ® ' ( ] - 1/2, l/2[) .
- » oo

Ce résultat étant vrai pour toute suite (an)n de U+ qui tend vers
+ oo quand n tend vers + oo, nous avons :

lim <pl = 3 dans ® ' ( ] - 1/2, l/2[) .
a -> co

Les estimations suivantes, obtenues par des méthodes semi-clasiques (cf.
B. Helffer [8] et [9]), nous donnent un bon contrôle de h et de
<p lorsque a tend vers + oo.

PROPOSITION 2.9 : Soit, pour tout a > 0, (h, <p) vérifiant le problème
\ alors, il existe c0 > 0 te/ <?ue, pour tout a 3= c0 :
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ii) et il existe une constante cx => 0, indépendante de h et de a {a => c0), telle
que :

5 2 ,

Sup
x € [- 1/2, 1/2]

;ci e

ou :

al<h 1

L2x2a2Kh \ x4

x (S

± ) ) x
4 I

qKh

où S est une fonction de troncature, S e C°°(IR), telle que

1 5/ x 3= 3/4
0 si JC ss 1/2 .

Démonstration : Le problème (2.4)-(2.5) s'écrit de manière équivalente :

\pj=\f dans F=]-â, â[
(2.16) _ J _ 9

ƒ >- 0 dans ]— â, â[

avec :

(2.17)
et f(a^/Khx) = am(hK)V4<p(x).

Nous supposerons que ƒ vérifie la condition de normalisation

Notons que cette condition équivaut à
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i) Montrons tout d'abord que lorsque â tend vers + oo :

(2.18) \\ - l \ ^ C t e â 2 e 2 ^ + 1 6 ' ( 1 + O
\

1 _(â? / 1_ \

â'2 e 2 ^ + 1 6 ' ( 1 +
\

L'équation : Pf — f admet sur M un système de solutions linéairement
indépendantes ƒ 1 et ƒ2 qui vérifient :

2 : e IR

f2(x) = e2 ± ( 1 + — + <9 ( ~.) ) lorsque x -+ + oo

avec :

- ' i / i w
2 + O f — I 1 lorsque x -• + oo

(cf. Y. Sibuya [17] par exemple).
La dérivée f2 étant positive lorsque x -• + oo, la fonction f2 est croissante

pour â assez grand.
D'autre part la fonction f2(-x) étant aussi solution du problème

Pf — ƒ, on cherche une solution approchée fa de ƒ, sur ] - â, 5[, de la
forme suivante :

(2.19) fa{x) = p e 2 + / *

où /3, /u. (â) et J ' (â ) sont tels que :

et C T ) ' ( ± â ) = O

S* est une fonction de troncature, S e C°°(II5), définie dans la proposi-
tion 2.9.

Or ( p ) ' (â) = 0 équivaut à :

<X20, „(„.^.-

(f*y(-â) à: *(o) = /*(â)

et )8 = 77 ~ 1/4 + O (e~ (à)2 â) lorsque â -> oo
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puisque :

—: I I X

Si - ) dx

avec :
Ç 2 / f

e~xdx=^ et
Ju J

rœ _ x rco 1

p djc •K=^ I ir p tijc =̂ p

donc :

\J TT Ü7T

et:

(à)2

car les fonctions à intégrer sur [â/2, â] sont positives sur l'intervalle
considéré.

ƒ î e t ƒ2 étant solutions de : P ƒ = ƒ, nous avons :

p p = ra + ™~a

avec :

La dérivée ƒ2 est croissante sur l'intervalle [â/2, 3ô74] pour â assez grand,
car :

ƒ£(*)= ( x 2 - l ) / 2 ( x )

est positif dès que x > 1.
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Par conséquent, S' et S" étant bornées indépendamment de â:

1

où la constante est indépendante de â.
D'autre part, si Sp (F) désigne le spectre de l'opérateur P

car P est un opérateur auto-adjoint et fa est de norme 1 dans L2(— â, â).
Or par symétrie et parce que la première fonction propre du pro-

blème (2.16) est la seule fonction propre, de ce problème, qui ne change pas
de signe sur ]— â, â[9 nous avons :

A = v

où 7) est la première valeur propre du problème (2.9)-(2.10).
Or, 77 = x/h, et h, solution de (^J), tend vers K lorsque a tend vers

+ 00 (d'après la proposition 2.5). Il en résulte que r\ tend vers 1, lorsque
a tend vers + 00, et donc que À tend vers 1, lorsque â tend vers
+ 00. Par conséquent :

( p ( P ) , 1> = | A — 1| .

Il en résulte (2.18).

ii) Soit maintenant IIÜ la projection orthogonale de L2(— â, a) sur
l'espace propre associé à la valeur propre principale de (2.16) ; et soit :
v5 = nu p, alors :

Pvà = \vs-

Définissons

Ga= {£ s L2(-â, â)-, (^v5) = 0}

et F 5 = {€ eH2(-â,â) HG5; f ' (±ö ) = 0} , alors :

(P — À ) étant un isomorphisme de F 0 sur Ga :
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Or, par définition de la norme d'un opérateur linéaire et en utilisant la
caractérisation variationnelle des valeurs propres de (P — A )~l, nous
avons :

= Sup

où Aj est la deuxième valeur propre de (2.16) et if/ une fonction propre
associée.

Nous avons :

if," = (x2- Âx) iff d a n s ] - â, â[

donc, d'une part :

et d'autre part, par une intégration par parties

donc :

Il en résulte que :

Par conséquent :

ra) A ! - A
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Or, A tend vers 1 lorsque â tend vers + oo et A x est minorée par une
constante strictement supérieure à 1, en effet :

Nous pouvons étudier A x en reprenant la démonstration de la proposition
2.5, et en considérant la solution z de l'équation (2.11) :

- z " ( O + (t2- v)z(O = 0 dans ]0, + oo[

qui vérifie les conditions limites suivantes :

z(0) = 0 ; z'(0) = z0 .

La solution de ce problème est donnée par :

'1 .
2 £

c2p+1t
2"+l

où
( 3 - v)(7 - V)- ( 4 p - 1 - v)
^ ( 2 , + 1)1 "

En dérivant sous le signe ^ , ce qui est possible puisque le rayon de

convergence de la série est + oo, nous obtenons :

II en résulte que z'(/) ne peut s'annuler que pour 77 =s= 1.
Supposons donc ; 1 < 17.
Une étude de la fonction :

sur l'intervalle ]0, + oo[, montre qu'elle admet un minimum sur cet
intervalle en un point Xo tel que :

(v2+6n - 1 5 ) 6(77 - 1 )
= - 2(3-,)' aV6C- X° = ¥ ^ ?

f(X0) ne peut donc être négatif que si 17 est supérieur à la racine positive de
(î72+ 6 T? — 15), c'est-à-dire :

77 > 1,9.
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Le reste de la série donnant z' (t) étant positif pour 17 <c 3, il en résulte
que Àj est nécessairement supérieur à 1,9. On peut en fait montrer que
Àj tend vers la seconde valeur propre (égale à 3) du problème :

Pf = fx ƒ sur ] - 00, + 00 [

et un résultat analogue pour les autres valeurs propres.
Par conséquent :

II en résulte, compte tenu de (2.18) que :

Par conséquent, en utilisant le fait que (vs - f3) est orthogonal à
v" et en posant :

(À/3)
nous avons :

(Pv, v) _ / , -(s)2

(2.22) A = ^ ' ( 5(PvB, vs) _ / , - ( s ) 2 ( i + ^ ) \
^ ' = A a + O ( ( â ) 5 e V u , / )

(V5, VS

(cf. B. Helffer [9]).
A " est une approximation de A que l'on peut calculer ; en effet :

(Pf*, F") - (À n = 2 /a (S) (- (f2(x) S ( M ) " +

En intégrant deux fois par parties ce produit scalaire défini sur
] - S, â[, nous obtenons :

(â))2 (/2(x) S ( | ) , S' ( | ) (f2y
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Or, grâce à (2.19) et à l'expression de ƒ£, nous avons lorsque
â tend vers + oo :

et les deux derniers produits scalaires sont de l'ordre de :

O(e-â\l+3f4))

donc :

(ƒ>ƒ*, ƒ*) = (f*9 p) - 4 ff-
lffl5f Ca")2(l + J - + O ( 1 ) ) .

\ 2 a2 V a 4 / /

Comme de plus / a est de norme 1 dans L2{— â, â), nous avons :

2âz

II résulte alors de (2.22) que :

(2.23) A = 1 - 4 7r"mâe~5l(\ + —0 + <

C'est-à-dire i) de la proposition 2.9, dans les paramètres et variables
initiaux.

iii) Montrons que, pour a assez grand :

5,2

et tout d'abord que :

Cette inégalité est équivalente à :
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et donc, puisque ƒ et fa sont de norme 1 dans L 2 ( - â, â) :

or, ua étant la projection de fa sur l'espace propre engendré par

/ :

»3 = oc f

avec a >- 0 car vs > 0 et ƒ > 0, et a ̂  1 car :

et d'autre part :

p = và 4- (i/*)x avec (O5)-1, vs) = ((u5)"L, ƒ ) = 0

donc :

(Jâ %JBt\ _ || „S || 2 211 711 2 _ «2

et (ƒ, va) = a avec 0 < a ^ 1 .

Il en résulte que :

d'où l'inégalité énoncée.
Et par conséquent, d'après (2.21) :

D'autre part, ƒ vérifiant (2.16), et p vérifiant :

\PP = P + w~a

\p'(±â) = 0

nous avons :

p(f-n= (ƒ-ƒ*) +(A -D/-w s
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et donc par une intégration par parties, après avoir multiplié par

(f-f3):

f if-ry2dx+ \" x2(/- r)2 dx =
•J-ïï J-â

f(f-fS)dx+ f (J-rfdx [
*-a J - â

Grâce aux majorations précédentes de |À — 1|, | | / — /Û | |L2 (_5 _* e t

||w5||L2 , et en tenant compte du fait que les deux termes du premier

membre sont positifs, nous avons :

ll^-^'ll'v^-)-!^1"»/-/3!!^,,)^^-^"2

+ li-3llLVa ,5) | | /-/a | |£2(_a-,5)

«Cte (S)5e~a {1 + 16' .

Enfin :

( / - / a ) " = x 2 ( / - / a ) + ( 1 - A ) / + ws- (J-fa) dans ] - â, S[

donc :

^ C t e a

et donc :

\\f-f*\\ 2 ^C te (â)2 e 2 \ + 1 6

et comme i/^— â, Û ) C C ° ( [- â, â]) avec injection continue, il existe deux
constantes c0 et Cj positives telles que, pour tout â tel que â > c0 :

Sup | / ( x ) - / û ( x ) | ^ q e 8 .
x e [-â, a]

II en résulte ii) de la proposition 2.9, en utilisant les changements de
variables (2.17).
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2.2.2. Résolution numérique du problème (&%)

On cherche dans ce paragraphe à calculer numériquement la valeur
positive de h définie par ii) de la proposition 2.4 ainsi que la solution
<P du problème (^°) correspondante, lorsque c est nul et lorsque
a décrit l'intervalle ]0, + oo[.

2.2.2.1. Principe de résolution
K, a et N s N étant donnés tous positifs, on définit une subdivision

régulière (*,.) de l'intervalle ] - 1/2, l/2[ par :

Xi = (i -N - l)dx i = 1, ..., 2N + 1 avec 27V dx = 1 .

Pour h donné, arbitraire, l'opérateur :

- A + a4h2
 K2X2\\H\- 1/2, 1/2) ->L 2 ( - 1/2, 1/2)

est approché par :

- A h + a4 h 2 K 2 ( X i ) 2 K2N + l : R 2 N + l ^ R 2 N + 1

où Ah est l'opérateur de différences finies habituel dans la discrétisation du
Laplacien.

Le problème approché s'écrit :

OU (p • = <p (x)

et Œ l = - 1 - a4h2 K2(dx)2IA

at = ~2 - aAh2 K2(Xif (dx)2 i = 2 , ..., 2 7V

«2JV + I = — 1 - Û 4 / Î 2 / C 2 ( C / X ) 2 / 4 .

Soit A la matrice du système (A^A). La solution ^ de (^^) est
déterminée de telle sorte que la première valeur propre JUL du problème :

soit égale à : - (dx)2 a2 K 2.
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On utilise la méthode de la puissance itérée inverse pour calculer la plus
petite valeur propre JJL de A, et une méthode de dichotomie pour la
détermination de h. L'approximation (<pt ; / = 1, ..., 2N + 1) de <p est
alors obtenue en normant la fonction propre obtenue par la méthode de la
puissance itérée.

2.2.2.2. Résultats numériques

Des calculs ont été effectués sur le VAX 8700 de l'E.N.S.M. avec
K = 0,062, valeur caractéristique de l'indium. Ce matériau a été étudié
expérimentalement par Y. Pellan.

La figure 1 représente la courbe h = h(a) obtenue par lissage d'une
vingtaine de points (a, h) avec a e [1,5, 10CQ lorsque TV = 40.

Les résultats numériques concordent avec les résultats théoriques du
paragraphe 2.2.1 :

— décroissance de la courbe h = h (a)
— comportement en V12 du produit ah lorsque a tend vers 0
— h (a) tend vers K lorsque a tend vers -h oo.

1 8 -

1 6 -

1 4 -

1 2 -

1 0 -

0 3 -

0 6 -

0 4 -

02 -

0 0 -

\

\

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figure 1. —

La figure 2 représente des fonctions propres <p obtenues pour différentes
valeur de a ; elle confirme que <p est de plus en plus « raide » à l'origine
lorsque a croît.
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a=20
a=40

«60

3 5 -

3 0;-

2.5-

a-150 ?

J
05H

0 0

•.a=200

- 0 5 - 0 4 - 0 3 - 0 2 - 0 1 00 01 02 03 04 05

Figure 2. — Fonctions propres <p pour différentes valeurs de a.

2.3. Étude du problème de valeurs propres dans le cas où c est non nul : le
problème (^ c )

23 A. Le problème de bifurcation en c = c(a)

Soit (^ c) le problème posé dans le paragraphe 2.1 :
étant donné a > 0, trouver c G R tel qu'il existe h > 0 et <p solutions de :

— (p ff ̂  (2 n K (x H- c) <p — a K (p = 0

<p'(± 1/2) = 0 <p E H\- 1/2, 1/2)
(2.25) <p > 0 dans ] - 1/2, l/2[
(2.26) lk lL . , , ,^1

Considérons l'application G définie par :

G : R x ]0, + oo[-> R
r

(2.27) (c,a)->G(c,a)^c+ x<p2dx

où <p est la solution des équations (2.24)-(2.25)-(2.26).
Le problème (&c) consiste à déterminer les couples

(c, a) e R x ]0, + oo [ tels que :

(2.28) G(c, a) = 0

sachant que pour tout a > 0, (0, a) est une solution triviale de (2.28) et de
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DÉFINITION 2.11 : Nous dirons qu'une solution triviale (0, %) de
(£PC) est un point de bifurcation du problème (^ c ) , si pour tout voisinage V
de (0, OQ) dans R2, il existe une solution (c, a) de (&c) dans V avec c non
nul.

Les propositions suivantes donnent des conditions nécessaires de bifurca-
tion du problème (^c)> qui sont équivalentes entre elles.

2.3.2. Conditions nécessaires de bifurcation du problème (&c)

PROPOSITION 2.12 : Une condition nécessaire pour qu'une solution triviale
(0, OQ) de (&c) soit un point de bifurcation pour ( # c ) est qu'il existe une
solution if/ du problème suivant ;

(2 29) î- t" + <4h$ K2X2 if, - a* K2 <(, ~ - 2 <4h$ K2X<P0

W ' ( ± 1/2) - 0 tff e H2(- 1/2, 1/2)

(2.30) («PQ, &) = 0

telle que ;

(2.31) { dx =

où <p0 est la solution du problème {3?®) associée à a0 et h0.

Démonstration ; L'ensemble {(0, a), a > 0} constitue une courbe de
solutions tiiviales de (2.28). h et <p, solutions de (2.24), admettant, d'après
la proposition 2.7, des dérivées partielles continues par rapport à
c et a sur M x ]0, + oo[, une condition nécessaire pour qu'il existe une
courbe de solutions (c, a) bifurquée, issue d'un point (0, <%) est que :

8G(0, ^b)
de ~~

car sinon le théorème des fonctions implicites assurerait l'unicité de la
courbe de solutions de (2.28) passant par le point (0, %). Or :

(2.32) V(c, a) s R x ]0, + oo[: 8 G ( c ' a) = 1 + 2 f

où %\f — —— est la solution de ;

dt

(2.33)
-a2

= -2a4hSch K

>'(± 1/2) = 0
(2.34) (ip, <p) = 0
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et dch = — (c, a)

les équations (2.33) et (2.34) étant obtenues par dérivation par rapport à
c des équations (2.24) et (2.26).

LEMME 2.13 : a) Soit (c, a) e M x ]0, + oo[et h solution de (&c
h) alors :

| (x + c)<p2dx
dh

f 2 : dx

b) les conditions suivantes sont équivalentes :

i) — (c, a) = 0

ii) G(c,a) = O

c) 5Ï i) ow ii) de b) ej? vérifié, alors :

—- (c, a) = - h • •ƒ,
de2

öw v> «^ /ö solution de (2.33)-(2.34).

Démonstration : Si t// est solution de (2.33)-(2.34), le second membre de
cette équation est orthogonal à <p donc

f f
(2.35) dch (x + c)2<p2dx + h (x + c)<p2dx = 0

Ji Ji

<p étant de norme 1 dans L 2 ( - 1/2, 1/2) :

(x + cf <p2dx ^ 0

a) en résulte immédiatement.
b) est une conséquence de a).
Pour montrer c), posons :
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En dérivant (2.33) par rapport à c, nous obtenons :

- (d2<p )" + a4 h2 K \x + cf (d2<p )-a2K 2(d2<p )

= - 4 a4h(Bji) K\X + c)2 & - 4 a4h2 K\X + c) $

- 2 a^dji)2 K\X + cf <p - 2 a4h(d2
ch) K\X + c)2 ç>

4 2 ( x + c) ^ -2a4h2K2<p

= 0

avec dch = 0 lorsque i) ou ii) de b) est vérifié.
La condition d ' orthogonalité à <p du second membre de 1 * équation

implique immédiatement c).
Compte tenu des relations (2.33)-(2.34) et du lemme 2.13, la condition

nécessaire de bifurcation :

3G(0, OQ)

s'écrit :
1 + 2 I t<Pn il/ dt = 0

avec ^ solution de (2.29)-(2.30).

PROPOSITION 2.14 : Une condition nécessaire, équivalente à la condition
donnée dans la proposition 2.12, pour qu'une solution triviale (0, OQ) soit un
point de bifurcation du problème (tPc) est qu'il existe une solution
\j/Q non identiquement nulle du problème suivant :

t<pQiftodt = 0

(2.36) l

^ó(± 1/2) = 0

(2.37) (^

Démonstration : Montrons que les deux conditions sont équivalentes :
* si if/0 est une solution de (2.36) et (2.37) avec ifro ¥= 0 alors :

car sinon iftQ vérifierait :

± 1/2) = 0
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et donc :

= a<Po avec a G

ce qui est contraire à la condition d'orthogonalité (2.37).
Nous pouvons donc poser :

2 t<p0

Ji

ceci implique (2,31) et (2.29).
La réciproque est immédiate.
La condition nécessaire énoncée dans la proposition 2.12 peut s'écrire

sous une autre forme équivalente particulièrement simple en utilisant les
changements de variable et de paramètres de (2.17).

Le problème {&%) équivaut en effet à :

(2.38)
(_ ƒ " + (x + cff = Aç ƒ dans I = ]-a, a[

(2.39) ƒ > ( ) dans ]-â, â[

avec, comme en (2.17) :

(2.40)
c = a = -

et la condition (Hc) équivaut à :

c)f2c)f2(x)dx = 0.

Nous cherchons la solution ƒ de (2.38) (2.39) telle que :

(2.41)
L\-à,â) = 1 .

PROPOSITION 2.15 : Soit ƒ etkzles solutions de (2.38)-(2.39)-(2.41)

i) le problème (&c) est équivalent à trouver c e R , tel que :

9A?
— - (c, â) = 0
9c
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ii) une condition nécessaire pour que (0, OQ) soit un point de bifurcation
du problème (&c) est qu'il existe une solution y du problème suivant :

(2.42)

(2.43)

telle que :

(2.44)

>'(± OQ) = 0 y e H2(- a0, a0)

(f* ƒ ) = 0 pour le produit scalaire de L2(- â, â) ,

/(5o)

ou â0 = ~

La proposition résulte du lemme suivant :

LEMME 2.16 : Étant donnés â > 0 et c G R, /a valeur propre principale
Ae du problème (2.38)-(2.39) ver(/ïfi :

i) (2.45) ^ (c, â) = 2 f (JC + c ) ̂ ( x ) dr
9c J_5

dès que

ii) (2.46)
— (c, a) = <P(c) - &(- c)
bc

où 0(c) = c ) - A , ) / 2 ( â ) er ^(x) = x2.

Démonstration du lemme :

i) Comme dans la démonstration du lemme 2.13, on dérive (2.38) par
rapport à c, et on écrit que le second membre de l'équation obtenue est
orthogonal à ƒ.

ii) Résulte de M. Dauge et B. Helffer [5] en considérant le problème
(2.38)-(2.39), translaté sur l'intervalle ] - â + c, â + c [ et en utilisant les
propriétés de symétries :

où

Aç et g_

= ƒ (x - c)

+ c) = gc(-x+ c)

e ] - â + c, â + c [

i) de la proposition 2.15 résulte immédiatement de i) du lemme 2.16 et de
la condition (//e)
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ii) de la proposition 2.15 traduit la condition nécessaire de bifurcation :

- [ P (*+c-)pdx]

par dérivation de l'expression (2.46) par rapport à c, puis division par la
quantité strictement positive / ^

2.3.3. Étude des conditions nécessaires de bifurcation du problème (&c)

2.3.3.1. Étude de la condition nécessaire (2.29)-(2.30)-(2.31)

Considérons tout d'abord le problème suivant :

Étant donné a > 0, soit (h, <p ) la solution du problème (^/?). On cherche

t// solution de ;

- if/ + a h K£X \jf - a K \ff = - 2a h K xtp

> ' ( ± 1/2) = 0 i/; e H2{- 1/2, 1/2)

(2.48) (</>, y) = 0 .

Ce problème admet toujours une solution i// unique, car le second
membre est orthogonal à <p.

LEMME 2.17 : Pour tout a > 0, la solution i// de (^^) est une fonction
impaire telle que :

i) ^ < 0 dans ]0, l/2[

x<p i// dx < 0 .

En effet :

i) $ est impaire car <p est une fonction paire. Nous avons donc
</f (0) = 0 et nous pouvons considérer le problème (^^) sur ]0, l/2[ et non
plus sur ] - 1/2, l/2[.

On cherche donc $ sur ]0, l/2[ telle que :

(2.49) - &"+ a4h2K2x2iff-a2K2
i(, =-2a4h2K2x<p dans ]0, l/2[

(2.50) (A(0) = 0 <A'(l/2) = 0 .

Soit Âo~ — A+ (a4h2 K2x2 — a2 K2) ïï alors, la première valeur propre
JJLQ de l'opérateur ^40, en restriction à ]0, l/2[ et muni les conditions limites
(2.50), est supérieure ou égale à la première valeur propre Ao de
Ao dans ]— 1/2, l/2[ muni des conditions limites de Neumann.

Or Ào = 0 , donc JLL0^ 0
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et toutes les valeurs propres de Ao sur ]0, l/2[ avec les conditions limites
(2.50) sont positives ou nulles. Mais la solution i// de (^^) est unique, et par
conséquent, toutes ces valeurs propres sont strictement positives.

Comme de plus, le second membre de (2.49) est strictement négatif dans
]0, l/2[, il résulte du principe du maximum que if/ < 0 dans ]0, l/2[.

ii) est alors immédiat car <p est positive dans ]— 1/2, l/2[.

PROPOSITION 2.18 : Si pour tout a>0, (h, <p) vérifie {&>%) et t/s vérifie
( ^ , ) alors :

i) lim & = 0 dans H2{- 1/2, 1/2).

f
ii) l im x<pif/ dx = 0.

Démonstration : Soit A l'opérateur défini de H2(- 1/2, 1/2) dans
L 2 ( - 1/2, 1/2) par:

A : f ^AÇ = - Ç" + aAh2K2x2Ç

alors Ào = a2 K2 est la première valeur propre de A pour le problème de
Neumann sur ] - 1/2, l/2[.

Soit A L la deuxième valeur propre de ce problème ; A 1 est donné par :

A 1 = inf

où II II désigne la norme habituelle de L 2 ( - 1/2, 1/2) ; donc, si i// est la
solution de ( ^ ) :

(2.51)

Or:

(Aiff, tff)-a
2K2 \\ilf\\2= (ƒ, &) où f = a4h2x2x<p

et grâce à (2.51) :

(Aj - a2
 K2) || ̂ | | 2 ^ (ƒ, </O ̂  j | / 1 | . j| ̂ | |

donc, puisque : A L A 0 = a2 K 2 :

. . . m - 11/11 - 1 «4*2
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Lorsque a tend vers 0 :
• a2h2 reste borné
• A j tend vers la deuxième valeur propre du problème de Neumann

f- A<p = 0 dans ] - 1/2, l/2[.
W'(± 1/2) = 0

car les valeurs propres de l'équation de Sturm-Liouville sont continues par
rapport aux coefficients. Il en résulte que :

lim Âl = 7T2>0

et par conséquent :

lim ip = 0 dans L 2 ( - 1/2, 1/2) .

En revenant à l'équation (2.47), nous vérifions que if/ tend vers 0 dans
# 2 ( - 1/2, 1/2).

ii) est immédiat car :

1
£^j£ ^ I! \U II 2

r\ II T ' H £ £ _ 1/2t 1/2)

COROLLAIRE 2.19 : Le problème (&c) n'admet pas de bifurcation au point
(0, a) lorsque a est voisin de 0.

La démonstration est immédiate, puisque d'après la proposition 2.18, la
condition (2.31) ne peut pas être satisfaite lorsque a est voisin de 0.

Soit :

(2.52) a0 = sup | a > 0 t.q. Va e ]0, a [ : - xcpif/ dx < -

II résulte de la proposition 2.18 que aQ est strictement positif.

COROLLAIRE 2.20 : Soit a < a0 alors l'application : c -• hc où hc est la
solution de {&D admet un maximum local en c = 0.

Démonstration : L'application c -> hc où hc est la solution de (^j;), est
strictement concave en c = 0, car

bjt = 0 lorsque c = 0

et donc, d'après c) du lemme 2.13 et par définition de a0, nous avons
lorsque a <: a0

 : <*ĉ  ̂  0*
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PROPOSITION 2.2.1 : II existe ao>O tel que la condition nécessaire de
bifurcation (2.29)-(2.30)-(2.31) soit satisfaite.

Démonstration : Montrer qu'il existe a0 tel que (2.31) soit satisfaite est
équivalent à montrer qu'il existe â0 tel que l'égalité (2.44) soit vérifiée.

Notons, pour à~ quelconque positif :

0
f (S)

et I~ = ]— â, â[ ; nous avons :

\l \ xfydx+l] .
(â) L JIM J= o p(â)

Or, par définition de a0, {cf. (2.52)), la condition: 0 < a < a0 implique
qu'avec le paramètre â :

Nous allons montrer, en utilisant des équivalents de ƒ, Ào et y (cf.

B. Helffer [8]), que l'on a l'inégalité inverse dès que â est assez grand.
Il résulte de la démonstration de la proposition 2.9, que lorsque

â tend vers + oo :

(2.53) VIE [-à,â] f(x)=r(x)

où p est donnée par (2.19)-(2.20) : c'est-à-dire (dans les notations de cette
proposition et de sa démonstration) :

ƒ*(*) = Pfi(x) + v(3)

et d'autre part :

(2.23) À o = 1 - 4 7T"1

i) Cherchons une solution approchée y3 de y.

Nous cherchons en fait une solution approchée du problème suivant :

(2.54)
- z " + x2z - z = - 2 xfa(x) dans ] - â, â[

z'(±â) = Q zeH2(-â-,â)
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La fonction :

yl(x)-xe

est la solution sur R du problème :

xe

yxeL2(U).

La fonction y{ étant impaire, il en résulte que z vérifie (2.54) si et
seulement si la fonction :

vérifie l'équation suivante (dans ] - â, â[:

- z*' + x2 z'a - zn = - 2 IL (à) xf2(x) ^ ( |

^'(±â) = 0 zü e L2(]- â, â[)

or, on vérifie qu'une solution y2 de l'équation :

- y2 + ^2y2 - y2 = -2 xfzix) lorsque x tend vers + oo

est telle que :

^ 1 ~ ^ ( ~ 4 ) ) l° r sclue x vers H- oo

(le développement pouvant être mené aussi loin qu'on le désire).
La fonction :

nous donnera une approximation de l'équation (2.54)x sur [0, +<z]. En
prolongeant par symétrie l'intervalle [— â, a], la fonction impaire :

s (U) + ̂ (S) y2{x) s ( ^ ) - /* (a) y2(- ̂ ) s ( - 1

sera une solution approchée de (2.54)j sur [— â, â], orthogonale à la
fonction propre fa.
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Mais cette fonction ne vérifiant pas les conditions de Neumann en
± â, nous considérons :

(2.55) f{x) = (3yx (x) + /£ (â) y2(x) S (^ J - /* (â) y2(- x) S ( -

et choisissons p (â) et r (â) tels que y13 vérifie les conditions de Neumann en
ö et - à, c'est-à-dire :

(2.56) p(â) = -2p e-{n)\âf(\ +—L- + O ( J - -

et P(ö) = - r ( ö ) .

ii) Montrons que lorsque â tend vers + oo :

(2.57) Sup \yü(x)-y(x)\ ^ Cte (â) 2 6 2 ^ +16 ' ^

y3 est impaire par construction, et donc orthogonale à ƒ, et elle vérifie :

II en résulte que :
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d'où (2.57), par des majorations analogues à celles de la démonstration de la
proposition 2.9.

iii) II résulte alors immédiatement de la proposition 2.9 et de (2.57) que,
lorsque â tend vers + oo :

e 8

donc, compte tenu des développements (2.19) et (2.55) de fa et
ya respectivement, et de celui de fi donné par :

nous avons :

De même :

Par conséquent :

A* = â + (â2 - A0)(- S) ( 1 + O ( 1

et grâce à (2.23) :

quantité négative pour â assez grand. La proposition 2.21 en résulte par
continuité de Aa par rapport à â.

La condition nécessaire de bifurcation (2.29) (2.30) (2.31) est donc
vérifiée pour au moins une valeur du paramètre a. L'unicité de cette valeur
n'est pas évidente à démontrer ; les résultats numériques du paragra-
phe 2.3.4 donnent cependant quelques informations le suggérant.

L'existence de solutions bifurquées du problème (^ c) , issues d'un point
(0, ÛQ) vérifiant la condition (2.29) (2.30) (2.31), est étudiée dans le
paragraphe 2.3.4.
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D'autre part, la proposition 2.21 nous donne un résultat d'existence d'une
valeur propre double pour un problème de valeurs propres intégro-
différentiel sur ] - 1/2, l/2[ ; c'est l'objet du paragraphe suivant.

associée à a;

2.3.3.2. Le problème de valeurs propres en ^

Soit a > 0, et (<p, h) la solution du problème (
considérons le problème de valeurs propres suivant :

if/" + a4h2 K2X2 ip — a2 K2 i//

- 4a4h2 K2X<P t<piff dt =
Ji

rr(± 1/2) = 0 $ s H2(- 1/2, 1/2) .

Pour tout a :> 0, <p est une fonction propre du problème (^M), associée à
la valeur propre /x = 0.

PROPOSITION 2.22 : Soit a0 donné par la proposition 2.21, alors l'espace
propre du problème (â?^ ) associé à la valeur propre fx = 0 est de dimension
deux.

Démonstration : II résulte de la proposition 2.20 et de l'équivalence entre
les conditions nécessaires de bifurcation du problème (£?c) qu'en a ~ OQ, OÙ
OQ est donné par la proposition 2.21, le problème ( ^ J admet au moins une
solution tf/, orthogonale à <p, associée à la valeur propre /x = 0.

Si '/'i et *ff2
 s o n - deux fonctions propres du problème (^^) associées à la

valeur propre /x = 0, et qui ne sont pas proportionnelles à <p, alors :

~4a4h2K2x<p

(*ƒ) (± 1/2) = 0 i = 1, 2

avec : \ t<p \ffl dt ^ 0 pour / = 1 et 2
Ji

car sinon t//l ou if/2 vérifierait (2.4) et serait donc proportionnelle à

Posons :

p. = t<pé; dt et i i - — pour / = 1,2.
J/ ^i

Les fonctions f j et f 2 vérifient les équations suivantes :

\-gr + a4h2K2x2€i-a
2K2gi = 4a4h2K2x<p

€l(± 1/2) = 0 ï = 1, 2
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donc, si : £ = £j — £2
 :

f- f + a*h2
 K2X2 £ - a2 K2 £ = 0

Il en résulte que Ç est proportionnelle à <p ; il existe donc a e M tel que :

Ji

*l*i s'écrit donc comme combinaison linéaire de \j/2 et <p, il en résulte que
l'espace propre associé à la valeur propre JJL = 0, est de dimension deux
dans H2{- 1/2, 1/2), et de dimension un dans l'orthogonal de <p.

2.3.4. Étude numérique des conditions nécessaires de bifurcation

2.3.4.1. Principe de résolution

Parmi les conditions équivalentes données, la condition nécessaire
étudiée numériquement est celle énoncée dans la proposition 2.12.
K et a étant donnés, on calcule une valeur approchée de la solution
if/ du problème (^^) par une discrétisation dé ce problème analogue à celle
effectuée pour le calcul des (<Pi)i- $ est calculée aux mêmes points
(x^ que (p ; il en résulte un système S, de (2 N + 2) équations,
(2N + l) inconnues et de rang (2 Af + 1 ) :

Si tyi = ifriXi) i = 1, ..., 27V -j- 1, les

(S)

1 0 - v , , ,

. , e. ...

\ 0 ••• 1 a2N + lj \ ^ 2 w + i

= 2 a 4 A 2 K 2 '

\ . .

X2 N + 1 <P 2 N + 1

1 0" impair)

Ce système rectangulaire est résolu par la méthode de Householder.
On calcule ensuite une approximation de l'intégrale :

ƒ (a) = - | xtpiff dx

par la formule de Simpson.
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On cherche a tel que I (a) = 1/2 en faisant varier a dans l'intervalle
]0, +oo[.

2.3.4.2. Résultats numériques

La figure 3 représente la courbe obtenue dans le cas de l'indium
(K = 0,062), par lissage d'environ 80 points (a, I(a)) lorsque JV - 40.

On vérifie que I (a) tend vers 0 lorsque a -• 0, conformément à la
proposition 2.19. De plus, la courbe croît de a = 0 jusqu'à un maximum
approximativement égal à 0,8, puis tend en décroissant vers 0,5, lorsque
a -> oo.

Ka)

08-

07-

06-

05

04-

03-

02-

01-

00
o 0 25 50 75 100 125

Figure 3. — ƒ (a) en fonction de a.

On vérifie donc, conformément à la proposition 2.21, qu'il existe une
valeur a0 de a telle que : I (a) = 0,5. Cette valeur critique calculée est
oo^ 29,237.

Les valeurs de / (a ) obtenues étant très voisines de 0,5 lorsque
a tend vers + oo, les précisions des calculs ne permettent pas de conclure sur
l'existence d'éventuelles autres valeurs critiques a0 ; seule la décroissance de
I (a) en fonction de a le laisse supposer.

2.3.5. Existence d'une bifurcation du problème (&c)
La condition nécesaire de bifurcation (2.29)-(2.30)-(2.31) n'étant pas

suffisante pour assurer l'existence d'une bifurcation du problème (^c),
nous ferons dans ce paragraphe l'hypothèse (H$) suivante :

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
Mathematica! Modelhng and Numencal Analysis



UN PROBLEME DE BIFURCATION

psi

10

277

- 5

- 0 5 - 0 4 - 0 3 - 0 2 - 0 1 0 0

a-20
/ a=5

C-00 \ 0 2 " ~ Xr* "."-"ffc5

a=60
- - 5

- - t O

a=80
\ a=100

\ a*=150

a=200

Figure 4. — Fonctions & pour différentes valeurs de a.

Si pour fl>0, (h, (p) est la solution du problème (^J) et ^ la solution de
(2.29)-(2.30),

La courbe a ->/(«) = -

coupe transversalement l'axe y = 1/2 en a = OQ .

L'existence de a0 tel que / (a0) = 1/2, est donnée par la proposition 2.21 ;
nous supposons ici de plus la transversalité. Cette hypothèse (H^) est
justifiée par les résultats numériques du paragraphe 2.3.4.

Nous avons alors le théorème suivant :

THÉORÈME 2.23 : Sous r hypothèse (H^) il existe une courbe de bifurcation
(c, a) du problème (£PC), issue du point (0, OQ).

Démonstration Considérons comme dans le paragraphe 2.3.1, l'applica-
tion :

G:U x ]0, oo[->R

(2.27) i x<p2dx

où <p est la solution positive du problème ( ^ ) .
Pour montrer le théorème 2.23, nous sommes naturellement amenés à

utiliser le lemme de Morse. Rappelons ce lemme, dans une version
« faible ».
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LEMME DE MORSE : Soit G une application de classe Cm m s= 2, sur un
voisinage de Vorigine dans M2, à valeurs dans R et vérifiant :

G(0) = 0
DG (0) = 0

detD2G(0) ^ 0

alors Vensemble (local) des zéros de F est réduit à {0} si det D 2 G (0) > 0, ou
est composé de deux courbes de classe Cm~l si detD2G(0) < 0.

Il résulte de la proposition 2.4 que l'application G donnée par (2.27) est
bien de classe C00 dans un voisinage de (0, OQ) dans M2.

Lorsque c = 0 et que a ~ a§\

^ ( 0 , ^ ) ^ 0 et ^ ( 0 , <%) = <)
da da2

car pour tout a > 0 : G (0, a) = 0

et : ^ (0, ûb) = 0

parce que a0 vérifie la condition nécessaire de bifurcation.
Il en résulte que :

DG(O,ao) =0
et :

(2.58) det£>2G(0, <%) =

où D2G(0, %) est la matrice hessienne de G en (0, OQ).
det D2 G (0, OQ) ne peut être que négative ou nulle; pour utiliser le

lemme de Morse, il faut s'assurer qu'elle n'est pas nulle. Or :

(0,
9c f

II en résulte que si la courbe (/ (a), a) coupe transversalement l'axe
y = 4- 1/2 en a = OQ (hypothèse //^)), det£>2G(0, OQ) n'est pas nul ; il est
donc strictement négatif. Le lemme de Morse implique donc l'existence
d'une branche de bifurcation (c, a) du problème (^)> issue du point
(0, ao).

Cette branche est de classe C00 dans un voisinage de 0.

2.3.6. Étude directe du problème (^c)
Nous donnons, dans ce paragraphe, quelques résultats concernant les

solutions des problèmes (&c
h) et (0>c) lorsque c est différent de 0.

Cette étude ne suppose pas l'hypothèse (H^) satisfaite.
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P R O P O S I T I O N 2.24 : Étant donnés a>0 et c dans M, soit (hc, <pc) la
solution de (£?c

k), alors :

i) lim hc = 0.
C -* 00

ii) Sup {h ; h donné par i) de (2.4), c e l }
est atteint en c tel que :

= - { x<p2dx.

Démonstration :
i) (hc, <pc) étant solution du problème

<Z4K2 \c2+2c x<Pcdx+ x2tpjdx\
L J / C )i C J

Le numérateur est majoré par a2 K \ et le dénominateur tend vers
4- oo lorsque c tend vers ± oo ; il en résulte que h2 tend vers 0 lorsque
c tend vers + oo.

ii) a et c étant donnés, nous allons montrer que h admet la caractérisation
suivante :

(2.59) h2 = Sup
a4*2 f

où Sx = {i e H\-\IX 1/2), f'(± 1/2) = 0}.
En effet, a, h et c étant fixés, le « problème de valeurs propres » :

[<peSl9 <P>0

s'écrit sous la forme variationnelle suivante :

(2.60) alK2= Inf
(- 1/2, 1/2)

1/2)

(e/, par exemple, S. Smoller [18]), donc :

Vf
fl4^2 f (x + cf Ç2dx
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le sup pour £ e SX étant atteint par £ = <pc lorsque h = hc, ceci montre la
relation (2.59).

Posons :

(2.61) //(c, f ) = —^ ^ c G R ,

a4*2 f

Nous cherchons c G [R tel que :

(2.62) hl = Sup /Ï2 = Sup Sup H(c,
c eU c eU i e Sl

donc tel que :

*!= Sup Sup//(c,
£ e S! ce [R

&c étant continue en c sur R, il résulte de i) qu'il existe c e [R tel que :

hl = Sup h2

ceU

donc, tel que : h* = H (c, <p^)

or, pour f fixé :

•—ƒ,-Sup / / (c , f ) est atteint en un c égal à : c = — | xg dx
ceU

donc en particulier, pour i; = (pz\

c = - x<p^dx

d'où ii).

Remarque : dans ii) nous considérons les valeurs de /z associés à toutes les
solutions <p de ( ^ ) et non seulement à la solution <p > 0.

PROPOSITION 2.25 : i) II existe a^ > 0, te/ #Me, pour tout a > a^, il existe
une solution c non nulle du problème (^c) ;

ii) déplus, si hc est la solution de {&Dpour la valeur de c définie en i), et si
h la solution de (^°), alors :
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Démonstration: D'après la proposition 2.24, pour tout a :> 0, il existe
c e R tel que :

h(c) = Sup hc avec c solution du problème (^ c) .
ceU

et d'après la démonstration de la proposition 2.21, il existe ûœ > 0 tel que
pour tout a > a^ :

- ƒ , -

Il résulte donc du Iemme2.13 que c = 0 réalise un minimum local de
h(c), puisqu'alors :

— S < 0 , < i ) > 0 .

Or, /Î tendant vers 0 lorsque c tend vers + oo d'après la proposition 2.24,
il en résulte, par continuité et différentiabilité, qu'il existe un c0 > 0 tel que :

— (c0, a) - 0

h(cQ) est en fait un maximum local de h.
Nous avons alors de manière évidente :

hz>h oh h est la solution positive de (^£) .

Ce résultat d'existence est indépendant du théorème 2.23 qui donne
l'existence d'une bifurcation du problème (^ c) .

2.3.7. Étude numérique du problème (tPc)
2.3.1 A. Principe de résolution

a >- 0 et c étant donnés, on calcule un couple (h, <p) solution du problème
(&D par une méthode de discrétisation analogue à celle du paragra-
phe 2.2.2.

On calcule ensuite l'intégrale :

ƒ = (x + c) <p2dx' • - ƒ
par la méthode de Simpson.

Pour déterminer une valeur de c vérifiant le problème (â^c) c'est-à-dire
telle que la condition (Hc) soit vérifiée, on utilise la méthode de dichotomie
sur Jc.
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2.3.7.2. Résultats numériques
La courbe 5 représente les valeurs de c, solutions de (^ c) , calculées en

fonction de a : en plus de la solution triviale c = 0, nous obtenons une
courbe de valeurs positives, issues de la valeur de a === 29,24 et la courbe
symétrique des valeurs opposées de c.

Nous obtenons donc une courbe bifurquée à partir de la solution triviale
(0, OQ) en la valeur a0 trouvée dans l'étude numénque du paragraphe 2.3.3.

La courbe 6 ci-dessous, représente, en pointillés, les valeurs de
h solutions du problème (&c

h) lorsque c est une solution non nulle du

c(a)
05-

0 4 -

03-

02-

0 1 -

00

-0 1 -

-0 2-

-0 3-

-04-

-05-»

20

c=0

40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260

Figure 5. — c(a).

h(a)

1 8

1 6

1 4

1 2

1 O

08

06

04

02

00

C-0

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figure 6. — /^O) et hc{a),
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problème (^ c) . La courbe en continu reprend la figure 1, c'est-à-dire
h en fonction de a lorsque c est nul. Nous constatons que le long de la
courbe correspondant à c non nul, hc(a) tend vers 1,7 K, lorsque
a —• o o .

La figure 7 représente les fonctions propres du problème (&c) pour
différentes valeurs de a et c = c(a) :

a=500

=200
= 150

; \
_̂_ \

a=80
a=60 •—:-

a=20 -

5 -

3 -

2 -

\

- 0 5 - 0 4 - 0 3 - 0 2 - 0 1 00 01 02 03 04

Figure 7. — <pc pour différentes valeurs de a.

h

0175-

0125^

ovj

0075^

005-j

0025 :

00

20

00 025 05 075 10 125 15

Figure 8. — h ~ h{c) solution de {&*c\ pour différentes valeurs de a.

Les valeurs de c telles que — (c, a) = 0 sont solutions de (JPX
oc

La figure 8 représente h = h(c) solution du problème (^ c) pour quelques
valeurs choisies de a ; pour a fixé, h(c) n'admet qu'un maximum local en
c sur l'intervalle ]0, 0,5] : une solution de (&c) étant caractérisée par un
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extremum de h, il en résulte que les seules solutions de (&c) sont celles
données par la figure 5.

III. CHAMP DE RETARD A LA CONDENSATION

Le but de ce paragraphe est de montrer que le champ de retard à la
condensation Hsc est donné par la solution h de (^°) lorsque a < a0, et par
la solution h de (^£) avec c # 0 solution de (£PC) lorsque a s= OQ.

DÉFINITION 3.1 : Une solution du problème (^fA ) est dite stable si c'est
un minimum de la différence d'énergie libre de Gibbs AG, une solution
métastable si c'est un minimum local et non global 4e AG, et une solution
instable sinon.

La différence d'énergie libre de Gibbs est donnée, d'après la théorie de
Ginzburg et Landau par :

AG = Cte - ƒ 2 + t ƒ * + _J__ (ƒ ' f + a2h2A 2 ƒ 2 + h2(A, _ x ) 2 ] dx

J-i/2 L 2 a2 K2

(cf. V. L. Ginzburg [7]).
Pour a fixé, Hsc correspond à un changement de stabilité de la solution

ƒ = 0 du problème (&fA) ; e n effet, ƒ = 0 est associé à l'état normal du
film, et pour h s= Hsc l'état normal est un état métastable tandis que pour
h <: Hsc, l'état normal est instable.

LEMME 3.2 : i) Soit a donné dans ]0, oo[, et soit (hQ, <p) la solution de
(0>î\ alors :

* si h < h0, la solution (0, x ; a, h) est instable
** si h > h0, la solution (0, x ; a, h) est stable ou métastable.
ii) Soit (a, c) donné dans ]0, oo[ x ] - 1/2, 0[ U ]0, l/2[ tel que le pro-

blème (^c) ait une solution (hc, <pc), alors :
* si h <: hc9 la solution (0, x + c ; a, /z) ê r instable
** sz' h > hc, la solution (0, x + c ; a, /*) ^ ^ .sra^/e ÖW métastable.

Démonstration ; La différence d'énergie entre une solution triviale et une
solution perturbée est égale à :

AG ( 5 / , x + c + ÔA ) - AG (0, x + c) -

= Cte
- 1/2

0 / . ÔA, ÔA 2)

puisque toutes les solutions de la forme (ƒ, A ; a, h ) = (O, x + c ; a, h) où
c e l , correspondent à une différence d'énergie de Gibbs AG nulle.
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Donc en choisissant ôf = a<p (où a e M) et SA = 0, nous obtenons :

f 1/2
AG(S/, x + SA)-AG(0, x) = a2(h2 - h2) a2 x2 <p2 dx + o (S f2) .

J- 1/2

II en résulte que (0, x) est instable dès que h < hQ.
Montrons ** de i) :

AG (ôf, x + SA ) - AG (0, x) ^

^ inf _J—2 (ôf)t2dx + a2 h2 x2(ôf)2 dx

'S/)2^xl +o(ôf\ ôf .ÔA, ÔA 2)
Jf J

avec :

inf I I efZdx + a"héKl I x2ê2dx-a2K2 I ê2dx\ = 0a4/22/c2 \ x2Ç2dx-a2K2 f

puisque ce minimum est atteint par la solution <p de (^J). Par conséquent, si

AG (ô ƒ, x + 5A ) - AG (0, x) ^

^ inf L2( /z2- ^ ) | x 2 5/ 2 dxl + o{ôf\ ôf . ÔA, ÔA 2)

et donc, dès que h^ h0:

AG (ôf, x + ÔA ) - AG (0, x) ^ 0

c'est-à-dire que (0, x) est stable ou métastable.
La démonstration de ii) est analogue.
Pour conclure sur une caractérisation du champ Hsc, il nous faut faire des

hypothèses supplémentaires qui sont justifiées par les résultats numériques
des paragraphes 2.3.7 (Fig. 5 et 8).

Hypothèse Ho : il existe a0 :> 0 unique tel que :
— lorsque a =s OQ, C = 0 est la seule solution du problème (^ c) ;
— lorsque a > a0 les seules solutions c autres que 0 de (^ c) sont les

valeurs opposées représentées par la figure 5 et mises en évidence dans le
théorème 2.23.

PROPOSITION 3.3 : Sous l'hypothèse Ho, le champ de retard à la condensa-
tion Hsc est donné par :
h = h0 solution de (fP%) lorsque a =s= a0

h = hc solution de (&D avec c # 0 vérifiant (£PC) lorsque a > a0 .
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En effet, soit H = sup {hc ; c e IR et hc est solution de (&c
h)}.

Si h 5= H toute solution (0, x + c ; a, /s) où C Ë K , est linéairement
stable ; par contre, si h < //, il existe des solutions (0, x + c ; a, h)
linéairement instables, celles correspondant à des h tels que :

la solution ƒ = 0 change donc de stabilité en h = H.
La proposition résulte alors immédiatement de ii) de la proposition 2.14.

CONCLUSION

Le champ Hsc est caractérisé par un changement de stabilité de la solution
triviale ƒ - 0 du problème (ïPfA ), mais aussi comme étant le plus grand
h pour lequel le problème (ï?c) admet une solution. La proposition 3.3,
montrée sous une hypothèse, Ho, qui est justifiée par les résultats
numériques du paragraphe 2.3.7, nous donne les équations vérifiées par le
champ Hsc, lorsque a varie sur tout l'intervalle ]0, oo[. Hsc est donc donné
par la courbe ho(a) tracée en continu sur la figure 6 lorsque a < aOi et par la
courbe hc(a) tracée en pointillés sur la même lorsque a > a0. Les valeurs
asymptotiques obtenues sont celles obtenues expérimentalement par Y.
Pellan [13] lorsque a tend vers O ou vers + oo, et théoriquement par
D. St James et P. G. de Gennes [15] lorsque a tend vers +, en utilisant une
autre approche.
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