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RÉSOLUTION PARALLÈLE DE PROBLÈMES AUX UMÏTES

NON LINÉAIRES (*)

L. GIRAUD O, P. SPITERI (l)

Communiqué par F. ROBERT

Résumé. — Dans le présent travail, nous considérons les méthodes parallèles de relaxation
synchrones et asynchrones par sous domaines pour la résolution numérique de problèmes
d'équations aux dérivées partielles non linéaires. Ces algorithmes parallèles ont été implantés sur
deux types d'architecture, un multiprocesseur à mémoire distribuée et un multiprocesseur à
mémoire partagée. L'analyse de la convergence des algorithmes considérés s'effectue en mettant
en évidence une propriété de contraction en norme vectorielle de l'opérateur de point fixe associé
au problème. Enfin, on expose les résultats expérimentaux obtenus, et en particulier, on compare
les performances des algorithmes parallèles par rapport à celles des méthodes séquentielles.

Abstract. — In this work we consider the subdomain parallel synchronous and asynchronous
relaxation methods for solving non-linear boundary value problems. These parallel algorithms
have been implementeà on îwo kinds of architecture : a îoosîy coupled multïprocessor venu a
shared memory multïprocessor. The convergence analysis of the algorithms is proved thanks to a
norm vectorial property of the fixed point application associated to the problem. Lastly, we
present the experirnental results, and in particular, we compare the performance of the parallel
algorithms with these of the sequential methods.

INTRODUCTION

De plus en plus nombreux sont les problèmes de mathématiques
appliquées dont la résolution met en œuvre des traitements numériques
volumineux. Compte tenu des caractéristiques des machines séquentielles
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580 L. GIRAUD, P. SPITERI

traditionnelles les plus puissantes, ces traitements sont difficilement envisa-
geables à cause du coût prohibitif des calculs requis. L'un des domaines
d'application les plus sensibles à ce type de contraintes est la résolution de
systèmes algébriques de grandes tailles issus de la discrétisation de
problèmes d'équations aux dérivées partielles. Afin de diminuer les temps
de restitution des traitements informatiques, le parallélisme apparaît
comme une des solutions envisageables.

Parmi les multiples méthodes numériques parallèles nous nous sommes
plus spécialement intéressés, dans le présent travail, aux algorithmes de
relaxation parallèles synchrones et asynchrones. Dans ce contexte et, pour
la résolution, numérique d'équations aux dérivées partielles, la parallélisa-
tion considérée repose sur une décomposition en sous domaines disjoints de
l'ouvert fl sur lequel le problème est défini. Chaque sous domaine, ainsi
construit, est alors pris en charge par un processeur. Ce type d'algorithme a
été introduit à l'origine par D. Chazan et M. Miranker [11] pour la
résolution des systèmes linéaires. Dans le cadre de systèmes non linéaires de
nombreux travaux ont ensuite été effectués par :

— F. Robert, M. Charnay et F. Musy [36] dans le cas d'algorithmes
chaotiques synchrones,

— J. C. Miellou [28] dans le cas d'algorithmes chaotiques à retards où les
retards sont bornés,

— G. M. Baudet [3] dans le cas d'algorithmes parallèles asynchrones, où
les résultats de J. C. Miellou ont été étendus au cas où les retards ne sont
plus bornés ce qui autorise une implantation tolérante aux pannes sur une
architecture multiprocesseur.

Du point de vue de l'analyse de ces méthodes, la convergence de ces
algorithmes a été étudiée dans divers contextes mathématiques :

— dans un premier temps, des résultats de convergence ont été établis
par D. Chazan et M. Miranker [11], F. Robert [35] et J. C. Miellou [28]
lorsque l'application de point fixe associée à l'opérateur à inverser est
contractante en norme vectorielle ; en particulier J. C. Miellou, P. Spiteri
[30] (cf. [39]) ont mis en évidence dans ce contexte une condition suffisante
de convergence ;

— dans un second temps, des résultats de convergence en ordre partiel
ont été obtenus par J. C. Miellou [29], C. Jacquemard [24] et M. N. El
Tarazi [16] en utilisant le principe du maximum discret;

— enfin M. N. El Tarazi [17] a établi un résultat de convergence pour
une norme scalaire appropriée.

Signalons également les travaux de D. Bertsekas, J. Tsitsiklis [8] et J. C.
Miellou, Ph. Cortey-Dumond, M. Boulbrachene [31] qui permettent de
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RÉSOLUTION PARALLÈLE DE PROBLÈMES NON LINÉAIRES 581

présenter dans un contexte unifié les études théoriques précédentes. Il
convient également de signaler les travaux de A. Chine [12] et F. Robert
[34] sur les itérations discrètes.

Sur le plan expérimental, des essais numériques ont été réalisés par G. M.
Baudet [3] sur C.M.M.P., G. Authié [1] sur un prototype de multiprocesseur
à mémoire partagée, et via des simulations d'exécutions parallèles par J. L.
Rosenfeld [37], J. Juliand, G. R. Perrin, P. Spiteri [25] et M. N. El Tarazi
[16].

Sur le plan informatique et dans l'état actuel des technologies, deux types
d'architectures parallèles prédominent, qui se différencient par leur gestion
mémoire : les multiprocesseurs à mémoire distribuée et les multiprocesseurs
à mémoire partagée.

En vue de résoudre numériquement des problèmes aux dérivées partielles
non linéaires, nous avons étudié dans le présent travail, d'une part, l'analyse
de la convergence des algorithmes de relaxation parallèles synchrones et
asynchrones et d'autre part, l'implantation de ces méthodes sur des
machines multiprocesseurs à mémoire partagée et à mémoire distribuée.
Nous nous sommes plus particulièrement intéressés à la résolution du
problème de l'obstacle, du problème des équations d'Hamilton-Jacobi-
Bellman discrétisées et linéarisées, ainsi qu'à la résolution d'un problème de
diffusion non linéaire. Pour ces différents problèmes, il est bien connu que
les méthodes de relaxation séquentielles sont particulièrement bien adaptées
[39] ; il nous apparaissait alors opportun de les paralléliser. Dans ce
contexte, l'analyse de la convergence peut être effectuée soit par des
techniques d'ordre partiel [29], soit en mettant en évidence une propriété de
contraction en norme vectorielle de l'application de point fixe associée au
problème. Or, cette dernière propriété est difficile à vérifier ; c'est pourquoi
il a été nécessaire, dans le cadre de la résolution numérique de problèmes
d'équations aux dérivées partielles non linéaires discrétisées, de caractériser,
en terme d'accrétivité, des matrices à diagonale dominante qui contribuent
à vérifier aisément cette propriété de contraction.

Le présent article se subdivise en cinq paragraphes. Dans le premier
paragraphe, nous rappelons la formulation des algorithmes parallèles
synchrones et asynchrones ainsi que le résultat de convergence en norme
vectorielle que nous utilisons pour l'étude des applications. Dans le second
paragraphe, en relation avec la notion d'accrétivité [2], nous caractérisons
les matrices à coefficients diagonaux strictement positifs et à forte domi-
nance diagonale. Dans le but de résoudre numériquement les problèmes
modèles, ces résultats sont ensuite utilisés au paragraphe suivant pour
l'étude de la convergence des algorithmes parallèles synchrones et asynchro-
nes. Au paragraphe IV, nous décrivons l'implantation des algorithmes
parallèles asynchrones sur un IBM 3090VF, architecture à mémoire
partagée, ainsi que le principe d'implantation de ces algorithmes sur un
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582 L. GIRAUD, P. SPITERI

réseau multi-Transputers ; pour ce dernier type d'architecture, la difficulté
majeure résidait dans l'inadéquation existante entre les communications
asynchrones entre processeurs, requises par ce type de méthodes, et le
mode de communication synchrone, avec émissions et réceptions bloquantes
de messages, exploité sur les Transputers. Enfin, le paragraphe V est
consacré à l'exposé des résultats expérimentaux obtenus sur les deux types
d'architecture utilisées.

I. RAPPEL DE LA FORMULATION DES ALGORITHMES

Soit E un espace de Banach réflexif et (3 un entier naturel. Pour
k appartenant à {1, ..., p }, soit {Ek} une famille d'espaces de Banach
réflexifs. On note |. | k une norme de l'espace Ek. On considère également la
décomposition de E, en un produit fini de p espaces de Banach du type :

E= Y\Et.
k= 1

Soit X un élément de E, que l'on décompose en :

X= (Xu...9Xt),XkeEk9 Vke { l , . . . , p } .

Soit F une application de D(F) inclus dans E à valeurs dans
D(F) telle que :

D(F) = 0 (1)

on considère, également, la décomposition de F compatible avec celle de
E:

F{X) = (FX(X), ..., F k(X), ..., F

On considère le problème de point fixe suivant :

Déterminer X* appartenant à D(F) tel que ,-}
X* =F(X*). K }

On se propose de déterminer X* par des algorithmes de relaxation
parallèles synchrones ou asynchrones, dont on rappelle ci-dessous la
formulation (D. Chazan, M. Miranker [11], F. Robert et al. [36], J. C.
Miellou [28], G. M. Baudet [3], D. Bertsekas et J. Tsitsiklis [8]).

Notons Jf l'ensemble des entiers naturels.

DÉFINITION 1 : Une stratégie s est définie par une suite (s(p)) telle que

VpeJT {1, ...,p } z>s(p),s(p)*0 (3)
VA: G {1, ..., p } l'ensemble {p e Jf\k e s(p)} est infini (4)

M2AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
Mathematical Modelling and Numerical Analysis



RÉSOLUTION PARALLÈLE DE PROBLÈMES NON LINÉAIRES 583

DÉFINITION 2 : Une suite de retards r est définie par une suite
(r(p)) telle que :

Vpejr,r(p) = (rx(p), ..., rk(p), ..., rp(p)) 6 JT* et
Vp G ̂ , VA: e {1, ..., p } l'application :

P-^?k(P) =P~rk{p)

est une fonction non décroissante de p et vérifie de plus

et pk(p)=p Vkes(p) (5)
= + oo (6)

Compte tenu des définitions précédentes, les algorithmes parallèles de
relaxation asynchrones peuvent alors être définis comme suit.

DÉFINITION 3 : Soit X{0) e D(F) ; on considère alors la suite (Xw)
d'éléments de E définie par induction :

\ si Ici s (p)
[Fk(w) si kes(p)

Remarque 1 ;
V La notion de stratégie correspond aux numéros des composantes sur

lesquelles on travaille. La relation (4) signifie qu'une composante n'est
jamais abandonnée définitivement au cours du calcul. La notion de retards
rend compte de Fasynchronisme avec lequel est traitée chacune des
composantes du vecteur X ; lorsque les retards sont identiquement nuls, la
formulation (7) correspond alors aux algorithmes de relaxation synchrones
[35] ; si de plus pour tout ] ? e / on a :

— s(p) = {1, 2, ..., P }, (7) modélise l'algorithme de Jacobi par blocs.
— s(p) =pmod (p) + 1, (7) modélise l'algorithme de Gauss-Seidel par

blocs.
D'une manière générale l'algorithme défini par (7) modélise une méthode

de relaxation, où les calculs sont effectués avec les valeurs d'interactions
disponibles à l'itération considérée.

2° La relation (5) précise que pour le processus h on ne considère pas de
retard dans le calcul de la /c-ième composante ; de plus la relation (6) prend
en compte des retards infinis [3] ce qui rend compte de situations où l'un des
processeurs de calcul est en panne.

On rappelle ci-dessous un résultat général de convergence des algorithmes
parallèles asynchrones (cf. [3], [28] et [35]).
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584 L. GIRAUD, P. SPITERI

PROPOSITION 1 : Soit F une application de D (F) inclus dans E à valeur
dans D(F).

L'hypothèse (1) étant vérifiée, on suppose en outre que :

F admet un point fixe X* e D (F) (8)
F est contractante pour la norme vectorielle q c'est-à-dire (9)

3 une matrice de contraction 3 de type (p, p) non négative telle que
p(3) < 1 et vérifiant :

VWeD(F) q(F(X*)-F(W))^Z.q(X* - W)

où q(X) = {\Xi\v »., \Xk\k> -> l ^ p l p } et P ( 3 ) e s t l e r a y ° n spectral de

3.
Alors (7) définit X^ quel que soit p G N, X^ e D (F) et {X^} converge

fortement vers X* point fixe de F.

H. QUELQUES PROPRIÉTÉS UTILES POUR L'ANALYSE DE LA CONVERGENCE DES
ALGORITHMES

IL 1. Le contexte mathématique général

Soit E un espace de Banach réel et E* son dual ; on note respectivement
|. | et | . | * les normes définies sur E et E* et (, ) la forme bilinéaire qui met
en dualité E et E*. Pour chaque Xe E on considère l'opérateur de dualité
G associé à E, et qui est un opérateur de E vers E* défini par

VXeE, G (X)= {geE*t.q. \g\* ^ \X\, (g,X) = \X\2} . ( 1 0 )

Grâce au théorème de Hahn-Banach on montre que G (X) est une multi-
application non vide, fermée, qui coïncide avec le sous-différentiel de la
fonction 1/2 \X\2 (cf. [2]).

On rappelle également la notion d'opérateur accrétif (cf. [2], [5]).

DÉFINITION 4 : Un opérateur multivoque se de E dans E est un opérateur
accrétif (resp. fortement accrétif) si :

V(X, 7 )e r f ,V (X', f ) e i , 3g e G (X - X' )
tel que: (Y- Y', g > =* 0

(resp. V(XtY)esf,V(X',Y')es/,3geG(X-X') et 3meU+ tel

que :

(Y-T,g) ^m\X-X'\2).

Remarque 2 : Si E est un espace de Hubert, la notion d'opérateur accrétif
M2AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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RÉSOLUTION PARALLÈLE DE PROBLÈMES NON LINÉAIRES 585

coïncide avec celle d'opérateur monotone, puisque si X ̂  X', on vérifie
aisément que g = X - X'.

PROPOSITION 2 : Soit Ad une multi-application non décroissante. Alors
Ad est accrétive.

Preuve : Supposons que pour tout (X, Y) e Ad et (X\ Y' ) e Ad, on ait :

X^X' =>Y^Y' .

Alors pour tout nombre réel ex positif on obtient

X-Xt + <r(Y-r)z*X-X'**Q.

Donc

\X-X' + <T(Y-Y')\ ^ \X-X'\ .

Par conséquent, en utilisant les propriétés classiques des opérateurs
accrétifs (V. Barbu [2]), la précédente inégalité a pour conséquence que
Ad est un opérateur accrétif.

n.2. Caractérisation des matrices fortement accrétives dans 1R" :

Soit n G Jf un entier naturel ; on suppose ici que A de coefficients
aîk est une matrice carré réelle de dimension n x n. De plus on note
xk les composantes du vecteur l e IRn.

PROPOSITION 3 : Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une
matrice A soit fortement accrétive (resp. accrétive) dans W1 muni de la norme
euclidienne, est que A soit une matrice fortement définie positive (resp. semi-
définie positive), c * est-à-dire qu'il existe un nombre réel positif m tel que :

(A.X,X) ^m \X\2
2> V J e R M ^ O

(resp. (A . X9 X ) ^ 0 , V I G R " , J ^ 0 )

où <., . ) désigne le produit scalaire dans R.n et 1.12 la norme euclidienne dans

Preuve : Soit J e R " ; classiquement on sait que le sous-différentiel de
l'application X-* 1/2|X\2 est défini par :

r , G(X) = {g e Un t.q. g = XsiX^0ctg = 0 si X = 0 } . (12)

1° Supposons que A soit une matrice fortement accrétive; on a alors

(A.X,g) ^m\X\2
2, VXeMn , Xj= 0 et g e G (X) . (13)
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586 L. GIRAUD, P. SPITERI

Compte tenu de (12), on obtient bien l'inégalité (11) et A est donc une
matrice fortement définie positive.

2° Réciproquement, si l'inégalité (11) est vraie pour tout I Ë R " ( J ^ O )
alors, en utilisant (12), on obtient bien l'inégalité (13) et A est une matrice
fortement accrétive.

De plus, si X est identiquement nul, l'inégalité (13) est trivialement
vérifiée.

PROPOSITION 4 : Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une
matrice A soit fortement accrétive (resp. accrétive) dans IR" muni de la norme
lœ, est qu'il existe un nombre réel positif m tel que pour tout k E {1, ..., « } :

akk ^ m (14)
n

Vkk~ £ K l ^ m (15)

(resp. akk^0,akk- £ | akj \ ^ 0).

Preuve ; Y Supposons tout d'abord que A est une matrice fortement
accrétive et posons g = g/\X\œi g e G(X) ; donc \g\ * = 1.

Considérons à présent l'ensemble JM défini par :

JM = { /G {1,2, ...,W } tel que \xi\ ~ j ^ l ^ }

où |. | est la valeur absolue ; dans ce cas on peut définir l'application de
dualité comme suit :

= Fe, sign (xt) si i G JM
9i ~ [o si i i JM

Avec 0 ^ Gi ̂  1, VÏ e JM et ^ 6f = 1.

La matrice A étant fortement accrétive, on a :

{A . X, g) = £ 0,. £ au xj s i g n ( x , ) ̂ m\X\œ. (16)
i E JM j = \

Considérons d'abord l'inégalité (16) pour X = ek où ek est le /c-ième vecteur
de la base canonique de R" ; nous avons alors

Ô  = 1 et 6j: = 0 , "ij^k.

De plus, dans ce cas, les composantes de X étant toutes nulles sauf la A:-ième

M2AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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l'inégalité (16) devient :

(A.X,g) =akk^m. (17)

La relation étant vérifiée pour tous les vecteurs de la base canonique, on
obtient bien l'inégalité (14).

On peut écrire l'inégalité (16) comme suit :

(A.X, fl> = £ e, U7x;+ £ auxj
\

Soit k e {1, 2,,.., n } un indice fixé, et X{ > e Mn un vecteur de composan-
tes :

4k) = 1 et x}k) = - sign (akJ) , V/ ^ k .

Pour ce choix particulier de X, nous avons :

sign (xf >) = 1

et il est aussi possible de choisir :

9 ^ = 1 e t 9 ; = 0 , Vi^k, i e J M - { k } .

Dans ces conditions nous obtenons :

akk — Y \akA ^ m

et comme k e {1, 2, ..., n }, nous vérifions bien l'inégalité (15).
2° Réciproquement, supposons que les inégalités (14) et (15) soient

vérifiées. On peut, par ailleurs, facilement vérifier F inégalité suivante :

- \atj | . \xj\** dij Xj . sign (x,-) , V I Ê M n . (18)

Alors, le membre de gauche de la relation (16) peut s'écrire :

(A.X, g) = Y ^(«„1*1+ YaijXj

et compte tenu de la relation (18) nous obtenons :

(A.x, ?>*_! fl/U.-l*l-_î KIIJ&I

vol. 25, n' 5, 1991



588 L. GIRAUD, P. SPITERI

Or, si i e JM on a :

\x(\ ^ \xj\ , V/€ {1,2, ...,w } , z # 7 , VJITeR".

Donc nous obtenons :

(A.X, g) ^ Y 6,. l a , , . - ^ K | j | x i | ,

Donc (14) et (15) étant vérifiées, nous avons donc :

et, en posant g = # . 1^1^, nous vérifions bien que ̂ 4 est une matrice

fortement accrétive.

PROPOSITION 5 : Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une
matrice A soit fortement accrétive fresp. accrétive) dans R" muni de la norme
/ b est qu'il existe un nombre réel positif m tel que pour tout k e {1, ..., n } on
ait :

akk^m (19)

akk ~ £ I <*jk I ^ m (20)

(resp. akk^0, akk~ ^ \aJlc\ & 0).

Preuve :

1° Supposons, d'abord, que la matrice A est fortement accrétive et soit
g = g/\X\ p tel que | ^ | * = 1. Dans ce contexte, l'application de dualité est

à présent définie par :

gt = sign (xt) , Vz G {1, 2, ..., « }

et on a :

(A.X, g) = ^ ^ a^signUO^ml^, VIefî". (21)
/ = i j = i

Considérons l'inégalité (21) pour X = e^ où efc est le A>ième vecteur de la

M2AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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RÉSOLUTION PARALLÈLE DE PROBLÈMES NON LINÉAIRES 589

base canonique de IR" ; on obtient alors :
n

(A . X, g) = £ aik sign (x,) s* m . (22)
i = 1

Puisque sign (xk) = 1 et sign (xt) e [ -1 ,1] pour i =£ k, on peut choisir :

sign (x() = 0 pour i=£ k

et la relation (22) devient :

(A.X, g) = akk^m

et comme k e {1, . . . ,« } , on obtient bien l'inégalité (19).
De plus, pour le même choix de X, on peut écrire :

fsign (xt) = — 1 si aik > 0 et i # k

[sign {xt) = + 1 si aik < 0 et i ^ k

de telle sorte que :

a ^ . s i g n (xt) = - \aik\ , Vi ^ k, k e {1, ..., n } .

L'inégalité (22) devient alors :

Enfin on peut recommencer le même travail pour tous les vecteurs de la
base canonique et on obtient bien l'inégalité (20).

2° Réciproquement, supposons que les inégalités (19) et (20) soient
valables ; l'inégalité (21) peut alors être écrite comme suit :

n I \
(A.X, g) = X \ajj\xj\ + £ au Xj \

Or l'inégalité (18) étant encore vraie ici, on obtient:

L-
\7 = 1

Compte tenu de l'inégalité (20), on obtient alors :

(A.X, g) z*m\X\l9 V I G R " .

En posant g = g \X\V A est donc une matrice fortement accrétive.

vol. 25, n° 5, 1991



590 L. GIRAUD, P. SPITERI

m . APPLICATION A L'ANALYSE DE LA CONVERGENCE D'ALGORITHMES
PARALLÈLES POUR RÉSOUDRE DES PROBLÈMES AUX LIMITES NON
LINÉAIRES

m.l . Le cas général

On considère à présent le système algébrique non linéaire de la forme :

A.X+ Ad(X)-bs0 (23)

où A est une matrice de type v x v, X et b sont deux vecteurs de
1RV et Ad est un opérateur diagonal, en général, multivoque.

Remarque 3 : En général, un système du type (23) est issu de la
discrétisation d'équations ou d'inéquations aux dérivées partielles, v repré-
sentant le nombre de points de discrétisation.

On considère à présent une décomposition du problème (23) en p blocs,
du type :

- b k + V A k j . X j B Ö , V k e { 1 , . . . , p } . ( 2 4 )

PROPOSITION 6 : Sous les hypothèses et notations suivantes :
— Vfce {1, ..., p }, la sous-matrice diagonale Akk de la matrice A est

fortement accrëtive, la constante d'accrétivité étant mkki (25)
— V ( & , J ) G {!,..., p } 2 , y # £, soit mkj la norme matricielle du bloc

matrice AkJ, (26)
— Vfce { l , . . . , p } , Ak est une application croissante, (27)
— la matrice 3 de coefficient diagonaux nuls et hors diagonaux égaux à

mkjlmkk est une matrice de contraction, (28)
alors les algorithmes parallèles synchrones et asynchrones de relaxation
définis par (7) et associés à la décomposition par blocs du problème (23)
convergent vers X* solution de ce problème.

Preuve : Soit X* la solution du problème de point fixe associé au
problème (23). A l'itération (p + 1 ) soit W les valeurs rendues disponibles
par les p processeurs. On peut alors écrire :

Akk . Xg + A%(XZ) B bk - £ Akj . Xf , Vfc G {1, .... p } .

Soustrayons membre à membre ces relations et multiplions par
gk G Gk(XJf+ l) - X£) ; compte tenu des hypothèses (25) et (27), l'opéra-
teur Akk + Ajt est un opérateur fortement accrétif de constante d'accrétivité
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mkk. De plus, le second membre peut être majoré par la quantité :

on a donc

\Wj-Xflr Vfce {1, .... p }

d'où

il < y mkJ \w x*\

Vke {1,..., p }
soit matriciellement

q(F(X*) -F(W))^3.q(X* - W)

et compte tenu de l'hypothèse (28), on obtient bien la convergence des
algorithmes parallèles synchrones et asynchrones associés à la décomposi-
tion par blocs du problème (23) en appliquant le résultat de la proposition 1.

Remarque 4 : En pratique, il suffit de vérifier que la matrice 3 a un rayon
spectral inférieur à 1, puisque 3 est une matrice non négative. Cette
condition sera vérifiée si, par exemple, la matrice M de coefficient
diagonaux mkk et hors diagonaux ( - mkJ) est une M-matrice (cf. [30], [39]).

Dans le cas où le nombre p de blocs est grand devant le nombre de
processeurs, on a intérêt à considérer des algorithmes parallèles associés à
une décomposition plus grossière du problème (23) en a. blocs (a < p) de
dimensions supérieures ; ainsi on regroupe un ensemble de blocs adjacents
de la décomposition initiale pour constituer un nouveau bloc ; celui-ci sera
traité par un algorithme du type (7) sur l'un des a processeurs. On appelle
ce type d'algorithme, algorithme parallèle synchrone ou asynchrone associé
à la décomposition en sous-domaines du problème (23). On peut formuler
ces algorithmes de façon analogue à (7), où ici F (p) e Jf* et
{1, ..., a } =>s(p); grâce à un résultat de [30] et [39] on peut alors
énoncer :

COROLLAIRE 1 : Sous les hypothèses de la proposition 6, les algorithmes
parallèles synchrones et asynchrones associés à la décomposition en sous-
domaines du problème (23) convergent vers X* solution de ce problème.

IIL2. Applications

Soit Q, un domaine ouvert borné inclus dans R2 (ou R3) et F la frontière
de II.
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a) Problème n° 1 : un problème de diffusion fortement non linéaire

Soit a e IR+ et f e L2(ft). On considère le problème suivant :

"Déterminer u solution de
-Au + eau = f dans VL (29)
u/T = 0 .

On discrétise ce problème par le schéma classique aux différences finies à
cinq points avec numérotation lexicographique des points du maillage ou
numérotation rouge-noir par blocs. Dans les deux cas, on obtient un
système algébrique du type (23) où ici, A est un bloc matrice, chaque bloc
diagonal étant lui-même tri-diagonal ; classiquement, A est une M-matrice.
De plus, compte tenu du fait que a est un nombre réel positif, l'opérateur
Ad(X) = diag (eaXi) est un opérateur diagonal croissant, donc accrétif.

Pour étudier la convergence des algorithmes parallèles synchrones et
asynchrones appliqués à la résolution du problème discrétise précédent, on
considère la décomposition par points du problème. Si Rv est norme par la
norme lx ou Z^, les coefficients diagonaux de la matrice A sont les
coefficients d'accrétivité forte ; de plus, les valeurs absolues des coefficients
hors diagonaux constituent pour cette décomposition, les normes des
matrices d'interaction. Dans ces conditions, pour les topologies induites par
les normes lx et l^, la matrice 3 est la matrice de Jacobi associée à la matrice
A. Or la matrice A étant une M-matrice, 3 est une matrice de contraction et
on est dans les conditions d'application du résulat de la proposition 6 ; de
plus on peut également appliquer le résultat du corollaire 1, et on obtient
ainsi la convergence des algorithmes parallèles synchrones et asynchrones
pour toute décomposition plus grossière, en sous-domaines, du problème.

b) Problème n° 2 : le problème de Vobstacle

Soit K le cône convexe positif et ƒ G L 2(Q) ; soit si l'opérateur elliptique
défini par :

* A 32w . du du
Mu = - Au - s + 9 — + 7 — + \xu

3x by dx dy
où e, 9, y et fx sont des constantes réelles et de plus |x est positive.

On considère l'inéquation variationnelle suivante :
[Déterminer ue K telle que
[ a ( u , v - u ) & ( f , v - u ) , V v e K

où a(. , , ) est la forme bilinéaire classique associée à l'opérateur si. Or le
problème précédent peut être formulé comme suit :

[Déterminer u solution de :
[ - f + b\\fK(u) 3 0
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où d\\fK est le sous-différentiel de la fonction indicatrice \\tK du convexe
K.

La discrétisation du problème précédent par éléments finis du premier
ordre conduit à un système algébrique du type (23), où Ad correspond à la
discrétisation de l'opérateur d\^K. Compte tenu du fait que Ad est un
opérateur diagonal non décroissant, et pour des valeurs convenables des
coefficients e, 9, 7 et |x [38] qui assurent la diagonale dominance stricte des
blocs diagonaux de la matrice A, on peut de la même façon montrer la
convergence des algorithmes parallèles synchrones et asynchrones par sous-
domaines.

c) Problème n° 3 : le problème d'Hamilton-Jacobi-Bellman discrëtisë et
linéarise

On considère le problème suivant :

[Déterminer X solution de
\Max(Ax.X-b \A2.X-b2) =0

où A1, A2 sont deux matrices de type v x v et b\ b2 deux vecteurs de
Rv. En fait A1 et A2 correspondent respectivement à la discrétisation par
différences finies classique des opérateurs séx et se2 définis par :

2 Sx2 dy2 10 by dx

Les matrices Al et A2 ont toutes deux une structure triple diagonale par
blocs, chaque bloc diagonal étant lui-même tridiagonal ; de plus les
coefficients de ces sous-matrices ont les valeurs suivantes :

4 = 3,5 al = 2,9

*/,,- + i = « M - I = - 0 , 7 5 afJ + l =fl?>1-_, = - 0 , 4 5

par ailleurs on vérifie aisément que les normes des sous-matrices hors
diagonales, induites par les normes lx et /^ sont égales à l'unité ; compte
tenu des propriétés précédentes, on vérifie que A1 et A2 sont des matrices
irréductibles à diagonale dominante, donc A1 et A2 sont des Af-matrices.

On linéarise le problème (32) en définissant une matrice linéarisante
A(X) et un vecteur b e IRV comme suit: pour tout ze {l,,..,v } on
convient de noter (A1. X — b l)t la z'-ième composante de ce vecteur; si
(Ax. X — b l)i est supérieur à (A2. X — b 2)h alors la z-ième ligne de
A (X) sera la z-ième ligne de Al et la z'-ième composante de b sera
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(b l)t ; dans le cas contraire la z-ième ligne de A (X) et la z-ième composante
de b seront respectivement la z'-ième ligne de A2 et la z-ième composante de
b\

On obtient donc le système linéarisé suivant :

A(X).X=b. (33)

On peut à présent comme au paragraphe III. 1 étudier la convergence des
algorithmes parallèles synchrones et asynchrones appliqués à la résolution
du problème d'Hamilton-Jacobi-Bellman discrétisé et linéarisé. On obtient,
dans un premier temps, la convergence de ces algorithmes associés à la
décomposition naturelle par blocs ; en effet, pour les topologies associées
aux normes ƒ j et ƒ^ on détermine la matrice 3 qui est une matrice triple
diagonale de coefficients diagonaux nuls et de coefficients co-diagonaux
égaux à 0,5 ; comme p(3) = cos ((p + l)"1) , où p désigne le nombre de
blocs de A (X), on vérifie bien que 3 est une matrice de contraction pour le
problème de point fixe associé au problème (33). Dans un second temps, on
montre la convergence des algorithmes parallèles synchrones et asynchrones
associés à la décomposition par sous-domaines en appliquant le résultat du
corollaire 1.

Remarque 5 : La matrice J associée à la décomposition par points n'est
autre que la matrice de Jacobi associée à la matrice A (X). Compte tenu des
propriétés des matrices A1 et A2, pour tout X e Mv la matrice linéarisante
A (X) est également une M-matrice, donc J est une matrice de contraction
[20]. Ceci nous permet alors d'élargir le résultat précédent, puisqu'il assure
la convergence des algorithmes parallèles asynchrones par sous-domaines
quel que soit le découpage et quelle que soit la granularité de cette
décomposition.

IV. IMPLANTATION DES ALGORITHMES SUR DES ARCHITECTURES PARALLÈLES

IV. 1. Architecture à mémoire distribuée

La machine cible, sur laquelle nous avons implanté les algorithmes, est un
réseau constitué de 16 Transputer s.

Rappelons tout d'abord, brièvement, les principales caractéristiques
architecturales d'un Transputer, ainsi que la philosophie de leur utilisation
comme constituants de base pour la réalisation d'une architecture multipro-
cesseur à mémoire distribuée.

Le Transputer est un module incluant un processeur, une mémoire locale
et quatre liens bidirectionnels qui lui permettent de communiquer avec
quatre autres modules. La connexion des liens est à la charge de
l'utilisateur, qui peut ainsi configurer son réseau au gré de l'application qu'il
a à traiter.
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Les synchronisations et les communications entre les processeurs sont
basées sur des échanges de messages avec émissions et réceptions bloquan-
tes, ce qui correspond aux primitives de synchronisation de type rendez-
vous C.S.P. [22].

Nous allons maintenant montrer la faisabilité de l'implantation des
algorithmes parallèles asynchrones, décrits au paragraphe I, sur un tel
réseau en utilisant un mode de communication synchrone.

L'implantation de tels algorithmes sur un réseau de Transputers a
nécessité la mise en œuvre d'un protocole de communication assurant
l'adéquation entre la méthode numérique asynchrone et les communications
en mode message. Ainsi nous avons décomposé le réseau en trois sous-
ensembles de processeurs : un processeur dédié au test d'arrêt, des
processeurs « arithmétique » et des processeurs « mémoire ». La topologie
du réseau est un anneau avec alternativement un processeur « arithméti-
que » et un processeur « mémoire ». Ce dernier, connecté à deux proces-
seurs « arithmétique » se comporte comme un banc mémoire double port
série, gère les variables partagées et les ordres de communication, ce qui
autorise un fonctionnement asynchrone entre les traitements numériques.
L'anneau est terminé par le processeur dédié au test d'arrêt.

Pour la gestion des données partagées deux stratégies ont été implantées,
eu égard au fait que pour le calcul d'un ensemble de composantes
C effectué par un processeur donné interviennent des composantes
D calculées par les processeurs voisins. La première de ces stratégies
consiste à utiliser, pour la mise à jour de cet ensemble C, les valeurs
disponibles D calculées par les autres processeurs ; la seconde ne réalise des
communications que si les valeurs D ont été mises à jour depuis le précédent
calcul de C ; dans le cas contraire les composantes C ne sont pas recalculées
et le processeur ne réalise une relaxation que sur les composantes restantes
qu'il doit traiter. Par la suite, nous désignerons la première stratégie (resp.
la seconde) par méthode sans saut de composantes (resp. par méthode avec

processeur "mémoire"

f~^\ processeur "arithmétique"

O processeur de test de
convergence

Figure 1. — Topologie du réseau.
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saut de composantes). Dans tous les cas, les processeurs de calcul respectent
le principe de Gauss, c'est-à-dire qu'un nouveau résultat est immédiatement
transmis et que les valeurs les plus récentes sont utilisées par les processeurs.

Nous avons également implanté des méthodes de relaxation parallèles
synchrones qui ont le même comportement numérique que les méthodes
séquentielles correspondantes. Dans le cas des méthodes avec multicolo-
riage nous avons exploité le parallélisme naturel introduit par ces numérota-
tions ; dans le cas de la numérotation lexicographique la parallélisation a été
construite suivant le principe de la méthode des hyperplans [26], avec un
réveil en cascade des processeurs [19].

Remarque 6 : Signalons également qu'il est possible d'implanter ce type
d'algorithme sur un réseau de Transputers en utilisant les possibilités
multitâche du Transputer [15]; bien que cette seconde solution présente
l'avantage d'utiliser deux fois moins de processeurs, nous l'avons écarté
[19]. En effet, cette méthode présente, à notre avis certains désavantages.
En premier lieu notre but était non seulement d'étudier le comportement
informatique et numérique des algorithmes asynchrones mais aussi de
comparer leurs performances avec celles des méthodes synchrones pour
lesquelles le recours au multitâche est inutile ; pour faire une comparaison
valable il fallait nous placer dans les mêmes conditions expérimentales. En
second lieu, l'utilisation du multitâche a conduit à des performances
inférieures d'environ 5 % à celles que nous avons obtenues en débanalisant
les Transputers ; de plus la différence de performances entre les deux
méthodes n'était pas constante mais dépendait de la décomposition en sous-
domaines considérée : dans ces conditions il nous était difficile, dans
l'analyse des résultats, de distinguer l'effet du multitâche et celui de
l'asynchronisme sur le comportement des algorithmes.

LV.2. Architecture à mémoire partagée

La machine à mémoire partagée sur laquelle nous avons implanté les
algorithmes est l'IBM 3090-400VF du CNUSC de Montpellier, qui, dans sa
configuration actuelle, possède trois unités vectorielles. L'implantation
d'algorithmes parallèles asynchrones sur ce type d'architecture consiste
simplement à supprimer toutes les primitives de synchronisations utilisées
pour les algorithmes parallèles synchrones.

V. RÉSULTATS EXPÉRIMENTAUX

Les résultats présentés ci-après ont été obtenus sur deux types d'architec-
tures différentes. Dans ces expérimentations nous avons résolu le problème
n° 1 discrétisé, sur un domaine polygonal, par différences finies avec
12 000 points de discrétisation, ainsi que les problèmes nos 2 et 3 discrétisés,
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sur le carré unité, respectivement par éléments finis de type PI et
différences finies classiques avec 20 000 points de discrétisation.

Le problème n° 1 est de plus résolu par un algorithme de relaxation non
linéaire par blocs avec numérotation rouge-noir des blocs ; dans ce cas, la
convergence des algorithmes peut également être étudiée de la même façon
qu'au paragraphe III {cf. [39], [40]). Signalons, qu'en séquentiel, un
algorithme de gradient conjugué préconditionné SSOR s'est avéré légère-
ment plus performant que la méthode de relaxation non linéaire utilisée ;
par contre, l'algorithme du gradient conjugué préconditionné SSOR s'avère
être un solveur peu efficace au niveau d'un sous-domaine en mode parallèle
[21]. Par ailleurs, les problèmes nos 2 et 3 sont résolus par un algorithme de
relaxation par blocs avec numérotation lexicographique ; des expérimenta-
tions séquentielles antérieures {cf. [16], [39]) ont montré l'efficacité des
méthodes de relaxation non linéaires comparées à des méthodes de gradient
conjugué et gradient conjugué préconditionné pour la résolution de ces
deux derniers problèmes.

Les résultats expérimentaux sont présentés sous forme de tableaux qui
rassemblent les meilleures performances des algorithmes synchrones et
asynchrones.

Dans ces tableaux les notations ont la signification suivante :
— nb proc. : nombre de processeurs mettant en œuvre les calculs,
— découpage : a-uplet représentant le nombre de blocs adjacents alloués

à chaque processeur,
— min/max : nombre d'itérations minimal, respectivement maximal,

effectué par l'un des processeurs,
— Tps restitution : temps de restitution exprimé en secondes obtenu sur

machine dédiée,
— Ace. : accélération introduite par la parallélisation, définie comme le

rapport du temps séquentiel et du temps de restitution en parallèle,
— Eff. : efficacité de Y algorithme, définie comme ie rapport de F accélé-

ration et du nombre de processeurs.

V.l. Résultats sur l'architecture multi-Transputers

Les résultats présentés ci-après ont été obtenus sur une configuration de
seize Transputers de type T800, dont au maximum huit sont utilisés pour les
calculs {cf. tableaux 1, 2, 3).

Nous pouvons faire quelques commentaires spécifiques de l'architecture
multi-Transputers.

1° On obtient parfois, tant pour les algorithmes parallèles synchrones
qu'asynchrones, des efficacités supérieures à 1. Dans le cas des algorithmes
synchrones, et bien que le comportement numérique soit identique au
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TABLEAU 1

Problème n° 1 : problème de diffusion non linéaire.

Nb
proc.

1

2

4

8

Mode

séquentiel

synchrone
asynchrone

synchrone
asynchrone

synchrone

asynchrone

Découpage

113

56-57
56-57

28-28-28-29
30-25-28-30

14-14.14-14
14-14-14-15
14_14-14_14

14-14-14-15

min/max

58

58
60/59

58
58/63

58

64/72

restitution

62,68

32,95
33,21

18,10
18,25

10,75

11,32

Ace.

/

1,90
1,89

3,46
3,43

5.83

5,54

Eff.

/

0,95
0,94

0,87
0,86

0.73

0,69

TABLEAU 2

Problème n° 2 : problème de l'obstacle.

Nb
proc.

1

2

4

8

Mode

séquentiel

synchrone
asynchrone

synchrone
asynchrone

synchrone

asynchrone

Découpage

143

71-72
69-74

35-36-36-36
35-36-36-36

17-18-18-18
18-18-18-18
17-18-18-18
18-18-18-18

min/max

241

241
229/242

241
238/244

241

252/274

Tps
restitution

258,12

135,00
126,72

68,97
65,52

35,63

35,90

Ace.

/

1,91
2,04

3,74
3,94

7,24

7,19

Eff.

/

0,96
1,02

0,94
0,99

0,91

0,90
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TABLEAU 3

Problème n° 3 : problème d'Hamilton-Jacobi-Bellman.

599

Nb
proc.

1

2

4

8

Mode

séquentiel

synchrone
asynchrone

synchrone
asynchrone

synchrone

asynchrone

Découpage

143

71-72
71-72

35-36-36-36
39-32-33-39

17-18-18-18
18-18-18-18
14-16-20-21
22-20-16-14

min/max

239

239
244/247

239
241/291

239

145/239

Tps
restitution

375,19

175,73
178,88

91,50
96,78

47,57

34,44

Ace.

/

2,14
2,10

4,1
3,88

7,89

10,89

Eff.

ƒ

1,07
1,05

1,03
0,97

0,99

1,36

TABLEAU 4

Pourcentage des coûts de communications et des attentes
par rapport au temps de restitution.

Nb
proc.

2

4

8

Mode

synchrone
asynchrone

synchrone
asynchrone

synchrone
asynchrone

Coût des
communications

0,67 %
0,66%

3,94 %
3,88%

18,16 %
17,55 %

Coût des
attentes

154O %
0,01 %

8,00 %
0,06 %

16,00 %
0,32 %

séquentiel, l'obtention des efficacités supérieures à 1 se justifie par la
présence de deux types de mémoires sur un Transputer : d'une part une
mémoire rapide implantée sur la puce, d'autre part, une mémoire plus lente
que le processeur situé hors du boîtier. Ainsi, lors d'une exécution
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séquentielle, si la taille des données devient importante, celles-ci ne
tiennent pas toutes dans la mémoire rapide et par conséquent les accès
mémoire ralentissent les calculs. En revanche, lors des exécutions parallèles
les données sont distribuées sur les différents processeurs, si bien que la
taille des données par processeurs est plus faible, les accès à la mémoire
lente sont moins fréquents, ce qui contribue à accélérer le temps de
restitution.

Dans le cas des algorithmes asynchrones, ce phénomène explique aussi
partiellement les efficacités supérieures à 1, et pour certains découpages, s'y
ajoute la diminution du nombre d'itérations qui contribue également à
l'accélération de l'algorithme parallèle.

2° Nous avons indiqué au paragraphe IV les diverses variantes d'algo-
rithmes parallèles asynchrones : les méthodes avec ou sans saut de
composantes. On peut signaler que les sauts de composantes ont, en
général, un effet accélérateur, qui croît avec le nombre de processeurs.

3° On constate que, pour les variantes synchrones et asynchrones, le
nombre d'itérations pour un découpage donné sont du même ordre, donc
les coûts des communications sont quasiment identiques. Par contre les
temps d'attente imposés aux processeurs les moins chargés en mode
synchrone sont nettement plus importants que les coûts des conflits d'accès
aux variables partagées en mode asynchrone. De plus on constate évidem-
ment que ces coûts augmentent avec le nombre de processeurs ; par contre,
pour un nombre de processeurs donné, leurs proportions diminuent par
rapport au temps de calcul, lorsque la taille du problème augmente.

Le tableau 4 donne un ordre de grandeur de ces coûts ; les valeurs
rassemblées dans ce tableau ont la signification suivante :

— coût des communications : proportion du cumul des temps de
communication de chacun des processeurs de calcul par rapport au temps de
restitution,

— coût des attentes : proportion, par rapport au temps de restitution, du
cumul des temps passés en conflits d'accès pour les méthodes parallèles
asynchrones, et du cumul des temps d'attente pour les méthodes synchrones.

4° On peut également noter l'influence de la vitesse de communication
sur les performances des algorithmes parallèles. En effet, des expérimenta-
tions [20], [21] ont également été réalisées sur un réseau de seize
Transputers T414, dont au maximum huit ont été utilisés pour les calculs ;
rappelons que ce type de Transputer ne possède pas de coprocesseur
arithmétique. Cette différence architecturale par rapport au T800 se traduit
par des taux (vitesse de transfert d'une donnée)/(vitesse d'une opération sur
cette donnée) différents pour les deux types de réseaux. En double précision
ce rapport est de 7,48 pour les T800, alors qu'il n'est que de 1,16 pour les
T414. Sur le plan informatique, pour ce type de réseau, les temps de
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communications sont réduits et leurs effets sur le temps de restitution sont
diminués. C'est pourquoi les algorithmes parallèles synchrones et asynchro-
nes implantés sur le réseau de T414 sont légèrement plus performants en
terme d'efficacité, sans que, pour autant, Tune des deux méthodes
(synchrone ou asynchrone) s'avère supérieure à l'autre.

V.2. Résultats sur le 3090-400VF

II sont présentés dans les tableaux 5 et 6.

TABLEAU 5

Problème n° 2 : problème de l'obstacle.

Nb.
proc.

1

2

3

Mode

séquentiel

synchrone
asynchrone

synchrone
asynchrone

Découpage

143

69-74
69-74

47-48-48
45-52-46

min/max

241

241
241/251

241
248/277

Tps
restitution

19,91

10,38
10,06

7,42
6,93

Ace.

/

1,92
1,98

2,68
2,87

Eff.

/

0,96
0,99

0,89
0,96

TABLEAU 6

Problème na 3 : problème d'Hamilton-Jacobi-Bellman.

Nb
proc.

1

2

3

Mode

séquentiel

synchrone
asynchrone

synchrone
asynchrone

Découpage

143

71-72
71-72

47-48-48
49-44-50

min/max

241

241
251/254

241
244/275

Tps
restitution

21,17

10,86
11,03

7,55
7,41

Ace.

/

1,95
1,92

2,80
2,86

Eff.

/

0,97
0,96

0,94
0,95

Comme au paragraphe V.l nous pouvons formuler quelques remarques
spécifiques aux résultats obtenus sur l'IBM 3090VF.

1° Contrairement à l'architecture multi-Transputers, il nous a été impossi-
ble de mesurer le coût des conflits d'accès pour les algorithmes parallèles
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asynchrones et nous n'avons pas mesuré les temps d'attente en mode
parallèle synchrone.

T De plus, l'IBM 3090VF offre des possibilités de parallélisation et de
vectorisation. Pour le type de problèmes non linéaires étudiés, les algo-
rithmes implantés sur cette architecture présentent un faible taux de
vectorisation puisque celle-ci n'améliore que d'environ 30 % les performan-
ces scalaires.

V.3. Eléments de synthèse

Les résultats des expérimentations révèlent le bon comportement des
algorithmes de relaxation parallèles par sous-domaines, qui produisent par
rapport aux algorithmes séquentiels de bonnes performances aussi bien en
mode parallèle synchrone qu'en mode parallèle asynchrone. Cependant
l'analyse des résultats expérimentaux est très complexe et il paraît difficile
de tirer des conclusions générales. Néanmoins il apparaît des tendances en
fonction :

— du nombre de processeurs disponibles,
— de la taille du problème à résoudre,
— de la nature linéaire ou non linéaire du problème à résoudre,
— du mode de numérotation des points considéré.
Cette analyse apparaît d'autant plus ardue que les systèmes multiproces-

seurs que nous avons utilisés ne nous donnent pas, systématiquement,
strictement les mêmes performances sur un même cas test. En effet, pour
deux exécutions successives, d'une part pour les algorithmes parallèles
asynchrones nous n'obtenons pas le même nombre d'itérations, et d'autre
part, pour les algorithmes synchrones, les temps de restitution varient. Dans
le cas de l'IBM 3090VF ce phénomène peut s'expliquer par le fait que,
même en mode dédié, une exécution est perturbée par l'activation de
processus du système d'exploitation. Dans le cas de l'architecture multi-
Transputers, cette non-reproductibilité des exécutions est d'autant moins
explicable que la machine n'est utilisable qu'en mode dédié et que nous
avions pris soin de ne pas exploiter les possibilités multitâche disponibles sur
les Transputers pour éviter, autant que possible, des phénomènes de cette
nature.

L'ensemble des résultats expérimentaux présentés dans les tableaux
précédents représentent une partie des résultats sur lesquels se fondent les
remarques que nous allons formuler ci-dessous ; cependant nous renvoyons
le lecteur à {cf. [6], [18], [20], [21]) pour un complément d'information.

1° Lorsque le nombre de processeurs augmente, pour une taille du
problème donnée, les performances, en terme d'efficacité, des algorithmes
synchrones et asynchrones ont tendance à diminuer. Il existe cependant des
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exceptions à cette tendance dans la mesure où, pour le problème d'Hamil-
ton-Jacobi-Bellman résolu sur huit processeurs de calcul utilisés en mode
asynchrone, on obtient une efficacité de 1,36. De plus, toujours pour une
taille de problème fixée, il existe un nombre de processeurs critique à ne pas
dépasser ; ceci est d'autant plus sensible que la taille du problème est petite.

2° Les expérimentations montrent l'influence de la décomposition en
sous-domaines d'une part sur la vitesse de convergence des algorithmes
parallèles asynchrones, d'autre part, sur le paramètre de relaxation optimal
associé. Signalons qu'à notre connaissance, il n'existe aucun résultat
théorique pour déterminer a priori le découpage optimal, et pour calculer le
paramètre optimal associé à une décomposition donnée. Toutefois il existe
certains critères heuristiques qui permettent de guider dans le choix du
découpage en sous-domaines. En première approximation on peut dégager
les principes suivants :

— minimisation des interactions entre les différents sous-domaines,
— définition de processus dont les charges ne soient pas trop dispropor-

tionnées les unes par rapport aux autres, l'excès d'asynchronisme donnant
des résultats peu probants.

3° Au vu des résultats, il n'apparaît pas que l'architecture de la machine
multiprocesseur (mémoire distribuée ou partagée) joue un rôle déterminant
sur l'efficacité des algorithmes. En effet, pour un nombre de processeurs
donné on retrouve sensiblement les mêmes efficacités sur les deux types
d'architecture que nous avons considérées. Signalons toutefois que le faible
nombre de processeurs disponibles sur FIBM 3090VF du C.N.U.S.C. ne
nous a pas permis de tester de manière approfondie le comportement des
algorithmes parallèles sur ce type d'architecture à mémoire partagée.

4° Au vu de l'ensemble des expérimentations effectuées, on constate que
l'on obtient, pour un nombre de processeurs donné, des temps de restitution
du même ordre pour les deux méthodes synchrone ou asynchrone, sans que
l'une d'elles ne s'avère plus performante que l'autre, sauf, peut-être, dans le
cas du problème de l'obstacle.

Sur un plan informatique, les algorithmes parallèles asynchrones, dans la
mesure où on est assuré de leur convergence, permettent de s'affranchir des
contraintes de gestion des primitives de synchronisation. De plus, dans la
mesure du possible, ils présentent l'avantage de garantir la convergence des
méthodes de relaxation parallèles quel que soit le découpage considéré et la
stratégie algorithmique (synchrone ou asynchrone) adoptée. Par contre, à
notre connaissance, il n'existe aucun critère théorique pour déterminer
a priori laquelle des stratégies synchrone et asynchrone sera la plus
performante.

Enfin, signalons qu'un déséquilibrage raisonnable de la taille des sous-
domaines ne dégrade pas systématiquement le comportement des algo-
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rithmes parallèles asynchrones, alors qu'il augmente toujours les temps de
restitution des algorithmes parallèles synchrones, en introduisant des temps
d'attente supérieurs lors des synchronisations.

5° II est à noter que, comme pour les méthodes de relaxation séquentiel-
les, Futilisation du multicoloriage des points a un effet accélérateur sur la
convergence des algorithmes parallèles asynchrones ; par ailleurs cet effet a
tendance à diminuer, voire à disparaître, lorsque le nombre de processeurs
de calcul augmente.

TABLEAU 7

Effet de la numérotation sur la vitesse des algorithmes parallèles asynchrones
pour le problème n° 1.

'ÊÊÊÊÊÊÊZZ
Numérotation lexicographique

Numérotation Rouge Noir par blocs

1

92 s

75 s

2

47 s

38 s

4

23 s

20 s

8

13 s

14 s
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